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Desafio - Dobragem minimalista

Neste tema iras conhecer técnicas desenvolvidas por algumas das 20 AULA DIGITAL

mentes mais trabalhadoras (e por isso brilhantes) do século XVII. ~ ®Video
“Dobragem minimalista.”

Essas técnicas permitiram resolver problemas complicados de geo-

metria e de fisica até entao inacessiveis; hoje permitem resolver os mais variados pro-
blemas de otimizacao, fundamentais no setor industrial e em diversas atividades
economicas, desde a engenharia aeroespacial (ex., em calculos de resisténcia) a inddstria

de calcado (ex., na minimizacao de desperdicios no corte de couro).
Com o objetivo de mostrar algumas das vantagens e
desses métodos, fica aqui um desafio para ires ten-

tando resolver enquanto vais lendo o tema. Medita

um pouco nele antes de passares as paginas seguin-

tes, para o ficares a conhecer bem, e depois vai pen-

sando nele periodicamente.

Considera a figura ao lado, que representa uma folha

com dimensées muito proximas do tamanho A4.

Dobra a folha a partir de um ponto do bordo inferior

(em B) de modo a que o vértice C toque o lado es-

querdo (em D), mas sem que a dobra atinja o interior

do bordo superior. O problema consiste em determi-

nar a que distancia de C deve estar o ponto B para que

o vinco AB tenha o menor comprimento possivel. ¢

Anténio Machiavelo
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TEMA IV Funcgdes Reais de Variavel Real

@ FRVR11_2.6

20 AULA DIGITAL

@ Resolucao
PowerPoint: Todos os exercicios
de “Fungdes racionais”

0 Determina o dominio

das seguintes fungdes.

a) i) = X4
x+1
_5x? -1
b) g(x) = 7
2
o) hv) = ==+
oy 2x
d) i) = 5=
oo 2x
=515
23 -3
f) k(x) = ——
) k) x> +5x-6
PROFESSOR
Solucées
1
a) R\{-1}
b) IR\{0}
o R\{-5, 5}
d) R
e) R\{3/-5}
fIR\{2, 3}

UNIDADE T

Funcdes racionais

No 10? ano estudaste algumas fun¢des como, por exemplo, a fungdo afim, a fungao
quadratica, outras fungdes polinomiais, a fungdo médulo, a fungao raiz quadrada, a fun-

¢ao raiz clbica, bem como transformagoes dos graficos destas fungoes.

Neste dominio, retomaremos o estudo das fungdes iniciado anteriormente, comegando

por estudar mais uma familia de fungdes — as fung¢des racionais.

Uma funcao racional é uma funcao real de variavel real dada por uma expressao da

forma Plx) , onde P e Q sdo polinémios.
Q)
A ~  P) desi ~ .
expressao & esigna-se por fragao racional.
Exemplos
2 94 3
As funcdes flx) = x;f—x;“, gu) =1, hix) = xz5—f2 itx) = xzzjf -e i) = 3t . 10

sao alguns exemplos de fungdes racionais, por se tratarem do quociente entre duas fun-

¢oes polinomiais.

Nota que uma func¢ao polinomial P(x) é uma funcao racional, pois P(x) = @ .

Uma fungao racional tem como dominio o conjunto dos ndmeros reais que ndo anulam
o denominador Q(x), isto €, D = {x €lR: Q(x) = 0}.

Nos exemplos anteriores:

e Di={xelR:x -3 =0} =IR\{3}

* Dg= {x eR: x = 0} = R\{0}

oD, ={xeR:x2 -2 =0} =R\{-2, 2}

Calculo auxiliar

X*-2=0x=2
Sx=2 vx=-2

eDi={xeR:x2+1=0}=R
-

Condigao universal

.Dlle



1.1. Simplificacéo de frac6es racionais

Ja sabes, de anos anteriores, que, multiplicando ou dividindo ambos os termos de uma

fragdo por um mesmo ndmero, diferente de zero, obtém-se uma fragao equivalente.

De forma analoga, multiplicando ou dividindo ambos os termos de uma fragao racional
por um mesmo polinémio, ndo nulo, obtém-se uma fracao equivalente, para todo o valor
de x que ndo anule os denominadores.

Vejamos a seguir como este principio ajuda a simplificar fragdes, nomeadamente nos

casos em que se divide ambos os termos de uma fracao racional por um divisor comum.

Exemplos

2 2 2
5% 15w 3% o R\-2)
50+ 10 5(x+2) x+2

D ={xelR:5x + 10 = 0} = IR\{-2}

2.(36—4)(x+ 1)

=x—4, em R\{-1}.
x+1

D={xeR:x+1=0}=IR\{-1}

Observa que a simplificacao foi rapida, pois o polinémio que se encontra no numerador

ja estava fatorizado. No geral, para simplificar uma fragao racional, decompdem-se

os seus termos em fatores, dividindo ambos os termos pelos fatores comuns: obtém-se,

assim, uma fragao mais simples.

Deves, portanto, recordar as estratégias que aprendeste para fatorizar polinémios.

5 -9 _(-3+3)_x+3 opmo 3y
¥¥-5x+6 (x-3)x-2) x-2

D={xelR:x2-5x+ 6 =0} =R\{2, 3}

Calculos auxiliares

5+y25-4x1x6

2
Sx=2vx=3
X =5x+6=x-3)(x-2)

X¥-5x+6=0=x=

4 X34+ 3x2 +2x _ x(x2 + 3x + 2)

x3—x a2 -1
_x(x+ Dx +2)
xx=1kx+1)

X2 oM R\(-1, 0, 1}.
x—1

D={xelR:x3-x=0}=R\{-1,0, 1}

Calculos auxiliares

3+y9-4x1x2

2
Sx=-1vx=-2
X+3x+2=0+1)(x+2)

X+3x+2=0x=

UNIDADE 1 Fungdes racionais

QSimplifica as seguintes
fragoes racionais,
indicando o dominio onde
a simplificagao é valida.

a)2x3718
2x+ 6
3x2-6x-9

py2X o+ =7
)2.\‘Z+6.\'+4

X =3x2+3x-1

c) 71

Xt + 4x3 + 3x2
X0 + 5x% 4+ 7x* + 3x°

Dado um polinémio P(x),
de grau n €IN, cujas raizes
distintas x;, x,, ..., X, ttm
multiplicidade ny, n,, ..., n,
respetivamente, existe um
polinémio Q(x), sem raizes,
tal que
Px) = (6 — x7)™ X (x — x5)™ X
X oo X (x = x)™ Qx)

PROFESSOR

Solugées
2.
a)x — 3, em IR\{-3}.

3x-9
b) T d em IR\{-2, —-1}.

29,
C)M/ em R\{-1, 1}.
x+1

d)

em IR\{-3, -1, O}.

X +x’




TEMA IV Funcoes Reais de Variavel Real

5 X-7x+6 _ (x-2)2+2x-3) _

X —4x+ 4 (x—2)
2 é uma raiz
L . _ 0 =2)x+3)x—1) _
de multiplicidade dois -2 —2)

do polinémio x? — 4x + 4.

_+3)x=1) em IR\{2}.

X —

D={xelR:x2—4x + 4 =0} = R\{2}

Calculos auxiliares

|1 2 3| 0=R

X=7x+6=x-2)*+2x-3)

2 +J4-4x1x(=3)

> ox=-3 vx=1

X +2x-3=0x=

X+2x-3=x+3)x-1)

Assim, > = 7x +6=(x-2)0®> +2x-3) = (x - 2)(x + 3)(x — 1).

2
6. 2x* +4x -6 _ 20+ 3)x = 1) = 2x—2, em R\[-3}.
x+3 x+3

D={xeR:x+3=0}=IR\{-3}

Calculo auxiliar

2% 4 4x—6 =0 e x = V16 -4 X2 X (0

2x2
Sx=-3 vx=1
2 +4x—6=2(x+3)x—-1)

Um erro muito frequente na resolucdo do exercicio anterior consiste no seguinte:

Erro!
e
2x2+4)c—6:(x+3)(x—1)=x_1
x+3 x+3

O erro resultou de uma fatorizagdo errada do polinémio 2x? + 4x — 6 =
=(x+3)x—-1),emvezde2x2 +4x—-6= 2 (x+3)x—1).

Recorda a propriedade que esta na base da fatorizagdao de polinémios de
2?2 grau:

Dado um polinémio P(x) de grau 2, com duas raizes distintas x; e x,, entao
P(x) = a(x — x1) X (x — x,), em que a é o coeficiente do termo de grau 2.

Repara que, em todos os exemplos, a simplificagdo € vélida no dominio da fragdo inicial.

2 .
Neste ultimo exemplo, a simplificacao W = 2x — 2 é valida em IR\{-3}, apesar
de 2x - 2 ter dominio RR. o



1.2. Operactes com fragdes racionais

Observa os seguintes exemplos, onde se efetuaram as operagdes indicadas e se simpli-

ficou, sempre que possivel, o resultado obtido no respetivo dominio.

Adicao e subtragéo

Exemplos

2 2 2
1.X ;jx3_7+§1;:x +4);_je.ﬂﬂ == ;ix3_6’emlR\{_3}'

D={xelR:x + 3 =0} =R\{-3}

1 x—1 T—-x-17 _T—-x+1_ —x+2
—— = = = , em IR\{0}.
43 43 4x3 4x3 4x3 o

D = {x €lR: 4x3 = 0} = IR\{0}

Nos exemplos acima, as fragdes apresentam o mesmo denominador e, portanto, man-

tém-se o mesmo denominador e somam-se/subtraem-se os respetivos numeradores.

Nos exemplos seguintes, as fragdes tém denominadores diferentes e é, portanto, neces-

sario substitui-las por fragdes equivalentes que apresentem denominadores iguais.

_ 1 +x+1: 1 +2(x+1)=1+2x+2=2x+3,emlR\{O}.
12x bx 12x 12x 12x 12x
(x2)

D={xelR:12x=0 A 6x = 0} = IR\{0}

11 x=3 _ 22  7x2(x-3)_ 22 7x3-21x2 _ 22— (7x3 -21x%) _
T 7x2 2 14x2 14x2 14x2 14x2 14x2
(x2) (%(7x2))

_7y3 2
_ 7x3 + 21x% + 22 em |R\{O}
14x2

D ={xelR: 7x2 = 0} = IR\{0}

4(x - 3) 5x+ 1)

4x-T)x+1) 4x-Tkx+1)

5 x—3+ 5 _ x—3 + 5
xX2-1 4x—-4 G-Dx+1) 4x-1)
(x4) X+ 1))

:4(x—3)+5(x+1)_4x—12+5x+5_ 9 -7

Ax-Dx+1) 4x-T)x+1) 4(x—1)(x+1)=

_ 9% -7
_4x2_4,em R\{-1, 1}.

D={xeR:x2-1=0 A 4x—4 =0} =R\{-1, 1}

UNIDADE 1 Fungdes racionais

Dfigszr'\ Dg

e Efetua as operagoes
indicadas e simplifica o
resultado final, indicando
o dominio onde a
simplificacao é valida.

1 1

a)x+h_?

1 2
b).\—3_x2—9
c) o :

2 + 5
x*=9 x4+ 3x

1 x—1
x-2 x2-5x+6

d)

x+1 xX+2

X +5x+6 x2+4x+3

a1,
15 2x3 3x5
(x5) (x2)
5 2 7
“30 730 30
Repara que, para reduzir
as fragdes a0 mesmo
denominador, podiamos
sempre ter multiplicado
os denominadores um pelo
outro, obtendo 90 como
denominador comum.
Apesar de obtermos

naturalmente uma fragao

Lo
6

equivalente, 21
90 '

0s numeros envolvidos
sao maiores.

PROFESSOR

Solugodes
3.

a) x> +xh

x+1
b)m, R\{-3, 3}

; R\{-h, 0}

o)——: R\{-3, 0, 3}
x-3

d)—2— R\[2, 3}
x-3

2x* +6x+5
x+ D+ 2)x+3)"

R\{~1, -2, -3}

e)




TEMA IV Funcgoes Reais de Variavel Real

D,’XgZDfm Dg

o Efetua as operagbes
indicadas e simplifica o
resultado final, indicando
o dominio onde
a simplificagdo é valida.

2x x+5

a)x+5 2x3 = 2x

2 2
b) x*-x-2 _x +j 6x +9
x+3 x= =1
x2-36 xt =1
) X533
x*=5x-6  2x*+ 12x

Di =Dy {x €Dy glx) = O}
g

e Efetua as operagbes
indicadas e simplifica o
resultado final, indicando
o dominio onde
a simplificagdo é valida.
a) X% + 3x : x? -9

x-2 "4-x?

PROFESSOR

Solugdes
4,
T .
a)ﬁ, |R\{—5, O, —1, 1}

2
b X FX=0 R\i3, 1,1

x—1
32 _
X=X X1 . R\ 6,6,-1,0)
2x
5.
52 _
a = =2X . R\, 2,3, -3}
x-3
2
b) 2> R\(0)
X2+ 10x - 25
C)W ; |R\{75, 5}

Nota que, neste Gltimo exemplo, para substituir as fragdes envolvidas por fragoes equi-
valentes com igual denominador entre si, comecou por procurar-se fatores comuns aos
denominadores dessas fragdes, isto para que o denominador comum ficasse com o menor
grau possivel.

Multiplicacéo

Para multiplicar fragdes, multiplicam-se os numeradores entre si e os denominadores

entre si, simplificando, sempre que possivel, o produto obtido.
Exemplos

1 x—=1 _x-1
LY x2" 1 =2"""emIR\{0}.
4x3  4x3 16x° 103

D = {x €R: 4x3 = 0} = IR\{0}

2x—1X5x+5_(x—1)><(5x+5)_ x=T1T)x5x+1) _ 5

. = = = ,em R\{-1, 1}.
x2—-1 4x-4 X-NMldx-4) (x+1Dx-1)x4x-1) 4x-4

D={xeR:x2-=1=0 A 4x—4=0}=R\{-1, 1}

Nota que, mais uma vez, o dominio em que as operagdes sao validas é o dominio
da fragao inicial.

Diviséo
Para dividir fracdes, multiplica-se a primeira fracao pela fragao inversa da segunda, sim-

plificando, sempre que possivel, o produto obtido.

Exemplos

1 2x . x+3 _ 2x Xx—7: 2x(x—-7)  _ 2x2 — 14x
‘x-1 x-7 x-1 x+3 (x-Dx+3) x2+2x-3

,em [R\{-3, 1, 7}.

D={xeR:ix-=1=#0 A x-=7=20 A x+3=0}=R\{-3,1, 7}

xX2=2x+1 x3-1 :x2—2x+1 % x-2 _ (2 =2x+1Hlx-2) _
Tx2-3x+2 x-2 x¥-3x+2 x¥-1 2-3x+2)x3-1)

(x=1)(x~2) _ 1
=D =2)-Dx2+x+1) x2+x+

T em IR\ {1, 2}.

D={xeR:x2=3x+2=0 A x-2=0 A x3-1=0}=R\{1, 2}

Calculos auxiliares

x2—3x+2:O<:x=3i—— 9 -4x1x2

3 ox=1vx=2logox-3x+2=x-1)x-2).
1 0o 0 -1
1 1 1 1

|1110:R

X-T=x-12+x+1)

10




1.3. Equacoes fracionarias

Exemplos

2 _
1. Como resolver a equacao fraciondria W =0?
x —

2x2-11x+5

Repara que a fracao anula-se para os valores de x que anulam o numerador

sem anularem o denominador, ou seja:

2 _
%:o@b@—ﬂxw:oAz%uo
x_
o x=11 +121 -4 x2 x5 N x#l
2x2 2
ﬁ( _11+49 vx:11—9] el
4 2
<:>(x:5 vx=1—] Axw
2
&Sx=5
CS. ={5}
2. Para resolver a equagdo fraciondria _ 2 = 3, comegamos por reduzi-la a forma

/ggx; =0, de modo a determinar, como no exemplo anterior, os valores de x que anulam
X
o numerador sem anularem o denominador.
12 g 02 g
1_x x_1 x—1 x—1 X(x—1))
(X(=1)
oo1-2-30-1) _
x—1
o 1-2-3x+3 _
x—1
o X
x—1
S-3x=0Ax-1=0
Sx=0 A x=1
=x=0
C.S. ={0}

Em geral, para resolveres analiticamente uma equagao fracionaria, podes seguir
0s seguintes passos:

1° passo: Reduz a equacgdo fraciondria a forma % =0
X,
2? passo: Escreve % =0 AKX) =0 A Bx)=0.
X,

3° passo: Resolve a condigdo acima.

4° passo: Apresenta o conjunto-solucao.

UNIDADE 1 Fungdes racionais

e Resolve as seguintes

equacoes.

1 4 1
r+27?+?7o

2 1 6 — 5x
[} P — = :
),\2—4 x—2 4-x2

x-2
C)sz—v—T

B x+ 1 1
T2+ 3x+ 1 2x+1

3 1

d) - — -1=
’ X2 +x+2 x-2

Repara que, se
pretendéssemos determinar
os zeros de uma funcao
racional definida por

flx) = Pl). , teriamos

Q)

que resolver a equagao

Po)
aw -

fraciondria

PROFESSOR

Solucées
6.
3
a) {1, 7—}; R\{-2, 0}
2
b) {3 -5, 3 +5}; R\{-2, 2}

. 1
o) {2}; IR\{fo R 1}
d) {-2}; R\{-1, 2}

n
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@ Simulador
GeoGebra:"Quadro de variagao de
uma fungao”

0 Resolve as seguintes
inequacoes.

x-3

x2 -1 -0

a)

2_ 2
b) X J.’C,+ 2 <0
X+ 2

\+\
v

\I\
|

y=x2-5x+6
N3 x
y=x-1

PROFESSOR

Solugdes

7.

a)l-1, 1 U 13, +o[
b) |-, 2[ U [1, 2]
c)12, 3]

6
d) ]—W, ?[ U 14, +oo[
€)]-o, 3[ U0, T[U 1T, +oo[

12

1.4. Inequacdes fracionarias

Exemplos

x-3
2x + 2

1. Como resolver a inequacao fraciondria > 0?

Como sabes, o quociente de dois nimeros € positivo quando os dois nimeros sao
ambos positivos ou ambos negativos. Assim, a resolucao de uma inequagao fraciondria
passa pelo estudo do sinal do numerador e do denominador. Fagamos esse estudo

recorrendo, por exemplo, a um quadro de sinais.

—o0 -1 3 +o0 Calculos auxiliares
Zeros do numerador:
- - - 0 y ¥-3=0cr=3
= 0 + + -+
Zeros do denominador:
+ n.d. — 0 + 2x+2=0=x=-1

n.d.: nao definida (observa que o dominio da expressdo inicial é
{xelR: 2x + 2 = 0} = R\{-1})

Estuda-se o sinal do numerador e do denominador, comecando por colocar os seus
zeros, por ordem crescente, na primeira linha da tabela. A dltima linha corresponde
ao sinal do quociente em causa.

Assim:

x—-3
2x + 2

CS.=]-o, -1[ U3, +[

>0eox<-1 vx>3

2 2
9 X - 3x <9 _ 4 X -3x _ 2 4 4 < (Q | Calculos auxiliares
x—1 x—1 x=1 xe-1) X~ 1 Zeros do numerador:
2 _ _5xy25-4x1x6
o X -3x-20-1)+4 X5t b=0ex=—
x—1 Sx=3 v x=2
2 _ Zeros do denominador:
x> —5x+6
& ———=<0 x-1=0&x=1
x—1
—0 1 2 3 +00
+ + + 0 = 0 +
- 0 + + + + +
- n.d + 0 - 0 +
Assim:

X*=3x o5 4 L X-5x+6
x-1  x-1 x—1

CS. =]-, 1[U [2, 3]

<0eox<1 v 2<x<3




Em geral, para resolveres analiticamente uma inequacao fraciondria, podes seguir
0s seguintes passos:

1?2 passo: Reduz a inequagao fraciondria a forma Gl

B(x)

INAN IV V
o

2? passo: Estuda o sinal da fragao % , recorrendo, por exemplo, a um quadro de sinais.
X,

3? passo: Apresenta sob a forma de condicao os valores de x que satisfazem a ine-

10 AW
quagao B

IN A IV V
o

4° passo: Apresenta o conjunto-solucao.

Exercicio resolvido

Determina os zeros e estuda o sinal de cada uma das fungdes cuja expressao anali-
tica se indica.

2_J2x-3
V) =X =X =2
8) flx) 4x — x2
4 5
b) glx) = — 2 _
8N = T

Adaptado de Caderno de Apoio as Metas Curriculares, 112 ano

Sugestéo de resolugéo

a) Zeros de f

4x — x2

Sx2-2x-3=0 A 4x-x2=0

<:>x=2i“4_42><1 X (=3) A x4-x)=0

2+4

Sx = A x=z0 A 4—x=0)

Sx=3 vx=-1) A x=0 A x=4)

Sx=3 v x=-1
C.S.={3, -1}

Os zeros de fsdo 3 e 1.

(continua)

UNIDADE 1 Fungdes racionais

Repara que, se
pretendéssemos estudar
quando é que uma fungao
racional, definida por

P
flx) = _Q K é positiva

ou negativa terfamos
que resolver a inequacao

fracionaria g((x))
PE)

ou——<0.

Q)

>0

e Determina os zeros e
estuda o sinal de cada uma
das fungbes cuja expressao
analitica se indica.

4 5
a)h(x)_x—3+x2—3x
_3
5x
. 3x-6 _x*-5x
b jx) = 302 X T
) pl) X +x2-9x-9
p X2 —4x+3
5
d) rlx) = 10X =2
X

Caderno de Apoio as Metas
Curriculares, 11° ano

PROFESSOR

Solugdes

8.

a) Zero de h: -2

h é positivaem 1-2, 0[ U 13, +oo[
e é negativa em ]-0, —2[ U 10, 3.
Zero dej: 0

j € positiva em

-0, 2[ L]0, 2[ U 12, 5[ U |5, 4]
e é negativa em ]-2, O[.

Zeros de p: -3 e -1

p é positiva em

-3, =1[U]1,3[U]3, +=[ e é
negativa em |-o0, =3[ U |-1, 1[.
Zerosder:-2,0e2

r é positiva em

]7‘/5, 72[ U0, 2[u ]ﬁ, +00[ e
é negativa em

J-w, - 5[ U1-2, 01U ]2, 5.

13



TEMA IV Funcgoes Reais de Variavel Real

Exercicio resolvido

(continuagéo)
Sugestao de resolugdo

Sinal de f
Para estudarmos o sinal de f, vamos analisar o sinal do numerador e do
denominador, recorrendo a um quadro de sinais.

Zeros do numerador:
x?-2x-3=0&x=3 v x=-1 (ja calculado)

Zeros do denominador:
dx-x2=0=x4-x)=0

Sx=0v x=4

+\ /+ -1 0 3 4 +00
SINSS3 X 0 - - - 0 + + +
- - 0 + + + 0 —
+ .
0 4 x
'/ \' 0 + nd - 0 + nd -

Concluimos, assim, que:

efx)>0=-1<x<0 v 3<x<4

f é positiva em ]-1, 0[ U 13, 4[.

efx)<0e=x<-1 v0O<x<3 vix>4

f é negativa em ], —1[ U 10, 3[ U 14, +].

242, 5 _
=0T +x (-0 +x0

2x + 7

=—=" "~ _ emR\{-1, 1}.
(T=x01 +x)

D={xelR:2-2x=0 A x2—1=0}
= R\{-1, 1}

14



UNIDADE 1 Fungdes racionais

Sugestio de resolugio

Zeros de g
2x+7

g(x)zO@mzo

S2x+7=0A 1T=-x)(1T+x)=0

@xz—% A=zl Ax=-1)
ox=-L
2
C.S.={—Z}
2
i 7
Ozerodege—§.
Sinal de g

Para estudarmos o sinal de g, vamos analisar o sinal do numerador e do
denominador, recorrendo a um quadro de sinais.

Zeros do numerador:

== % (calculado acima)

Zeros do denominador:
(T=x)1+x)=0=x=1 v x=-1

Concluimos, assim, que:

7 4 APRENDE FAZENDO
0g(x)>0<:>x<—§\/—1<x<1 Pags. 78, 84 e 85

Exercicios 30, 50 e 54

2 - 7
§ € positiva em }_m’ - E[ V=L % CADERNO DE EXERCICIOS
E TESTES

Pag. 50
'g(x)<0<:>—§<x<—1 v x> 1 Exercicios 1,2 e 3

2) AULADIGITAL

@ Apresentacao
“Funcgdes racionais”
@ Teste interativo
“Funcgdes racionais”

g € negativa em }—%, —1[ U 11, +oof.

15



TEMA IV Funcgdes Reais de Variavel Real

UNIDADE 2

Limites segundo Heine de funcdes
reais de variavel real

@ FRVR11_11

20 AULADIGITAL

@ Resolucao

PowerPoint: Todos os exercicios

de “Limites segundo Heine de funcdes
reais de variavel real”

1. Todo o ponto a €A é um
ponto aderente de A
(basta considerar
a suCcessao x, = a).

2. Pode ter-se um ponto a
aderente de A, sem
que a pertenga a A
(no exemplo ao lado,

1 é um ponto aderente
deAelgA).

e Indica o conjunto
dos pontos de aderéncia
dos conjuntos seguintes.

a) |-1, 5[

b)lO,4lu}m,g}

o -2, 01 U {2, i}

PROFESSOR

Solugdes
9.
a) [-1, 5]

b) [0, 4] U [JE %]

c)[-2, 0] U {ﬁ, )

16

2.1. Pontos aderentes a um conjunto de nimeros reais

Dados um conjunto A c IR e um ponto a €R, diz-se que a é um ponto aderente de A
quando existe uma sucessao (x,,) de elementos de A tal que lim x, = a.

Exemplo

SejaA=11,2] U {3}

BN

1 2 3
* 1 é um ponto aderente de A, pois existe uma sucessao (u,) de elementos de A, definida
poru, =1+ 1—, por exemplo, tal que lim u, = 1.
n
* 2 é um ponto aderente de A, pois existe uma sucessao (v,,) de elementos de A, definida

por v, =2 —% , por exemplo, tal que lim v, = 2.
n+

. %é um ponto aderente de A, pois existe uma sucessao (w,,) de elementos de A, definida

por w,, = % , por exemplo, tal que lim w,, = %

¢ 3 é um ponto aderente de A, pois existe uma sucessao (y,) de elementos de A, definida

por y, = 3, por exemplo, tal que lim y, = 3.

2.2. Limite de uma funcdo num ponto aderente
ao respetivo dominio

Considera a funcdo real de variavel real f definida em I

R\{1} por fx) = 2= 1.
x—1

275
/1 |
/ © 1 !

Assim, o gréfico de f é a reta de equagdo y = x + 1, sem o ponto de abcissa 1.

Para x = 1, tem-se:

x2 =1 _+Dix-1)
x—1 x—1

=x+1




Consideremos também as sucessoes definidas por:

an=1+% by =1

1
n®

e

Observemos alguns dos seus primeiros termos:

1 2

2 1,25

3 1,11

4 1,06

5 1,04
n— 4o lima, =1

0,88
0,96
0,98

0,99

lim b, =1

UNIDADE 2 Limites segundo Heine de funcdes reais de variavel real

1,5
0,67
1,25

0,8

limc,=1

Determinemos, ainda, alguns dos primeiros termos das sucessdes definidas por f(a,),

f(b,,) e f(c,):
1 3 1
2 2,25 1,88
3 2,11 1,96
4 2,06 1,98
5 2,04 1,99
n— 4w limf(a,)=2 limf(b,) =2

2,5
1,67
2,25

1,8

lim f(c,) =2

A tabela sugere-nos que a sucessoes de objetos convergentes para 1, ponto aderente

do dominio de f, correspondem novas sucessoes de imagens, por f, convergentes para 2.

Este resultado ndo depende da sucessao convergente para 1 escolhida, ja que a qualquer

sucessao (x,) de elementos do dominio, que tenda para 1, correspondera sempre uma

sucessao de imagens, (f(x,)), que tende para 2. Provemos que assim é:

flx) = _11 =x+1,paratodoox=1.
x_

Seja (x,) uma sucessao qualquer de termos pertencentes a Dy tal que x,, — 1°.

lim fix,) =lim (x, + 1) =limx, +lim1=1T+1=2

Dizemos, entao, que, quando x tende para 1, f(x) tende para 2, e escrevemos lim f(x) = 2.

x—1

17
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TEMA IV Funcoes Reais de Variavel Real

Considera, agora, a fungao real de varidvel real g definida vt
em IR por g(x) = —x? + 2 e a respetiva representacao grafica. 2
’I--
-2/ O 1\2 o~

Consideremos novamente as sucessoes definidas por:
- 1 — 1 -
ap=1+— b,=1-— e c,=1+
n n3 n

Considera alguns dos seus primeiros termos:

1 2 0 0

2 1,25 0,88 1,5

3 1,11 0,96 0,67

4 1,06 0,98 1,25

5 1,04 0,99 0,8
n— 4o lima,=1 lim b, =1 limc,=1

Determinemos, a semelhanga do exemplo anterior, alguns dos primeiros termos das

sucessoes definidas por g(a,), g(b,) e g(c,):

1 -2 2 2
ylk
2 0,44 1,23 -0,25 5
3 0,77 1,08 1,55 ks
4 0,88 1,04 0,44 : . >
-2 @) 142 X
5 0,92 1,02 1,36
n — +ow limga,) =1 limgb,)=1 Ilimg(,=1

A tabela sugere-nos que a sucessoes de objetos convergentes para 1, ponto aderente
do dominio de g, correspondem novas sucessoes de imagens, por g, convergentes também
para 1. Este resultado ndo depende da sucessao de objetos convergente para 1 escolhida,
ja que a qualquer sucessao (x,,) de elementos do dominio, que tenda para 1, correspondera

sempre uma sucessao de imagens, (g(x,)), que tende para 1. Provemos que assim é:

Seja (x,) uma sucessao qualquer de termos pertencentes a D, tal que x, — 1.
lim glx,) =lim (—x,2 + 2) = lim (=x,2) + lim2 = ~(limx,)? + 2 =-1+2 =1

Dizemos, entdo, que, quando x tende para 1, g(x) tende para 1 e escrevemos Im”1| g =1.



UNIDADE 2 Limites segundo Heine de fungées reais de variavel real

Chega-se assim a definigdo de limite segundo Heine:

Dada uma funcdo real de variavel real f e dado um ponto a €R, o nimero real b
designa-se por limite de f(x) quando x tende para a quando a for um ponto aderente
do dominio de f, e para toda a sucessao (x,,) de elementos de Dy convergente para a,
lim f(x,) = b.

Decorre da definicao que, para a € D, se o limite existir € igual a f(a), uma vez que se
considerarmos a sucessao constante x,, = a, fica claro que o limite de f(x,) = f(a).

O limite de f(x) quando x tende para a, se existir, € tnico.

Repara que esta definicdo se baseia no conceito, ja estudado, de limite de uma sucessao
€, Como vimos, uma sucessao convergente admite um Gnico limite.

Com efeito, consideremos uma qualquer sucessao de valores de x a tender para a, por
valores do dominio de f: xq, x3, ..., x5, ...

O limite de f(x,), quando x, tende para a, se existir, é Gnico, como ja sabemos.

Entdo, o limite da funcao, quando x tende para a, que pela definicao de limite segundo
Heine é igual a lim f(x,,), também é Gnico.

Representa-se por lim f(x) = b e diz-se que “f(x) tende para b quando x tende para a”.

Dada uma fungao real de variavel real f e dado um ponto a €IR, +% (ou —x) designa-se
por limite de f(x) quando x tende para a, quando a for um ponto aderente do dominio
de f e para toda a sucessao (x,,) de elementos de Dy convergente para a, lim f(x,) = +%
(ou lim f(x,,) = —, respetivamente).

O limite referido na definicao anterior, se existir, € tnico.

1. Para se poder “falar” em lim f(x), tem, antes de mais, que fazer sentido escrever
X —a

x — a, isto é, tem de existir pelo menos uma sucessao que tenha todos os seus

termos no dominio de f e que tenda para a (nestes casos, diz-se que a € um ponto

aderente do dominio de /).

2. Ao considerarmos lim f(x), ndo exigimos que a pertenga ao dominio de f.

xX—a
3. Se a é um ponto do dominio de f, se existe algum € > 0 tal que la—¢, a + €[ N Dy = {a}
e se uma sucessao (x,) de elementos de Dy converge para a, entao, para n suficien-
temente grande, tem-se x,, = a, de onde se conclui que a sucessao (f(x,)) também é

constante e f(x,) = f(a). Logo, lim f(x) = f(a).

4. Resulta da definicao que, se lim f(x) = b, entdo, dada uma sucessao (x,) de ele-
mentos pertencentes a Dy e que tenda para a, verifica-se que lim f(x,) = b.

FRVR1T_1.2
FRVR11_21

2) AULADIGITAL

@ Simulador
GeoGebra: "Limite de uma funcao
segundo Heine”

@Considera afuncao f
definida por:
f: R\{1} — IR
4
(x—1)?
Recorrendo a definicao

X

de limite segundo Heine,
prova que:

a) lim f(x) = 4

x—0

b) lim f(x)= +o

x—1

Exemplo

Seja Dy=1-1, 2] U {3}.

S6 faz sentido escrever [im f(x)
seael-1,21u3). *7°

A

y
f3) = lim fox) - -

x=3

f2) =limflx) +-------
st /

Wh--o---0
"y

; (@)
—1 1T 2
tﬁ- lim f(x)

Observacao

Um ponto a do dominio de f
nas condicbes enunciadas na
nota 3, diz-se um ponto
isolado.

19



TEMA IV Funcoes Reais de Variavel Real

@ FRVRTI_13 2.3. Limites laterais

FRVR11_1.4

Sejam A e B conjuntos,
f: A— B uma funcao
eCcA. designa-se por:

Chama-se restricao de f
£ A iureio | ?C—» B e limite de f(x) quando x tende para a por valores inferiores a a ou limite de f(x)
@ ’

tal que V x € C, f|c(x) = f(x). a esquerda de a, quando b = lim f||_, ,(x), e representa-se por lim f(x) = b.

Dada uma funcdo real de variavel real f e dado um ponto a €IR, o nimero real b

Diz-se que “f(x) tende para b quando x tende para a por valores inferiores a a”.

e limite de f(x) quando x tende para a por valores superiores a a ou limite de f(x)

a direita de a, quando b = lim f], ,«((x), e representa-se por lim f(x) = b.

Exemplo Diz-se que “f(x) tende para b quando x tende para a por valores superiores a a”.

Seja fafuncdo f: R — IR
definida por flx) = x2.

A funcdo g: IN — IR, definida
por g(x) = x?, é a restricdo

da fungdo f ao conjunto dos
ndmeros naturais, IN: g = f|.

Exemplo

Considera a funcao real de variavel real h definida em IR por:

A
y
. -2 sex<1
h(x) =
. x+2 sexzl
. A representacao grafica desta fungao é:
L]
A
° > y g
X 4l
A fungdo h: R* — IR definida
por h(x) = x?> também é uma 3+---- ,
restricao da funcao f, mas, ‘
desta vez, ao conjunto 27
dos ndmeros reais positivos, :
R*: h = flg. = lig, 4| 1
Y O " X
_3.\

Observando a representacao gréfica, pode constatar-se que:

J ILFT] h(x) = -3, visto que a qualquer sucessao de valores de x a tender para 1, por valores
X

inferiores a 1, corresponde uma sucessao de valores de h(x) a tender para -3, isto €,

lim Al o, 1) = =3;

e lim h(x) = 3, visto que a qualquer sucessdo de valores de x a tender para 1, por valores

x—1"
superiores a 1, corresponde uma sucessao de valores de h(x) a tender para 3, isto €,
lim hl]], +w[()€) =3.

x—1

20



UNIDADE 2 Limites segundo Heine de funcdes reais de variavel real

Dada uma funcao real de varidvel real f e dado um ponto a €IR, +% (ou —) designa-se

por:

e limite de f(x) quando x tende para a por valores inferiores a a ou limite de f(x)
a esquerda de a, quando )!I_TE f 10, a1(¥) =+ (OU )!'_T, f]} -, a(x) = =00, respetivamente),
e representa-se por xILng f(x) = +o0 (ou —oo, respetivamente).
Diz-se que “f(x) tende para +o (ou —, respetivamente) quando x tende para a por
valores inferiores a a”.

e limite de f(x) quando x tende para a por valores superiores a a ou limite de f(x)
a direita de a, quando lim £}, ;«((x) =+ (ou lim |, ,e((x) = -0, respetivamente),

e representa-se por xli_)n; f(x) = +o (ou —oo, respetivamente).

Diz-se que “f(x) tende para +o (ou —o, respetivamente) quando x tende para a por
valores superiores a a”.

Exemplo

Considera a fungao real de variavel real f definida em IR\{2} por f(x) = .

x—2
A representacdo grafica desta funcao é:
A ,
4 :
') — +ooT 777777777 Ej

flx,)) = —eo i |

Observando a representacao grafica, pode constatar-se que:

. len} f(x) = —o0, visto que a qualquer sucessao de valores de x a tender para 2, por valores
inferiores a 2, corresponde uma sucessao de valores de f(x) a tender para —x, isto é,

lim ), 21(x) = —;

. |Ln; f(x) = +o0, visto que a qualquer sucessdo de valores de x a tender para 2, por valores
X
superiores a 2, corresponde uma sucessao de valores de f(x) a tender para +, isto €,

[im f|]2/ +m[(x) = +00,
x—2

Teorema

Dada uma funcao real de varidvel real f e dado um ponto a aderente ao respetivo
dominio Dy e a ¢ Dy, se os limites lim f(x) e lim f(x) existirem e forem iguais, entao
x—=a x—a*

existe o limite lim f(x) e, nesse caso, lim f(x) = lim f(x) = lim f(x).

x—a x—a x—a x—at

FRVR11_1.3
FRVR11_1.4

FRVR11_1.5

o Seja fa fungdo definida por:
) J.\'+ 1 sex>2
fx) = 4
|x+5 sex<?2
Determina, caso exista,

[im f(x).

x—2

PROFESSOR

Solugéo
1. lim fix) =3

x—2

2



TEMA IV Funcgoes Reais de Variavel Real

@ FRVR11_1.6

@Considera a funcao real de
variavel real g definida por:

xXX-2 sex<3
glx) =
7 sex>3

Recorrendo a definicao
de limite segundo Heine,
calcula:

a) lim glx)
b) Iin? gx)

c) lim gx)

@Considera a funcgao real
de variavel real definida

por h(x) = y4 — x.

a) Determina o dominio
de h.

b) Recorrendo a definicao
de limite segundo Heine,
determina Iirrl h(x).

Se a funcao f esta definida
apenas a direita (ou a es-
querda) de a, entao o valor
de |im f(x) coincide com o

x—a
limite a direita (ou a esquer-
da) de a, desde que se pos-
sam considerar cada um
dos limites laterais.

PROFESSOR

Solugées

12.

a)7 b) 7 c)7
13.

a) D), = |-, 4] b) 0

22

Retomemos o exemplo da pagina 16.

Exemplo

Considera a funcao real de varidvel real f definida em IR\{1} por f(x) = x*
x —

representacao grafica:

1 é um ponto aderente a Dre 1 ¢ Dy.
Verifica-se que lirrl fx)=2e Iin;[ fix) = 2.

Entao, Iin'} fx) = lim fix) = lim flx) = 2.

x—1

Teorema

x— 1"

11 e a respetiva

Dada uma funcao real de variavel real f e dado um ponto a € Dy, se os limites lim f(x)

X—a

e lim f(x) existirem e forem ambos iguais a f(a), entdo existe o limite lim f(x) e, nesse

x—at

caso, lim fix) = lim fix) = lim f(x).

xX—a

Retomemos o exemplo da pagina 18.

Exemplo

x—a*

X —a

Considera a fungao real de variavel real g definida em IR por g(x) = —x?> + 2 e a respetiva

representacao grafica:

Temos que 1 € Dy.

Verifica-se que lim g(x) =1, lim gx) =1eg(1)=1.

x—1

Entao, Iin} glx) = lim gx) = lim glx) = 1.

x— 1"

Observacao

x—1*

x— 1"

Da definigao de limite e do teorema acima, podemos concluir que se um limite lateral

existe e ndo € igual ao valor da fun¢do no ponto, entao a fungao nao tem limite nesse ponto.



UNIDADE 2 Limites segundo Heine de fungées reais de variavel real

Exemplos

Observa os seguintes exemplos, onde a ¢ Dy:

1. 2,
pA 3 4
f
Iimif(x) L
lim f{x) - lim f0x) = lim f(x) -
m //T R o e
O a X O
eagD; eagDy
o lim ) = lim f(x) o lim f0) = lim fw)
o A lim f(x) eJlimflx) e lim flx) = _Iimi flx) = lim+ f(x)

Observa os seguintes exemplos, onde a € Dy:

3. 4, 5.
v 4 y A
/ 7 Iim’f(x) I
Iim_ flx)+--- Iim‘ fix) =fla) +-- - fla) +----
lim f(x):f(a)-7f lim f(x) 1--- : lim f(x)-———r‘
O i’i x= O ; x= O é x=
oaeDf anDf 'aEDf
e |lim f(x) = fla) e |lim flx) = fla) e lim flx) = fla) e lim f(x) = fla)
x—at x—a x—a x—at

7 lim f()

6. 7.

ylk
lim fx) = lim fx) - - fla) = lim fx) = lim fo) { -

O ia x=
® aeDy ®aeDy
° limﬁ flx) = lim+ f(x) ° Iimi flx) = lim+ flx) = fla)
e lim flx) = fla) e lim+ flx) = fla) e 3 lim flx) e lim flx) = lim fix) = lim+ flx) = fla)

o 7 lim f(x)

xX—a



TEMA IV Funcgoes Reais de Variavel Real

@ FRVRM_1.7

@Considera a fungao f
definida por:

fiR\{-1, 1} — R

X —
x2 -1

Recorrendo a definicao
de limite segundo Heine,
prova que lim f(x) = 0.

24

2.4. Limites no infinito

Dada uma funcdo real de variavel real f cujo dominio ndo é majorado, o ndmero
real b designa-se por limite de f(x) quando x tende para mais infinito, quando, para
toda a sucessao (x,,) de elementos de Dy, com limite +o, lim f(x,) = b. Representa-se
por lim f(x) = b e diz-se que “f(x) tende para b quando x tende para mais infinito”.

X = 400

O limite de f(x) quando x tende para +, se existir, € tinico.

Considerando uma qualquer sucessao de valores de x a tender para +, por valores do
dominio de f: xq, x,, ... x,, ..., tem-se que o limite da sucessao f(x,) quando x, tende para
+0o0, se existir, € nico, como ja sabemos. Entao, o limite da fungao quando x tende para

+o, que pela definicao de limite segundo Heine € igual a lim f(x,,), também é unico.

Exemplos
1 lim =0 2. lim (5+l]=5
xX—>+0 X X+ X
flr,) >0 |
Definicéo

Dada uma funcgdo real de varidvel real f, +o (ou —) designa-se por limite de f(x)
quando x tende para mais infinito, quando, para toda a sucessao (x,,) de elementos
de Dy com limite +o, lim f(x,) = +o (ou lim f(x,,) = —, respetivamente).

Analogamente ao que foi referido na definicao anterior, este limite, se existir, € tnico.

Exemplos
1. lim x2 = 4o 2. lim (=x3) = —o
X — 4% X = +®

y A f=x ¥ 4

flox \—> +oo T:

v
©)
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Definigcdo @ FRVRII_1.8

Dada uma funcdo real de variavel real f cujo dominio ndo é minorado, o ndimero
real b designa-se por limite de f(x) quando x tende para menos infinito, quando,
para toda a sucessdo (x,) de elementos de Dy, com limite —, lim f(x,) = b. Repre-
senta-se por xIme flx) = b e diz-se que “f(x) tende para b quando x tende para menos
infinito”.

O limite de f(x) quando x tende para -, se existir, € tnico.

Considerando uma qualquer sucessao de valores de x a tender para —, por valores do
dominio de f: x1, x, ... x,,, ..., tem-se que o limite da sucessao f(x,) quando x, tende para
—oo, se existir, € Ginico, como ja sabemos. Entao, o limite da funcao quando x tende para

-, que pela definicao de limite segundo Heine é igual a lim f(x,), também é dnico.

Exemplos

1. lim 1.

xX—> -0 X

Definigéo

Dada uma funcdo real de variavel real f, +o (ou —) designa-se por limite de f(x)
quando x tende para menos infinito, quando, para toda a sucessao (x,) de elementos
de Dy com limite —o, lim f(x,,) = +o (ou lim f(x,,) = —, respetivamente).

Analogamente ao que foi referido para a definicao anterior, o limite referido nesta de-

finicdo, se existir, é dnico.

Exemplos
1. 2. lim x3 = -
X ——®
A
y
flx) = x
X, —> —°
i

frooo i fx,) — —oo
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@Considera a funcao f
definida por:
f: R\{1} — R

X2 - :

x—1

Recorrendo a definicao
de limite segundo Heine,
prova que:

a) Ijm) fix) = -1

b) lim flx)=2

X = +®

c) lim f(x) = —=

x— 1+

26

Exercicios resolvidos

1. Recorrendo a definicao de limite de uma funcao segundo Heine, prova que:

3
a)z!mx2+2_5

b) lim [5+ 1 J=5
X3 -4

X — -

c) lim [1— 7 J=+oo
x> -3 x+3

Sugestao de resolugéo

a) Seja f a funcdo real de varidvel real definida por f(x) = ok (x,) uma
x? +
sucessao qualquer de termos pertencentes a Dy tal que x, — 2:
. . 3 lim 3
lim fix,) = lim = =
o) (x,ﬂ n 2) im (x.2 + 2)
= 3 =
lim (x,2) + lim 2
= ; =
(im x,)2 + 2
= 3 —
2242
= i =
6
-1
2
Conclui-se, assim, que lim 31
! ! o2 x2 42 2
b) Seja g a funcao real de varidvel real definida por g(x) =5 + 31 =€ (xp) uma
x p—

sucessdo qualquer de termos pertencentes a D, tal que x, — —oo:

1 ]=Iim5+lim 1 _
X3 —4 X3 —4

lim g(x,) = lim [5 +
lim 1 _
lim x,3 - lim 4

1 _
(limx,)3 -4

=5+

=5+0=
=35

Conclui-se, assim, que lim [5 + 1 J =5,

X ——»
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Sugestéo de resolugéo

c) Seja h a fungao real de varidvel real definida por h(x) = 1 - ! = (x,) uma
x +
sucessao qualquer de termos pertencentes a Dy, tal que x, — -3 A x, < -3,
Vv nelN:
lim h(x,) = lim (1 - leim1—lim 7__
X, +3 X, +3
= = —7 =
limx, + 3
17
-3 +3
—1-L =
0
= 1 — (—OO) =]
= 4+
Conclui-se, assim, que lim [1 _7 j = oo,
¥ >3 x+3
2. Na figura esta parte da representacdo grafica de y4
uma funcao g de dominio IR. g
Considera a sucessao de termo geral u, = 1—2 .
n
a) Qual é o valor de lim g(u,)?
X = +% P

(A) +o0 (B) 2 (€)1 DO

b) Seja (v,) uma sucessao tal que lim g(v,,) = +oo.

Qual das expressoes seguintes pode ser o termo
geral da sucessao (v,,)?

A n2 + 10 @® &7 ©) -2 01 +2+1
n

n n

Sugestéo de resolugéo
a) Sabemos que % — 0F, isto é, a sucessao (u,) tende para O por valores

superiores a 0. Por observagao do grafico, quando uma sucessao de objetos
tende para O por valores a sua direita, constatamos que a sucessao das res-
petivas imagens tende para 2.
Logo, a opcao correta é a (B).

b) Procuramos o termo geral de uma sucessao de objetos (v,,) cuja sucessao
de imagens por g tenda para +«. Da observacao do grafico, sabemos que
(v,) tera que tender para 0~
Dado que n? + 10 — +o; _1)n90; —i—>0— e 1+
a opgao correta é a (C). g n

n+1
2

— 1,

v

@ Na figura esta
representada parte do

grafico de uma fungao f,
de dominio IR\{-1, 1}.

A

y

oW

v

a) Considera a sucessdo
de termo geral

S

n-

UH

Qual é o valor de
lim flu,)?

(A) -1
B) 1
O3

(D) Nao existe.

b) Considera uma
sucessao (v,), n €IN tal
que lim f(v,) =+co.

11— 490

Qual das expressoes

seguintes pode ser o

termo geral da sucessao

(vVi)?

(A) n?

B) 1+
n

(©) -n?

(D) 1 L
n

(4 APRENDE FAZENDO

Pags. 68, 72,77,78 e 79
Exercicios 1,2, 13,27,
,33e

’

ti CADERNO DE EXERCICIOS
E TESTES

Pag. 51
Exercicios 4 e 5

PROFESSOR

Solucées
16.

a) Opcao (C)
b) Opcao (B)
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TEMA IV Funcgoes Reais de Variavel Real

@ FRVRIL19 2.5. Operacoes com limites e casos indeterminados

Como o limite de uma fungao foi definido a partir do conceito de limite de uma suces-
sao, podemos deduzir, para os limites de funcdes reais de variavel real, teoremas analogos
aos estudados no tema das sucessoes.

Assim, no que diz respeito as operagcdes com limites, ja sabes que, sendo as sucessoes

(uy) e (vp) esendo limu, =1, e limv, =1, com/, |, €RR, tem-se que:

o limu,+v,)=h+1
e |[im (Un Vn) = /1 /2

e |lim (ﬁ] :/—2,se u, =0, paratodoonelNel; =0.
un 1

e lim (au,) = al;, aeR
e lim (u,) =), reN
e lim (u,)" = (), sendoreQ* e u, 20, paratodoon €lN.

e lim (u,)" = (), sendoreQ e u, >0, para todo o n €IN.

Vejamos, entdo, algumas propriedades operatérias sobre limites de fungdes reais de

variavel real.

Seja a um ponto finito (ponto aderente do respetivo dominio) ou infinito:

1. Limite da funcao constante

O limite de uma funga@o constante é a prépria constante.

lim k=k
Exemplos
1.Iirr;5:5 2. lim 5=5
2. Limite da funcao identidade
limx=a
Exemplos
1. |im3x=3 2. lim x = - 3. lim x=+4x
o0 + /= +o0, com [ €IR. 3. Limite da soma

+00 + (400) = 400

— + [ =00, com | €R. Se lim f(x) e lim g(x) existem e ndo sdo infinitos de sinais contrdrios, entao:
_oo+(_oo):_oo x—a x—a
lim (f+ @) = lim flx) + lim g(x)

(+00) + () Indeterminacao ra ‘o a ra

28



UNIDADE 2 Limites segundo Heine de fungées reais de variavel real

Exemplos
1. lim1 x+1)= Iim1x+ Iim1 1==1+1=0
2.01m x+ D= lim x+ lim 1 =(o)+1=-x

Se lim f(x) e lim g(x) sdo ambos infinitos, mas de sinais contrarios, nada se pode
afirmar sobre lim (f + g)(x). Estamos perante uma indeterminagao do tipo % — .

Mais a frente iremos ver que as estratégias que te permitirdo resolver esta situagao sao
idénticas as utilizadas no levantamento de indeterminagoes envolvendo sucessoes.

4. Limite do produto

Se lim f(x) e lim g(x) existem e ndo sdo um deles zero e outro infinito, entao:

X —=a X—a

lim (fx g)(x) = lim f(x) x lim g(x)

xX—a x—a xX—a

Exemplos
1. Ilm2 5x = I1m 5% I|m x=5x2=10
2. Iim x2 = Iim (xxx)= lim xx lim x = (-=0) X (~%) = +®

Se lim f(x) e lim g(x) sdo um deles zero e o outro infinito, nada se pode afirmar sobre
x—a xX—a

lim (f x g)(x). Estamos perante uma indeterminagdo do tipo 0 x % .

Mais a frente iremos ver estratégias que te permitirao resolver esta situacao.

5. Limite do quociente

Se lim fix) e lim g(x) existem, e se os dois limites ndo sdo ambos zero ou ambos infinito,

entao:
, lim f(x)
lim [_ () =2
r=alg lim g(x)
Exemplos
I|rr; (2x - 3)
1 lim 223 2 2 1
=2 x4+ 1 lin; x+1) 3
) [im 2 )
e X [imox

@ FRVR1T1_19

(+0) X [ =+, com [ €IR*.
(+00)><I-—oo com/elR.
(+00) X (+00) = +o0
(+00) X (—0) = —00
00)></——oo com / e R*.
oo)><l—+oo com/elR-.
—0) X (—®) = +00

1l
+
8

Il
|
8

Il
(@]

Il
8

Indeterminacao

Indeterminacao

olo 8|8 ol8 8lo 8= o|- Q|-
I
)

aConsidera a funcao f
definida em IR\{-1}
5x—4
x+1°

por flx) =

a) Determina lim f(x)

x— -1+
e llm fx).

x—-1

b) O que se pode concluir
quanto a existéncia
de “n] f(x)?

PROFESSOR

Solucées
17.

a) —oo; 4o

b) Nao existe.
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0 s .

Se lim f(x) e lim g(x) sdo ambos zero ou sao ambos infinito, nada se pode afirmar sobre

xX—a xX—a
0

[im [i] (x). Estamos perante uma indeterminagao do tipo ol ou 2 e, mais uma vez,
g o]

xX—a

iremos ver, mais a frente, estratégias que te permitirdo resolver estas situagoes.

6. Limite da poténcia

(+00)" = +00, com r e Q*. Se existe lim f(x), entdo:
(~o0) = +o0, se r €N é par. . e
(~o0) = —, se r eIN é impar. . )!I_TH [f)]" = (hy, relN;

e lim [fx)]" = (/;), sendo r e Q* e f(x) 2 0, para todo o x € Dy,

X —=a

© Considera as funcoes fe g e lim [f0)]" = (1), sendo r € Q e fix) > 0, para todo o x € Ds.
representadas graficamente r—a
por:

Exemplos

1 lim x3 = [ lim xj3 = (—00)3 = —o0

X — -0 X = -

2. |imz(x3—3x2+4)=|irr;x3—lin;3x2+|irr;4=[||m xj —3><[|im xj2+4=

x—2 x—2

=23-3%x22+4=8-12+4=0

y i
g/ 3. lim =3 lim x=3 0=
_OJ -3 1 1
al E 4. lim 62-1) 2= lim =\/Iim = | =J+o=4x
L, almwenTein ol e lin s =
[ A notagao simbdlica utilizada nos limites de sucessdes também se mantém.
Indica o valor de:
a) lim (f+ g Operacdes com limites infinitos em notacdo simbdlica
b) lim (fxg)) : o o
c) Iirr} 7]()()
. gz +o0 + [ =+, com [ eR. (+00) X [ = +oo, com [ R*. 1 _
d fim, () 279 ap (569} = <563 (+%) X [ = —e0, com [ €IR™. 0*
& lim g0 —© + [ = -, com [ €R. ) 5 ) = s 1
i 4 —00 + (—00) = —00 F=_°°
) lim Jfw) (+00) + (—) Indeterminacio (+%°) X (=)=
Y (=) x | = —o0, com | €R*. T_p
(—o0) X [ = +o0, com [ €IR". *
PROFESSOR (~90) X () = +00 0y
Solugdes *
18. (+00)" = 400, com r € Q*. ® e
a) +e» (o) = +00, se r €N é par. U
b) -6 2z
) (~o0) = —, se reIN é impar. 2 Indeterminacdo
c)0 o0
d) 4
e)—w» o x 0 Indeterminacao % Indeterminacao
f)o
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Sejam f e g duas fungdes tais que se lim fix) =/; e lim gx) =/, com/;,, eRea

é

xX—a

um ponto finito (ponto aderente do respetivo dominio) ou infinito, entao:

lim (f+ @) =h +1,

X —a

lim (fX g)(x) = /1 /2
lim [i](x) = ;—15e glx) = 0, paratodo ox e Dy e |, = 0.
xX—a g 2

lim (k x A(x) = kI, k IR

xX—a

lim [f)]" = (L), reN

xX—a

lim [fix)]" = ()7, sendo r e Q* e f(x) 20, para todo o x € Dy.

xX—a

lim [fix)]" = (), sendoreQ e f(x) >0, para todo o x € Dy.

xX—a

Todas as propriedades acima enunciadas sao suscetiveis de serem alargadas ao caso
de lim f(x) e lim g(x) serem infinitos, exceto se conduzirem a situagdes do tipo o — o,
xX—a xX—a

0

e e}
—,—e0xoo,
o 0

2.6. Produto de uma funcgéo limitada por uma fungéo

com limite nulo

Teorema

Dados D < IR, as fungdes f: D — IR e g2 D — IR e um ponto a aderente a D,
se )!I_[Yl flx) = 0 e se g é limitada, entao lim [f(x)g(x)] = 0.

Seja a um ponto aderente a D. Por um lado, sabemos que:

. )!'_r,rl f(x) = O significa, pela definicao de limite segundo Heine, que para toda a suces-

sdo (x,,) de elementos de D convergente para a, se tem lim f(x,) = 0, isto é, f(x,,) € uma

sucessao com limite nulo;

Por outro lado, temos que:

e sendo g uma fungdo limitada, entdo a sucessao g(x,,) é naturalmente uma sucessao li-

mitada.

No tema anterior, ja tinhamos provado que o produto de uma sucessao limitada por

uma sucessao com limite nulo tende para zero, logo lim (f(x,) x g(x,)) = 0, que segundo

a definicao de limite segundo Heine corresponde a lim (f(x) x g(x)) = 0

Exemplos
1. lim S€MX o pois -1 <senx< 1, VxeRe lim L
X — 4% X x—>+0 X
2. lim 9% — o, pois -1 <cosx<1,VxeRe lim 1 o.
2 2
x—o-o X x> -0 X

@ FRVR11_110

@Considera as funcoes reais
de variavel real definidas
3
ST
s 2
glx) = x3 - e
a) Determina lim fix) e

lim g(x).

por f(x) e

b) Determina lim flx)
¥ —> +0 g(x)

e IimM

r=+ flx)

@ Determina, se existir, cada
um dos seguintes limites.

a) lim (4x®> + x2 + 5x - 2)
x— -1

b) lim (x*-3)

f) lim — 2%

P39 —x

@ Determina, se existir,
o lim __sen(dx)
v X2 4 2x =10

O teorema ao lado também
se estende ao caso de
limites laterais (por valores
superiores ou inferiores a a),
bem como ao caso de
limites em oo,

Dada uma sucessao (u,)
limitada e uma sucessao
(v,,) com limite nulo,
tem-se que lim (u, v,) = 0.

PROFESSOR

Solugdes

19.

a)0; +x b) 0; —©
20.

a)-10 b) +o c) +©
d)o e)0 f)10

21.0
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@ FRVRT1_111

A funcao composta de g
com f é a fungao
gof: Dy — IR tal que

Dgor={x €Dy flx) e D } e

Vx €Dy, (gohx) = gfix)).

@ Na figura abaixo estd parte
da representacao gréfica
de uma fungao g definida
em IR\{5}.

A

y

O 5 ,
R :

Determina o valor
de lim gx? + 4).

@Calcula lim tg (lj,
x -2 X

recorrendo a uma
mudanca de variavel.

Caderno de Apoio as Metas
Curriculares, 11° ano

PROFESSOR

Solucées
22,2
23. o

32

2.7. Limite de uma fung&o composta

Seja f a fungdo real de variavel real cuja representacdo grafica se encontra abaixo:

A

y

v

Suponhamos que pretendiamos determinar Iin; f3x + 1).
Designemos 3x + 1 por y, isto é, consideremos a mudancga de variavel 3x+ 1 =y.
Sex—>2,entdo3x+1—>7,istoé, y — 7.

Assim, lin; fBx+1) = Iim7 fly) = 4.
X = v

O método de calculo de limites que apresentamos no exemplo acima, conhecido por

mudanca de variavel, é uma aplicacdo direta do seguinte teorema:

Sejam f e g duas fungdes reais de variavel real e a um ponto aderente a Dg.y.

Selimflg=beRe lim g(x) = c €R, entdo lim (goAx) = c.

xX—a

Demonstracao

Seja (x,) uma sucessao de pontos de Dg. tal que lim x,, = a. Entdo, lim f(x,) = b e, por-
tanto, lim g(f(x,)) = c. Como isto acontece para qualquer sucessao de pontos de Dg.r que

tende para a, entao lim (gof)(x) = c.

Exercicio resolvido

Determina, se existir, 1im |x2 —5].
o

Sugestao de resolugédo

A fungdo x — [x? — 5| é a composta da fungdo x — |x]| Al iriliar
com a funcdo x ~ x2 - 5. ¥  sex=0
x| = { se ;O
lim (2—5)=(22-5=-1e lim |x| = lim (=) =1 s
x—-1 x—-1

x— -2

Entao, lim2 |x2 =5]=1.
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2.8. Levantamento algébrico de indeterminacoes

Como vimos anteriormente, nem sempre as propriedades operatérias sdo suficientes
para determinar o limite ou para concluir que ele ndo existe. Para “levantar a indetermi-
nagao”, e dependendo de varios fatores, existem estratégias apropriadas, umas que ja

conheces, aquando do estudo das sucessoes, e outras que iremos agora abordar.

Limites de funcdes racionais
Caso 1: x — a (finito)
* Indeterminacao do tipo [%J

Exemplo

2
Como calcular lim X 2x?
x=2 x2 -4

A indeterminacao é do tipo [%], pois 2 é um zero comum a ambos os termos da fragdo,

o que significa que ambos sao divisiveis por (x —2). Assim, decompondo em fatores
o numerador e o denominador, obtemos:

(%] (x—2) 2 1
lim = = lim XY= _|jm_ X -—<£-_"

=2 (x=2) (x+2)

¢ Indeterminacao do tipo (0 x «)

Exemplo

Como calcular lim [(x3 -1)x ;}?
¥ x2+2x-3
Este limite enquadra-se numa indeterminagao do tipo (0 x «©) mas, se efetuarmos a mul-

tiplicagdo indicada, este caso reduz-se ao anterior.

(0 x )

3
lim [<xa_1>x 263 -1) _
a1 x2 +2x -3

e Calculo auxiliar

;] _
X2 +2x-3

Iim2(x—1)(x2+x+1): |1 T o=k
x> 1 (=1 +3)

@ Determina, se existir, cada
um dos seguintes limites.

2
a) lim = )
v=3 4x —12
b) lim =5+ 6
T2
2
c) lim H-5x+6
x— 2 x -2
. x2-5x+6
d) lim 2 =210
) im =2y
e) lim x!—5x+6

o2 (x—2)
f)lim[(x371)>< 1 }

x— 1 T-x

X +2x-3=0
2

= lim M: _—21/22—4><1><(—3)

x—1 x+3 Sx= 2
:2><3: ox=1vx=-3

4

_3

2

PROFESSOR

Solugdes

24,

3
a)j

2
b) - 3
c)-1
d) -0

e) Nao existe.
f)-3
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@ Determina, se existir, cada
um dos seguintes limites.

=|=

a) lim -
x>0 2X

1

+

[

X

. 1 1
Sk (7 - TZJ

@Considera a funcao real de
variavel real f definida por:

) X —x sex<0
flx) =
x*=3x+T1sex=20
Determina, se existirem,
os seguintes limites.
a) lim f(x)
x— -2

b) |im f(x)

c) lim f(x)

X — —o0

d) lim f(x)

x—0

PROFESSOR

Solugées
25.

a)o

b) —0

26.

a)-6

b) +o

c) —oo

d) Nao existe.
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¢ Indeterminacao do tipo (f]
e e]

Exemplo
2
Como calcular lim _X+3
x—-3 X
x2-9

. . . . ~ . o0 e~
Este limite enquadra-se numa indeterminagao do tipo (—J mas, se efetuarmos a divisao
[ee)

indicada, este caso reduz-se a indeterminacao do tipo (Qj

e 0
23 [;] 2(x2-9) (6] 2+ 3)x - 3) 2(x—3) 12
lim _X*+3 = Jim 2¥2 =9 _ |im £X )W =3) _ iy 2w =2) _ =l _ 4
x—-3 X x—-3 x(x+3) x—-3 x(x+3) x—-3 X -3

x2 -9

¢ Indeterminacao do tipo (+o — ©)

Exemplo

Como calcular lim [ 1 - 2 ]?
=1 2 -3x+2 x2-4x+3

Este limite enquadra-se numa indeterminagao do tipo (% — ) mas, se efetuarmos a sub-

tracdo indicada, este caso também se reduz a indeterminagao do tipo [%J

i () = (2 )
=1 (X2 -3x+2 x2-4x+3 = (=N -2)  x=1x-3)
=|im( x—-3 B 2(x - 2) j:
=1 (=T =-2)x=3) =1 -3)x~2)
x-3-2x+4 . —x + 1

21l x=-Dx-2)x-3) =1 x-1x-2)x-3)

—(x—1) . -1 1

[im
=1l x=Tx=-2)x=3) =1 (x=2)x-3) 2

Caso 2: x — +© (ou —x)

¢ Indeterminacao do tipo (+o — )

Exemplo

Como calcular lim 2x3 +4x2 —x+ 7)?

X = +%

Este limite enquadra-se numa indeterminacao do tipo (+ — ). Colocando em evidéncia
o termo de maior grau, estratégia esta que ja estudaste no levantamento de indetermi-

nagoes que envolviam sucessdes, vem que:
(00 — ) 5
lim 2 +42-x+7) = lim [2;&(1 LA x +_H=

X+ X =+

[im [2x3[1 +£—L+LH:
X e x  2x2 23

- . 2 1 7
[im 2x3)x lim [1T+52—-—+ -2 | =
x — +0 ( * ) X — +© ( X 2x2 2X3J
(+0) X (1 + 0 -0+ 0) = +oo



UNIDADE 2 Limites segundo Heine de fungées reais de variavel real

. ~ . e e}
e Indeterminagao do tipo [;] @) Determina, se existir, cada
um dos seguintes limites.
a) lim &X=9
Exemplo i 4y
2 2 _
Como calcular lim X *X2X+3 ; b) lim 2 =7x+1
X = +® xb — x — x2 -1
. x>+ 5x+1
Este limite enquadra-se numa indeterminacao do tipo [EJ Colocando em evidéncia o lim ————
o)
o termo de maior grau no numerador e no denominador, vem que: 4 lim —*
vt X3 — 1
, (3) x2[1+2—§+32] , 1+2—;C+i2
X X X
lim X +2X+3 2 iy = lim £ x lim ———— =
X = 40 x6_5 X = 4o 6 5 X = 400 x6 X = 4o 1- 5
U X6
1+24 %
1 X x
= lim —x lim =
X — 40 X X = 4% 1 _i
xb @ Determina, se existir, cada
1 14040 um dos seguintes limites.
=—X—————~=0x1=0
+00 1-0 4x
-2
a) lim %
0 -
* Indeterminacao do tipo (ﬁj 20t + 1
b) lim (3 - 3 xi)
Exemplo v \3x + X
. X
33 c) \]Lrl L‘ZJ” X(x+2):|
Como calcular lim %?
7x* + 1
Este limite enquadra-se numa indeterminacao do tipo (%] mas, se efetuarmos a divisao
indicada, este caso reduz-se a indeterminagao do tipo (2]
o]
—_—)
. 3 . 4 . 4
lim 20+ 1 _ lim 3(7x +1): im 21x*+3 _
) ioe 2203 + 1) vo= 4D + 2
7x4 + 1
ki 3
: 213 (1 ¥ _]
(:) lim 21x%) | _
X —> -0 2 Ve
3
A (1 * 4—363] PROFESSOR
Solugdes
. ¢
20Xt 21x4 27.
= lim x lim — ==~ =
X — - 4x3 x> - 2 a)—8
1T+ e b) 2
c) +o
d)o
1+ 213 1 o8
= lim 21X fim =Y ]
X — - 4 X — —o ‘I a) —o
T b+
:(_oo)x1+0=—oo o)1
1+0
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TEMA IV Funcoes Reais de Variavel Real

¢ Indeterminacao do tipo (0 x «)
Exemplo

Como calcular lim

5
lim [7x3_5x2 X (x> + 1)]?

Este limite enquadra-se numa indeterminagao do tipo (0 x ©©) mas, se efetuarmos a multi-

plicacdo indicada, este caso reduz-se a indeterminacao do tipo (2]
00

(0 x )

. 2 . 2x> + 2
m [—=—— x>+ 1 = lim == =
x> [7x3 - 5x2 ( )J xo e 7x3 — 5x2

|

5

L

5
|

No calculo de limites de fungdes racionais que envolvem indeterminacdes, deves

seguir o esquema seguinte:

Indeterminagoes Indeterminagao
1?9 Fatorizar o
[f] numerador e o
@ Simplificar denominador.
3 0
x—a (0 x ) a eXpressao (6] 20 Simplificar.
de modo a -
bter: 3¢ Utilizar as
(400 — 00) obter: edad
propriedades
operatérias dos
evidéncia o
termo de
maior grau.
(0 x o) Simplificar Colocar o termo
p
a expressao (oo} de maior grau
(%j de modo a o em evidéncia no
obter: numerador e/ou

denominador.
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UNIDADE 2 Limites segundo Heine de fungées reais de variavel real

Limites de funcoes irracionais € rrova que:
No calculo de limites de funcdes irracionais, também ¢é frequente o aparecimento lim Jif% =23
X — .

de indeterminagoes. Nestes casos, também existem estratégias que permitem o “levanta-

mento” destas indeterminagoes.

Repara nos seguintes exemplos e nas estratégias usadas em cada um deles para deter-

minar o respetivo limite.

Exemplos
1. Multiplicar pelo conjugado

Como calcular lim M?
x—4 x_4

Este limite enquadra-se numa indeterminacao do tipo (%j Esta indeterminagao levanta-se

se multiplicarmos o numerador e o denominador por (Jx + 2), ou seja, a expressio con-

jugada de (J;— 2).
0

iz ) E) (Fe2) G
ohx—4 2t oy (kv2) T -4+ 2)
—lim_x=4  _

= - )+ 2)

Como calcular lim (2 +1 +x)?

X — -
Este limite enquadra-se numa indeterminagao do tipo (+% — ). Esta indeterminacao
levanta-se se multiplicarmos e dividirmos a expressao dada por ({2 + 1 —x), ou seja,

a expresso conjugada de (Jx2 + 1 + x).

(+00 — o) — —
[im (x2+_1 +x) +°°:°° lim (x2+1+x)_(x2+1—x):
o o (2 +1-x)
. 24 1) —x2
= |im (x +_ =
o 2+ 1 —x
- lim x4+ 1 -2 _
o k21—«
= lim 1_ =
T2+ —x



TEMA IV Funcgoes Reais de Variavel Real

@ Calcula os seguintes 2. Multiplicar pela prépria raiz

limites, comecando por
identificar, caso exista, Como calcular |in’31+ x=3 ?
o tipo de indeterminacao. x-3
a) lim (2x+3 - k-1) Este limite enquadra-se numa indeterminagao do tipo [QJ Esta indeterminacao levanta-se
— 0

b) lim (\/2x +3-x- 1)

o 3x+2 se multiplicarmos o numerador e o denominador por (Jx - 3) .
0 lim 221 (O]

T+ 2 o — —

lim *¥=3 — Iim(x_3)(x_3)=
d () lim 2=L oY x=3 0 Y o3y (k-3)
o X242

e) (*) lim o 2x-1 lim (\/x—3)2 _

;—Jm+m =3 - 3)(x=3)
. x—3
f’!'ﬂl x-3

2 _
X" =9 = |lim -—2"2 =

& lim 5x—5 =3 (= 3)((x = 3)

X2 -1

x? + 3x lim !

h) () lim ————— x—=3 -
x =0 ’3.\’+27‘/X_+2 x—-3

2
i) lim X2 -

x—0

‘_‘/: o+

(*) grau de dificuldade elevado

400
Caderno de Apoio as Metas

Curriculares, 11° ano

3. Colocar em evidéncia
2= x|, VxeR

(k) =x VxeRj Como calcular lim (x = x)?

X =+

Este limite enquadra-se numa indeterminacdo do tipo (+o% — o). Esta indeterminacao

PROFESSOR levanta-se se transformarmos esta expressao num produto, colocando x em evidéncia.

(*) Os graus de dificuldade (+00 — 00)

. . X
elevados correspondem a XILI’IL (X - J)—C) = xl_l)r?w |:x[1 - Lﬂ =
desempenhos que ndo serdo X

exigiveis a totalidade dos . 1
lim {x@ ——H =

alunos.
x

Solucées
30.

a) +o

b) 0

c)2 :(+oo)x(]_1_]:
d)-2

e)l
f) +o0
g)0
h) 3,2 =t
o

X o X =+

[im xx lim [1 —L]:

38



Como calcular

||m qx2—4x+5?

X ——® X
_ = x? (1 4y
X
5 = lim
X —> - X
JJ?ZX 1-4,
. X
= lim
X — =% X
—xx |1 —i+—
. X
= lim
X — - X

I
|
|
L
+
ol
I

I
|

—
Il

Il
I
—

UNIDADE 2 Limites segundo Heine de fungées reais de variavel real

Limites de funcdes que envolvem médulos

Exemplo

Como calcular

Este limite enquadra-se numa indeterminacao do tipo [6)

lim Mz

x—=1 xz_x

0

Podes comegar por definir a fungdo |x — 1| por ramos:

Assim, para conseguirmos determinar o limite pretendido, podemos calcular os limites

laterais:

x->1" xs —x

x—1 xz_x

Dado que lim
x— 1"

sex—12=0 {x—1 sex>1

x-1
x—1| = =
x+1 sex—-1<0

lim X= lim X1
xo1 x2 _ x x> 1" x(x_1
()

0
lim 212 iy =X
xo>1 x2 —x x—1 x(x_

sz;”-z lim Jﬂ, conclui-se que ndo existe lim sz;”

x2—x o x2-x

x+1 sex<]

x—=>1 xs—x

@ Determina, se existirem,

os seguintes limites.

a Jim 43!
b) lim =2
x—2 —-X
c) lim 4+ x|
x—0 X
d) lim X2 - 10x +E
x>0 X |x|
x| -3
e) I|r>T(1) 92
. 2
;) lim 2123
)\Lz 9_3(2
x| = by sex>0
= —X sex<0

PROFESSOR

Solugdes
31

a)l

b) Nao existe.
c) Ndo existe.
d)-9

e)-

f)-
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TEMA IV Funcgoes Reais de Variavel Real

Y

® Animagao
“Resolucdo do exercicio 33"

2
1. Considera a fungao f definida por f(x) = £ . Determina, se existirem, os seguintes
X

limites.
@Calcula 0s seguintes
limites, comegando por a) lim f(x)
identificar, caso exista, o
o tipo de indeterminagao. b) lim f(x)
. |5x - 24| o
a) (*) lim 513
B c) lim fix)
. |2x— 1] o0
b) (*)lim ————_—

i1 2x% — 5x y2

(*) grau de dificuldade elevado

Caderno de Apoio as Metas Sugestéo de reSOIUQéo

Curriculares, 11° ano

2 lim o = lim 32 = tim Blo fim X fim 121

X — 4+ xX— 4+  x x>+ X x—>+0 X X —> +%

b) lim fx) = lim £= [im Il lim =X = lim (-1)=-1
X ——® x—>-» X x—o-o X x> - X x— -

@Considera afuncao f
definida em IR\ {4} por:

. . ) 2 .
X - 64 4 c) lim fix) = lim 2 lim 12
5 sex < x>0 x—>0 x x—>0 Xx
(x—4)
flx) =
Jx - sex>4 Para conseguirmos determinar o limite, podemos calcular os limites laterais:
o

. X _ . X _ . _
Determina, se existirem, e lim J—l— lim == lim 1=1

x—0" X x—0" X x— 0"
os seguintes limites.
a) lim f(x) . — .
o . Iln;l_mz I|n3_—x= lln;l_ 1) =-1
b) |ln:] fx) x— X x— X x—
c) lim f(x)
o Uma vez que Iir‘r01+ fix) = lingﬁ f(x), conclui-se que ndo existe Iing) f(x).

PROFESSOR _
—_— ‘/; 11 sex > 1
(*) Os graus de dificuldade -
elevados Correspondem a 2. ConSIdel‘a a fun(;éo h deflr"da pOI‘ h(x) = 4 sex = 1 .
desempenhos que ndo serdo 1
exigiveis a totalidade dos 1 sex <1
alunos.
Solugées Determina, se existirem, os seguintes limites.
32. ,
a) +o0 a) lean h(x)
b) 0
33. b) lim h(X)
a)0
b) —o c) lim h(x)

~ . x—1
c) Nao existe.
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UNIDADE 2 Limites segundo Heine de fungées reais de variavel real

Sugestio de resolucéo
o) lim hod = lim =12 jim W= +1)
X — +%® X =+ x—1 X =+ (X—1)(\/);+ _I)

= |lim =
= o D+ 1)
= |lim x -1 =
- D(x+ 1)
= |lim -
X = 4 ‘/);-i-‘l
-1 _p
+00
4 (%) x(x3 _l] x3 —1—
b) lim AG) = lim > =1 = [im =— % _ |im — % -=®°_ &
X —> — I | X — - [ ‘]J X > - 1 1
x| 1 -—— -—
X X

c) Uma vez que, para x > 1, a expressao analitica de h é distinta da expressao
analitica para x < 1, vamos calcular os limites laterais:

i i ) E )

ST T T S e )

(yx)? - 12

= |lim %22~ =

O =D+ 1)

= lim =
x— 1%
e [# APRENDE FAZENDO
_ 1 1 Pags. 70, 71,77,79, 80 e
2 85
ﬁ +1 Exercicios 6, 7,9, 11, 12,
287 ’ ’ ’ ’ ’ ’
4 55e56
. TR
¢ xllﬁnl hx) = Xh_?l P Calculo auxiliar t )
2 CADERNO DE EXERCICIOS
1 0 0 0 - E TESTES
(%) 1 11 Pag. 52
im &= D6 +x2 ) Exercicios 6,7, 8 € 9
= lim & DeC+x2+x+1) _ [1 1 1 1]o=R xercicios 6, 7, 8 e
x— 1" X — 'l
= Iin?i B+x2+x+1)=4 20 AULA DIGITAL

@ Apresentacao

“Limites segundo Heine de funcdes
reais de variavel real”

@ Teste interativo

“Limites segundo Heine de funcdes
reais de variavel real”

Uma vez que lim h(x) = lim h(x), conclui-se que ndo existe lim h(x).

x— 17 x— 1" x—1
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TEMA IV Funcgdes Reais de Variavel Real

@ FRVR11_2.2

20 AULADIGITAL

@ Resolugao
PowerPoint: Todos os exercicios
de “Continuidade de fungdes”

@Considera as
representagoes graficas
das funcoes reais de
variavel real f, g, h, i, jel,
em que D;=IR\{a} e as
restantes funcoes tém
dominio R.

Ji 1

»
»
X

y y
bt el b

R O

O| a X O|

a) Quais das representagoes
graficas dizem respeito
a fungoes que tém
limite quando x — a?

b) Quais das representagoes
graficas dizem respeito a
funcdes continuas em a?

PROFESSOR

Solugées
34.
a)f,gej
blgej
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UNIDADE 3

Continuidade de funcdes

O conceito de fungao continua, que vamos agora estudar, é muito utilizado para expri-
mir o facto de pequenas oscilagdes de uma certa grandeza darem origem a pequenas

oscilagdes de uma outra grandeza que dependa da primeira.

Vejamos entdo o seu significado.

3.1. Funcéo continua num ponto e num subconjunto
do respetivo dominio

Acabdmos de estudar a definicao de limite de uma funcao real de variavel real f num

ponto a do respetivo dominio.

Vimos também que, decorre da definicao que, para a € Dy, se lim f(x) existir, entao é

igual a f(a).

Definicéo
Seja f uma fungao real de varidvel real e seja a um ponto do respetivo dominio.

Diz-se que f é continua em a quando |i_rg f(x) existe.
X

Exemplos

A A A

y y y

fla) +----- * f . f
lim fx) = lim fx) 4 / fla) = lim fix) //

3
=
8

hjn?)o/w > //o " > 5 i >
a X 1 X a x

o lim fix) = lim f(x) o lim f(x) = fla) o lim fix) = lim fix) = fla)

x—a x—a" x—a x—a x—a*

. xli_)rr; fix) = fla)

e lim f(x) existe.

xX—a

e lim f(x) nao existe.

xX—a

e lim f(x) ndo existe.
xX—a

f ndo é continua em a. f nao é continua em a. f é continua em a.



UNIDADE 3 Continuidade de fungdes

1. Se um ponto ndo pertencer ao dominio de uma fungdo, nao faz sentido falar

em continuidade da funcdo nesse ponto.

2. Como ja vimos atrds, se a € um ponto isolado do dominio de f, lim f(x) = f(a),
ou seja, a funcdo é continua nesse ponto.

3. Uma funcao que nado é continua num ponto do seu dominio diz-se descontinua

nesse ponto.

Sejam f uma funcao real de variavel real de dominio Dye A c Dy. Diz-se que:
e f é continua no conjunto A quando f é continua em todos os pontos de A.

e f é continua quando f é continua em todos os pontos de Dy.

Teorema

Seja f uma funcao real de variavel real de dominio Dy, continua em a € Dy, e fa) = 0
(respetivamente, f(a) > 0 ou f(a)<0), existe uma vizinhanga V de a tal que f ndo se
anula (respetivamente, f é positiva ou f é negativa) em V N Dy.

Repara que o teorema afirma que, se f é continua em a e se f(a) > 0 (ou f(a) < 0), podemos

sempre escolher uma vizinhanga de a, de tal forma que as imagens de todos os pontos

dessa vizinhanga sejam positivas (ou negativas).

v

FRVR11_2.3
FRVR11_2.4

@ Determina o valor de k de
modo que a fungao f real
de variavel real definida por

1-x sex =1
fx) =< x=1

5k sex=1

seja continuaem x = 1.

@ Estuda a continuidade das
fungdes f e g nos pontos
indicados:

4—-x sex<3
a)flx) =4 1 sex=3,
x—2 sex>3
emx = 3.
X +3sex<-1
b) g(x) = T sex:—1,
1
5 sex>—1

emx=-1.

N

PROFESSOR

Solucées

35. k=2

5
36.
a)f é continua em x = 3.
b) g ndo é continua em x = -1.
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TEMA IV Funcgoes Reais de Variavel Real

@ Estuda a continuidade das Exercicios resolvidos

fungdes f, g e h nos pontos

indicados. 1. Determina o valor de k de modo que a funcao f real de variavel real definida por
2y 2 _
! 6'\+SSex¢1 3x 3 sex < —1 . ,
a) flx) = x-1 , fx) =4 x+1 seja continua em x = —1.
- sex=1 3x—k  sex>-1
1 Caderno de Apoio as Metas Curriculares, 11° ano
emx=1.

Sugesté&o de resolucéo

X
b) glx) = {Y e O, Para que f seja continua em x = —1 terd que se verificar linj1 flx) = f(-1):
! sex=0 o f-1)=3x(-1)-k=-3 -k
emx = 0. J |im1 flx) = |ifT}+(3x—/<)=—3—k
x—-1* X = - 0
) o) xj/_g e lim fo) = lim 3¥ =3 0 lim 3621 _ jjm 3&-1G+1)
x) =< 3-x , e [im = = <~ = |im —>——2L=|m —«——+~ " ‘=
el 3 x+5 x—-1- > o1 x4 ] xo-1" x4+ ] x—-1- x+ 1
|x=3] sex<2 )
= lim Gx-1)=3x(2)=-6
emx=2. o
Assim, =3 — k = -6, logo k = 3.
2. Averigua se é continua em x = -3 a fungao g definida por:
’x2+7—x+12 Sex>_3
3x+9
g(x)=<1§ sex=-3
A5 +6 g
x2 + 3x
Adaptado de Caderno de Apoio as Metas Curriculares, 11° ano
Sugestéo de resolugéo
Para que g seja continua em x = -3, terd que se verificar lin_13 glx) = g(-3):
1
* g(=3) =3 (0]
. 2 v
e |im g(x) = I|mim = |im M: lim u=
x—-3" x—-3 x2 + 3x x—-3" x(x I 3) x>-3  x
Calculo auxiliar _ -3 +2 _ l
x2+5x+6=0<:x=_5i— Jg—4><6 -3 3
Sx=-3 v x=-2
o X2+ 7x+ 12 (%) (x+3)x + 4) x+4
e lim gx)= lim 2 272 % 2 - |jj 2T T |im =
x—-3* x—-3* 3x+9 x—-3* 3(x+3) x—>-3" 3
Célculo auxiliar 3+4 1
~ 7+ {49 4x12 = S
PROFESSOR x2+7x+12—0<i>x——2 3 3
— ox=-3 v x=-4
Solucdes

Como lim g(x) e lim g(x) existem e sdo ambos iguais a g(-3), entdo existe
37. x— -3 x— 3"

@)/ continua em x = 1. o lim glv)e lim gx) =g(-3) = 1 Concluise que a fungdo g é continua em x = -3.
b) g ndo é continua em x = 0. x—>-3 x—>-3 3

c) h ndo é continua em x = 2.
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UNIDADE 3 Continuidade de fungdes

3.2. Continuidade da soma, diferenca, produto, @ VR o
FRVR11_2.8

qguociente e composic¢ado de fungdes continuas FRVRI_29

As propriedades operatdrias dos limites, ja estudadas, permitem-nos tirar conclusoes

acerca da continuidade da soma, do produto, do quociente, da poténcia e da raiz de fun-
@Considera as fungoes fe g,

¢bes continuas num ponto. : . .
reais de varidvel real, tais

que:
1
. - . .. , — sex=0
Sejam f e g duas fungdes reais de variavel real f: D;— IR e g: Dg — R, continuas num flx) = { x
ponto a. Entdo, também sdo continuas em a as fungdes: -1 sex=0
of+g of_g X sex=0
glx) =
f -1 sex=0
e fxg e —,segla=0.
g Prova que:
e 7 comn €IN. o ”‘/f, comn €N e fla) = 0, se n for par. a) f e g ndo sdo continuas
emx=0;

b) f x g € uma fungao
A continua em x = 0.
Consequéncias

¢ Toda a funcao polinomial é continua em R.

Repara que toda a funcao polinomial resulta de operacdes entre funcdes continuas

de dominio IR (poténcias, multiplicagdes e adicoes).

@ Da um exemplo de uma
Exemplo funcdo racional continua
em R.

A funcao f(x) = —x3 —%xZ + {5 é continua.

e Toda a funcao racional é continua no seu dominio.

Repara que toda a funcao racional resulta do quociente entre fungdes polinomiais

e, portanto, continuas.

Exemplo

< Bxtex?+2 .
A funcdo g(x) = ——=———— é continua.
x> =1
Como sabes, uma funcao diz-se continua quando é continua em todos os pontos
senx ®

do seu dominio. Neste caso, dizer que g é continua é o mesmo que dizer que g é continua o) = tgr = 2=

em R\{1}.

Df:{erR:x¢g+kn,keZ}

Também se tem que:

. PROFESSOR
e as fungdes seno e cosseno sao continuas em IR; —

Solugéo

¢ a funcao tangente é continua no respetivo dominio, por se tratar do quociente entre 1

~ , 39. Por exemplo, fix) = e
duas funcées continuas. X+
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TEMA IV Funcoes Reais de Variavel Real

FRVR11_2.10
FRVRT_211

@ Estuda a continuidade

das seguintes funcoes
no seu dominio.

x4+ 2x-3
a) fix) =
-2x+2

sex=>1

sex<1
/2
o sex<0
b) glx) =4 -1 sex=0
.\'2 +X
O3+ serl
PROFESSOR
Solugdes

40.
a) f é continua em IR.
b) g é continua em IR\{0}.

46

Sejam f e g duas fungdes reais de varidvel real e a € Dy , 1.

Se f é continua em a e g é continua em f(a), entdo a fungao composta g o f € continua
em a.

Repara que esta propriedade resulta diretamente da propriedade de limites (limite

da fungdo composta) ja conhecida:
Sejam f e g duas fungdes reais de variavel real e a um ponto aderente a D, .

Se lim fix) =beRe Iin?7 glx) = c €lR, entdo lim (gof)lx) = c.

xX—a

Como, neste caso, a € Dy, ;, existir cada um dos limites anteriores é¢ o mesmo que dizer

que se lim flx) = fla) e Iir?) gx) = g(f(a)), entdo lim ((g o Nx) = g(f(a)).

Ou seja, g of é continua em a.

A continuidade da soma, diferenca, produto, quociente e composicao de funcdes con-
tinuas estudada permite-nos justificar a continuidade de func¢des que resultam da aplica-
¢ao sucessiva das operacdes soma algébrica, multiplicacdo, divisao e composicao de
fungodes, ja conhecidas como fungdes continuas (fungdes polinomiais, poténcias de ex-

poente racional e as fungdes seno, cosseno e tangente).

Exemplos

1. A funcio f(x) = Jx* — 5x + 3 é continua, por se tratar da composta da funcio raiz quadrada
x +— {x com a funcao polinomial x = x> — 5x + 3.
x3 - 5x

2. A funcao gx) = (ﬁ]z é continua, por se tratar da composta da funcao quadratica
X

. 3 _
x +— x% com a funcdo racional x — X0

2x + 1

3. A funcao g(x) = cos(sen(x)) é continua, por se tratar da composta da fun¢ao cosseno com

a funcao seno.



Exercicio resolvido

Considera a fungao h, de dominio IR, definida por:

2+ 4—x sex>0
h(x) =4 2 sex=0
3_ 7,2
X746 0
3x

Recorrendo a métodos exclusivamente analiticos, estuda a continuidade de h
no dominio IR.

Sugestéo de resolugéo

Estudar a continuidade de uma funcao consiste em averiguar a continuidade
em cada ponto do seu dominio.

* No intervalo 10, +[, a fungdo é continua, por se tratar da diferenca entre
duas fungdes continuas: uma que é a composta da funcdo raiz quadrada
com uma funcdo polinomial (x — X2 + 4) e outra que é uma funcio afim

(x — x).

e No intervalo |-, 0], a fun¢do € continua, por se tratar do quociente de duas
fungdes continuas: a fungao polinomial x +— x3 — 7x? + 6x e a fungao afim
x — 3x, que ndo se anula no intervalo considerado.

* Averiguar a continuidade no ponto x = 0:

lim h() = lim X2 = 7%+ 6x
x— 0 x>0 3x

= lim =
x— 0" 3x

- lim x2—-7x+6

- x =0 3 -
3

Como lim h(x) = lim h(x) = h(0), a funcdo h é continua no ponto x = 0.

x— 0 x— 0"

Concluimos, assim, que a fun¢ao h é continua em RR.

UNIDADE 3 Continuidade de fungdes

@Mostra que a fungao h
definida por
1
senxsen— sex =0
flx) = x
0 sex=0

é continua em R.

Caderno de Apoio as Metas
Curriculares, 11° ano

@Seja h a fungao real de
variavel real definida por:

X —4x+3 sex<2
10 sex>5

Caracteriza uma extensao
continua de h
de dominio IR.

@ Para um certo nimero real a
e para um certo nimero
real b é continua em R a
fungao f definida por:

a sex<0
fix) = fr-2 se0<x<4

x—4

b sex>4

Determina a e b.

[ APRENDE FAZENDO

Pags. 69, 72, 77 e 81
Exercicios 3, 5, 14, 29, 41
e42

t’* CADERNO DE EXERCICIOS
E TESTES

Pag. 53
Exercicios 10, 11,12 e 13

2) AULADIGITAL

# Apresentacao
“Continuidade de fungoes”
@ Teste interativo
“Continuidade de fungoes”

PROFESSOR

Solucées

42, Por exemplo:
x> —4x+3 sex<2

h(x) = %x—zg—S se2<x<5
10 sex>5
1 1
43'3‘5‘”"2
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TEMA IV Funcgdes Reais de Variavel Real

UNIDADE 4

Assintotas ao gréafico de uma funcéo

@ RVRTL 4.1. Assintotas verticais, horizontais e obliquas
ao grafico de uma funcéo

20 AULA DIGITAL

®Resolugio Assintotas verticais

PowerPoint: Todos os exercicios

de “Assintotas ao grafico de uma

funcéo”

@ Simulador Dados um referencial cartesiano, uma funcao real de varidvel real fe um ponto a €R,

GeoGebra: “Assintota ou buraco” ~ . . . 2o
a reta de equagdo x = a designa-se por assintota vertical ao gréafico de f, quando

pelo menos um dos limites laterais de f no ponto a for infinito.

@Considera uma funcao f,
definida em |-, 21,

positiva em todo o seu Exemplos
dominio. Sabe-se que
areta de equagao x = 2 1.f(x) = 1_ D= IR\{0} Yr
é assintota ao gréfico de f. X
Qual é o valor de lim L? lim l=L=+oo s
x=2 f(x) x—=0" X 0t
(A) +o0
(B) —oo lim L= - &
50 x O
©o
oL A reta de equagdo x = 0 é uma assintota vertical ao gréfico de f.
2
x+ 1 bl
2.8(x) = T Dy =R\{-1, 1} |
lim X+1:|im x+ 1 — —%// E
AT T —
ol X
Nos exemplos ao lado, — lim -1 /—
vimos gréficos de funcdes =l -x 2 '
que admitem assintotas A reta de equagdo x = -1 ndo é uma assintota vertical ao gréfico de g.
verticais. Existem também
f ~ 0 ,f. = I X + 1 _ 2 _
ungoes cujo gréfico nao im = =-x
. . .. xo 1] - x2 (0
admite assintotas verticais,
como é o caso da funcao f lim x+ 1 :£:+oo
do exemplo 1, e funcdes -1 1 —x2 0Ot

cujo grafico admite
infinitas assintotas
verticais, como é o caso da

A reta de equagdo x = 1 é uma assintota vertical ao grafico de g.

funcdo g do exemplo 2. Exemplos
1. 9
A
y
PROFESSOR o) = 2
Solugéo
44. Opcao (C) =t x;
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UNIDADE 4 Assintotas ao grafico de uma fungao

Para determinares as assintotas verticais ao grafico de uma fungdo, podes seguir
0s seguintes passos:

@ Determina, caso existam,

as assintotas verticais

ao grafico das fungoes
definidas por cada uma
das expressdes seguintes.

1° passo: Determina os pontos a, tais que a reta de equagdo x = a é candidata ) a0 232 = 2x—12
a X)=——FF——
a assintota vertical ao grafico de f: s x2-9
* a2 € D;, mas é um ponto de descontinuidade de f; b) h(x) = : Z_
—X
* a ¢ D;, mas é um ponto aderente do dominio (por exemplo: [R\{a}, 24yt ]
0)ilx)==—F5——
]_OO/ a[/ ]a/ +°O[/ ]a/ ---[/ ]---/ a[) : 3X2+1
2?2 passo: Calcula lim f(x) e/ou lim f(x).
x—a* X—a
32 passo: Se algum dos limites calculados anteriormente é +0 ou —%, conclui que
a reta de equagao x = a é uma assintota vertical ao grafico de f.
Se uma fungdo é continua e se o seu dominio é IR ou um intervalo fechado, o seu
grafico ndo admite qualquer assintota vertical.
Seja fa funcao de dominio [0, 2[ U ]2, +o[ definida por f(x) = i . Estuda f quanto
N 8 A0 . .. .9 20 X —
a existéncia de assintotas verticais ao seu grafico.
Sugestéo de resolugéo
A funcdo f é continua, pois é o quociente de duas fungdes continuas (a funcao
raiz quadrada e uma fungao polinomial).
Portanto, s6 a reta de equacdo x = 2 é candidata a assintota vertical ao grafico
de f.
Tem-se:
e |im ‘/; =£= +00
x—o2" x 2 0+
e |im ‘/; = Q: —o0
> x-2 0O
PROFESSOR
A reta de equagdo x = 2 é uma assintota vertical ao gréfico de f. Solugdes
2 . = 2 2 . 45,
Concluimos, assim, que apenas a reta de equacao x = 2 é uma assintota vertical a)x =3
ao gréfico de f. b)x=1ex=_1
c) Nao tem.
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TEMA IV Funcgoes Reais de Variavel Real

@ FRVR11_3.2

2) AULADIGITAL

@ Simulador
GeoGebra: "Assintotas nédo verticais”

@Seja f uma fungao definida
em IR*. A reta de equacao
y=x-1éuma assintota
ao grafico de f.

Qual das afirmacoes
é verdadeira?

(A) lim[fx) +x-11=0

X = +%

@ im[(x)-x+1]1=0

X — +®

(C) lim f(x) = -0

X = 400

(D) lim [f(x) - x] =1

@Seja f uma fungdo de
dominio IR*. Sabe-se que
a reta de equagao y = 2
€ uma assintota ao grafico
de f. Entdo, podes concluir

1 .
que \ILnl 7o ¢ igual a:
(A) +o0
(B) —0

©o0
1
@

PROFESSOR

Solugoées

46. Opcao (B)
47. Opcao (D)

50

Assintotas ndo verticais

Exemplos

h ,-
N .
______________ - N .
- N 2
I4 - N .
> N i
TN - S g
» El » N <
» » P
- \ -
~ .
N .
N .
N .

Observa que, quando x — +% ou x — —x, 0s graficos das fungdes acima tendem a “con-

fundir-se” com as retas representadas a tracejado (que podem ser horizontais ou obliquas).

Dada uma fungao real de variavel real f e dado um referencial cartesiano, a reta
de equagdo y = mx + b, com m, b € R designa-se por:

e assintota ao grafico de fem + se lim (f(x) — (mx + b)) = 0;

X =+

e assintota ao grafico de fem —© se lim (f(x) - (mx + b)) = 0.

X — -

Quando m = 0, designa-se por assintota horizontal ao grafico de f.

Repara que, de acordo com a propriedade acima:

* a reta de equagao y = b é uma assintota horizontal ao grafico de uma funcao f,

quando x — +x, se e sé se lim (fix) —b) =0, isto &, lim f(x) = b;

* a reta de equagao y = b é uma assintota horizontal ao grafico de uma funcao f,

quando x — —x, se e s6 se lin_1 (flx) = b) = 0, isto &, lirr_1 fix) = b.

4 )
m=0ebelR
mebelR Assintota horizontal
- J
y=mx+b
” - . 4 )
Assintota nao vertical m=0ebelR
> y=mx+b
Assintota obliqua

Quando x — +% (ou x — —), apenas pode ocorrer uma das seguintes possibilidades:
o grafico tem uma assintota horizontal ou o grafico tem uma assintota obliqua ou
o grafico ndo tem assintota.


laraferreira
Realce

laraferreira
Realce


UNIDADE 4 Assintotas ao grafico de uma fungao

Exercicios resolvidos

1. Seja h uma funcdo de dominio ], 2] tal que lim (h(x) +2x - 3) = 0.

O grafico de h tem uma assintota ndo vertical. Indica uma equagao dessa assintota.

Sugestio de resolugéo

lim (h(x) + 2x-3)=0< lim (h(x)-(-2x+3))=0

X — —® X — —®
Logo, por definigao de assintota ndo vertical, concluimos que a reta de equa-
¢do y = -2x + 3 é uma assintota ndo vertical ao gréfico de f.

2. Considera a funcao f, de dominio IR\{4}, definida por f(x) = sz L @ Determina, caso existam,
Lz as assintotas ao grafico
Estuda a funcdo f quanto a existéncia de assintotas ao seu grafico paralelas das fungoes definidas
aos eixos coordenados e, caso existam, escreve as suas equacoes. por cada uma das
expressoes seguintes.
3x -1
Sugestéo de resolucéo a) flx) = ;i 5
Assintotas verticais 1
0 fé i = . p b) g(x) =
A funcgdo f é continua, por se tratar de uma funcado racional. Portanto, s6 a reta 2x +1
de equagdo x = 4 é candidata a assintota vertical ao grafico de f. o) by = 5+ 3
Tem-se: T 2x -1
Caderno de Apoio as Metas
° llm 3x+1 = 1—3 = 400 Curriculares, 11° ano
o4 2x -8 O
o lim 334113 _
o4 2x -8 O
A reta de equagdo x = 4 é uma assintota vertical ao gréfico de f.
Concluimos, assim, que apenas a reta de equacao x = 4 é uma assintota vertical
ao gréfico de f.
Assintotas horizontais
Uma vez que o dominio de f ndo é majorado nem minorado, vamos estudar
o comportamento do grafico da fungao quando x — +% e quando x — —oo.
Tem-se:
3x[1 + %J 1+ 3L
o lim 321 _ jim X~ lim 3% x lim SR R
x4 Dy — X = +® [ 8} x40 Dy x>+ 2 1 2
x| 1T —— -—
2x X
3x[1 + L] 1+ PROFESSOR
. . . 3x I Eee
o lim X+ 1 _ i 3% _ im 3% x lim S N
x> - Dy — x—)—w2x[1 _;} x— -0 )x X ——® 1 _% 2 1 2 Solugaes
* 48,
A reta de equagdo y = % € uma assintota horizontal ao grafico de f quando alx=2ey=3
b) x = - i ey=0
x — +% e quando x — —oo, 2
(continua) c)x= 1 ey=2
2
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TEMA IV Funcgoes Reais de Variavel Real

@ Determina, caso existam, Exercicios resolvidos

as assintotas ao grafico (continuag&o)
da fungdo j definida pela 3. Considera a fungao f, de dominio IR\{-2}, definida por f(x) = M
expressao: X +2
0o = 12631 Estuda a fungdo f quanto a existéncia de assintotas ao seu grafico paralelas
M= aos eixos coordenados e, caso existam, escreve as suas equagoes.

Caderno de Apoio as Metas
Curriculares, 11° ano

Sugestéo de resolugéo

1
>_ L
2x + 1 e Beilzp 2] € X=-5
[2x + 1| = =
-2x -1 se 2x+1<0 9x—1 se x<—%
2x + 1 1
>
x+2 ¢ X=75
Logo, f(x) =
i se x<—l/\sex¢—2
X+ 2 2

Assintotas verticais

A funcao f é continua, por se tratar do quociente de duas fungdes continuas.
Portanto, s6 a reta de equagao x = -2 é candidata a assintota vertical ao grafico
de f.

Tem-se:

e |im M=i=+oo
0+

x> x4+ 2

> x+2 O

A reta de equagdo x = -2 é uma assintota vertical ao gréfico de f.

Concluimos, assim, que a reta de equacdo x = -2 € a Unica assintota vertical
ao gréfico de f.

Assintotas horizontais
Uma vez que o dominio de f ndo é majorado nem minorado, vamos estudar
o comportamento do gréfico da fungdo quando x — +% e quando x — —oo.

Tem-se:

e |im JM: lim Mzz

x4 x4+ 2 x>0 x4 D

e lim 2o g 2221 _

o x4 2 ¥o-e x4 2

PROFESSOR A reta de equagdo y = 2 é uma assintota horizontal ao gréfico de f quando
— x — +%, e a reta de equacdo y = -2 é uma assintota horizontal ao gréfico de f

Solucso quando x — —o.

49.x=-4,y=2ey=-2
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UNIDADE 4 Assintotas ao grafico de uma fungao

Como determinar m e b?

A propriedade abaixo dd-nos um método para determinar o valor do declive m

da assintota ndo vertical ao grafico de uma funcao, caso esta exista:

Propriedade

Dada uma funcgao real de variavel real f, se a reta de equagdo y = mx + b é uma

f(x)

assintota ao gréfico de f, quando x — + (respetivamente, x — —x), entdo lim ~ =m
X =+
. . flx
(respetivamente, lim o) _ m).
x—>-»o X

Consideremos a reta de equagdo y = mx + b, com m, b €lR uma assintota ao grafico
da fungdo de dominio IR*.

Por definicao, tem-se que lim [f(x) — (mx + b)] = 0, isto é:

X =+

lim [fx)=mx-=b] =0

X =+

= |lim M}:O (pois [9:0}]
x> | X 0
& lim _f(x)—ﬂ—ﬁ} 0
x| X X X
& lim ) m ﬁ] 0
x~>+w_ X X
& lim o) _ [im m— lim £=O
x>+ X X = 4% x>+ X
o lim ™ _m_0=0

x>+ X

= limM

xX—> 40 X

=m

Por outro lado, tem-se que:

lim [f(x) = (mx+ b)] =0

X o

& lim [fx) =mx=b]1 =0

X =+

& lim (fx)—=mx)— lim b=0

X =+ X =+

& lim (fk) —-mx)-b =0

x = 4%

& lim (fx) =mx) =b

X =+

Poderiamos fazer o estudo analogo para x — —o, dependendo do dominio da fungao f.

@ FRVR11_3.3

@Se]a g uma fungao
de dominio R*.
Sabe-se que a reta
de equacaoy =2x + 4
é uma assintota ao seu
grafico.
Indica o valor de
lim {& X (g(x) — 2x)}

.
(A) O

(B) 6
©8

(D) +o0

PROFESSOR
Solugéo

50. Opgao (O)
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TEMA IV Funcgoes Reais de Variavel Real

Para determinares as assintotas nao verticais ao grafico de uma fungao, podes seguir
0s seguintes passos:

1° passo: Tem em atencao o dominio da fungao, isto €, observa se o dominio contém
pelo menos um intervalo do tipo la, +%[ ou |-, al, ou seja, se o dominio
nao é majorado ou ndo é minorado.

2?2 passo: Se fizer sentido x — +, calculam = lim o) .
x—>+0 X 4 )
Se b €R, entao
y=mx+b
.| éuma assintota
ndo vertical
ao grafico de f.
Se m €lR, calcula \ J
b= lim (fix) — mx). -
Fo Seb &R oub
nao existe, entao
»| o grafico de fnao
admite assintota
Se m ¢R ou m nao nao vertical
existe, o grafico de f quando x — +o.
nao admite assintota N
ndo vertical quando
X — 400,

3° passo: Se fizer sentido x — —o, aplica o raciocinio do passo anterior com x — —o.

A condicdo lim ) _m (respetivamente lim fo) _ m) ndo € suficiente para que exista

x>+ X x—>-o X
uma reta de declive m que seja assintota ao gréfico de f em +o (respetivamente em —).
Vejamos o seguinte exemplo:

Seja f a fungao real de varidvel real definida por f(x) = x + |x.
Como o dominio de f é [0, +o[, vamos procurar uma assintota ndo vertical para x — +.

e m= lim 1 = jim X3 _ jim [1 +£J= lim [1+l]=1++1_=1 +0=1

x>+ X X =+ X X = +® X X =+ e

e b= lim [fix)—x] = |imw (x +x—x) = |imwj;=+w

X — 4o
Como o valor obtido ndo é um ndmero real, concluimos que o grafico de f ndo admite
assintota nao vertical.

Exercicios resolvidos

1. Estuda as fungdes seguintes quanto a existéncia de assintotas ao seu gréfico e, caso

existam, escreve as suas equagoes.
X2 sex =1

a) fx) =L+1x b) gx) = Y222 + 1 Ohw={ |
x —

sex <1
x—1




UNIDADE 4 Assintotas ao grafico de uma fungao

Sugestéo de resolugéo

a)fr) = 22+ X
x—1

Di={xelR:x -1 =0} = IR\{1}

Assintotas verticais

A fungao f é continua, por se tratar de uma fungao racional. Portanto, s6
a reta de equagao x = 1 é candidata a assintota vertical ao gréfico de f.

. 2
[ ||m 2x +x_i: e ¢]
x> x—1 [0k
X 2
e |im 2xJ:i:—oo

x—>1=  x — ] O—
A reta de equagdo x = 1 é uma assintota vertical ao gréfico de f.

Assim, a reta de equacdo x = 1 € a Unica assintota vertical ao gréfico de f.

Assintotas nao verticais (y = mx + b, com m, b €R)

Como o dominio de g ndo é majorado nem minorado, vamos procurar uma
assintota ndo vertical para x — +% e para x — —oo.

X —> 400
2x2 4+ x
em= lim f = jjm —x=1__
x>+ X X — 4o X
; 2x2[1 L]
= |im 207+ X _ [im 2x)
=5 x2[1—lj
X
1+2—
=I|m2i2><|im x=2><1—=2
X+ X X =+ _ 1
X

o= (i 6 = ) = [ [ﬁ-zxj -

X =+ X — 4o x—1

2 _ 2
_ [t 2x% +x—2x +2x:“m 3x ~ IFen 3x _
X = 4o x—1 x>+ x — ] X > 4 ( 'I]
x|1T——
X
= lim X x lim ' —3x]1-
x>+ X X+ _l 1
X

Concluimos, assim, que a reta de equacdo y = 2x + 3 é uma assintota obliqua
ao gréfico de f quando x — +oo.

Observa que, quando x — —x, os cdlculos sao idénticos e, portanto, também

se obtém a mesma reta.
(continua)

@ Determina, caso existam,
as assintotas ao grafico
das fungoes definidas por
cada uma das expressoes
seguintes.

3x+6

(x + 2)?

a) flx) =

¢) hix) = w
x= =1
_ 2x* + 3

D=3

_ J9x? + 5x

e) () p(x) T

(*) grau de dificuldade elevado

Caderno de Apoio as Metas
Curriculares, 11° ano

PROFESSOR

(*) Os graus de dificuldade
elevados correspondem a
desempenhos que ndo serdo
exigiveis a totalidade dos
alunos.

Solugdes

51.
a)x=-2ey=0
b)y = 2x

clx=-1;x=1ey=2
dx=-3ey=2x-6
e)x=-1;y=3ey=-3
fly=2xey=-2x
glx=5y=x+5ey=—x-5

55



TEMA IV Funcgoes Reais de Variavel Real

Exercicios resolvidos

(continuag&o)
Sugestao de resolugéo

b) glx) = {2x2 + 1
Dg={xeR:2x2 +120} =R

[ ——
Condigao universal em R

Assintotas verticais

A funcdo g é continua, por se tratar da composta da funcdo raiz quadrada
com uma funcao polinomial. Como g é continua em IR, o seu grafico nao
admite assintotas verticais.

Assintotas nao verticais (y = mx + b, com m, b €IR)

Como o dominio de g ndo é majorado nem minorado, vamos procurar uma
assintota ndo vertical para x — +% e para x — —o.

X — 4
1]
_ 2+ —
N . [ x?
m= lim g@— lim M— lim ——~ = 7 —
xX—>+%0 X X — +x X =+
|x|./2 +— x /2 +—2
] X
=lim —— = lim ——
X — 4 X =+

X =+

[im /2 + 1—2=\/2+—_\/_+0 f

b= lim (gx) —mx) = lim (J2x2+ 1-2x) =

_ lim (/222 + 1= 2x0) ({222 + 1 +{2x) B
o 232 + 1+ 2x

i G224 1720 221 -2a2

v Dy 1+ 2 = D2+ 1+ 2x
= ||m ]f:‘l_
o D21+ t®

=0

A reta de equacdo y = {2x é uma assintota obliqua ao grafico de f quando

X — +0,
X — —
1
_ x2[2 +—]
2 2
m= lim 8% = |im —V2x+1: g S &2
X — - X X — - X — —0 X
x| /2+_ —x/2+x1—2
= llm _— =
X — - xa—w X

1l
5
|
&
N
+
r\>|A
Il
|
K
N
+
Il
l'ﬂ
+
(@]
Il
|
=1
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UNIDADE 4 Assintotas ao grafico de uma fungéo

Sugestéo de resolugéo

b= lim (g(x) - mx) = lim (2x2 + 1 +2x) =

i (222 + 1+ 2x)({2x2 + 1 - {2x) _
T D32 + 1 - {2x
i G221 (20° L ax2 a1 -2a2
N I R 3 = D2+ 1 - 2x

1

. 1
im —
o 21— fox

A reta de equacdo y = —/2x é uma assintota obliqua ao grafico de f quando

=0

X — —,
x2 sex>1
c) hix) = 1
sex <1
x— 1
D, =R

Assintotas verticais

A funcdo h é continua em todo o seu dominio, exceto, eventualmente, no
ponto 1, portanto, s6 a reta de equacdo x = 1 é candidata a assintota vertical
ao grafico de h.

lim h(x) = lim
x— 1" xo1 x— 1 0

A reta de equagdo x = 1 é uma assintota vertical ao gréfico de h.
Assim, a reta de equacdo x = 1 € a Unica assintota vertical ao gréfico de h.

Assintotas nao verticais (y = mx + b, com m, b €R)

Como o dominio de h ndo é majorado nem minorado, vamos procurar uma
assintota ndo vertical para x — +% e para x — —».

X — o
. . 2 .

m = lim h) _ lim 2 = lim x = +%
xX—>+o X xX—+o X X — 4o

Como m nao é um ndmero real, conclui-se que o grifico de h ndo apresenta
assintota nao vertical quando x — +o.

X —> —00 1

m=limM=lim g = lim 1T _T_9
Xx—>-o X X — - X x—-® x(x_1) +00

b= lim (h(x)=mx) = lim (h(x)—=0) = lim —— =1 —9
X — -0 X — —%© x—)—OOx_1 —00

Concluimos, assim, que a reta de equagdo y = 0 é uma assintota horizontal
ao gréfico de h quando x — —. (continua)



TEMA IV Funcgoes Reais de Variavel Real

Exercicios resolvidos

(continuag&o)
() grau de dificuldade elevado 2.(*) Acerca de uma funcao f real de varidvel real, sabe-se que é continua no seu

dominio e que:
e D= R\{-2, 1}

o [im f(x) = - e lirT} flx) = lirT; fx)

x— -2
e |lim fix) =1
) o [im (flx) — 2x) =1
@De uma funcao g, x =+

de dominio |-e, 1], Identifica as assintotas ao grafico de f.
sabe-se que é continua

- Caderno de Apoio as Metas Curriculares, 11° ano
no seu dominio e que:

e lim g(x) = -

x— -1

e |im 5% = % Sugestéo de resolugéo
X — - X

e lim (g —mx+1)=3, Assintotas verticais

meR Uma vez que f é continua no seu dominio, as retas de equagdes x = -2 e x = 1

Determina as assintotas sdo as Unicas candidatas a assintotas verticais ao grafico da fungao f.
ao grafico de g.

Tem-se que:

o [im f(x) = —o0
x— -2

Logo, a reta de equacao x = -2 é uma assintota vertical ao grafico de f.

o Iirq flx) = lim3 fix) e, como 3 € Dy, entao Iim3 fix) = f(3) €R, logo x = 1 ndo

€ uma assintota vertical ao grafico de f.

@ APRENDE FAZENDO Assim, concluimos que a reta de equagao x = -2 € a Unica assintota vertical
Pags. 72, 73, 74, 75, 76, ao gréfico de f.
81, 83, 84 e 85
Exercicios 15, 17, 18, 20,
21, 22,23, 24,25, 26,43, Assintotas nao verticais
46,48, 49, 51,52,53 e 57
, o lim flx) =1
% cAperNo DE EXERCICIOS o
ETESTES Logo, a reta de equagdo y = 1 é uma assintota horizontal ao gréfico de f
Pags. 54 e 58 _
Exercicios 14, 15 e 28 quando x — —ce.

lim (flx) - 2x) =1 lim (flx) —2x) -1 =
PROFESSOR * .m0 =20 =T fim (=20 =1=0
(*) Os graus de dificuldade < lenjoo i) =2m=T=0
elevados correspondem a < lim () -2x+1)=0
desempenhos que ndo serdo o
exigiveis a totalidade dos
alunos. Logo, a reta de equacdo y = 2x + 1 é uma assintota obliqua ao grafico de f
Solugéo quando x — +.
B2.x=-ley=4x+2
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UNIDADE 4 Assintotas ao grafico de uma fungao

4.2. Assintotas e representacao grafica de fungdes

racionais definidas em IR\{c} por f(x) = a+ xb

(a, b, celR) B

Considera a funcao racional definida em IR\{0} por f(x) = 1; .

e Ds = R\{0}

e D's = IR\{0}, pois 1; = 0, para todo o x pertencente ao dominio de f.
e f é continua por se tratar de uma fungao racional.

e f é decrescente em IR* e em IR-, pois:

sejam x; e x, dois elementos quaisquer pertencentes a 10, +o][ tais que x; < x,, entao:

X1 <x2<:>1—>1—
X1 X2

sejam x; e x, dois elementos quaisquer pertencentes a ]-o, 0] tais que x; < x,, entao:

—x1 € —=x, pertencem a ]0, +®[ e x; < Xy & —x1 > —xp <:>L<1—<:>L>L

X1 X X1 X2

Assintota vertical: a reta de equacdo x = 0 € a Unica assintota vertical ao gréfico de f.

x20m X 0+ x—0 X 0

= —0

* Assintota horizontal: a reta de equacdo y = 0 € a Gnica assintota horizontal ao grafico
de f.

* Representacao grafica: o grafico de f designa-se por hipérbole.

.
N

Como sabes do ano anterior, quando estudaste transformagdes do gréfico de uma fungao,

b

os graficos das fungdes da familia g(x) = a + , com a, b, c €IR obtém-se a partir do

grafico da funcao flx) = % segundo:
e uma translacdo horizontal associada ao vetor (c, 0);
e uma contragao ou uma dilatacdo vertical de coeficiente |b|;
e uma reflexdo em relagcdo ao eixo Ox se b < 0;

e uma translacdo vertical associada ao vetor (0, a).

20 AULADIGITAL

@ Simulador
GeoGebra: "Funcgdes racionais do tipo

f)=2,a=0"
X

O grafico da fungao

x — fix — ) obtém-se a
partir do grafico da fungao f
segundo uma translagao
horizontal associada

ao vetor (c, 0):

c<0 c>0

O graéfico da funcao

x > bf(x) obtém-se a partir
do gréfico da funcao f
segundo uma:

e dilatacdo vertical de
coeficiente bse b > 1;

PN
O X
f

e contracao vertical de
coeficiente bse 0 < b < 1.

y
bf x
O
f

O graéfico da fungao

x — —f(x) obtém-se a partir
do gréfico da fungao f
segundo uma reflexao

em relacdo ao eixo Ox:

A=

O graéfico da fungao

X — a + f(x) obtém-se a
partir do grafico da fungao f
segundo uma translagao
vertical associada ao vetor
(0, a):

e ot
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TEMA IV Funcoes Reais de Variavel Real

20 AULA DIGITAL No geral, as fungdes da familia gix) =a + b ,com a, b, c €IR, tém as seguintes propriedades:
@ Simuladores (GeoGebra) B
—“Funcdes racionais do tipo
fo)=—2—,a=0"
xX—-C
-"Funcgoes racionais do tipo
f=b+ 2o ax0” * D, = R\{c} * D, = R\{c}
* D'y = R\{a} * D'y = R\{a}
e g é continua e g é continua

e g é decrescente em |-, c[ e em Ic, +o] e g é crescente em |-, c[ e em |c, +o|

e Assintota vertical: x = ¢ e Assintota vertical: x = ¢
e Assintota horizontal: y = a ¢ Assintota horizontal: y = a
2 v )i ol
. \ | A I |
. % i . 2

Numa divisao inteira:
D | d
R Q

D=dxQ+R Existem fungbes racionais definidas por expressdes que se podem transformar em

expressoes do tipo a + b ,coma, b, c elR.
X—C

D_o, R
Logo, i Q + g
Exemplo

Seja g a funcao racional definida em IR\{-2} por g(x) = bx-8
2x +4

Efetuando a divisdo inteira, Observando a divisao efetuada na margem, vem que bx=8 _3, =20 ¢
temos: 2x + 4 2x+ 4
-20 -20 -10 . 6x — 8 -10
, - 3+ =3+ _—=—"_=3+ , Ou seja, glx) = =3+ .
Célculo auxiliar 2x + 4 2(x +2) x+2 a8 =5 X +2
or_y
2x
Em geral:
6x—-8 | 2x+4
—-6x-12 3
e Toda a fungao racional f definida por f(x) = ax+b ,com a, b, d eR e c e R\{0}
-20 cx +d
escrita na forma < + . Logo:
< x+d

* a reta de equagao x = — — é uma assintota vertical ao grafico de f;

ﬁlQﬁQ

* areta de equacido y = & é uma assintota horizontal ao gréfico de f.
c

60



UNIDADE 4 Assintotas ao grafico de uma fungao

Consideremos, agora, novamente, o exercicio da pagina 51 e apresentemos um outro

processo de resolucao.

Exercicios resolvidos

1. Considera a funcao f, de dominio IR\{4}, definida por f(x) = x+1

2x -8
Estuda a funcdo f quanto a existéncia de assintotas ao seu grafico paralelas
aos eixos coordenados e, caso existam, escreve as suas equagoes.

Sugestéo de resolugéo

Efetuando a divisdo inteira, temos:

3x+1 | 2x-8 Calculo auxiliar
3x+12 3 3x_3
—13 ? 2x 2
Logo:
13
f(x)=i+ 13 e 3413 3, 13 _3, 2
2 2x-8 2 2x-8 2 2x-4) 2 x-4

A reta de equagdo x = 4 é uma assintota vertical ao grafico de f e a reta

< 3 ) . e
de equagao y = = € uma assintota horizontal ao gréfico de f quando x — +x @O aréfico seguinte

representa uma fungao

e quando x — —oo. . :
racional f do tipo

flx) =a+ b .
x-c
2 . ~ . . Sabe-se que as retas de
2. O gréfico abaixo representa uma fungio racional f do tipo fx) = &+ b ,c=0. Sesrelevye 2
i) equacdesx=1ey=—
sdo assintotas ao grafico
ty e que este interseta o eixo

Ox no ponto A(-1, 0).

A

i ol 1 x=
. 2
| ; f
Sabe-se que a retas y = 2 e x = —1 sdo assintotas ao grafico e que este interseta Determina os valores de a,
o eixo Oy no ponto A(0, =3). bec
Determina:
a) os valores de a, b e ¢; PROFESSOR
b) as coordenadas do ponto B. Solugéo

Caderno de Apoio as Metas Curriculares, 11? ano

) B3.a=-2,b=-4ec=1
(continua)
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TEMA IV Funcgoes Reais de Variavel Real

Exercicios resolvidos

(continuagao)
Sugestéo de resolugéo

a)Di={xeR:cx+2 =0} = |R\{_£}
c

Uma vez que f é continua em IR\{— 2}, e a reta de equagdo x = -1 é uma
c

assintota vertical ao grafico da fungdo f, vem que — 2 _ ,isto é, c = 2.
C

ax+ b

Tem-se, entdo, que f(x) =
2x+2

Efetuando a divisdo inteira, temos:

ax+b | 2x+2 el e

—-ax—a a ax _ a
—_— 5 2x 2
b-—a 2
Logo:
b-a
_ _ 2
fo) =2 + b-a e 24 b-a =4,
2 2x+2 2 2x+2 2 x+1

A reta de equagdo y = % € uma assintota horizontal ao gréfico de f quando

x — 4% e quando x — —x, logo % =2,isto €, a=4.

Uma vez que o ponto A(0, —3) pertence ao grafico de f, vem que:

f0)= 3 dx0+b_

2x0+2
@Q=—3
2
S b=-6

Concluimosquea=4,b=-6 e c=2.

2) AULADIGITAL

. b) O ponto B € a intersecao do grafico de f com o eixo Ox. Logo, a abcissa
® Apresentacao

“Assintotas ao grafico de uma funcéo” de Béo zerodef.
@ Teste interativo
“Assintotas ao grafico de uma funcéo” 4x — 6

fx) =0

2x + 2

E# APRENDE FAZENDO S4x-6=0 A 2x+2=0
P4gs. 69, 70, 71,73, 82 e 3
83 Sx== A x=-]1
Exercicios 4, 8,10, 16, 19, -
44,45 e 47 g
Sx= >
t, CADERNO DE EXERCICIOS

E TESTES 3
Pig. 58 Logo, 8[3 , OJ.

Exercicio 27

Pags. 83 a 87
Teste n? 4
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TEMA IV Funcgées Reais de Variavel Real

[ SINTESE

1. Fungdes racionais
Pkx)
QW)’

Uma funcao racional é uma fungao real de variavel real dada por uma expressao da forma

onde P e Q sao polinémios.

Equacoes fraciondrias
Método para resolver uma equacao fracionaria

1° passo: Reduz a equacgdo fraciondria a forma A

A (x)
2?2 passo: Escreve % =0 AKX) =0 A Bx)=0.

X
32 passo: Resolve a condicao acima.

=0.

4? passo: Apresenta o conjunto-solugao.

Inequacdes fracionarias

Método para resolver uma inequacao fracionaria

19 passo: Reduz a inequagao fracionaria a forma —’géx;
x

INAN IV V

2? passo: Estuda o sinal da fracao % , recorrendo, por exemplo, a um quadro de sinais.

X

3? passo: Apresenta sob a forma de condigado os valores de x que satisfazem a inequagao Aw)

B(x)

INAN IV V

4? passo: Apresenta o conjunto-solugao.

2. Limites segundo Heine de fungdes reais de variavel real

Definicao de Limite segundo Heine
Dados um conjunto A < IR e um ponto a €R, a designa-se por ponto aderente de A quando existe

uma sucessao (x,) de elementos de A tal que lim x, = a.

Dada uma funcao real de varidvel real f e dado um ponto a €R, o ndmero real b designa-se por
limite de f(x) quando x tende para a, quando a for um ponto aderente do dominio de f, e para toda
a sucessao (x,) de elementos de Dy convergente para a, lim f(x,) = b.

Notas
1. Representa-se por lim f(x) = b e diz-se que “f(x) tende para b quando x tende para a”.

2. O limite de f(x) quando x tende para a, se existir, € Gnico.

3. A definicao de limite e a propriedade presente na nota anterior estende-se ao caso de limites
infinitos e ao caso de x tender para +o ou —x.
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[ SINTESE

Limites laterais
Dada uma funcdo real de variavel real f e dado um ponto a € R, representa-se por:

e lim f(x) o limite de f(x) quando x tende para a por valores inferiores a a ou limite de f(x)

x—a

a esquerda de a;

e lim f(x) o limite de f(x) quando x tende para a por valores superiores a a ou limite de f(x)

x—a’

a direita de a.

Limites
Dada uma funcdo real de variavel real f e dado um ponto a aderente ao respetivo dominio Dy :

* se a ¢ Dy e se os limites lim f(x) e lim f(x) existirem e forem iguais, entdo existe o limite

X—a X —a

lim f(x) e, nesse caso, lim f(x) = lim f(x) = lim f(x);

x—a x—a*

* sea eDyeseos limites lim f(x) e lim f(x) existirem e forem ambos iguais a f(a), entdo existe

x—=a x—a

o limite lim f(x) e, nesse caso, lim f(x) = lim f(x) = lim f(x).

x—a x—a x—a x—at

Operacoes com limites

Seja a um ponto finito (ponto aderente ao respetivo dominio) ou infinito:
e lim k=k

xX—a

e [Imx=a

xX—a

Sejam f e g duas fungdes tais que se lim f(x) =/; e lim g(x)=1/,, com/;, |, IR e a é um ponto

xX—a

finito (ponto aderente do respetivo dominio) ou infinito, entao:

e lim(f+gx)=hL+1

xX—a

e [im (fX g)(x) = I] Iz

xX—a

. J!l_rn [é](x) = ;—; se g(x) = 0, paratodoox e Dg e, = 0.

o lim (kx Ax) = kI, k e R

xX—a

e lim [f)] = (L), reiN

xX—a

e lim [f(x)]" = (), sendo reQ* e f(x) 20, para todo o x € Dy.

x—a

e lim [f(x)]" = (/;), sendoreQ e flx) >0, para todo o x € Dy.

xX—a

Todas as propriedades acima enunciadas sao suscetiveis de serem alargadas ao caso de lim f(x)

xX—a
e lim g(x) serem infinitos, exceto se conduzirem a situagdes do tipo © — 00, —, % e 0 x o,
(o)

xX—a
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Sintese

Operacoes com limites infinitos em notacao simbélica

+o + [ =+, com | €lR. (+%) X [ = +o, com | € R*. i
+00 + (+00) = +00 (+0) x [ = —o0, com [ € IR".
—o0 + [ =—, com [ €lR.
(+90) X (+%0) = + =—
—© + (=) = —©
(+) + (—») Indeterminacio (e 3% (28)) = = a0
(o) X [ = -0, com [ e R* =
() X [ = 4+, com | € IR
(=00) X (=) = +o0

Il
8

(+0)" = +0, com r € Q*.

(—o0)" = +00, se r €N € par. L
o Indeterminacgao
(—o0)" = —o0, se r €N é impar.

© X 0 Indeterminacao Indeterminacao

olo 8|8 |8 8|0 8|= Q= Q|-
I
o

Produto de uma funcao limitada por uma funcao com limite nulo

Dados D c IR, as fungdes f: D — IR e g: D — IR e um ponto a aderente a D, se ]!'_Ta fx)=0eseg
é limitada, entdo lim [f(x)g(x)] = 0.

Limite de uma funcao composta

Sejam f e g duas funcdes reais de varidvel real e a um ponto aderente a Dg.r. Se lm fx) = b €R
e lin}, glx) = celR, entdo lim (gof(x) = c.

Indeterminacoes
Envolvendo fungoes racionais

No calculo de limites de fun¢des racionais que envolvem indeterminagdes, deves seguir o esquema
seguinte:

Indeterminag()es Indeterminacao

12 Fatorizar o numerador
0 e o denominador.
- (0 x ) Slmp||f1car a expressao .. [HJ 2° Simplificar.
de modo a obter: o )
32 Utilizar as propriedades

(+00 — ) . .
operatérias dos limites.

x _> +0 | (400 — 00) — Colocar em evidéncia
o termo de maior grau.
Colocar o termo de maior

(0 x @) ——» Simplificar a expressao . A
%| . grau em evidéncia no
de modo a obter: [oo]
0 numerador e/ou
[6] denominador.
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[ SINTESE

Envolvendo funcoes irracionais

As estratégias mais comuns passam por:

e multiplicar numerador/denominador pela expressao conjugada do binémio onde se encontra
a expressao irracional;

e multiplicar numerador/denominador pela prépria raiz envolvida;

e colocar em evidéncia um fator de modo a transformar a expressao que se encontra no radi-
cando num produto.

3. Continuidade de fungodes

Seja f uma funcao real de variavel real e seja a um ponto do respetivo dominio. Diz-se que:
e f é continua em a quando |iLT1 flx) existe.

X a
e f é continua no conjunto A c Dy quando f é continua em todos os pontos de A.

e f é continua quando f é continua em todos os pontos de Dy.

Operacoes com funcdes continuas

Sejam f e g duas funcdes reais de varidvel real f: Df— IR e g: D, — R, continuas num ponto a,
entdo também sio continuas em a as funcoes:

ef+g ef-g efxg

o é ,se gla) = 0. e 7, comn elN. o ’1/7, comnelNef(a) =0, sen for par.

® gof,comaeDg.f, f continua em a e g continua em f(a).

Exemplos de fun¢des continuas
* Fungoes polinomiais
® Funcoes racionais
* Fungoes trigonométricas: seno, cosseno e tangente

4. Assintotas ao grafico de uma funcéo

Assintotas verticais
Dados um referencial cartesiano, uma funcao real de varidvel real f e um ponto a €IR, a reta
de equacdo x = a designa-se por assintota vertical ao grafico de f, quando pelo menos um
dos limites laterais de f no ponto a for infinito.
Método para determinar assintotas verticais
19 passo: Determina os pontos a tais que a reta de equagao x = a é candidata a assintota vertical
ao gréfico de f:
* a2 € D;, mas é um ponto de descontinuidade de f;
* a ¢ D, mas é um ponto aderente do dominio (por exemplo: R\{a}, |-, al, la, +|,
la, ...[, 1..., al).

2?2 passo: Calcula lim f(x) e/ou lim f(x).

x—a" x—a

32 passo: Se algum dos limites calculados anteriormente € +o ou —, conclui que a reta de equa-
¢do x = a € uma assintota vertical ao gréfico de f.
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Assintotas nao verticais

Dada uma funcao real de variavel real f e dado um referencial cartesiano, a reta de equagao
y=mx+ b, comm, b €R, designa-se por:

e assintota ao grafico de fem +x se lim (flx) — (mx + b)) = 0;

X = o

e assintota ao grafico de fem —» se lim (f(x) — (mx + b)) = 0.

X ——»

4 N

m=0ebelR

> y=>b
Assintota horizontal
mebeR ao grafico de f
y=mx+b

Assintota na tical ¢
ssintota nao vertica m=0ebcl

y=mx+b

\

Assintota obliqua
ao grafico de f

Método para determinar assintotas nao verticais

12 passo: Tem em aten¢ao o dominio da funcao, isto €, observa se o dominio contém pelo menos
um intervalo do tipo la, +%[ ou |-, a[, ou seja, se 0 dominio ndo é majorado ou nado é
minorado.

2° passo: Se fizer sentido x — +, calculam = lim LI

x40 X

e N\
Se b €R, entdo
y=mx+b
.| éuma assintota

ndo vertical
ao grafico de f.

Se m €lR, calcula ~

b= lim (fx) = mx). -

o Seb R oub

nao existe, entao
o grafico de f ndo
admite assintota
nao vertical

quando x — +oo.

\

Se m ¢R ou m nao ~
existe, o grafico de f

ndo admite assintota

ndo vertical quando

X = +00.

3° passo: Se fizer sentido x — —o, aplica o raciocinio do passo anterior com x — —.
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[# Aprende Fazendo

Itens de selecéo

a Seja f a fungdo representada graficamente na figura.

A

f

TR

LD . F =D B .=

v

Qual das seguintes afirmacoes é falsa?
(A) f é uma fungao impar.

(C) f é estritamente decrescente em IR+.

(D) ling) f(x) = 40.

(Solugéo: Opcao (D))

e Na figura esta representada graficamente uma funcao f, de dominio IR.

A

| 4 »

4';_'3_'2—'11jy1 56 7 8%
_ — i

Qual das seguintes afirmagdes é verdadeira?

(A) lim fix) = f(2)

x—2

(B) Iim+ fix) = +

x—2

©) lim fix) = lim fix) =-2

X ——% X +%

(D) lim fix) = -2

( Selugso: Opcio (D) )




Itens de selegéo

Seja f uma funcao real de varidvel real e a um parametro real. Qual das seguintes afirmagoes € ver-
dadeira?

(A) Se lim f(x) = f(a), entdo f é continua em x = a.

x—a*

(B) Se f tem limite no ponto de abcissa a, entdo é continua nesse ponto.

(C) Se a nao pertence ao dominio de f, entao ndo existe lim f(x).

xX—a

(D) Se f é continua em x = a, entdo lim f(x) = f(a).

(Soluqéo: Opcao (D))

Seja f uma funcao definida em IR por f(x) = 28U Qual das afirmagoes seguintes é verdadeira?
(A) Dy=R\{1} e D's=IR (B) D= R\{=1} e D'’;= R\{1}

(€) Dy= R\{2} e D's= R\{-1} (D) Dy = R\{-1} e D's=R\{2}

(‘Solugao: Opcio (D))

Acerca de uma funcao f, sabe-se que:
e é continua em IR\{2};

elim fix)=-3 e Iirr; f(x) = —oo;

x—=2-

e lim fix)=-1 e lim [fx)—x] =1.

X — - X —> +®

Qual das seguintes representagdes graficas pode ser o grafico de f?

(A) ylk E (B) ylk E
2}~ o
O// O\\ i -
I O A R W2 X
=] o=
| _3\(\
© ¥ (D) TR
3r- :
i 8 coscossosses 1 _____% ___________
2. o 2 .~ T o 2 >
| .
-3t Sl

(‘Solugao: Opcio (©) )




TEMA IV Funcgdes Reais de Variavel Real

[# Aprende Fazendo

Itens de selecéo

o

Sejam f e g duas funcdes de dominio IR. Sabe-se que f é definida por fix) = {x* + x e que Iin(; (fxgx)=1.
Qual das expressoes seguintes pode definir a funcao g?

(A) x ®) L © L D) Jx
x x

(Soluqéo: Opgao (C))

x-5
G-x*"

(A) O (B) — (C) 4 (D) 4+

Considera a fungao f, real de variavel real, definida por f(x) =

Qual é o valor de lin;_ flx)?

(Solugéo: Opcao (B))

Na figura estao representadas graficamente uma fungao racional g e uma fungao polinomial h.

A

h

O grafico da funcao g admite duas assintotas de equagoes x =2 ey =-1.

a) Qual é o valor de lim 2,
x—2" g(x)

(A) — oo (B)0 ©1 (D) + o
b) Qual é o valor de lim X ?
x—2" (x)

(A) — B0 ©)1 (D) +

c) Qual das afirmagdes seguintes é verdadeira?

A lim (g x h)x) = - ® lim [—%](x) = to0
(©) lim (gx h)x) = +o¢ 0 lim (‘%} () =0

(' Soluges: a) Opcio (B) b) Opgio (D) © Opcio (B) )




Itens de selegéo

De uma funcao real de variavel real, sabe-se que Iim2 flx) = —1. Seja g uma funcao definida por

g(x) = flx — 3). Qual das afirmacdes seguintes é necessariamente verdadeira?

(A) Iin; glx) = -1 (B) Iim5 glx) = -1

©) lim gx) =-1 (D) “”} glx) = —4

x— -1

(Soluqéo: Opcao (B))

Na figura encontra-se representada graficamente a fungao h. Tal como a figura sugere, as retas de
equacdes x = —1 e y = —2 sdo assintotas ao grafico de h.

A

Sejam (up) e (v,) duas sucessoes definidas por u, =-n>-nev,=- 1_q.
n

Entdo, pode concluir-se que lim h(u,) e lim h(v,) sdo respetivamente iguais a:

(A) -2 e +© (B) -1 e - (C)-2 e—x» (D) -1 e +o©

(Soluqéo: Opgéo (C))

w|F

= g sex<3
Para um certo nlimero real positivo k, a funcao f definida em IR\{3} por f(x) =
tem limite no ponto de abcissa 3. Qual é o valor de k?

7]
=

I

=

sex >3

(A) 2 B) -1 ©) - % D) 1

('Solugao: Opcio (B) )

Qual é o valor de lim ( 1 +1—J?
o2yt -4 x+2

(A) +o0 B0 (C) —» (D)1

('Solugao: Opcio (A) )




TEMA IV Funcgdes Reais de Variavel Real

[# Aprende Fazendo

Itens de selecéo

@ Na figura encontra-se representada graficamente uma funcao f de dominio IR\{1}. Seja (x,) uma
sucessao. Sabe-se que lim f(x,,) = —.

B9 s

S s a a0\ 12345 6
21

Qual das expressdes seguintes pode ser o termo geral da sucessao (x,,)?

™1+ @®2n-1 =] D2+
n n n n
(Soluqéo: Opgao (C))
J1 —x
e sex <1
X—X
@ Considera a fungao f definida em IR por f(x) = % sex=1-
2x2 + 1 -3x x>
x2 -1

Qual das afirmagoes seguintes é verdadeira?
(A) ler[L fix) ¢ IR

(B) xli_)nl flx) = f(1)

©) xh—>n11 flx) = f(1)

(D) lin11+ fx) = lim f(x)

x> 1"

('Solugao: Opgio (B) )

@ Seja f uma funcdo real de variavel real. Qual das afirmagdes seguintes é verdadeira?

(A) Se a reta de equagdo y = b é uma assintota horizontal ao grafico de f, entdo a equagao fix) = b
é impossivel em IR.

(B) Se o dominio de f é IR, entdo o gréfico de f pode ter assintotas verticais.
(C) Se o grafico de f tem uma assintota vertical de equagao x = a, entdo a nao pertence ao dominio de f.

(D) Se f é uma funcao racional, entdao tem pelo menos uma assintota vertical.

( Solugso: Opcio (B) )




Itens de selegéo

2x
+ bx

admite uma assintota vertical de equagdo x = 1 e uma assintota horizontal de equagao y = -1.
Quais sdo os valores de a e b?

(A)a=2eb=-22 B)a=hH=-—

, a, b €IR\{0}, sabe-se que o seu grafico

De uma funcao real de variavel real definida por f(x) =
a

N =

1 1
Ca=b=-2 a 2eb >

(Soluqéo: Opcao (A))

P
x+a
(A) o grafico de f tem uma assintota vertical e uma assintota horizontal.

Seja f uma funcao definida em IR por f(x) = , @ €R. Pode afirmar-se que:
(B) o gréfico de f s6 tem uma assintota horizontal.
(C) o gréfico de f s6 tem uma assintota vertical.

(D) o grafico de f ndo tem assintotas verticais nem horizontais.

(Solugéo: Opgéo (D))

Considera a fungdo g definida em IR tal que ler[]w gx)=-4e Xlinjw g(x) = 2. Entdo, pode concluir-se que:
(A) o gréfico de g ndo tem assintotas verticais.

(B) o gréfico de g ndo tem assintotas horizontais.

(C) o gréfico de g pode ter uma assintota obliqua.

(D) o gréfico de g pode ter assintotas verticais.

(Soluqéo: Opgéo (D))

Qual das afirmagoes seguintes é verdadeira?

(A) O dominio de uma funcao racional ndo pode ser IR.

(B) O contradominio de qualquer fungdo racional é IR.

(C) Uma fungao racional tem sempre uma assintota horizontal.

(D) Uma fungao racional pode ndo ter assintotas verticais.

(‘Solugao: Opcio (D))

_ 3x—ax?
+ 2x
a assintota obliqua ao grafico de f é paralela a bissetriz dos quadrantes impares?

Considera a familia de fungoes definidas por f(x) , a €IR. Qual é o valor de a para o qual

(A) -1 (B) -2 C) 2 (D) O

('Solugao: Opcio (B) )




TEMA IV Funcgdes Reais de Variavel Real

[# Aprende Fazendo

Itens de selecéo

@ Considera a fungao afim f representada graficamente na figura.

yA

x2-5x+6
f(x)

a) Qual das afirmagoes seguintes é verdadeira?

Seja g a fungdo definida por g(x) =

(A gx)=x-3, VxelR.
(B) A fungdo g é negativa no intervalo |3, +ool.
@D, = IR\ {-1}.

(D) A fungao g € positiva no intervalo 12, 3[.

b) Pode afirmar-se que:
(A) 2 é um zero de g.
(B) a funcao g tem dois zeros.
(C) a fungao g ndo tem zeros.

(D) a fungdo g tem um Unico zero.

c) Relativamente ao grafico da funcao g, é correto afirmar-se que:
(A) admite a reta de equagdo x = 2 como assintota vertical.
(B) tem uma assintota vertical.
(C) tem uma assintota horizontal.

(D) ndo tem assintotas horizontais.

( Selugdes: a) Opcio (C) b) Opgio (D) © Opgio (D) )




Itens de selegéo

Na figura estd representada parte do grafico de uma funcao .
As retas de equagdes x = 1 e y = — 2 sdo assintotas ao grafico
de f.

a) Seja (u,) uma sucessao de termo geral u, = Cf

,acl.

Qual podera ser o valor de a para o qual lim f(u,) = +%?

(A) — 2 (B)O
©1 (D) 2
b) Qual é o valor de lim -2
x—1 f(x)
(A) —c0 (B) 0
(C) +oo (D) Nao existe.

c) Considera agora a func¢ao -1, inversa da funcao f. Em relagdo ao grafico da fungdo f-!, pode con-

cluir-se que:

(A) tem uma assintota obliqua.

(B) tem duas assintotas de equagbesx=1ey = —15 .
(C) tem duas assintotas de equagbes x = -2 ey=1.

(D) ndo tem assintotas.

(‘Solugdes: a) Opgio (A) b) Opco (B) ©) Opgio (C) )

Na figura esta representada parte do gréfico de uma fun-
¢ao f de dominio ]-, 2[ e as assintotas ao seu grafico.

a) Qual das afirmacgoes é verdadeira?

(A lim [fx) +x-3]1=0

X = 40

B) lim [fx)—x-3]1=0

X — —®

©) lim [fx)+x+31=0

X ——o

(D) lim [fx)-x+3]1=0

X — -

coooooooacoodddboanconcoocooocasaoood

v

X

b) Seja g uma funcao de dominio |-, 2[, definida por glx) = % — 1. O gréfico de g tem uma assintota
X

horizontal. Qual das seguintes equacdes define essa assintota?

2 2
Ay== B)y=2 Cy=-=
y 3 y Yy 3

(‘Solugdes: a) Opcio (C) b) Opcio (D) )

Dy=-2




TEMA IV Funcgdes Reais de Variavel Real

[# Aprende Fazendo

Itens de selecéo

124

Seja f uma fungdo continua definida em IR\{0}. Sabe-se que:
e fé uma fungao par;
e f ¢ estritamente crescente em IR~;

e [im f(x) = +;

x—0*

e lim fix)=-1.

x> -

Sejam g e h duas fungdes definidas por g(x) = fix — 1) — 3 e h(x) = f(—x).
Qual das seguintes afirmagdes é necessariamente falsa?

(A) O grafico da funcao g tem uma assintota vertical de equagao x = 1.
(B) O contradominio da fungao g é 1-4, +|.
(C) O grafico da funcdo h tem uma assintota vertical de equacao x = 0.

(D) O contradominio da funcdo h é ]-e, —11.

('Selugso: Opgio (D) )

Seja f uma fungao de dominio IR. Sabe-se que Iirrg_ fix) =+ e lim fix) = 1. Seja g a funcdo definida

X =+

por glx) =—flx + 2) - 1.
Qual das afirmagoes seguintes é verdadeira?

(A) A reta de equagdo y = 0 é uma assintota ao grafico de g.
(B) A reta de equagao x = 0 é uma assintota ao grafico de g.
(C) A reta de equagao y = — 2 é uma assintota ao grafico de g.

(D) A reta de equacao x = 2 é uma assintota ao grafico de g.

('Selugao: Opcio () )

De uma funcao f de dominio IR, sabe-se que lim [fix) - 2x + 1] = 0 e que o seu grafico admite uma

Unica assintota vertical. Considera a funcao g definida por g(x) = f(|x|).
Entdo, pode-se concluir que o grafico da funcao g:

(A) ndo tem assintotas.

(B) tem no minimo duas assintotas.

(C) tem no maximo duas assintotas.

(D) tem no minimo trés assintotas.

( Solugso: Opcio (B) )




Itens de construgéo

Itens de construcéo

@ Na figura esta representada graficamente a funcao f.
a) Indica o dominio e o contradominio de f.
b) Observa o grafico e indica:

i) lim f(x) i) lim f(x) VAN

x—-1 x—=1* —I7 —I6 —I5 —I4 3 —I2 =N

— N WA U

i) lim f(x) iv) Iirrl f(x)
c) O que podes concluir quanto a existéncia de limite
no ponto de abcissa 1?2 E no ponto de abcissa 4?

Justifica.

d) Escreve o termo geral de uma sucessao (x,) que seja convergente e tal que f(x,) seja divergente.

Solugdes: a) D; = R\{4}; D'; = ]-, 1] U 12, 5] b) i) 0ii) 2 iii) <= iv) 5 ¢) Nao existe limite no ponto de abcissa 1 e
(1)
—

existe limite no ponto de abcissa 4. d) Por exemplo, x, =1 +

@ Seja f a fungdo representada graficamente na figura.
Calcula os seguintes limites.

a) lim fx)

x— 2"
b) lim_ [fx)]?

] 1

lim
c)xl_)n_ﬁm o
d) lim i)

o) lim fo)
x—=0 X

(Solug&es: a)2b) +0 )0 d)-1 e) - )

x —x3 sex<1
@ Considera a fungao h definida em IR por h(x) =4 0 sex=1.
a) Existe lirq h(x)? x2+2x  sex>1

b) A funcdo h é continua a esquerda do ponto de abcissa 1?
c) O que podes concluir quanto a continuidade da fungdo h em x = 1?
d) Define uma funcao g de modo que a fungao (g + h)(x) seja continua em x = 0.

e) Calcula lim h(x).

X — -

-3 sex>1

. - . - . - . . 0 sex<1
[Solugoes: a) Nao existe limite. b) Sim ¢) A funcdo h é descontinua emx = 1. d) Por exemplo, g(x) = { e) +o J




TEMA IV Funcgdes Reais de Variavel Real

[# Aprende Fazendo

Itens de construcgéo

50)

Determina os zeros e estuda o sinal de cada uma das fungdes definidas por:

2x% —5x + 2 1-x2
)f =z Z7 = b) = r
a) fix) x2—x g 2x2 +x-3
2 2
c)h(x):i— x+4 +2x+17 d)i(x)=_3x_x Xx—1
2x  2x2-x  4x-2 2-2x  x3-9x
: -1 . x2-3x+2 x2—2x
) jx) = -2 : f) k(x) =
&) jx) 3x2-12 (x—=2)2 ® xX3=2x24+x-2

~

2

g € positiva em }— % , —1[ e é negativa em ]—00, - %[ U -1, T[u 11, +[. ¢) Zero: =13; h é positiva em -, =13[ U

Solugdes: a) Zeros: % e 2; f é positiva em ]-o, 0] U }1— , 1[ U 12, +[ e é negativa em }O, ;—[ u 1, 2[. b) Zero: -1;

U }O, %[u }%, +00[ e é negativa em |13, O[. d) Zero: —1; i é positiva em |-, =3[ U ]-3, =1[ U 13, +[ e é negativa

em]-1,0[ U0, T[U T, 3[. e) Zero: ndo tem; j é positivaem ]-2, T[ U 11, 2[ U ]2, +%[ e é negativa em |-, -2[. f) Zero: 0;
k é positiva em ]0, +[\{2} e é negativa em |-, O[.

Na figura seguinte estd parte da representacao grafica de uma funcao g definida em IR\{1}.
n+1

Considera as sucessoes (a,,) e (b,,) definidas por a,, =

ebn=n_1 .
n

a) Calcula lim g(a,,) e lim g(b,).

b) Mostra, usando a definigao de limite segundo Heine,
que ndo existe Iim1 gx).

c) Define uma sucessdo (c,) tal que lim g(c,) = 0.

[Solugées: a) 2; 4 ) Por exemplo, ¢, =2 + % . )

Usando a definigao de limite de uma fun¢ao num ponto segundo Heine, mostra que Iin; > -1)=3.

T+2 sex<-1
Seja f a funcao real de variavel real definida por fx) = 3 e sejam (u,) e (v,) duas
1 2-x  sex>-1

sucessoes definidas por u, =—1 + Lz ev,=-1-——.
n n

a) Escreve o termo geral e calcula o limite das sucessoes f(u,) e f(v,,).

b) O que podes concluir acerca de lim f(x)?

x—-1

c) Recorrendo a definicao de limite segundo Heine, calcula Iin?) f(x).

1

[Soluqées: ) flu) =3 ———; fiv,) =211

3n

n?

;lim flu,) =3, lim flv,) = % b) Nao existe. ¢) 2 ]




Itens de construgéo

De uma fungao f, sabe-se que:

e Dr=IR\{1}
° f(2)=1
L4 ll_)fT]]_ f(x) = |IrT1]+ f(x) = —00

e [im fix)=3 e lim flx) =-2

X — - X =+

Faz um esboco de um possivel gréfico de f.

4 = ]
Solucéo: 4

_____________________

Sejam f e g duas funcdes definidas em IR por:

8§-x3 sex<?2 xX2-3 sex<?2
fix) = e (x) =
1;—1 sex =2 g x:1 sex=>2

a) Mostra que as fungdes f e g ndo tém limite no ponto de abcissa 2.
b) Define a funcao f + g.

c) Mostra que existe Iing (f+ g)x), apesar da conclusao obtida em =).

sex>2

5-x+x° sex<?2
x

Solugéo: b) (f + g)x) = [ 2

Calcula os seguintes limites, comegando por identificar, caso exista, o tipo de indeterminacao.

2 _ 3
a) lim (4 +x2) b) lim (w]
X = 40 x—1 x—4
c) lim (=> +3x2-1) d) lim (= +3x2-1)
e lim (+1+4%) ) lim (+x2-x)
) lim h) lim
2 woap A0 T6 -2

[Solugées: a) +» b) 1 ¢) +o d) —= e) += f) % g) +» h) +o ]

. . . a2
Determina o valor do ndmero real a de forma que lim Y3~ +X _ 5
X

Solugéo: 4

X — 400




TEMA IV Funcgdes Reais de Variavel Real

[# Aprende Fazendo

Itens de construcgéo

@ Mostra que ndo existem os seguintes limites.

a) lim _2=% b) lim (xz—ﬂJ
x=2 (x = 2) oy [T - x|

@ Calcula os seguintes limites, comegando por identificar, caso exista, o tipo de indeterminacao.

a) lim_x+1 b) lim (ﬂ—] _ij
xo-1 x2 _J2x -3 xo+e (3x—x3 X
S
o) lim X2 —2x d) lim X =1

=2 x3—6x2+12x-8

. 2 x3-1
) lim |1 -5 +2———
o lim (1-5+35)

g lim &+3)2x+5@x-7)

£ 2x3 +x2 + 1
) lim 2
T A4+ 2

k)liml[1 41 ]

=0 x \x+1  x—=1

x— 1" (x_ 1)2

f lim ¥e=4)

e x—4

) lim x+2-2
2 —x

x—2

i) lim [ _x3—xj

e U X242

(Solugées: a)—% b)~1 ¢+ d) —= ) 0 f)-1 g3 h)—% -2 )0k —2}

Calcula os seguintes limites, comegando por identificar, caso exista, o tipo de indeterminacao.

a) lim (2x2 + 3x-1)

x =+

c) lim (4x3 - 3x)

X — -

2 _
= [ 3x4+5x-1
w2y 41

1

2) lim x+5
4 —x
) lim 2

x—>1* x2_1

b) lim (4x2 — 3x)

d) lim 2x=1
x>+ bx + 3

2 _
f) lim X t+5x=1
x>+ 5y3 + x2 — 4

h) Iim[ 1 ><(x2—7x+1)J
v \2x + 1
P lim

x=>1 x4 —1




Itens de construgéo

g 5 3
k) lim ( = J
=2 \x2 -4 x-2
2
7 lim 22X+ 6x-8
=1 x2—4x+3
o) lim 2x2 + bx

x>0 x3 _ 42

yx2 -4

q) lim
2 -5x+6

x—=2

5x-5

) lim
1—x2

x—=1

2x2 —4x + 2

n lim 2 —*=7 <2
x3-7x+6

x—1

p) lim ﬁ

x—0 x3

Caderno de Apoio as Metas Curriculares, 11° ano

Solugées: a) +» b) +» ¢) - d)% e) —» f) 0 g)—%
p) + q) Nao existe.

h) —0 i) +o0 j) —0 k) +o0 ) —% m) -5 n) 0 o) Nao existe. J

Para cada valor real de k, f(x) =

sex<4

define uma fungao real de dominio R.

sex >4

a) Estuda a continuidade de f no intervalo |-, 4].

b) Determina o valor de k positivo para o qual a fungdo é continua em x = 4.

(Soluqées: a) A funcio é continua. b) 4 )

@ Animacao

20 AULA DIGITAL

“Resolucdo do exercicio 41"

Seja f a fungdo de dominio IR\{1} definida por f(x) =

a) Estuda a continuidade da funcgao f.

X2 —x
x3 -1

b) Define uma fungao g que seja um prolongamento de f e que seja continua em IR.

Solugées: a) A funcio é continua. b) glx) =

Determina, caso existam, as assintotas ao grafico das fungdes definidas por cada uma das expressoes

seguintes.
a) fx) =x+ 5+ —= -
— X
Q) he) =x +1 3%
x—-3
6) jix) = X2+ 2
|x]

x3-5x2+2x+8

b) glx) = o
d) i) = X+ 2
2x
f k() = 4% =1
x—1

(Soluqﬁes:a)x=—3,x=3ey=x+5 b)x=2ey=x-5cx=3ey=x-2dx=0ey=0ex=0,y=xey=—x ’t)y=0)




TEMA IV Funcgdes Reais de Variavel Real

[# Aprende Fazendo

Itens de construcgéo

@ Seja g uma funcdo real de varidvel real definida por:

3+x
(x) = —_
d 2—x
a) Determina o dominio e os zeros de g.
a
x-cC
c) Determina as assintotas ao gréfico de g.

b) Escreve g(x) na forma b + , indicando os valores de a, b e c.

d) Determina o contradominio de g.
e) A fungdo é impar? Justifica analiticamente.

f) Escreve as equacdes das assintotas ao grafico da fungao h definida por h(x) = glx + 3) + 1.

Solugdes: a) D, = R\{(2}; -3 b) glv) = -1 + 25 ja=-5b=-lec=2 gx=2ey=-1 d) D'y=R\(-1} & Nio

’
- X

flx=-1ey=0

@ Na figura esta representada parte do grafico de uma funcao f.

A

a) Determina o dominio e o contradominio de f.
b) Escreve as equagdes das assintotas ao grafico de f.
c) Define a funcdo através de uma expressao analitica.

d) Seja h a fungao definida em IR por h(x) = |f(x) + 2|. Qual é o contradominio de h?

Solugdes: a) D, = R\{2}; D',= R\{-4} byx=2ey=-4 ¢) fix) = -4 + )% d) D, =10, +oo[J




Itens de construgéo

Considera a familia de fungdes definida em IR\{2} por:

x2 -1 sex <2

flx) = , a €R\{0}

X
l+a sex>2

ax— 1

a) Determina a de modo que exista Iing fx).

b) Para o valor de a encontrado na alinea anterior, define analiticamente um prolongamento, h, de f
a R que seja uma fungdo continua.

c) Mostra que o grafico de qualquer elemento da familia tem uma assintota horizontal de equacadoy = 1.

21 sex<?2

=

Solugdes: a) 1 b) h(x) = sex=2

—_ W

+ X
X —

sex>2

_x—x?

Seja f uma funcao real de variavel real definida por f(x) — -
X

a) Determina as coordenadas dos pontos de intersecdo do grafico de f com os eixos coordenados.
b) Resolve a condicao f(x) < 1, apresentando o resultado sob a forma de intervalos de nimeros reais.

C
X —

c) Escreve f(x) na forma ax + b + g indicando os valores de a, b, c e d.

d) Indica as equagdes das assintotas ao grafico de f.

[Soluqées:a)(o, 0)e(1,0) b) -2, +oof c)f(x):—x+3—xf:2 ca=-1,b=3,c=-6ed=-2 d)x=-2 ey:—x+3J

Na figura estd representada graficamente a funcao f e as duas assintotas ao seu grafico.
a) Calcula o valor dos limites seguintes.

) tim S lim jfw i) lim (f(x)+%x}

X—>+% X x—-1" X ——%

b) Seja g uma fungao definida por glx) = f(|x|).

i) Esboca o grafico de g.
ii) Estuda a continuidade da funcao g.
il Indica as equacgdes das assintotas ao grafico de g.

iv) Indica o valor de lim g(x).

X+

Solugdes: a) i)—% i) +o0 i) <1 b) i)

y:;—x—1 jiv) —oo t




TEMA IV Funcgdes Reais de Variavel Real

[# Aprende Fazendo

Itens de construcgéo

@ Seja f uma funcdo par de dominio IR\{2}. Esbogca um possivel grafico para f, sabendo que
lim [flx) +x] =0, Iim2 fx) =+o e lim [fix)—x+ 1] =0.

X ——©

Solucéo: y4

N
N
AN
N
N
N
N
N
D
P&t
D
N
12 X
- N
; N
. [N
. Y
' ~
'

@ O volume V de vendas diarias, em milhares de unidades monetarias, de um determinado artigo, t dias
ap6s o inicio de uma campanha publicitaria, pode ser traduzido pela expressao:

1 6

V(D) =1 +m—m

a) Simplifica a expressao que define V.
b) Calcula o volume de vendas 30 dias apés o inicio da campanha.
c) Determina o ndmero de dias em que o volume de vendas ndo ultrapassou as 1000 unidades.

d) Com o decorrer do tempo, o que acontecerd ao volume de vendas?

2
LSolugﬁes: a) V(t) = % b) 1026 u.m. c) Nos primeiros 4 dias. d) O volume de vendas tende a estabilizar nas

1000 unidades.

@ A familia de fungdes f é definida por f(x) = 3622_3—)6_4 ,a€R.
x—a

a) Designa por g a fungao da familia em que a = 1.

i) Estuda a continuidade da fungao g no seu dominio.

il Mostra que o grafico de f admite uma assintota ndo vertical e escreve a sua equagao.
b) Mostra que nenhum elemento da familia tem dominio IR.

c) Para que valores de a o grafico de f ndo admite assintotas verticais?

LSolugées: a) i) f é continua em IR\{%}. i) y = % X - % Qa=-2va= 8]

5

@ Para um certo valor de a, considera a fungao f definida em IR por f(x) = %’fi&c , a €R. Sabe-se
X

que existe um valor de b para o qual o grafico admite uma assintota obliqua de equagdo y = 2x + b.

Determina os valores de a e b.

(Solugéo: a=6eb=1 )




Itens de construgéo

@ Considera a fungao real de variavel real g definida por g(x) = );jx;zx; .
a) Determina o dominio de g, sabendo que —1 é zero do denominador.
b) Comenta a afirmagao: "A funcao g admite trés zeros”.

c) Simplifica a expressao que define g.

d) Determina as equagdes das assintotas ao grafico de g.

(Soluqées: a) D;= R\{~1} b) Afirmacdo falsa. ¢) gx) = 2;53;;52 d)yy=x+1 J
x—2x+ 2

@ Trés torneiras podem ser utilizadas para encher um determinado recipiente. Com uma delas conse-
gue-se encher o recipiente em 8 horas, com uma segunda em 4 horas e com a terceira em t horas.

a) (*) Se as trés torneiras funcionarem simultaneamente, prova que a expressao do nimero de horas h

8t
+ 8

necessarias para que o recipiente fique cheio é dada por h(t) = = ,t>0.

b) Determina t de modo que o tempo necessdrio ao enchimento do recipiente seja de 1 h e 30 min.
(*) grau de dificuldade elevado

Caderno de Apoio as Metas Curriculares, 11° ano

(*) Os graus de dificuldade elevados correspondem a desempenhos que nao serao exigiveis a totalidade dos alunos.

Solugéo: b) 3 h 26 min

@ Calcula, caso existam, os seguintes limites, comegando por identificar, caso exista, o tipo de indeter-

minacao.
a) lim =41 b) lim ¥Xx+4-2 o lim
x—>4’x2_]6 x>0 Jm_g x—>0’3_|x+3|

ses:a) - by >
(Solugoes. a) 5 b) 5 c)1j

@ Aplicando uma mudanga de varidvel, calcula os seguintes limites.

a) lim X=1 b) lim =8
x> 1 ‘/;_1 x—>83‘/;_2

(Solugses: )2 b) 12 )

@ Seja f uma funcao de dominio IR*. Sabe-se que:

o |im f(x) = —o0
x—=0"

o [im [flx) + 2x] =-1

X =+

Mostra que o gréfico da funcao g definida em IR* por g(x) = ﬂx)% admite duas assintotas de equagdes

x=0ey=-2.




TEMA IV Funcgdes Reais de Variavel Real

20 AULA DIGITAL

# Resolucao

PowerPoint: Todos os exercicios
de “Derivadas de fungoes reais
de variavel real e aplicagoes”

@ sejadoy =3¢ +1
a distancia, em metros,
percorrida em t segundos
por um determinado
movel.
Calcula a velocidade
média do mével
nos intervalos:

a) [2,3]
b) [2; 2,5]

c) [2, x] (com x > 2)

PROFESSOR

Solucées
54,

a) 16 m/s
b) 14,5 m/s
c)3x+7
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UNIDADE 5

Derivadas de fungdes reais de variavel
real e aplicacdes

O calculo diferencial, no qual se inclui o tema das derivadas, constitui, em conjunto

com o célculo integral, um dos dois principais ramos da analise infinitesimal.

Apesar de o desenvolvimento do célculo diferencial se ter iniciado na Antiguidade,
foram os matematicos Newton (1642-1727) e Leibniz (1646-1716) que ficaram conheci-
dos como os seus fundadores.

Ao pretenderem dar uma defini¢ao rigorosa (analitica) da nocao de velocidade, Newton

e Leibniz introduziram a definicio matematica de derivada, que é a nogao fundamental

do célculo diferencial.

B.1. Taxa média de variacdo de uma funcéo e derivada
de uma funcdo num ponto

Observa o seguinte exemplo.

Um jogador de ténis da uma forte raquetada numa bola elevando-a no ar. A altura da bola,
em metros, em funcao do tempo t, em segundos, é descrita pela equagao a(t) = 25t — 5¢2.

Determinemos a taxa média de variacdo da altura da bola nos intervalos [1; 2,5], [1, 2],
[1;,1,5] e[1; 1,1].

a2,5)—a(l) _ 31,25-20 _ 11,25

tv.m.p. o5 = 251 5 5 =7,5m/s
tv.m.y o = a(22):?(1) =30 1_ 20 _ 10 mys

tv.m.yy; 15 = a(11,/55):?(1) = 26’205:5_ 20 _ 6(’)1255 =12,5m/s
tvm. g gy = 200 =a) 214520 _ 145 4,5

1,11 0,1 0,1

Se quisermos saber a taxa de variagao da altura da bola num determinado instante, por
exemplo em t = 1, podemos calcular valores da taxa média de variagdo em intervalos do
tipo [1, x], com x a tender para 1, isto &, intervalos de amplitude cada vez menores e

tendo sempre 1 como um dos extremos.



UNIDADE 5 Derivadas de fungées reais de variavel real e aplicagdes

Assim, calcula-se o limite da taxa média de variagao L«?(U , quando x tende para 1.
x_
lim alx) —a(l) _ lim 25x —5x2-20 _
x> 1 x—1 T s x—1 h Calculo auxiliar
. (x—=1)(=5x + 20 -2 =20
= l‘_[“] ( ))5_1 )= 1 -5 20
5 20| 0=R
= lim (-5x+20) =15 | I—
x1 Logo, —5x% + 25x — 20 = (x — 1)(-5x + 20).

A taxa de variacdo da altura da bola no instante t =1 é 15 m/s .
No exemplo anterior, trabalhamos os conceitos de taxa média de variagao de uma fun-
¢do num intervalo e taxa instantanea de variagdo num ponto. Estes dois conceitos podem

ser definidos da seguinte forma:

Dada uma fungao real de varidvel real f e dados dois pontos a e b do respetivo domi-
f(b) — fla)

nio, designa-se por taxa média de variacao de f entre a e b o quociente b
-a

(b) —f(a)
b-a
Na fisica, quando a varidvel dependente € a distancia percorrida por um determinado

A razdo incremental representa a taxa média de variagao de f no intervalo [a, b].

objeto e a varidvel independente é o tempo, a taxa média de variacdo num intervalo

corresponde, em linguagem corrente, a velocidade média nesse intervalo.

Dada uma funcdo real de variavel real f e dado um ponto xy do respetivo dominio,

designa-se por taxa instantanea de variacao de f no ponto x o limite lim M,

E=a X —Xp
quando este existe e € finito. Neste caso, designa-se por derivada de f no ponto x,
e representa-se por f'(xg).
A fungao f diz-se derivavel ou diferenciavel no ponto x,.

A derivada em xy mede a rapidez de variagao da varidvel dependente quando x = x.

Na fisica, quando o movimento € linear e a variavel dependente é o espago percorrido
e a variavel independente é o tempo, a taxa de variagdo em x corresponde, em linguagem

corrente, a velocidade instantanea no instante x,,.

Uma outra expressao para a derivada de uma fungao f num ponto x, obtém-se da

seguinte forma: se ao limite lim 1) = flxg) aplicarmos a mudanca de variavel x —xg = h,
vem que: I
x=xp+hex—xy=h—0
Logo:
F(xg) = Jiﬂl f(x; - i(;co) h“i'l fixg + i;7) — flxp)

FRVR11_51
FRVR1T1_5.3
FRVRT1_5.4

6

2) AULADIGITAL

@ Simulador
GeoGebra: “Taxa de variagédo
instantanea”

@Considera a funcao real de
variavel real f, definida por
f(x) = 9x. Prova que a taxa
média de variacdo de f
entre a e b é a mesma,
quaisquer que sejam
os valores de a e de b.

@ Indica, justificando,
o valor légico das
seguintes proposicoes.

() Se uma fungao
é crescente em [a, b],
entdo a taxa média
de variagdo nesse
intervalo é positiva.

(Il) Se a taxa média
de variacao de uma
funcao num
determinado intervalo
é positiva, entao
a fungao é crescente
nesse intervalo.

@Seja fuma fungdo tal que
a sua derivada no ponto
-2 é5.
Calcula o valor de:

flx) — f=2)
x> -4

. 3h
b lim S h —f2

a) lim

x—-2

N

PROFESSOR

Solugdes
56.
(1) Proposicao verdadeira.

(I) Proposicao falsa.

57.

5
a)*j

3
b)?
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TEMA IV Funcgoes Reais de Variavel Real

@ Recorrendo a definicao de
derivada de uma funcao
num ponto, determina:

a) f'(0), onde f(x) = x2 + 6x.
b) f'(1), onde f(x) = x> — x.

c) f'(2), onde f(x) = 2.
x—3

d) 7/(3), onde f(x) = Jx + 1.

@ Do dia 2 ao dia 20

de setembro, a cotagao,

em euros, das acoes de

uma determinada empresa
na Bolsa de Valores

de Lisboa, foi dada pela

funcao C, definida por

C(t) =-0,005¢ + 0,225¢* —

-3t+ 15 emquet

representa o dia a que

se refere a cotacao.

Calcula:

a) a taxa média de
variacao da fungao C
no periodo indicado
e interpreta o resultado
obtido no contexto
do problema;

b) a taxa de variacdo
da funcdo Cemt =15
e interpreta o resultado
obtido no contexto
do problema.

PROFESSOR

Solucdes
58.
a)6
b) 2
c)-4

1
d) T
59,
a)-0,27; a cotacdo das acdes
diminui em média 0,27 euros
por dia.
b) 0,375; aos 15 dias do més de
setembro a cotacdo das acdes
estava a aumentar a taxa de
0,375 euros por dia.

88

Exercicios resolvidos

1. Considera f(x) = x2 — 3x + 5. Calcula 7'(2), recorrendo a definicdo de derivada de
uma fungdo num ponto.

Sugestéo de resolucio
. 2+h?2-32+h) +5-(22-3x2+05)

1o — i J2 +h)=1f2) _ ~
A e L ; -
- lim At+t4h+h?-6-3h+5-3 _ . h’+h
 h0 h T hso h -
[%)- hth + 1)
= iy PR = i 1 =1
Outro processo
) = lim 0 =f2) _ ;i ¥ =3x+5-(22-3x2+5) _

x—2 x—2 x—2 x—2

= lim X2 =334 2 0 iy =20 =) iy -1y =1
x—>2 B =2 x—2 x—2 x—2
Nota que poderas usar qualquer um dos limites lim fl) = fxg)

fixg + h) — i o
w . No entanto, a depender da fungao a derivar, um dos limites

ou
[im
h—0

poderd ser mais simples de aplicar.

2. No Ministério da Saude, calculou-se que, apés o aparecimento de uma determi-
nada doenca contagiosa, o nimero de pessoas infetadas vem expresso pela funcao
P(t) = 33t — £3, sendo t o nimero de dias a partir do primeiro caso registado.

a) Calcula a taxa média de variacao desta funcao nos primeiros cinco dias e inter-
preta o resultado obtido no contexto do problema.

b) Calcula a taxa de variagao desta fungdo em t = 10 e interpreta o resultado obtido
no contexto do problema.

Sugestéo de resolucéo

P(5) - P(0) _ 33 x52-53 —
5-0 5

Isto significa que, nos primeiros cinco dias, o nimero de pessoas infetadas

aumentou, em média, 140 pessoas por dia.

b)Pl(10)= llm P(X)-P“O)z ||m 33x2—x3—(33><102—103)

a)t.m.v.[O, 5] = 0 =140

x—10 x_10 x— 10 x_‘]o

_ jim 33¥2-x3-2300 _ i (0= 10)(=x? + 23x +230) _
x—10 x—10 x—10 x—10

= lim (=x2 + 23x + 230) = 360

x—10

Isto significa que, 10 dias apds Célculo auxiliar
o aparecimento do primeiro 1 33 0 -2300

caso, o nimero de pessoas infe- 10 -10 230 2300

|—1 23 230] 0=R

Logo, —x* + 33x* — 2300 = (x — 10)(~ + 23x + 230).

tadas estava a aumentar a uma

taxa de 360 pessoas por dia.
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B.2. Interpretacdo geométrica da taxa média de
variacdo e da derivada de uma fungdo num ponto

Considera a funcao f, diferenciavel no ponto xy, e a reta secante, s, ao grafico de f

que passa nos pontos de coordenadas (xq, f(xo)) e (x, f(x)).

»
»

'
'
'
'
'
'
'
'
'

X

X

M/e, como ja viste, este quociente € igual a taxa média
X —X

de variacao da funcao fem [x, x].

O declive da reta s é

Dada uma fungao real de varidvel real f e dados dois pontos a e b do respetivo domi-
nio, tem-se que o declive da reta secante ao grafico de f nos pontos Ala, f(a)) e
B(b, f(b)) é igual a taxa média de variacao de f entre a e b.

Consideremos, agora, os pontos Py, P,, P3, ..., pertencentes ao gréfico de f e cujas
abcissas estao cada vez mais préximas de x,. Para cada ponto P;, podemos tragar a reta
PP;, secante ao grafico de f. As sucessivas retas secantes tendem para uma posicao limite

que € a reta t. Esta reta é, por definicao, a tangente ao grafico da fungao f no ponto P.

O declive da reta t, tangente ao grafico de f no ponto P, é o limite dos declives das retas

secantes PP;, ou seja:

fx) — flxo)

xox X — X

Definicado

Dada uma funcao real de variavel real f, diferenciavel em xy € Dy, e dado um refe-

rencial ortonormado, a reta tangente ao gréfico de f no ponto Py(xq, f(xg)) € a reta
de declive f'(xo) que passa por P,.

FRVR11_5.2
FRVR11_5.5

2) AULADIGITAL

@ Simuladores (GeoGebra):

—"Interpretacao geométrica da taxa
média de variagdo”

—"Interpretacao geométrica da taxa
de variacdo”

Considerando no plano
os pontos de coordenadas
Alxy, 1) e Blx,, y,), temos
que:

° ﬁ(xz = X1, Y2 =)

o m=22"N
X=X

@Considera a funcdo real de
variavel real f definida por

1
f(x)_x+1 ’

a) Recorrendo a definicao
de derivada de uma
fungao num ponto,
determina f'(3).

b) Escreve uma equacao
da reta tangente
ao grafico de f no ponto
de abcissa 3.

c) Escreve uma equacao
da normal ao gréfico
de f no ponto
de abcissa 3.

Chama-se normal a uma
curva a reta que

é perpendicular a reta
tangente no ponto

de tangéncia.

PROFESSOR

Solugdes
60.
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TEMA IV Funcgoes Reais de Variavel Real

@ sabe-se que a bissetriz Exercicios resolvidos

dos quadrantes impares

é tangente ao grafico 1. Na figura estao representadas: vt ,
de uma determinada
funcio f no ponto de e parte do gréfico de uma funcao f diferenciavel
abcissa 4. em 3; :
Entdo, podemos afirmar 2w |
o) — fid) * uma reta r tangente ao grafico de f no ponto !
que lim = —— & de abcissa 3. ; .
[e) 3 \ X
(A O
B) 1 O valor de f'(3), derivada da fungdo f no ponto 3, pode ser igual a:
(© 4 (A) -1 (B) 0 ©-1 (D) 1
f(3)
(D) -1 Adaptado de Banco de Itens, GAVE
Sugestéo de resolugéo
Sendo a reta r tangente ao grafico de f no ponto de abcissa 3, sabes que o
@ Mostra, recorrendo declive desta reta é igual ao valor de f'(3). Observamos no grafico que a reta
a processos analiticos, que tem declive negativo, logo, o valor de f'(3) é negativo.

a reta tangente ao grafico
da funcao f definida por
fix) = x* =3x + 3, no ponto
de abcissa 1, é uma reta
horizontal.

Ficam, assim, excluidas as opgoes (B), (D) e (C), ja que f'(3) > 0.
Assim, a resposta correta € a (A).

2.Seja f uma funcao real de variavel real tal que:
=3 e lim2xh=-12)

h—0 h =5

a) Indica, caso exista, o valor de Iin; fx).
x—

b) Escreve uma equacao da reta tangente ao gréfico de f no ponto de abcissa 2.

c) Calcula lim M
=2 —x2 +5x -6

Sugestéo de resolugéo

a) Sabemos que 2 € Dy, logo:
n@ﬂw=n@(mm4m»+ﬂm=n@[ﬁﬁlﬂﬂx@—zg+3=

x—2

R+M=12) \ jim (x-2)+3=5x0+3=3

= lim
h—0 h x—2

b) Seja t a reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa 2.

Sabemos que o declive da reta t é o valor da derivada de fem x = 2, isto €,
2 + h) —1(2)
h
Assim, a equacao reduzida da reta t é y = 5x + b.

m = f'(2) e, como l!lmo =5, entdo m = 5.

Como o ponto de coordenadas (2, f(2)) = (2, 3) pertence a reta t, vem que:

3=5x2+be=3=10+be-7=5b
PROFESSOR ) . ) B
— Concluimos, assim, que y = 5x — 7 é a equagao da reta tangente ao grafico

Solugéo
61. Opcao (B)

de f no ponto de abcissa 2.

0
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Sugestio de resolucao

o) lim 0 =f2) "7 i, 0 -f2) _ Célculo auxiliar
=2 x2+5x-6 2 (x = 2)(—x + 3) s
= lim [f(x)_f(z)x 1 ]: 2 2
x> x—2 X+ 3 |_1 3] 0=R
lim f(x)—f(Z)X lim 1 = | Logo, = +5x—6=(x—2)(=x +3).
x=2 x—2 x>2 x4+ 3
1
=f'(2 =
( )X—Z +3
=5x1=
=15

9.3. Aplicacéo da nocdo de derivada a cinematica
do ponto

Ja sabes que, se uma fungdo f indica a distancia percorrida por um mével, que se desloca
num percurso linear, em funcao do tempo, a taxa média de variagao de f, no intervalo [a, b],
é a velocidade média do movel entre os instantes a e b e a derivada de fem a é a veloci-
dade do mével em a. Esta interpretacdo é uma das aplicagdes mais importantes destes

dois conceitos a contextos da vida real.

Consideremos o seguinte exercicio resolvido.

Exercicio resolvido

1. Um ponto P move-se numa reta de tal forma que, em cada instante t (em segundos),
a distancia d (em centimetros) a origem O é dada pela expressao d(t) = £ — 19t + 60.

a) No instante inicial, qual é a distancia do ponto P a origem?
b) Determina a velocidade média do ponto P nos trés primeiros segundos.

c) Determina a velocidade no instante t = 4 e indica a distancia a origem nesse instante.

Adaptado de Caderno de Apoio as Metas Curriculares, 11° ano

Sugestao de resolugao
a)d0)=0%2-19%x 0+ 60 =60

No instante inicial, a distancia do ponto P a origem O é 60 centimetros.

d(3) — d(0) — 12 - 60 =-16 Calculo auxiliar
3-0 3 d3)=32-19x3 +60=12

b) t.m.v. 0,31 =

A velocidade média do ponto P nos primeiros trés segundos é =16 cm/s.
(continua)
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TEMA IV Funcgoes Reais de Variavel Real

@ FRVRI1_6. Exercicio resolvido

FRVR11_6.2
(continuagéo)

Sugestao de resolugéo

Ay _ i A —d(4)
c)d'(4) = lim =0 Calculos auxiliares
d4)=4>-19%x4+60=0
o 0= did) _ o
) t—4 1T =19 60
_ lim £-19t+60-0 _ 4|] -
= lim =) = [0=R_
 2_19t+ 60 Logo,  — 19t + 60 = (t - 15)(t - 4).
=l =z -
0
(5)
O i ((=15)(t=4) _
t—4 t_4
= lim (t-15)=-11

t—>4
A velocidade no instante t = 4 é =11 cm/s e, nesse instante, a distancia
do ponto P a origem O é 0 centimetros.

A funcdo d: I — IR, definida no exercicio anterior, chama-se funcao posicao de um
ponto P que se desloca na reta r durante um intervalo de tempo /, uma vez que a cada
instante t €/ faz corresponder a abcissa do ponto de r que representa a posicao que P
ocupa, t unidades de tempo depois do instante inicial se t > 0, ou [t| unidades de tempo

antes do instante inicial, se t < 0.

Tempo Posicao de P
0
t
O P
0 d(t) /

Sejam p a fungdo posicao de um ponto P que se desloca na reta r durante um intervalo
de tempo / e t; e t, dois instantes de /, entdo a velocidade média de P no intervalo

de tempo [t;, t,] é a taxa média de variacdo de p entre t; e t;:

p(ty) — p(ty)
b-t

Para t e/, a velocidade instantanea de P no instante t € a derivada de p em ¢, p’(0), caso exista.

E# APRENDE FAZENDO
Pags. 122,123 e 127 Se p(t) é medida em centimetros e t é medido em segundos, entdo a unidade da ve-
Exercicios 1, 3, 6, 8,9 e 22 ) ) )

locidade é centimetros por segundo. Da mesma forma, se p(t) € medida em quiléme-

_ )
t’ g@gg?gg DE EXERCICIOS tros e t € medido em horas, entdo a unidade da velocidade é quilémetros por hora,

Pags. 55 e 56 isto é, a unidade da velocidade é a unidade de p(t) por unidade de t.
Exercicios 16, 17 e 18
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UNIDADE 5 Derivadas de fungées reais de variavel real e aplicagdes

9.4. Diferenciabilidade e continuidade num ponto

A continuidade de uma fungdo num ponto e a existéncia de derivada da funcao nesse

ponto estdo relacionadas entre si. Vejamos como se estabelece esta relagao.

Teorema

Dada uma fungao real de varidvel real f e dado um ponto a do respetivo dominio, se f
¢é diferenciavel em a, entdo f é continua em a.

Demonstracao

Suponhamos que f é diferenciavel em x = a. Pretendemos provar que a fungao é conti-
nua nesse ponto, ou seja, 1m flx) = fla).

Tem-se:

lim flx) = )!I_fg (flx) — fla) + f(a)) = lim

xX—a xX—a

X—a

[Mx (x—a) + f<a)} =

~ lim [Mx(x—a)] + limfaa) = lim f90.=@) o fim - a) + fla) =

x—a x—a xXxX—a x—a

Logo, f é continua no ponto x = a.

1. O reciproco deste teorema nao é verdadeiro. Uma funcdo pode ser continua num

ponto e nao ser diferenciavel nesse ponto.

Exemplo

Seja flx) = |x|.

Sabemos que f é continua em x = 0, pois ll_rn) flx) = x||_r)rg) |x] = 0 = f0).

Averiguemos se é diferencidvel em zero:

o 7(0) = lim =0 _ ;1 Il N
x>0 x—O x>0 x
Determinemos os limites laterais:
et A o =
e |im Ixl — lim X = lim 1=1
x—>0t x x— 0t x x— 0t

Uma vez que os limites laterais sdo diferentes, concluimos que )!m J%l- nao existe,
logo nao existe f'(0). Esta fungao é, assim, continua num ponto e nao é diferenciavel
nesse ponto.

2. Se uma fungdo nao é continua num ponto a, entdo ndo € diferencidvel em a. Repara

que esta nota resulta da implicagao contrarreciproca (p = q) © (~qg = ~p).

@ FRVRN_7.4

20 AULADIGITAL

@ Simulador
GeoGebra: “Derivabilidade
e continuidade”

@Considera a funcao f
definida em R por:

X +5sex>1
flx) =
3x+3sex<1

a) Aplicando a definigao
de derivada de uma
fungao num ponto,
determina f'(1).

b) Podes concluir,
utilizando a alinea
anterior, que a fungdo f
é continua no ponto
de abcissa 17 Justifica.

@ Prova, recorrendo
a processos analiticos,
que a fungao g definida por
glx) = Jx| é continua em 0,
mas ndo admite derivada
nesse ponto.

PROFESSOR

Solugdes

63.

a)3

b) Sim, pois f é diferencidvel em 1.
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TEMA IV Funcgoes Reais de Variavel Real

FRVRT_T71
FRVR1_7.2

2) AULADIGITAL

@ Simulador
GeoGebra:"Funcéo derivada”

@ Um projétil é langado de
baixo para cima. Admite
que a sua altura ao solo,
h, em metros, t segundos
depois de ser langado,
¢ dada pela expressao
h(t) = 20t 2.

Determina:

a) a velocidade inicial
do projétil;

b) a velocidade no
momento em que
o projétil atinge o solo;

c) a expressao que da
a velocidade em cada
instante t.

PROFESSOR

Solucdes

65.

a)20 m/s

b) 20 m/s
c)h'(t) =20 -2t
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9.5. Func3o derivada

Consideremos o exercicio resolvido anteriormente, em que um ponto P se move numa
reta de tal forma que, em cada instante t (em segundos), a distancia d (em centimetros)

a origem O é dada pela expressao d(t) = * — 19t + 60.
Ja determinaste a velocidade no instante t = 4, isto é, d’(4).

Se pretendéssemos determinar a velocidade no instante t = t,, isto €, d'(t), poderiamos

fazé-lo aplicando qualquer uma das expressdes da derivada de uma fungao num ponto:

d/(to) = |lim M ou d’(to) = lim M

t—ty t_to h—0

Vamos utilizar a segunda expressao:

. d(ty + h) = d(to)

d(to)zl!lm) h =
_ i (o B2 = 19(t + h) + 60 = (t? = 19t + 60) _
_hao h N
= lim toz+2t0h+h2—19t0—19h+60—t02+19t0—60_
h—0 h -
— lim 2t0h+h2—19h _
_h—>0 h -
iy W2t +h=19)
_h—>0 h N
=/I7in?) 2ty +h—-19) =
=2t0—19

A expressao d'(ty) = 2ty — 19 permite calcular a derivada em qualquer ponto t, do do-
minio.

Repara que, a partir desta expressdo, rapidamente calculariamos a velocidade, por
exemplo, em t = 4:

d'@4)=2x4-19=-11

Fica assim definida uma nova fungao, d’, a que chamamos funcao derivada de d.

Dada uma funcao real de variavel real f, designa-se por funcao derivada de fa fungao
de dominio Dy = {x € Dy: f é diferencidvel em x} que a cada x € Dy faz corresponder
f'(x).

Uma fungdo real de varidvel real diz-se diferenciavel num conjunto A quando é dife-

renciavel em todos os pontos de A.



UNIDADE 5 Derivadas de fungées reais de variavel real e aplicagdes

5.6. Regras de derivacéo

Para determinar a funcao derivada, serd muito Gtil recorrermos a algumas regras.

Apresentam-se em seguida as regras elementares de derivacdo, que resultam das

propriedades operatérias dos limites.

1. Derivada da funcao constante

Considera a fungao f: IR — IR.

x =k

Seja xq € Dy, entdo a derivada desta fungao em x é:

X=X, X —Xp Y=X X — Xo
= lim =
Y=X% X —Xo
=1limO0=

Ou seja, a fungdo f é diferencidavel em IR e a sua fungao derivada é:

f*IR—R

x>0
Exemplos
1.2)=0
2.(m) =0

2. Derivada da funcao identidade

Considera a fungao f: IR — IR.

X=X

Seja xg € Dy, entao:

lx) = lim 2 =fo)

X X =X

= |lim X =% —
X=X X — X

=lim1=
xﬁxo

=1

Ou seja, a fungdo f é diferencidavel em IR e a sua fungao derivada é:
"R - R

x 1
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@ FRVRT_7.5

@Sojam fe g as funcdes
definidas em IR por
fx)=xeglx) =x+m.

Determina uma expressao

da funcao derivada de:
a)f

b) g

cf+g

@ Na figura estd parte da
representagao grafica da
derivada de uma funcao
de dominio IR.

A
y/

11

f

v

O X

Em qual das figuras
seguintes estd parte da
representagao grafica da
funcao derivada da
funcao g, onde

glx) = flx) + 12

()] y“/
— 2
O x=
1) o4
1
O x:

Justifica a tua resposta.

PROFESSOR

Solugées

66.

a)f(x) =1
b)g'(x) =1

) (f+g) ) =2
67. Figura (II)
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3. Derivada da funcao soma

Sejam f e g duas fungodes diferencidveis num conjunto D, a funcao (f + g) também é di-

ferenciavel em D e tem-se (f+ g)'(a) =f'(a) + g'(a), Va eD.

Demonstracao
(f + /(@ = lim LX8W = (F+2@ _ y;, f) +gl) —fla) ~gla) _
x—a xX—a x—a X—a
= lim f&) —fla) + gx) —gla) _

xX—a

— lim (f(x>—f(a) + 8W) —g(a)] _

xX—a

=Iimf

+ lim =
xoa x-—a xoa  x-—a
=1f'(a) + g'(a)
De um modo geral:
(fi+hH+...+1f)@=1@+fa)+..+fF,a)

Exemplos
Lx+5)=@)+06B)=1+0=1

7

2.8 =x+x+0)"=0)"+®+x®'=1+1+1=3

4. Derivada de um produto de uma constante por uma funcao

Seja f uma funcao diferencidvel num conjunto D, entdo a funcao kf também é diferen-

ciavel em D e tem-se (kf)'(a) = kf’(a), V a € D.

Demonstracao
(k % f)/(a) — Ilm (kf)(x) — (kf)(a) — Ilm kf(x) — kf(a) —
X—a x_a x—a x-a
- lim k(ftx) — fla)) _
xX—a x—a
_ i fix) —fla)) _
= lim [kxﬁj =
= kx lim @ =fla) _
X—a x-a
= kf’(a)
Exemplos
1. (5x) =5(x)=5x1=5
2.(J2x) =200 =2 x1 =2
3, [Mj =[l(—2x+ 10)]' - oxrtoy=tx=-2
3 3 3 3 3
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5. Derivada da funcao produto FRVRII_7.6
FRVRI1_T7

Sejam f e g duas funcdes diferencidveis num conjunto D, entdo a fungao (f x g) também
é diferenciavel em D e tem-se (fx g)'(a) = f'(a) x g(a) + f(a) x g'(a).
@Sejam fe g as funcdes
Demonstracao definidas em R por f(x) = x
(Fxg)lx) = (Fxg)a _ egl) =x + 3m.

xX—a

(Fxgy@ = lim

a) Calcula (fx g)'(5).

= |lim f = b) Determina uma
T r—a expressao da fungao
derivada de:

Subtraindo e adicionando f(x)g(a) ao numerador, vem que:

_ i gl —fl)g@) + fix)gla) —flagla) _

x—a xXxX—a

)fxg
o g
ii) -

= lim [f(x) ) —g@ , gla) flx) — fla) }:
o e @Sejam f e g duas funcoes
= lim [f(x) ) - (a)}+ lim [g(a) M) - fla) }= ;;sﬁuegﬂ?g/:(;,_f(]z):—2,
x—a x—a x—a x—a - -1
Determina o valor das

= lim f(x) x lim ) - a(a) +g(a) x lim f(x);i(a) = seguintes expressdes.
xX—a xX—a X — xX—a X —
@ (3) + () x ) a) (f+g)'(Q2)
=f(a)x g'(a) + gla) x f'(a
& g b) (5/)(2)
Exemplos c) (Fx g)(2)
‘I ’
1 (2x X x) =(2x)" X x +2x X (x) =2 Xx + 2x X T = 2x + 2x = 4x d) (7) (2)
2.2 =(rxx) =xXx+xXx =1Txx+xx1=x+x=2x e) (%)/(2)
el
: : |
6. Derivada da funcao quociente f+g
Sejam f e g duas fungdes diferencidveis num conjunto D. Se para todo o ndmero real 8llgxg/2)
f ’
aeD, gla) = 0, entdo a fungao (ij também é diferenciavel em D. Prova-se que: " (@) .
g
[i]/(a) _ f'(a) x gla) — g'(a) x f(a)
g g%a PROFESSOR
Exemplos Solugdes
68.
1.[l]’:1'><x—21><x'20—21:_l2 a)10 + 3w
X X X X b)i) (fx g)'(x) = 2x + 3x
. ! 3n
2.[5x J’z(5x)’(x—1)—(x—1)’(5x)=5(x—1)—5x:5x—5—5x= -5 "’[‘?W*;
x—1 (x—1)2 (x—1)2 (x—1) (x—1)? 69.
a)-1
3 (2 - 4xj’ _ 2-40'(1 =3x) - (1 -3x)'(2 —4x) _ -4 = 3x) - (-3) X (2 - 4x) _ b)-10
1-3x (1-3x)2 (1-3x)? )10
_—4(1-30) +3x (2 —4x) _ o
(1-3x2 7
4+ 12x+6-12x _ oy
(1 = 3x)2 f))1
g)-6
-2 h) 2
(1 =3x)2
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TEMA IV Funcgoes Reais de Variavel Real

@ FRVR1_79

@Ca[cu[a a abcissa do ponto
do gréfico da funcao
definida por f{x) = x> —x -2
tal que a reta tangente ao
grafico nesse ponto tem
inclinacao 60°.

mCa[cu[a a inclinacao
da reta tangente ao grafico
da funcdo dada
por fx) = x* — x?
no ponto de abcissa 1.

PROFESSOR

Solucées
70 ﬁ + 1
)

71.45°
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Ja provamos, por definicao, que x)'=1 e (k)'=0, kelR.

Funcao derivada de f(x) = x2

Seja a € Dy, entdo:

f’(a) = |lim M: lim M
xX—a XxX—a x—a XxX—a

0
(ZJ lim (=)l +a) _
x—>a x-—a

= lim (x + a) = 2a

X —a

Ou seja, a fungao f € diferencidvel em IR e a sua fungao derivada é:

. - A . .. 1
7. Derivada das funcoes de referéncia definidas por x, x2, x3, —, \/; e constantes
X

"R —= R
X B 2x
o (x2) =2x
Funcao derivada de g(x) = x3
Seja a€ Dg’ entao: Calculo auxiliar
3_ .3
g'(@ = lim gk) —gla) _ lim X =2 _ 1
X—a x —_ a X—a x —_— a

) K

(x —a)x? + ax + a?2)

a?| 0=R

= |im = X —ad=(x-ak®+ax+ad)

xX—a x-a

=lim (2 + ax + a2) =
xX—a

=3a?

Ou seja, a funcao g € diferencidavel em IR e a sua fungao derivada é:

g R—R
X = 3x2
o (x3) = 3x2
Funcao derivada de h(x) = %
Seja a € Dy, entao:
1 1 (2) a x a—-x
L a x
P = lim M0 =h@ _ ;¥ @ 7y & & i, A
X—a x—a X—a x_a X—a x_a X—a x_a
= lim 2= _ |im —x-a) _ [im o1
¥>a (y —a)ax +—a (x—a)ax <x—a ax a2

Ou seja, a funcao g € diferenciavel em IR\{0} e a sua funcao derivada é:

h": IR\{0} - IR

x> -

2
. [l]'z_L g
X x2




Funcio derivada de j(x) = Jx

Seja a € D;, entdo:

UNIDADE 5 Derivadas de fungées reais de variavel real e aplicagdes

j(@ = lim 12 =1 _ jjy Sx—Ja _

xX—a x—a xX—=a x_a

@ FRVRT1_710

lim @Detcrmimaex a
e a pressao da
(x— a)(‘/; + ‘/;) funcdo derivada de cada
' Y—a uma das fungdes definidas
= 1m = las seguintes expressoes.
pelas seguin p
=0 (x—a)(Jx + Ja)
a)fx)=x2+5x+3
=X|i31f1[= b)g(.\—):%xtxuozo
X+ ya
1 c) h(x) = x> x J;
= — d : - i
2/a ) pl) ==
Ou seja, a fungdo j é diferencidvel em IR* e a sua fungao derivada é: e) glx) = 1ok
X
"R+ - R }
J 1 B o = 223
X — x+1
¢ (=t 2
2/
Exemplos
L3 -x2+x+8) =4x63) -2 + (k) +@®) =
=4x32-2x+ 1 4+0=
2)x
= 1202~ 2x 4
2)x
2. (2&—%' =2x (b)) - (lj —ax (-sz :L[Jrlz
X X X X
2Jx X
P
8. Derivada de uma poténcia de expoente natural PROFESSOR
Dados um ndmero natural n e uma funcao f, real de variavel real, de dominio IR, defi- Solugées
. . . 72.
— N A 4 ’ — n—1
nida por f(x) = x, f é diferenciavel em R e f'(x) =nx"-1. a) 2x 4 5
. ~ 3
Provemos, por inducao, este resultado. b) 5 1
-2
Seja P(n): (x")" = nx" 1 c) th.?
(i) P(1) é verdadeira d)_xi2
XYY =1xx""Tex=1xx0 e)_lz+l
o1=1 Tk
NG 51)2
Logo, P(1) é uma proposicao verdadeira.
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@ FRVRII_78 (i) P(n) = P(n + 1)

Hipotese de inducao: P(n): (x7) = nx" -1
Tese de inducao: P(n + 1): "+ 1) = (n + 1)x"

e+l = (@ xx) =

x") Xx+x"xx =

= nx"~1 xx+x" x x’ (por hipdtese de inducdo)

nx"+x"x1 =
=x"(n+1) =

=(n+ 1)x"

Por (i) e (ii), provamos que (x")’ = nx" -1,V n eN.

Exemplos
1. (x2016)" = 201 6x2015
5 ’ 5/
2. (4x6 + XT + Tcx3j = (4x5)" + (XT] + (mx3) =

=4><6x5+;—><5x4+7t><3x2=

=245 + %x“ T 3me

9. Teorema da derivada da funcao composta

Dadas duas funcdes f e g, Com as férmulas de derivacao ja estudadas, podemos calcular as derivadas de fungoes
ieziis el vkl el f para as quais f(x) é uma soma finita de produtos ou quocientes de constantes multipli-
em que os dominios Sao,

respetivamente, Dy e D,, cadas por J; e x" (n natural).

chama-se funcao
composta de g com f
a fungdo goftal que:

Contudo, ainda ndo aprendeste a derivar uma fungao tal como x2 ou yx? + 3x + 5, ...

Vamos, agora, estudar um teorema que nos permitira derivar fungdes compostas e que

* Dg,r={x €Dy flx) e Dy}

* (gofx) = g(fix)), Vx € Dy,

aumentara o nimero de fun¢des que poderemos derivar sem recorrer, necessariamente,

a definicao de derivada.

Teorema

Dadas uma funcao f: D;— IR, diferenciavel num ponto a € Dy, e uma funcao real de
varidvel real g: D, — R tal que D'; c D, e diferenciavel em f(a), a funcao composta
gof é diferenciavel em a e (gof)'(a) = f'(a) x g'(fa)).

O teorema enunciado também é conhecido como regra da cadeia ou regra da derivada

da funcao composta.
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Exemplo FRVRI1_710
FRVRI1_7.1
Seja h a fungao definida por h(x) = x2.

Podemos escrever:

1
= = = 2 = —_—
hix) = (g0 1lx) = glfl), com flx) = x* € glx) x @Considcra a fungao f,
Aplicando o teorema acima, obtemos: definida por f(x) = 3x2 - 5,
h'(x) = (gof)(x) = g'(flx)) x '(x) e a fun¢do g, da qual se
sabe apenas que g(1) = 4
Nota que: e g()=2.
) 1Y 1 = Calcula:
® como g'(x) = (—j =——, entao:
X X a) (fog)(1)
g/(f(x)) = - 1 = - L = — 1_ b) (fm g)/(1>
(fx))? (x2)? x*

o f'(x) = (x2)" = 2x.

Retomando o célculo de h'(x):

(2) =— % , que é igual a (x2) = -2x2-1.
X

O teorema da derivada da fungdo composta permite-nos estender a regra de derivagao
da poténcia de expoente natural a expoentes inteiros negativos, tendo em atencao o do-
minio, IR\{0}:

e (x") =nx"-1,parane”Z

10. Derivada da funcio f(x) = x, n €N

Prova-se que, dados um nimero natural par n (respetivamente n natural impar, n > 1)
e f uma funcgao real de variavel real de dominio IR* (respetivamente IR\{0}) definida por
1

nn/xn—T ’

fix) = ”‘/;, f é diferenciavel para todo ox e Dre f'(x) =

Exemplos

3fk) = |
1. (3k) G

’ ’ (
2, (44‘/; + 7x — 2) =4 x (4 x) + (7x)/ + (_2)/ = PROFESSOR
- +7+0= Solucées
44[3 73.
1 a)43
=—+7
4‘/;3 b) 48
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@ 11. Derivada da funcao f(x) = x*, o € Q
FRVRII_712

Dados um nimero racional o e h uma funcao real de variavel real, de dominio IR,

definida por h(x) = x, h é diferenciavel em R e h'(x) = ox®~ 1.

Demonstracao

Como o é um nimero racional, entdo pode ser escrito como N neZ meN, m=2.
m

Seja h(x) = (gof)(x) = gfix)), com f(x) = x" e glx) = M/x.

Aplicando o teorema da derivada da funcao composta, obtemos:

h'(x) = (gof)(x) = g'(fx)) X '(x)

Nota que:
® como g'(x) = (m‘/)—c)/ = ;_, entao:
mm/xm - 1
gy=— 1 =1

mm/(f(x))m? a mm (xn)mj

o f'(x) = (") =nx"-1
Retomando o célculo de h’(x):

xnx"-1 =

xnfoc
zaXxn*1*ﬂ+(X:

=0 X x%!

1y 1y 5
3. (x7+x_zj =) + [x_TJ = 7x6—}zx__

Utilizando as regras de derivacdo e as derivadas das funcoes de referéncia, sabes agora
determinar uma expressao analitica para as derivadas de func¢des obtidas por aplicagao
sucessiva de operagdes de adicdo algébrica, multiplicagao, divisao e composigao a fun-

¢oes de referéncia.
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UNIDADE 5 Derivadas de fungdes reais de variavel real e aplicagtes

Repara no seguinte exemplo.

Exemplo
Determinemos a derivada da fungdo h definida por h(x) = (x> + 4x + 5)3.
Podemos escrever h(x) = (go f)(x) = g(flx)), com f(x) = x? + 4x + 5 e gx) = x>.
Aplicando o teorema da derivada da fungao composta, obtemos:
h'(x) = (gof)(x) = g'(flx)) x 1'(x)
Nota que:
* como g'(x) = (x3)" = 3x?, entdo:
g (flx)) = 3(fx))? = 3(x? + 4x + 5)?
o f'(x) = (x2 + 4x + 5) = 2x + 4.
Retomando o célculo de h’(x):

h(x) =302 +4x + 5?2 x (2x + 4)

Isto é:

(X2 +4x+5)3) =32 +4x + 52 x 2x + 4)
_ —
que € igual a (x)3)" =3 x f(x)> =1 x f'(x).

O teorema da derivada da funcao composta permite-nos estender a regra de derivacao
da poténcia de expoente racional x" a (f(x))":
((fee)™) = n x ()" =1 x ' (x)

e (k=0 keR o (f+g/ =f+g
e (x) =1 o (kf) = kf’
o (x2) = 2x e (fg) =f'g+fg
o (x3) = 3x2 . (i]’ _ f'g—fg'
. L]' __ 1 g &

X %2 ° (f(x)/ = oufe-T1f

o (x =axx®1 aeQ

Teorema da derivada da funcao composta: (gof)'(a) = f'(a) x g'(fa))

@ FRVR11_713

(*) Deves saber estes
resultados de memoria.
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TEMA IV Funcoes Reais de Variavel Real

O principal cuidado que deves ter na utilizacdo das regras de derivacao é a correta
identificacdo da regra a aplicar, bem como o momento em que ela deve ser aplicada.

Repara no erro tipico seguinte.

x+1]2é:
3x+2

Um erro tipico na determinacdo da derivada de (

([x+ 1 JZJ’: ((x+ 1)’><(3x+2)—(3x+2)’><(x+1)}2
3x+ 2 (Bx + 2)?

Erro!

. 2 L - N
Para derivar [; ki 12) corretamente, primeiro deves utilizar a regra da poténcia
x +

e, em seguida, a regra do quociente, pois repara que se considerarmos as funcoes

2
x+1 , entdo derivar (uj €é 0 mesmo
3x+ 2 3x+ 2

que derivar a fungado composta go fe (go f)'(x) = g'(flx) x f'(x):
([x+ 1 JZJ’ —o s XF 1 . (x+ 1 ]’ —o e XF 1 % 1) xBr+2)-Bx+2) xx+1)

f e g definidas por glx) = x? e f(x) =

3x +2 3x+2 Bx+2 3x + 2 (3x+ 2
—ox X1 Bx+2)-3xX+1)_5 o x+1 3x+2-3x-3 _
3x+2 (3x + 2)2 3x+2 (3x +2)?
o X+l _ —2x-2
3x+2 (Bx+2)2 (Bx+2)3
2
Enquanto que, para derivar (;C ha 1; , primeiro deves utilizar a regra do quociente
X+

e s6 depois a regra da poténcia:
((x + 1)2]’ _ (e DY xBx+2)-Br+2) X+ 1)? _ 20+ )X+ 1) xBx+2) -3+ 1) _

Bh) Bx+2) (Bx +2)
Px+2)XxBx+2)=302+2x+ 1)

(Bx + 2)?
_6x?+box+4x+4-3x2-6x-3 _3x? +4x+ 1
(3x + 2)? (3x + 2)?

1. Determina a expressao da funcio derivada de cada uma das fungbes definidas

pelas seguintes expressoes.

a) f(x) = 6x b)glx) = (7x-8) - (5x+ 1)
(*) grau de dificuldade elevado 3

c) h(x) = 2x-3)3x + 4) d) jlx) = (5 — 2x) X =

X
h e)p(x)=3x+4 f)rix) =x*—x2 + 1

PROFESSOR 5-7x
(*) Os graus de dificuldade g) s(x) = y3x + 1 h) t(x) = 4x x |x
elevados correspondem a ) T2 _ 2+ hZ+1
desempenhos que ndo serdo ) vix) = % D) we) =228 T
exigiveis a totalidade dos E
alunos. Caderno de Apoio as Metas Curriculares, 11?2 ano
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UNIDADE 5 Derivadas de fungées reais de variavel real e aplicagdes

Sugestéo de resolugéo
alf'x)=(x)=6x' =6x1=6

b)g(x)=((7x-8)-Gx+ 1)) =(7x-8)-56x+1) =
(7x)" = (@)) = ((5x)" + (1)) =
=(7-0-56+0=

7-5=2

Outro processo
gx)=7x-8)-56x+1)=7x-8-5x-1=2x-9
Logo, g(x) =(2x-9) =(2x) - (9 =2-0=2.

ch(x)=(2x-3)3x+4)) =2x-3)xBx+4) + 2x-3)x3x + 4) =
=2XBx+4)+2x-3)x3 =
=bx+8+6x-9=12x-1

d) /() = [(5 —2x) xij' = (5-2x) X2 4 (5-2%) x (ij -

X X X

; W)
=(0—2)X%+(5—2X)><3><xx¢ = | (%) Podes optar por observar que
3,1 [1)'_
——3><—e,como —| =
=(—2)><i+(5_2x)><w= 2 X
X x = 2,sabesdememonafazer
6 -3
=——+06-29)x—=-=
O B2y
X X
—15+6x 3
R -2
_—bx—15+6x _
x2
_ 15
X2

e)p() [3X+4J (3x+4)’)((5_7x)_(3x+4)x(5_7x)/:

5-7x (5 — 7x)?
_3IxXB5-7x)-Bx+4)x(-7) _
a (5 - 7x)2 -
_15-21x+21x+28 _ 43
a (5 - 7x)2 (5= 7x)72

Ore)=0*t=x2+1) =4 =2 + (1) =4x3 - 2x + 0 = 4x3 — 2x

_ 1y
g5 =(Bx+1) = [(3x+1)2] =

1

g
=;—(3X+1)2 X(3x+1) =
1

=;—(3x+1) 2y 3 =
=;—>< 1 1><3= 3 —
aeanr 2B

(continua)

@ Recorrendo as regras de
derivacao, determina uma
expressao analitica da
derivada de cada uma das
seguintes fungoes.

a) a(x) = 4x° — % X2=2x+7

5
p 2x -5
h ftx) 3x + 1
_(2x-3
8 gl = [X 4j
h) h(x) x2+3
i) i(x) vt —1
- 2x -1
D= 5+
K k() = ————
X+ Jyx+2
P
PROFESSOR
Solucoées
74.

a)12x2—%x72

b) 10m9—%x6— 6x°

c) 16x(2x2 - 3)

d) 3(x* — 5x2)2 X (4x> — 10x) x
x (x® = 5x°) + (x* — 5x%)% x

X (6x° — 25x%)

e)%x4—6x2—3x

17
f)(3x-+-1)2
) 3(2x = 3)-2x" + 6x - 8)
& (o — 4
h) ———
W2 +3
3
) : 8x ’
33— 1)
) 3x+1>< 5
YT A TE T
2 +2-1

2J_+ (c+x+2)°

105



TEMA IV Funcgoes Reais de Variavel Real

@ (*) Considera as funcdes Exercicios resolvidos

fe g, definidas em IR,
e tais que f(x) = 3x?

(continuag&o)

eglx) = Sugestéo de resolucédo

1T+
’

Determina, de duas h) t'(x (4x X ‘/—) (4x)" X f + 4x X (‘/—) =
fo.rr.nas distintasL _ 4‘/; + 4x 1 _
utilizando ou ndo a 2‘/;
formula de diferenciacao 2y
da funcdo composta, = 4‘/; + ==
uma expressao analitica
da funcdo derivada de: 4( P
a)gof - T -
b) fog _Ax+2x _
o) fof N

(*) grau de dificuldade elevado 6)0/;

Caderno de Apoio as Metas = =
Curriculares, 11? ano ( x)z

Vi) = U—j (Jr+2) xBx+4) = (Jx +2) x Gx + 4

3x+4 (3x + 4)2

[(x+2)l]/ Gx+4) - (Jr+2)x

(3x + 4)?
1
%(x+2) 25 (x+2) xBx+4)-({x+2)x3
- (3x + 4)2 -
LIV BN X (3x + 4) = 3yx + 2
3 k+2 B
(3x + 4)?
3x+4
~3fx+2
_ 2yx + 2 a
(3x + 4)2
PROFESSOR 3x+4-3yx+2x2x+2
(*) Os graus de dificuldade _ 2‘/; 2 _
elevados correspondem a (3x + 4)?
desempenhos que ndo serdo
exigiveis a totalidade dos _ 3x+4- 6(\‘)‘ + 2)2 _
alunos. 2x + 2(3x + 4)2
Solugdes _3x+4-6x-12 _
75. : 2% + 2(3x + 4)2
a) _ &
(9x* +1)? _ -3x-8 _
b),& 2Jx + 2(3x + 4)2
2+ 1)

c) 108x°
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UNIDADE 5 Derivadas de fungées reais de variavel real e aplicagdes

Sugestéo de resolugdo
J')W’(x)=(2+ x2+_11' Q+h21) xfh-Q+271) < (k) _
g Ry

(0+[(x2+1 JJ f (2+{x2+1 )x(‘ﬁ/)—c)/
K

B(x2+1)_2 x2+1] x4k — (2 + 2 + )XL

44’ _
= T -
[1>< 1_><2x1><\/7 242 +1 x4/;__2+ 21
2 2+ 443 2 11 44)33
x Jx
x4 x 443 -2+ 2+ 1) x K2+ 1
21 x 48 a2 T - (B

A 241 x 443 x
A xx =2+ 102+ 1) _ 42 -2 +1-x2-1 _
(24 1 x 443 x 432 241 x 44x5

-2y +1-1

40x2 + 1 x 4x>

2. Considera as fungoes f e g definidas em IR tais que f(x) = x?, gla) =3 e g'(a) =
Determina:

a) (fo g)'(a);
b) (éj’(a), em funcao de f(a) e de f'(a).

Caderno de Apoio as Metas Curriculares, 11? ano

Sugestio de resolugio

a) (fog)’(a) = g/(a) X f/(g(a)) =4xf'(3) = Calculo auxiliar
=4x6= f'lx) = () = 2x
=24 Logo, f'(3) =2 x 3 =6.

b) [fj’(a) _ f'(a) x gla) — g'(a) x la) _ f'(a) x 3 —4 x fla) _ 3f'(a) — 4f(a)
g*(a) BE 9

Um erro tipico na resolucdo da alinea anterior consiste em fazer ( ] (@) = f'a) ,
desrespeitando a regra da derivada da fungao quociente.

@Considera as fungoes reais

de variavel real fe h,
x+1

definidas por f(x) =
e h(x) =x? — 3x.

a) Calcula (fo h)(2).
b) Calcula (foh)'(2).

c) Escreve uma expressao
que defina (fo h)'(x).

QConsidera afuncao f,
definida por fx) = {2 + 5

eafuncao g, da qual se
sabe apenas que g(-1) = 2
eg'(-1)=3.
Calcula:
a)(f+g) (1)
b) (fx g)'(-1)
c) (fog)(-1)

PROFESSOR

Solugoées
76.

c)2
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TEMA IV Funcgoes Reais de Variavel Real

@Considera as funcdes fe g
definidas por f(x) = 4x> e
glx) = %, a>0.

a) Determina a equagao
reduzida da reta s,
tangente ao grafico de f
no ponto de abcissa

x=-2.

b) A reta r é tangente ao
grafico de f e é paralela
a bissetriz dos
quadrantes impares.
Determina uma
equacgao der.

c) (*) Determina para que
valor de a os gréficos de
fe de g se intersetam
num ponto do primeiro
quadrante, em que as
retas tangentes aos
graficos sao
perpendiculares.

(*) grau de dificuldade elevado

Caderno de Apoio as Metas
Curriculares, 11?2 ano

[ APRENDE FAZENDO

Pags. 122, 123, 124, 127,
128 e 129

Exercicios 2, 4,5, 10, 11,
20, 23,24 € 26

!” CADERNO DE EXERCICIOS
E TESTES

Pags. 56 e 57
Exercicios 19, 20, 21, 22
e23

PROFESSOR

(*) Os graus de dificuldade
elevados correspondem a
desempenhos que ndo serdo
exigiveis a totalidade dos

alunos.

Solugdes

78.

a)y =24x + 162

b)y:x—EOUy:x+£
1 9 9

C)ﬁ

108

Exercicios resolvidos

3. Considera a funcao f definida em IR por:

flx) = 2x3 = 5x2 + 1

a) Escreve a equacao reduzida da reta tangente ao gréfico de f no ponto de abcissa 1.

b) Determina os pontos do grafico de fem que a reta tangente € paralela ao eixo Ox.

Sugestao de resolugéo

a) Seja t a reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa 1.

Sabemos que o declive da reta t é o valor da derivada de f em 1, isto é,
m=1(1).

Como:

f'(x) = 2x3 =5x2 + 1) =6x2 - 10x

vem que:

ff1)=6x12-10x1=-4

ou seja, a equagao reduzida da reta t é:

y=-4x+b

Como f(1) =2 x 13-5x%x 12 + 1 =-2 e o ponto de coordenadas (1, f(1)) =
= (1, =2) pertence a reta t, vem que:

2=-4x1+bsb=2

Concluimos, assim, que y = —4x + 2 é a equagao da reta tangente ao grafico
de f no ponto de abcissa 1.

b) Atendendo a que se pretende determinar os pontos do gréfico de f em que

a reta tangente € paralela ao eixo Oy, isto é, os pontos onde a reta tangente
tem declive nulo, temos de resolver a equacao f'(x) = 0.
Sabemos da alinea anterior que f'(x) = 6x% — 10x.
Assim:
f'(x) =0 < 6x2—10x =0
< 2x(3x-5)=0
&2x=0 v 3x-5=0
5

Sx=0 v x==
3

As abcissas dos pontos do grafico de f em que a reta tangente é paralela ao

eixo Ox sao 0 e%.

Como:
0)=2x03-5x0%2+1=1
e:
f[£]=2x[§j3—5x[i]2+1 __98
3 3 3 27
5 98]

vem que as coordenadas dos pontos pretendidos sao (0, 1) e [? 1=



UNIDADE 5 Derivadas de fungées reais de variavel real e aplicagdes

B.7. Sinal da derivada, sentido de variacéo e extremos

Vejamos como se relaciona o sentido de variacdo de uma funcao com o sinal da sua

derivada.
J& sabes que a derivada de uma funcao num ponto x,, quando existe, é o declive da
reta tangente ao grafico nesse ponto.

A
y

v

Por observagao da figura:
e a funcdo € crescente no intervalo ]a, bl;
e em qualquer ponto do intervalo ]a, b[ a derivada € positiva (ja que a tangente ao gra-

fico em cada um desses pontos tem declive positivo).

Estas noc¢des adquiridas intuitivamente conduzem-nos a seguinte propriedade:

Teorema

Sendo f uma funcao real de varidvel real, diferencidvel num conjunto A e crescente
em sentido lato nesse conjunto, entao, para todo o x € A, f'(x) 2 0.

Por observagao da figura:
¢ a funcdo é decrescente no intervalo la, bl;
e em qualquer ponto do intervalo ]a, b[ a derivada é negativa (ja que a tangente ao gra-

fico em cada um desses pontos tem declive negativo).

Estas nogdes adquiridas intuitivamente conduzem-nos a seguinte propriedade:

Teorema

Sendo f uma funcdo real de variavel real, diferenciavel num conjunto A e decrescente
em sentido lato nesse conjunto, entdo, para todo o x € A, f'(x) < 0.

@ FRVR11_7.3

2) AULADIGITAL

@ Simuladores (GeoGebra):
-"Relagao entre a monotonia de f

e o sinal da sua derivada”
—"Primeira derivada”
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TEMA IV Funcoes Reais de Variavel Real

@ FRVR11_81

20 AULADIGITAL

@ Simulador
GeoGebra: "Relagdo entre os extremos
de fe os zeros da sua derivada”

® f(xo,) € um maximo
relativo (ou local) de f
se existir uma vizinhancga
r de x, tal que
VxeV, () nD,
flxg) = f(x).

flxo) € um minimo
relativo (ou local) de
se existir uma vizinhanca
r de x, tal que

VxeV, (x)nDy

flxo) < fix).

110

v
v

O X O X
Xo Xo

Da observacao das figuras acima, concluimos que:
e a fungdo tem um extremo relativo (maximo ou minimo) em x;

* em xy a derivada € nula (ja que a tangente ao grafico neste ponto tem declive zero).

Estas nocoes adquiridas intuitivamente conduzem-nos a seguinte propriedade:

Teorema

Sendo fuma funcao real de variavel real, com dominio contendo um intervalo / =1a, bl,
(a < b) e diferenciavel em xy €/, se f atinge um extremo local em x, entdo f'(xq) = 0.

Demonstracao

Seja f uma funcao real de variavel real, com dominio contendo um intervalo / = ]a, b|,

(a < b) e diferenciavel em x; €.
Provemos que se f tem um maximo local no ponto x, entao f'(xq) = 0.

Se f tem um maximo local em x;, entdo existe uma vizinhanca de x; contida em /

tal que f(xo) 2 f(x), para qualquer x dessa vizinhanca. Portanto, f(x) — f(xy) < 0.

Assim:
® para x < xp, tem-se o) = fxg) 0, pelo que lim fo) = fxg) 0;
X —Xp x = (xp)” X —Xg
® para x > xp, tem-se ) - flxg) <0, pelo que lim MS 0.
X —xO X = (x)* X _xo
flx) — flxo)

A funcdo f é, por hipotese, diferenciavel em x,, pelo que lim

tem que existir.
X=X X _xo

Logo:
lim flx) — f(xo) = |lim flx) — f(xo)
X = (xo) X —Xq X = (xo)* X —Xg
pelo que:
lim =1t _
X =X X —Xg
isto é:

f'(x0) =0

A prova de que se f tem um minimo local no ponto x, entdo f'(xp) = 0 é idéntica.



UNIDADE 5 Derivadas de fungées reais de variavel real e aplicagdes

E——— oy e

O teorema anterior afirma que, se f tem um extremo local num ponto, entdo a deri-

vada nesse ponto € nula. No entanto, o reciproco nao é verdadeiro, ou seja, uma fun-

¢ao com derivada nula num ponto pode nao ter extremo nesse ponto.

Exemplo

Considera a fungao f definida por f(x) = x3.

J& sabes que f'(x) = 3x2, f(0) = 0 e f ndo admite extremo em 0.

Vejamos agora um teorema, que ndo iremos demonstrar, mas que é muito Gtil.

Teorema de Lagrange

Dada uma funcao real de variavel real f, continua em [a, b], (a < b) e diferenciavel
em |a, b, entdo existe c €]a, b| tal que:

Interpretacao geométrica

Nas condig¢des enunciadas, o teorema de Lagrange afirma, assim, que existe pelo menos

um ponto do grafico no qual a tangente é paralela a secante s.

A

v

@Considera a funcdo real
de variavel real f definida
por f(x) =x? + 3x
e o intervalo [0, 4].

a) Determina c €]0, 4]
a que se refere
o Teorema de Lagrange.

b) Escreve a equacao
reduzida da reta
tangente ao grafico
de fem c.

PROFESSOR

Solucées
79.

a)c=2
b)y=7x-4

m



TEMA IV Funcgoes Reais de Variavel Real

Exercicio resolvido

Considera a fungao f definida em IR por:
flx) =x3 —x

a) Determina o declive da reta secante ao gréfico de f nos pontos A e B de abcissas,
respetivamente, -2 e 1.

b) Verifica a existéncia de pelo menos um ponto C do gréfico de f, com abcissa com-
preendida entre -2 e 1, em que a reta tangente tem declive igual ao da reta AB,
determinando a abcissa de C.

Caderno de Apoio as Metas Curriculares, 11° ano

Sugesté&o de resolucéo
a) Sejam A e B os pontos de abcissas, respetivamente, -2 e 1.
f-2) = (-2} - (-2) =
=-8+2-=
=—6
Logo, A(=2, -6).
f1)=13-1=0
Logo, B(1, 0).

Seja m; o declive da reta secante ao gréfico de f nos pontos A e B.

Entao:
m, = f(1) - fi=2) _
1-2
3
=2

b) Dado que f é continua em [-2, 1] e é diferenciavel em ]-2, 1], entao, pelo
(1) - f(=2)

teorema de Lagrange, existe c €]-2, 1] tal que f'(c) = ————==, isto &,
1-(=2)
f'(c) = 2.
f'(x) =3x%2 -1
fx)=2=3x2-1=2
& 3x2=3
ox?=1

eSx=1 v x=-1
Seja C o ponto de abcissa 1.

Assim, a reta tangente ao grafico de f no ponto C é paralela a reta AB.

12
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O teorema de Lagrange permite provar as seguintes propriedades:

Propriedade

Seja f uma funcao real de variavel real, continua num dado intervalo / de extremo
esquerdo a e extremo direito b, diferenciavel em la, bl:

e seVxela, bl, '(x) >0, entdo f é estritamente crescente no intervalo /;
se Vxela, bl, '(x

| )

] (x) < 0, entdo f é estritamente decrescente no intervalo /;
se Vxela, b[, f'(x)

| (x) <

| ) =

entdo f é crescente em sentido lato no intervalo /;

se Vxela, bl, f'(x

0,
0, entdo f é decrescente em sentido lato no intervalo /;
seVxela b[, f'x) =0,

entao f é constante no intervalo /.

Demonstracao

Seja f uma funcao real de variavel real, continua num dado intervalo /, de extremo es-
querdo a e extremo direito b, diferenciavel em la, bl.

Justifiquemos que, se V x €1a, bl, f'(x) > 0, entdo f € estritamente crescente no intervalo /.

Sejam x;, x, dois elementos quaisquer de ]a, b| tais que x; < x,. Pelo teorema de Lagrange,
fxy) — o) fixq)

f(x2> -
X2 —Xq X2 — X1

existe ¢ €]xy, x| tal que f'(c) = . Como f’(c) >0, vem que > 0.

Dado que x; —xq > 0, concluimos que f(x,) — fix;) > 0, isto €, flx;) > f(x1), ou seja, f & estri-
tamente crescente em ]a, b[. Como f é continua em /, entdo f é estritamente crescente em /.

De forma andloga, poderiamos justificar as restantes propriedades acima.

Para estudar o sentido de variacao e a existéncia de extremos relativos de uma funcao
diferencidvel f, deves seguir os seguintes passos:

12 passo: Determina o dominio da fungao f.

2? passo: Determina a expressao da funcdo derivada f’.

3? passo: Determina os zeros da derivada, ou seja, resolve a equagao f'(x) = 0.
4?2 passo: Estuda o sinal de f'.

52 passo: Constr6i um quadro, no qual se estabelece a relacdo entre o sinal e os zeros
da derivada com a monotonia e os extremos relativos da funcao:

Divide o dominio da fungdo em intervalos através dos zeros da derivada.
Preenche com o sinal da derivada.
Preenche com o sentido de variacao da funcao e extremos relativos.

6° passo: Indica os intervalos de monotonia da funcdo e os extremos relativos, caso
existam.

FRVR11_8.3
FRVR11_8.4
FRVR11_8.5

e { é (estritamente)
crescente em A se para
quaisquer dois elementos
X ex,de A, sex; <x,,
entao f(x;) < f(x,).

e f é (estritamente)
decrescente em A se para
quaisquer dois elementos
X ex,deA, sex; <x,
entao flx;) > f(x,).

O intervalo / de extremo
esquerdo a e extremo
direito b pode ser qualquer
um dos seguintes intervalos:
la, b, 1a, bl, [a, bl ou [a, b].

@ Indica, justificando, o

valor légico das seguintes

afirmacgoes.

f4) — f(1)
4.1

fé decrescente em |1, 4[.

a) Se < 0, entao

b) Se f'(a)
um extremo em x = a.

=0, entdo f tem

c) Se ftem um extremo
relativo em x = a, entao
f'(a) = 0.

d) Se f tem um extremo
relativo num ponto
interior a do seu
dominio e é
diferenciavel nesse
mesmo ponto, entdo
f'(x) = 0.

PROFESSOR

Solugbes

80.

a) Afirmacao falsa.

b) Afirmacao falsa

c) Afirmacao falsa.

d) Afirmacdo verdadeira.

13
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TEMA IV Funcgoes Reais de Variavel Real

@ Estuda as seguintes
fungdes quanto aos
intervalos de monotonia
e extremos relativos.

a)flx) =x>—3x2—-9x + 7

b) gtx) =+

X

c) hix) = 1

PROFESSOR

Solugdes

81.

a) f é estritamente crescente em
]—», 1] eem [3, +x[ e é
estritamente decrescente em
[-1, 3];12 é um maximo relativo
em —1; —20 é um minimo
relativo em 3.

b) g é estritamente decrescente
em |-, 1[ e em ]1, +[; nao
tem extremos.

c) h é estritamente decrescente
em]-, 1] eem [1, +[ e é
estritamente crescente em

-1, 11; —%é um minimo
relativo em —1; ;—é um maximo
relativo em 1.

14

Exercicios resolvidos

1. Determina os intervalos de monotonia de cada uma das seguintes fungoes e iden-
tifica os extremos relativos e absolutos, caso existam.

a)f(x) =x3—3x2—-24x+ 1, em R.

2
b)glx) = — +x5 , em IR},

Adaptado de Caderno de Apoio as Metas Curriculares, 11° ano

Sugestao de resolugdo

a)e D;=IR

e Determina ' (x):
f'x) =(x3-3x2-24x + 1) =
=3x2-6x-24=

=x2-2x-8

e Determina os zeros de f':

ffx)=0x2-2x-8=0

_ 2+ (22 -4x1x(-8)

S x
2x1
2
Sx=4 v x=-2
e Estuda o sinal de f’ e a variagao de f: N1 s
-2 4 +00
Sinal de f’ + 0 - 0 +
02 29 -79
Variacao de f / Max. \ Min. /

f=2) = (=2)3 = 3(=2)2 - 24 X (=2) + 1 = 29
f4) =43 -3 x42-24%x4+1=-79

f é estritamente crescente em |-, —2] e em [4, +oo].
f é estritamente decrescente em [-2, 4].
29 é um maximo relativo em —2.

—79 é um minimo relativo em 4.



UNIDADE 5 Derivadas de fungées reais de variavel real e aplicagdes

@ Determina os intervalos de

- - monotonia das seguintes

Sugestéo de resolugéo funcdes e identifica os
extremos relativos e

b) e Dy = R} |
absolutos, caso existam.

o
* Determina g'(x): a) flx) = 4x* — 16x + 3, em R.

g = ( 2x ]/ _ (20 x(x+5)-2x) X x+5) _2Xx+5)-2xx1 _ b)h(x>:2x+%, em R\{O}.
x+5 (x + 5)2 (x + 5)2 _
c) plx) =yx* + 4, em R.
_2x+10-2x _
(x +5)2 A ) =+, em R.
X+ 1
_ 10 Adaptado de Caderno de Apoio as
- (x + 5)2 Metas Curriculares, 11° ano
e Determina os zeros de g’
gx) =0« 0 0, que é uma equacao impossivel em IR.
(x + 5)2
e Estuda o sinal de g’ e variagao de g:
2x0
0) = =0
0 s g 0Lt [# APRENDE FAZENDO
Pags. 123, 124, 125, 126,
+ + 127,128,129, 130 e 131
Exercicios 7, 12, 13, 14,
O ’ ’ ’ ’ 19/ 21' ’
Ml’n. / . ’ ’ ’ ’ ’ ’
g é estritamente crescente em IR, !’ g’}gg?gg DE EXERCICIOS
0 é um minimo relativo (absoluto) em 0. Pégs. 57, 58 e 59
Exercicios 24, 25, 26, 29,
30,31,32,33 e 34
2. Um projétil foi langado verticalmente e a respetiva altura a (medida em metros a
d 0 28] p ~ . PROFESSOR
a altura do projétil acima do solo) é dada, em funcdo de t (medida em segundos S
do tempo decorrido apéds o instante inicial t = 0), por a(t) = —4,9t> + 39,2t + 1,6. Solugdes
a) Qual € a altura do projétil no instante em que foi lancado? 82.
a) f é estritamente decrescente
b) Determina a velocidade média nos dois primeiros segundos. em |-, 2] e é estritamente

. . . crescente em [2, +oo[; =13 é um
c) Determina a velocidade no instante ¢t = 3. .
minimo absoluto em 2.

d) Qual € a altura maxima atingida pelo projétil? b) h é estritamente crescente em
|-, 2] eem [{2, +c[ e ¢
estritamente decrescente em
[—\/5, o[eem ]o, \E], 4‘/5 éum

minimo relativo em ﬁ; -4J2 é

Caderno de Apoio as Metas Curriculares, 11° ano

Sugestéo de resolugéo

um maximo relativo em —2.
a)a0)=-4,9%x02+392x0+1,6=1,6 P -

) ] o c) p é estritamente decrescente
No instante em que foi langado, a altura do projétil é 1,6 metros. em ], 0] e & estritamente
crescente em [0, +[; 2 é 0
b)v.m.jg o) = a(2) - a0) _60,4 - 1,6 =294 Calculo auxiliar minimo absoluto em 0.

2-0 2 a)=-4,9%x22+392x2+1,6=60,4 d) r é estritamente crescente em

]—o0, 0] e é estritamente
decrescente em [0, +x[; 4 é 0

T minimo absoluto em 0.

A velocidade média nos dois primeiros segundos é 29,4 m/s
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TEMA IV Funcgoes Reais de Variavel Real

@Um baldo de S. Jodo foi
langado de uma varanda,
mantendo-se no ar durante
50 minutos. A distancia do
balao ao solo, em metros,
minutos apds o seu
langamento é dada por:

di)=-0,028 + 2+ 7

a) Determina a velocidade
média relativamente ao
solo do baldo nos
primeiros 20 minutos.

b) Determina d’'(5) e
interpreta o valor obtido
no contexto do
problema.

c) Determina
analiticamente a altura
maxima atingida pelo
baldo e indica
o instante em que
tal aconteceu.
Apresenta os resultados
arredondados as
unidades.

@Se C(q) representa o custo
para fabricar g unidades
de um determinado

produto, a razdo %1) é

designada de custo médio
desse mesmo produto.
Seja C(q) = 2q* - 15g + 3200.
Para que valor de g

o custo médio é minimo?

PROFESSOR

Solugées

83.

a) 12 m/min

b) 8,5; a velocidade instantanea
relativamente ao solo do baldo
aos 5 minutos era de
aproximadamente 8,5 m/min.
c) 377 metros aos 33 minutos.

84. Para g = 40 unidades.

16

Exercicios resolvidos

(continuagao)
Sugestéo de resolugéo

c) A velocidade no instante t = 3 é o valor de a’(3):

a't)=-4,9x2t+39,2=-9,8t+ 39,2
a'(3)=-9,86x3+392=98

A velocidade do projétil no instante t = 3 € 9,8 m/s.

d) A altura maxima do projétil é o maximo da funcao a.

e Determina a’(t):
a'() =-4,9x2t+ 39,2 =-9,8t+ 39,2
D, =R}

® Determina os zeros de a’:
Em IRE:
at)=0-98t+392=0t=4

e Estuda o sinal de a’ e variacdo de a:

S 80
Variacao de a [N / M. \

al0)=1,6
a4)=-49%x42+392x%x4+1,6=380
80 é um maximo relativo (absoluto) em x = 4.

A altura maxima atingida pelo projétil é 80 metros.

3. De todos os retangulos de perimetro 40 cm, determina as dimensodes do que tem
area maxima.

Caderno de Apoio as Metas Curriculares, 11° ano

Sugestéo de resolugéo

Seja x o comprimento do retangulo e y a sua largura.

Como o perimetro € 40, entao 2x + 2y = 40 e, assim, y = 20 — x.

Como se pretende as dimensdes do retangulo com area maxima, determine-
mos uma expressao da drea em fungao de x:

Ax)=x Xy
Logo:

Alx) =xx (20 —x) = 20x — x2



UNIDADE 5 Derivadas de fungées reais de variavel real e aplicagdes

Sugestéo de resolugéo 20 AULA DIGITAL

® Animacao

Para maximizar A(x), vamos determinar A’(x): “Resolucio do exercicio 85"
A'(x) = (20x — x2) =20 - 2x
AxX)=0=20-2x=0<x=10
No contexto do problema, temos que D, = 10, 20I.
0 10 20
n.d. + 0 - n.d.

n.d. / Max. \ n.d.

x = 10 é o comprimento do retangulo de drea mdxima e a sua largura é
y=20-10=10cm.

O retangulo de drea maxima €, entdo, um quadrado de lado 10 cm.

4. O Filipe encontra-se num barco a remos no ponto M, a 3 quilémetros da costa.
O ponto A é o ponto da costa mais préximo de M. Para chegar ao ponto B da costa,
situado a 8 quilémetros do ponto A, o Filipe rema até ao ponto P e depois caminha
de P até B. Se o Filipe rema a 3 km/h e caminha a 6 km/h, determina onde deve
estar o ponto P para que o tempo total da viagem seja o menor possivel.

<

’
’
,

w

> 0-------

5}
=
=
a8}
Yy ;e

4

Sugestio de resolugio

O objetivo deste problema é minimizar o tempo gasto no percurso total de M
aB.

Comecemos por designar por x a distancia de A a P e escrever todas as outras
distancias em funcao de x:

AP = x

Sabemos que (MP)2 =32+ (AP )2, logo MP = J9 + 2 (considerando o triangulo
retangulo [MAP]).

PB=8-AP=8-x.

Se dividirmos o espaco percorrido pela velocidade, determinamos o tempo gasto,

o+ 2 -
ou seja, o tempo gasto de/\/laPé%eotempo gastode Pa B é i

(continua)

@ Deseja-se construir uma
caixa, sem tampa, a partir
de um pedaco de cartolina
de 6 cm por 6 cm,
cortando quadrados nos
cantos e dobrando os lados
para cima. Seja x o lado
dos quadrados recortados.

a) Escreve uma expressao
para o volume da caixa,
em funcgao de x. Define
um intervalo para os
possiveis valores de x.

b) Determina o valor de x
que maximiza o volume
da caixa e calcula o
volume maximo.

@ Determina a maior drea
possivel de um retangulo
inscrito no grafico da
funcaoy = 1 - x?, para
-1<x <1, com a base no
eixo Ox e dois vértices
superiores sobre o gréfico.

A

1

AN

-1 O 1 X

v

@ Pretende-se construir um
recipiente cilindrico, com
a capacidade de 12 litros,
gastando a menor
quantidade possivel de um
determinado material.
Considerando desprezavel
a espessura do material,
determina qual deverd ser
a medida do raio da base
do recipiente?

Adaptado de Caderno de Apoio as
Metas Curriculares, 11° ano

PROFESSOR

Solugodes
85.
a) V(x) = 4x° — 24x* + 36x;
x€]0, 3[
b)x=1;16 cm’
g6, 3
9

87. ’;V/E dm
b

17



TEMA IV Funcgoes Reais de Variavel Real

(*) Considera os retangulos Exercicios resolvidos

que se podem inscrever (continuac&o)
numa circunferéncia com

didmetro AC = 10. Sugestio de resolugdo

Determina qual desses
retangulos tem drea
méxima. funcao de x:

Somando estes tempos, obtemos o tempo necessario para viajar de M a B em

f(x)=—“93-"xz+%,com0ﬁxS8

Para minimizar f(x), vamos determinar f’(x):

1
0 1 A o_ 1 1 =2 1
ffx)=—{9+x2) +—B8-x'==—X=—%XO9+x2) *xXQ2x)——=
() =3 (9 +22) + 2B -x) =2 x 2 x (O +x3) 2 x (20 -2
- 2> 1
6/9 +x> ©
(*) grau de dificuldade elevado
Caderno de Apoio as Metas S 1_ =
Curriculares, 112 ano 3‘/974_? 6

_ 6x—3y9 +x?
18/9 + x2
Em [0,8]:
f/(x) =0<:>6x—3‘/97+x2 =0

1849 + x2

& 6x-39+x2=0

— 2
2 AULA DIGITAL © 6x =3y +x
@ Apresentacao — / 2
“Derivadas de funcoes reais © 2x 9+x
d idvel real licagoes” . ~ ~ ~ .
.i-::;': ;’:terf:ts,ip cacoss & (2x)? = (,/9 + x2 )2 (pois 2x e y9 + x2 sdo expressdes Ndo negativas)
“Derivadas de fungoes reais
de variavel real e aplicacdes” & 4x2 =9 + x2
2 —
[ APRENDE FAZENDO &3 =9
Pags. 131 e 132 2 =3
Exercicios 35, 36, 37, 38,
39 ¢ 40 ox=,3 (pois x € [0, 8])

ti CADERNO DE EXERCICIOS
E TESTES

Pags. 88 a 93

Testen? 5 _ _ 0 + +
PROFESSOR i i " " "
(*) Os graus de dificuldade Sinal de - - 0 g B
elevados correspondem a - f(0) f f(8)
desempenhos que nao serdo Variagdo de f M \4 [&{E) / Méx.
exigiveis a totalidade dos -
alunos. Assim, o tempo de viagem é minimizado quando o ponto P esta a |3 km
Solugéo do ponto A.
88. Quadrado de lado 5,2.

18



TEMA IV Funcgées Reais de Variavel Real

[ SINTESE

5. Derivadas de funcées reais de variavel real

Taxa média de variacao de fentre ae b

Dada uma fungao real de varidvel real f e dados dois pontos a e b do respetivo dominio, designa-se

por taxa média de variacao de f entre a e b o quociente:
fib) - fla)

b-a

Taxa instantanea de f no ponto x, (derivada de f no ponto x)

Dada uma funcao real de variavel real f e dado um ponto x; do respetivo dominio, designa-se por

taxa instantanea de variagao de f no ponto x; o limite lim M, quando este existe e é finito.
T X —Xg
Neste caso, designa-se por derivada de f no ponto x, e representa-se por f’(xo).

A fungao f diz-se derivavel ou diferenciavel no ponto xj.

Interpretacao geométrica da taxa média de variacao e da derivada de uma fun¢ao num ponto

Dada uma fungao real de variavel real f e dados dois pontos 4
a e b do respetivo dominio, tem-se que o declive da reta secante
ao grafico de f nos pontos Ala, fla)) e B(b, f(b)) é igual a taxa

média de variagio de fentre a e b.

Dada uma funcao real de variavel real f, diferenciavel em xy € Dy,
a reta tangente ao grafico de f no ponto Py(xo, f(xg)) € a reta de

declive f’(xq) que passa por Py.

v

Aplicacao da nocao de derivada a cinematica do ponto
Se uma funcao f indica a distancia percorrida por um mével, que se desloca num percurso linear,
em funcdo do tempo, a taxa média de variacao de f, no intervalo [a, b], é a velocidade média

do movel entre os instantes a e b e a derivada de f em a é a velocidade do mével em a.

19



TEMA IV Funcgdes Reais de Variavel Real

[ SINTESE

Diferenciabilidade e continuidade num ponto
Dada uma funcao real de variavel real f e dado um ponto a do respetivo dominio, se f é dife-

rencidvel em a, entdo f é continua em a.
Notas
1. Uma funcao pode ser continua num ponto e ndo ser diferenciavel nesse ponto.

2. Se uma fungdo ndo é continua num ponto a, entdo nao é diferencidvel em a.

Funcao derivada
Dada uma fungao real de varidvel real f, designa-se por funcao derivada de f a funcao de

dominio Dy = {x € Dy: f é diferencidvel em x} que a cada x € Dy faz corresponder f'(x).

Uma funcao real de varidvel real diz-se diferencidvel num conjunto A quando é diferenciavel

em todos os pontos de A.

Regras de derivacao

Derivada de funcoes de referéncia Regras de derivacao

e (ky=0,keR o (f+g =f+g
e (x) =1 o (kf)" = kf'

o (x2) =2x *(lgy=rfg+1g
* () =322 . [i];ﬁg;fg_’
1y _ 1 & g
) (?j ) o (foy = afo-1f"

X2
o (&)’:L
2x
o (x =axx®~1 ael

Teorema da derivada da funcao composta: (gof)'(a) = f'(a) x g'(f(a))

Sinal da derivada, sentido de variacao e extremos

Sendo f uma fungao real de varidvel real, diferencidvel num conjunto A:
* se f é crescente em sentido lato nesse conjunto, entdo, para todo ox €A, f'(x) 2 0;

e se f € decrescente em sentido lato nesse conjunto, entdo, para todo o x € A, f'(x) < 0.
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Sintese

Sendo fuma funcao real de variavel real, com dominio contendo um intervalo / =1a, bl, (a < b) e diferen-
ciavel em xg €l:

e se f atinge um extremo local em x, entao f'(xo) = 0.

Teorema de Lagrange
Dada uma funcdo real de varidvel real f, continua em [a, b], (a < b) e diferencidvel em ]a, b|, entdo
existe c €]a, b| tal que:

Seja f uma funcao real de variavel real, continua num dado intervalo / de extremo esquerdo a e extremo
direito b, diferencidvel em ]a, bl:

se V x ela, b[, f'(x) >0, entdo f é estritamente crescente no intervalo /;
seVxela, bl, f'(x

)

) < 0, entdo f é estritamente decrescente no intervalo /;
se Vxela, b, f(x) 20, entdo f é crescente em sentido lato no intervalo /;

)<0

)=0,

se Vxela, b, f'(x , entdo f é decrescente em sentido lato no intervalo /;

seVxela bl, f'x entdo f é constante no intervalo /.

Método para estudar o sentido de variacao e a existéncia de extremos relativos de uma funcao
diferenciavel f:

12 passo: Determina o dominio da fungao f.

2? passo: Determina a expressao da funcao derivada f'.

32 passo: Determina os zeros da derivada, ou seja, resolve a equacao f'(x) = 0.
4? passo: Estuda o sinal de f'.

52 passo: Constréi um quadro, no qual se estabelece a relacao entre o sinal e os zeros da derivada
com a monotonia e os extremos relativos da funcao:

Divide o dominio da funcdo em intervalos através dos zeros da derivada.

et Preenche com o sinal da derivada.

\iletoaon Preenche com o sentido de variagdo da funcao e extremos relativos.

6° passo: Indica os intervalos de monotonia da funcao e os extremos relativos, caso existam.
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TEMA IV Funcgdes Reais de Variavel Real

[# Aprende Fazendo

Itens de selecéo

Na figura seguinte estao representadas parte do gréfico da fungao

Y t

fe areta t, tangente ao gréafico de f no ponto de abcissa 0. i

O valor de f(0) é: 3
f

1 2

(A) - n (B) -2 1
© 2 o1 RN

2

('Selugso: Opcio () )

Considera as seguintes afirmagoes:

() Uma fungao continua num determinado ponto é diferencidvel nesse ponto.

(I Uma fungdo nao continua num determinado ponto ndo é diferencidvel nesse ponto.
Acerca destas afirmagoes, pode concluir-se que:

(A) ambas sao verdadeiras.

(B) apenas a afirmacao (1) é verdadeira.

(C) apenas a afirmagao (Il) é verdadeira.

(D) ambas sao falsas.

('Selugao: Opgio () )

Langou-se uma bola de baixo para cima. A altura S, em metros, a que a bola se encontrava do solo,
t segundos apos ter sido lancada, é dada pela expressao S(t) = —6t> + 24t.

a) A velocidade média, nos primeiros trés segundos ap6s o lancamento da bola, é:
(A) 4 m/s (B) 6 m/s (C) 9 m/s (D) 18 m/s
b) A velocidade da bola ao fim de um segundo é:

(A) O m/s (B) 6 m/s (C) 12 m/s (D) 24 m/s

( Soluges: a) Opgio (B) b) Opcio (C) )

Para um certo valor de k €IR\{0}, considera a fungao f definida por f(x) = kx> — 2kx?.
Sabe-se que a reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa 1 é perpendicular a reta de equacao
y=2x-1.Qual é o valor de k?

(A) -2 ®) -1 © 1 (D) 2
2 2

('Selugso: Opcio (O))




Itens de selegéo

Seja f a funcdo de dominio IR* definida por f(x) = 3x + 3 + 2 Sabe-se que a reta tangente ao grafico
X

de f num determinado ponto A é paralela a reta de equagdo x —y = 1.
Qual é a abcissa do ponto A?

(A) -2 (B) -1 ©)1 (D) 2

(‘Solugao: Opcio (©) )

Seja g uma funcao real de varidvel real. Sabe-se que a reta de equagdo y = —3x + 2 é tangente
ao gréfico de g no ponto de abcissa —2. Qual das afirmacoes seguintes € verdadeira?

(A lim su%h)—z =3
h—0

®) lim 8@ =3

x—=>-2 x —

©) lim 8%+2_ 3

o2 x4 2
D) lim 852 +hh)‘8 -3
h—=0

(‘Solugao: Opcio (D))

Seja f uma fungdo quadratica definida por f(x) = ax? + (a — 1)x — 2, 2 € R\{0}. Qual é o valor de a para
o qual f tem um extremo relativo em x = —1?

(A) -1 (B)0 ©)1 (D) 2

(Solugéo: Opgdo (A))

De uma funcao h, definida em IR, sabe-se que é par e que a reta tangente ao grafico de h no ponto
de abcissa 3 tem declive igual a 2. Qual das seguintes afirmacoes é verdadeira?

(A) h(3) =2 (B) h’'(-3) =2 (C)h'(-3)=-2 (D)h'(3)=-2

(Soluqéo: Opcao (C))

Seja g uma funcao real de variavel real. A reta tangente ao grafico de g no ponto de abcissa 1 tem

inclinacdo 120°. Qual é o valor de lim (x)z— (1) ?

x—1 X5 — X

() -3 (B) — g ©) g D)3

('Solugao: Opcio (A) )




TEMA IV Funcgdes Reais de Variavel Real

[# Aprende Fazendo

Itens de selecéo

@ A reta de equacgdo y = 3x + 1 € tangente ao grafico de uma dada fungao f, no ponto de abcissa —1.
Qual das expressoes seguintes pode definir a fungao f?

(A) x3 —x (B) x + x2

C)x3 +x (D) x — x2

(Solugﬁo: Opgao (D))

0 Seja f uma funcao definida em IR por:

3 <1
f(x):{ax ¥ Xl beR
2x + b sex>1

Quais sao os valores de a e de b para os quais a funcao f é diferenciavel em IR?
Aa=1eb=2 Bla=-2eb=1
Ca=1eb=-2 Da=-2eb=-1

('Solugao: Opcio (C))

@ Seja f a fungao de dominio IR representada grafi- v
camente na figura. o
Relativamente a f'(2), podemos afirmar que:

(A) é positiva.

(B) é negativa.

><V

(C) é nula.

(D) ndo existe.

( Selugso: Opcio (D) )

@ Na figura seguinte encontra-se representada graficamente
a funcao g.
Qual das afirmagoes seguintes é verdadeira?

A) g2 x (1) =0 ® 82 5o
g'(=2)xg'(1) 70) >
/(1) D /_ /
(C)Lg,(_2)>o (D) g'(=3) x g'(2) < 0

(Soluqéo: Opgao (B))




Itens de selegéo

@ De uma fungao h, sabe-se que h(x) x h’(x) < 0, ¥ x € Dy,. Qual dos seguintes graficos pode ser o da fungao h?

(A) (B) y

(C) (D)

(Soluqéo: Opgao (B))

@ No referencial da figura esta representada a funcao h’,
derivada de uma funcao h, de dominio IR.
Qual das seguintes afirmagoes é falsa?

(A) h pode ser continua em x = 1.
(B) h(=2) > h(-1)
(C) h(2) < h(3)

(D) 0 é um minimo relativo de h.

(‘Solugao: Opcio (©) )

@ Na figura estdo parte das representagdes graficas das
funcoes, de dominio IR, fe g.
Pode concluir-se que:

(A) g pode ser a fungao derivada da fungao f.

(B) a fungao f tem um extremo relativo.
(C) g tem um minimo relativo igual a 0.

(D) f pode ser a funcao derivada da funcao g.

('Solugao: Opcio (D))
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[# Aprende Fazendo

Itens de selecéo

7]

No referencial da figura estd representada graficamente a funcao f.
Qual dos graficos seguintes pode ser o da funcao f’, derivada de f?

(A) (B)

(C) (D)

(Soluqéo: Opgao (D))

No referencial da figura estao representadas duas fungdes continuas, g e h, de dominio R.
Sabe-se que a reta tangente ao grafico de g no ponto de A
abcissa 0 é horizontal e que a reta tangente ao grafico de h h
no mesmo ponto € paralela a reta de equacao y = —4x — 4.

Seja f a fungdo definida por f(x) = g(x) x h(x).

Qual das seguintes afirmagdes é verdadeira? g 1

(M) f(0)=-16 -4 -3 22 —1_?\y2 3\ 4 5 x
-2

(B) f'(0)=0 3
4

D) fo)=16

(Solugﬁo: Opcao (A))

Seja f a fungao definida em IR por f(x) = x”, n €IN. Se n for impar, pode concluir-se que:
(A) f é crescente em IR. (B) f tem um minimo relativo.

(C) f tem um maximo relativo. (D) f é decrescente em IR.

( Selugao: Opcio (A) )




Itens de construgéo

Itens de construcéo

@ Na figura estdo representadas parte do grafico de uma funcao f, de dominio IR, e a reta t, tangente
ao gréfico de f no ponto de abcissa 6.

f

a) A funcao f é continua em IR? Justifica.
b) Indica as abcissas dos pontos onde a fungao f ndo é diferenciavel.
c) Calcula a taxa média de variagdo de f no intervalo [-2, 1].

d) Sabe-se que a reta t interseta o eixo das ordenadas no ponto de ordenada 12. Escreve a equagao
reduzida de t.

e) Qual é o valor de f'(6)?

(Solugées: a) Nao é continua. b) Te4 ¢) -1 d)y=-2x+12 e) -2 )

@ Um objeto foi langado de baixo para cima e a distancia, d, em metros, do objeto ao solo, t segundos
depois do inicio do lancamento, é dada pela expressao d(t) = —4,9¢t* + 20t.

a) Qual é a velocidade inicial?
b) Determina a velocidade com que o objeto atingiu o solo.

c) Qual é a altura maxima atingida pelo objeto?

(‘Solugdes: a) 20 m/s b) 20 m/s € 20,4 m )

@ Seja f a fungdo de dominio }—00, %] definida por f(x) = y3 — 2x.
a) Mostra, recorrendo a definicao de derivada de uma fungao num ponto, que f'(1) = -1.

b) Determina a inclinagdo da reta tangente ao gréfico de f no ponto de abcissa 1.

(Solugéo: b) 135° )
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23)

Seja f uma fungdo quadratica. Sabe-se que 1 é um zero de f e que a reta tangente ao gréfico de f
no ponto de coordenadas (-1, 2) tem declive igual a — 3.

a) Indica, justificando, o valor de lim f(x).

x— -1

b) Determina a expressao analitica da fungao.

(Solug&es: a)2 b) flx) =x*—x )

Indica a expressao da derivada da fungao f, definida por:
a) flx) = (1 —x)33 — x?)
1

XyX

b) fix) =

2x3 —12x + 1

c) fix) = To 2

~ 4 x> —2x—12 8 T—-x
Solugées: a) f'(x) = 5x* = 12x> + 16x -9 b) f'(x) = — 3 o f'(x) = 2x"+18 . d) F'x) =— =+
252 (1T + x2)? X hy— 2
&) f'(x) = A+ 1) f) f/(x) = X o o
(2 +3x)° 4'(1 + x4)3

Considera a fungao h, definida em IR\{1}, por:

ht) = [_x11J2

a) Mostra que h'(x) = — 2z V¥V x e R\{1}.
(x—1)3

b) Determina o declive da reta secante ao grafico de h nos pontos A e B de abcissas, respetivamente,
-TeO.

c) Verifica a existéncia de pelo menos um ponto C do gréfico de h, com abcissa compreendida entre
—1 e 0, em que a reta tangente é paralela a reta AB.
Calcula, com aproximagao as centésimas, as coordenadas de C.

[Soluqées: b) = ¢ (-0,39; 0,52) ] 20 AULADIGITAL
4 ® Animacao
“Resolucdao do exercicio 25"




Itens de construgéo

Seja f a fungao de dominio IR definida por f(x) = 3/x% + 7 e seja g uma fungao diferencivel em R.
Sabe-se que g(1) = g'(1) = -2.

a) A fungdo g é continua em x = 12 Justifica.

b) Calcula:
0 [ij ) i (Fo gr(1)
8
L 11 ... 8
[Solugoes. a) Sim b) i) 5 ii) i }
Seja f uma funcdo real de variavel real definida por f(x) = 3x2x_2+3 :

a) Determina a expressao analitica da fungao derivada de f.
b) Mostra que a funcao f é uma funcao par e f’ é uma funcao impar.

c) Existem dois pontos no gréfico de g com ordenada 6. Averigua se as retas tangentes ao grafico nesses
pontos sao paralelas.

d) Usando métodos exclusivamente analiticos, indica os intervalos de monotonia e os extremos rela-
tivos de f, caso existam.

Solugdes: a) '(x) = - x% c) Ndo sdo paralelas. d) f é estritamente crescente em -, O[ e € estritamente decrescente

em 10, +o[; f ndo tem extremos relativos.

Na figura esta representada graficamente a fungao f y
derivada, f/, de uma funcao f polinomial. o
, ~ 4t
Tal como a figura sugere, —2, 0 e 2 sdo zeros de f'. N
a) Qual é o valor de lim f2+h-12) ? A
h—0 h 11
b) Indica, justificando, o valor I6gico da proposi¢do: IR O S e G b
“a funcdo f tem trés extremos relativos”. ,
c) Indica os intervalos de monotonia e as abcissas 31
dos extremos de f. i
_5+
d) Apresenta um grafico de f compativel com o de f".

4 o~ . . . . K N
Soluqoes: a) 0 b) Proposicao falsa. c) fé estritamente crescente em |-, —2] e em [2, +[ e é estritamente decrescente
em [-2, 2]; maximizante: —2, minimizante: 2 d)
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[# Aprende Fazendo

Itens de construcgéo

29)

x> —x
W-x2—4dx+4
a) Sabendo que a funcao nao estd definida no ponto de abcissa 1, mostra que f(x) =
dominio de f.

Seja f uma funcao real de variavel real definida por f(x) =

X

e indica o
2

b) Resolve a condicao f'(x) x flx) > 0

c) Indica as equagdes das assintotas ao grafico de f.

(Solugdes: a) D, = R\(-2, 1,2} b) |-, 2[U [0, 2] )x=-2,x=2ey=0 )

Considera a fungao real de variavel real definida por g(x) = x;n—ji , m eR\{0}.
a) Mostra que, seja qual for o valor de m, a fungao tem sempre um extremo relativo.
b) Consideram = —1.

i) Estuda a funcao g quanto a monotonia e quanto a existéncia de extremos.

i) Determina as equagdes das assintotas ao grafico de g.

il Recorrendo ao estudo feito nas duas alineas anteriores, indica, justificando, qual o contradominio
da fungao g.

LSOlugﬁes: b) i) g € estritamente crescente em ], 0] e € estritamente decrescente em [0, +o[; maximo relativo em x = 0.
i) y = -1iii) -1, O]

Acerca de uma funcao f, real de variavel real, sabe-se que:
e D;=IR;

e € impar;

e f(-2)=-2 e f(0)=0;

° f'(2)=0;

° lel’ll flx) =07;

o f'(x) <0sexel-o, 2] e f'(x) >0sexel]-2, 0l

a) A fungdo f é continua em IR? Justifica a tua resposta.

b) Indica, caso existam, os extremos relativos de f.

c) Esboga um possivel grafico da funcao.

Solugdes: a) Sim b) Minimo relativo em x = -2 e maximo relativo em x = 2. ¢)




Itens de construgéo

3-3 0
Seja g a funcao real de variavel real definida em IR por g(x) = {x rosers

X sex=0
a) Mostra que g é continua mas nao € diferencidvel no ponto de abcissa 0.

b) Estuda a fungdo quanto a monotonia e existéncia de extremos.

Solugdes: b) g é estritamente crescente em ]-», —1] e em |0, +»| e é estritamente decrescente em [-1, O[; g tem um
maximo relativo em —1 e um minimo relativo em 0.

Considera a fungao real de variavel real definida em R por f(x) = |x3|.

a) Determina os pontos de intersecao do grafico de f com os eixos coordenados.
b) Redefine a fungdo, sem usar o simbolo de valor absoluto.

c) Mostra que f é continua em todo o seu dominio.

d) A fungdo é diferencidvel em IR? Justifica a tua resposta.

e) Estuda a fungdo quanto a monotonia e existéncia de extremos.

. X3 sex>0 ) L .
Solugées: a) (0, 0) b) f(x) = s d) Sim e) f é estritamente crescente em [0, +[ e estritamente decrescente
—x sex<0

em ]—o, 0]; minimizante: O

fib) ~ fla) _ ¢

Seja f uma funcdo real de variavel real, continua no intervalo [a, b]. Sabe-se que b
-a

a) Indica, justificando, o valor l6gico das seguintes afirmagdes.
i) A funcao f é necessariamente crescente no intervalo [a, b].
i) fla) > f(b)

b) O que podes concluir acerca da monotonia da fungdo f no intervalo [a, b]? Justifica a tua resposta.

(Soluqées: a) i) Afirmagdo falsa. ii) Afirmacao falsa. b) Nada se pode concluir. )

Uma empresa pretende construir depdsitos com a forma de um prisma, com base quadrada, sem
tampa e com capacidade de 2 m3.

a) Mostra que a area total de um depdsito, em m?, em funcdo da aresta da base, x, pode ser dada

por A(x) = % +x2.

b) Utilizando métodos exclusivamente analiticos, determina a medida da aresta da base do depésito
de forma a que a drea total seja minima.

(Solugéo: b) x =34 )
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[# Aprende Fazendo

Itens de construcgéo

@ Uma fabrica produz, mensalmente, x unidades de um certo produto. O custo total de producao,
em unidades monetarias, é dado, em funcao de x, por:

Clo) = 0,48x + 1500 + 120000 " <, < 6000
X

a) Determina o custo total de producao de 100 unidades desse produto.

b) Calcula a taxa média de variagao no custo total de produgdo, quando o nimero de unidades
produzidas aumenta de 1000 para 2000.

c) Quantas unidades deve a fabrica produzir mensalmente, de modo a que o custo total seja minimo?

(Soluqées: a) 2748 unidades monetdrias. b) 0,42 ¢) 500 unidades. )

@ Numa folha de cartolina desenhou-se um setor circular com 60 cm de perimetro.

Qual deve ser a medida do raio, de forma a que a area do setor circular seja maxima?

Solugéo: 15 cm

@ Uma fabrica de embalagens pretende construir uma embalagem em forma de cone. A geratriz do cone
tem de medir 25 cm.
Qual deve ser a medida do raio da base do cone de modo a que a embalagem tenha capacidade méaxima?

‘ Solugéo: 25 \/% }

@ Considera a fungao real de variavel real definida por f(x) = Jx? + 1.
Recorrendo a métodos exclusivamente analiticos, determina as coordenadas do ponto do gréfico

de f cuja distancia ao ponto de coordenadas (1, 0) é minima.

[Solugéo: [% , @ ]

@ Seja f uma fungao diferencidvel em IR e tal que f(-1) = -1 e f’(-1) = 1. Seja g uma fungdo definida
em IR\{0} por g(x) = x x f(%] Calcula g'(-1).




Desafio - Dobragem minimalista

Retomando o desafio apresentado no inicio deste tema, apresenta-se a seguir uma possivel resolucao.

Considera a figura abaixo, que ilustra a folha, onde x representa o comprimento do segmento BC,
que se pretende determinar; y representa o comprimento do segmento AC; z o comprimento
da dobra AB, que se quer minimizar; w o comprimento do segmento DE.

Usando o resultado conhecido pelo nome de Teorema de Pitagoras, vé-se que:

x2=w?2+ (21 -x)?2 « 21 .

Daqui resulta que: 30-y
w? = 21(2x - 21)

Somando as areas das regidoes em que o retangulo esta
dividido na figura — trés triangulos e um trapézio — e repa-
rando que os triangulos ABC e ABD sao iguais (porqué?),

obtém-se:
¥
21 %30 = w21 - x) Fap e+ 2160 —y —w)
2 2
Resolvendo em ordem a y, conclui-se que: w x
= wx ’
YT 21 i = e

21 —x X

Usando mais uma vez o teorema dito de Pitagoras (que de facto era ja conhecido muito antes
de Pitagoras ter nascido) e o que ja foi visto, tem-se que:

w2x? 21(2x - 21)x? 21x? 2x3 x3
(2x-21)? (2x -21)? 2x-21 2x-21 x—g
2
Agora, uma vez que a funcdo h(t) = £ é crescente, para encontrar o valor minimo que z assume,

2=x2+y2=x2+

basta determinar o valor minimo de z2. Faca-se f(x) = TR
x ——
2

Do enunciado do problema resulta que x deve pertencer ao intervalo | =
M ~12,251.

(porqué?),

[30(107- J51) ,21}
sendo que
3x2[x—%] —x3 _xz[lx—?;%]
2y - 21)
-3 -3
3

em /, nomeadamente em xy = = x 21. Analisando o sinal de f’(x) no intervalo I, é facil ver que x,

Como f'(x) = , vé-se que f(x) tem um unico possivel extremo local

4
0(10 -

é um minimo local. Como f[g—ﬁj ~ 1050, f(21) = 882 e f[% X 21] = 744,1875, resulta que

o valor procurado €, de facto, xy. Ou seja, a resposta a pergunta feita é que se deve dobrar a folha
a partir de um ponto que fica exatamente a 15,75 centimetros do vértice C.
Repara que esse ponto é o ponto médio entre o vértice E e o ponto médio de EC.




No decurso da investigacao da endinheirada D. Isabela Isaura Inocéncio 20 AULA DIGITAL
e Silva (traficante de obras de arte roubadas), a famosa inspetora Lupa  ®Video

. . “O Tesouro d'A Estatistica.’
Ventura encontrou, lado a lado, o criptograma (texto cifrado em que
as palavras foram separadas por forma a nao dar indicacao do seu comprimento, tendo
sido removidos os sinais de pontuacao e os acentos) e o mapa seguintes:

CPAVR CPRFY ZRCOC POAUG PFGVR bl

ZYCNZ EATRC  OAFDA CJRFF  PYCAN #g ML ./
GUEAQ RFNAZ NYFRZ  AROCT  CRFOF el
PGDNC ECJFO  FGUCR UCXFU  DAECD i g 20,3

ZXCOA TRFEZ ~ PCUFN  YFNAT  ANYAO SR 4 e

AUCTC EGBCC  VEZPP  CFZIG  CDCYR - S g
FPFHG ~ FQZEC ~NCRFY COFUZ  NZUAP -

HGCOR COAPO CPFHG  FNEZC  OFTAN E ¥ WY

YAPEG  BCPEA  AROFN  COCPF  PYCAF &

WTDZE  ZYCUF NYFFP ERZYC PZ77pP

Conhecendo bem D. Isabela — que tinha alguma formacao em estatistica, da qual se
gabava amitde, e de onde provinha a sua alcunha de “A Estatistica” —, a sagaz inspetora,
que conhecia bem as técnicas basicas de criptanalise, rapidamente reconheceu que
o criptograma resultava da aplicacao de uma cifra de substituicao simples, em que cada
letra do alfabeto é trocada por uma outra, numa permutacao predeterminada. Sabendo
que, em média, as oito letras mais frequentes na lingua portuguesa sao AEOSIRDN, por
ordem decrescente, nao foi dificil a astuta inspetora Ventura descodificar o texto. Entre
outras coisas incriminatérias, ficou a saber que algumas das pecas mais valiosas, roubadas
pelos cimplices d’A Estatistica, se encontravam num local que ficava, como se lia no texto
cifrado, “no ponto do mapa cuja abcissa € igual a trés e que fica na reta de minimos
quadrados da sequéncia de pontos cujas coordenadas estao explicitamente escritas.”

Consegues localizar no mapa as coordenadas do ponto onde se encontram as pecas roubadas
e decifrar o criptograma na sua totalidade?

Anténio Machiavelo







TEMAV Estatistica

UNIDADE T

Introducéo

Ao longo do teu percurso escolar, tens vindo a trabalhar com diversos conceitos no am-

bito da estatistica:

e aprendeste a classificar varidveis e a escolher formas adequadas de apresentar

os dados de que dispoes;
e familiarizaste-te com graficos, tabelas, medidas de localizacao e medidas de dispersao;

* percebeste como se pode utilizar um conjunto de dados para descrever uma situagao

e de que forma a estatistica pode auxiliar na tomada de decisao.

Os conceitos abordados em anos anteriores permitem-nos descrever uma Unica variavel,

de forma isolada. No entanto, de uma mesma amostra podemos registar diferentes varidveis.

Além de sermos capazes de descrever uma varidvel, muitas vezes é relevante estudar
de que forma duas ou mais varidveis podem estar associadas, no sentido de melhor com-

preendermos € prevermos o seu comportamento.

_ Por exemplo, para diagnosticar a obesidade de um individuo adulto, os técnicos

Segundo a Organizacdo de sadde utilizam o Indice de Massa Corporal (IMC), que se determina dividindo a massa

Mundial de Sadde, (em quilogramas) pela altura (em metros), elevada ao quadrado.
considera-se que ha
excesso de massa quando

0 IMC é igual ou superior IMC = ‘Massa.
a 25, e que hd obesidade Altura?
quando o IMC é igual ou
superior a 30.
in www.portaldasaude.pt Nem sempre € possivel estabelecer associacoes entre diferentes varidveis, mesmo em

situagdes nas quais ela, de facto, existe. Por outro lado, em situagdes da vida real, dada
a complexidade das varidveis que interessa estudar, para se poder prever o valor de uma
variavel de forma fidvel, é muitas vezes necessério ter informacdo sobre diversas outras
variaveis.

O programa de Matematica A do 11¢ ano contempla apenas o estudo da associacao
entre varidveis quantitativas. Nao obstante, note-se que € possivel levar a cabo um estudo
sobre a associacao entre varidveis qualitativas. Estes sdo muitos frequentes no ambito

das ciéncias sociais e humanas.

136
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UNIDADE 2

Retas de minimos quadrados, amostras
bivariadas e coeficientes de correlacio

2.1. Amostras bivariadas

Quando consideramos uma amostra de dimensao n, podemos estudar diversas carac-

teristicas de cada uma das n unidades estatisticas.

Cada uma dessas caracteristicas é considerada uma variavel estatistica.

Exemplo

Considera que se registaram a massa x e a altura y de uma amostra A, constituida por 20

alunos de uma escola.

Obtemos, deste modo, duas amostras x e y, de dimensao 20, das varidveis em questao.

Todos os conceitos abordados nos anos anteriores podem ser utilizados para descrever
cada uma das amostras de forma isolada. No entanto, se pretendermos estudar estas
varidveis conjuntamente, devemos considerar a amostra constituida pelos pares ordenados

dos valores das varidveis x e y para cada um dos elementos da amostra A.

No exemplo anterior, cada aluno contribui com um par ordenado, constituido pela sua

massa e pela sua altura.

Dados uma amostra A, de dimensao n €IN, de uma populacdo cujos elementos estao
numerados de 1 a n, e duas varidveis estatisticas x e y dessa populagao, a sequéncia
(Ge1, »1), (2, ¥2), ..., (xn, ) designa-se por amostra bivariada das variaveis x e y
e representa-se por (x, ).

Esta amostra tem também dimensao n.

De modo a simplificar a linguagem, podemos designar esta amostra por amostra
de dados bivariados.

Uma amostra bivariada das varidveis x e y pode ser representada graficamente pelos

pontos Py(xy, ¥1), Pa(x2, v2), ..., Pp(x,, y,) num referencial ortogonal do plano.

@ ESTN_14

20 AULADIGITAL

# Resolucao

PowerPoint: Todos os exercicios
de “Retas de minimos quadrados,
amostras bivariadas e coeficientes
de correlagao”
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TEMA V Estatistica

ESTN_15
ESTI_16

ESTN_17

20 AULADIGITAL

@ Simulador
GeoGebra: “Diagrama de disperséo e
centro de gravidade”

Quando dois elementos
de uma amostra tém

os mesmos valores

das variaveis x e y, eles sdo
representados pelo mesmo
ponto no diagrama

de dispersao.
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Exemplo

A amostra bivariada ((1,5; 50), (1,55; 54), (1,65; 60), (1,63; 62), (1,59; 61), (1,64; 59),
(1,54; 53), (1,61; 49), (1,7; 67), (1,59; 60), (1,62; 61), (1,63; 56), (1,65; 54)) das variaveis
altura (em m) e massa (em kg) dos 13 rapazes da turma da Maria pode ser representada
graficamente por:

A

Y .
65t
B} .
=
= + . .
2 60T . .
g + °
3
=
55+
501
1,55 1,60 1,65 1,70 X

Altura (em m)

A esta representagao grafica, para dados bivariados, chamamos diagrama de dispersao

ou nuvem de pontos.

Por exemplo, o par ordenado (1,65; 54) é representado pelo ponto que se encontra a ver-

melho.

Em casos concretos da vida real, tem sentido definir uma das varidveis como sendo
a varidvel independente e a outra como sendo a varidvel dependente. Esta escolha ndo tem
por base qualquer conceito estatistico e deve ser feita tendo em conta o conhecimento
empirico da situagdo em causa. Existem também situagdes nas quais nenhuma das varia-
veis depende da outra e a escolha da varidvel dependente e da variavel independente
estd relacionada com o objetivo do estudo. Por exemplo, em situacdes em que é mais
facil, ou mais barato, medir uma varidvel x do que uma variavel y e em que € possivel

determinar o valor de y em funcao do valor de x.

Quando um técnico de salde determina o Indice de Massa Corporal de um paciente,
naturalmente considera que a variavel independente € a altura e a variavel dependente
€ a massa. Ora, uma vez que um individuo ndo pode controlar a sua altura, é a sua massa
que vai determinar se este indice se encontra dentro do intervalo que se considera

adequado.

Dada uma amostra de dados bivariados, a varidvel considerada independente € de-
signada por variavel explicativa e a variavel considerada dependente é designada
por variavel resposta.
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Em cada uma das seguintes situagoes, indica a varidvel explicativa e a variavel
resposta.

a) Uma cadeia de supermercados levou a cabo um estudo no qual foram registados
os valores dos rendimentos familiares mensais dos seus clientes e os gastos men-
sais destes com a alimentagao.

b) Num clube de atletismo, registaram-se os tempos que os atletas demoraram
a concluir uma maratona e o respetivo nimero de horas semanais de treino.

c) Para estudar a poluicao de um rio, um cientista mediu ao longo do ano a con-
centragao de um determinado componente bioldgico e registou a precipitacao
pluviométrica da semana anterior a medicao dessa concentragao.

d) Para estudar o crescimento de uma girafa ao longo da sua vida foi registada
a altura e a idade de uma amostra de 200 girafas.

e) Apés a correcdo de um teste de Matemdtica, a professora perguntou aos seus
alunos quantos tinham estudado para a sua disciplina na semana anterior
ao teste, e relacionou estes valores com as classificagdes obtidas pelos alunos.

Sugestio de resolugéo

a) Este estudo pode permitir prever os gastos mensais das familias com produtos
alimentares, consoante o rendimento de cada familia. A varidvel explicativa
é “rendimento familiar” e a varidvel resposta € “gastos mensais com alimen-
tacao”.

b) Neste estudo pretende-se prever de que forma o nimero de horas de treino
semanal influencia o tempo necessario para concluir uma maratona.
A variavel explicativa é “ndmero de horas de treino semanal” e a variavel
resposta é “tempo para concluir a maratona”.

c) Nesta situacdo tem sentido considerar que a quantidade de precipitacao
influencia a concentragao de um componente biolégico num rio.

A varidvel explicativa é “quantidade de precipitacao pluviométrica” e a va-
ridvel resposta é “concentragcdo do componente biol6gico”.

d) Neste estudo pretende-se prever o tamanho de uma girafa em funcdo da sua

idade. A varidvel explicativa é “idade da girafa” e a variavel resposta é “tama-
nho da girafa”.

e) Nesta situagdo espera-se que o nimero de horas de estudo tenha influéncia
na classificacao obtida. Assim, a varidvel explicativa é “niimero de horas
de estudo” e a varidvel resposta é “classificacao obtida”.

o Em cada uma das
seguintes situagoes, indica
a variavel explicativa
e a variavel resposta.

a) Para estudar a
associacao entre a
percentagem de massa
muscular de um
individuo e a sua idade,
uma nutricionista
selecionou 15 homens,
com idades entre os 30
e 0s 60 anos, e registou,
para cada um deles,
ambas as variaveis.

b) Para avaliar a forma
como um material
metalico reage aos
efeitos climatéricos,
foram registados os
comprimentos de uma
barra desse material em
diferentes temperaturas
ambientais.

PROFESSOR

Solugdes

1.

a) Varidvel explicativa: “idade”.
Variavel resposta: “percentagem
de massa muscular”.
b) Variavel explicativa:
“temperatura ambiental”.
Variavel resposta:
“comprimento da barra”.
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2.2. Reta de minimos quadrados e coeficiente
de correlacéo
Um dos objetivos da metodologia estatistica, que se apresenta de seguida, é estabelecer

associagOes matematicas entre a variavel dependente e a varidvel independente, no sentido

de prever o valor da variavel resposta a partir do valor da variavel explicativa.

Considera a tabela seguinte, onde se registaram o nimero de sessdes de teatro realizadas
no periodo de 2001 a 2014, inclusive, e o respetivo nimero de espetadores (em milhares).

2001 7203 970 2008 12 703 1850
2002 8422 1267 2009 12 427 1816
2003 9138 1281 2010 12 723 1620
2004 11233 1706 2011 12174 1460
2005 11 804 1746 2012 11599 1509
2006 10 939 1556 2013 12 332 1553
2007 12 012 1762 2014 11 796 1720

Fonte: PORDATA

Para tentar prever o nimero de pessoas que assiste a espetaculos de teatro durante um
ano, em funcdo do nimero de sessoes realizadas durante esse ano, considere-se o nimero
de sessdes como a varidvel explicativa e o nimero de espetadores como a variavel
resposta.

A figura mostra o diagrama de dispersao dos dados.

A
Yt .

18007
14607
14001

12001

Numero de espetadores (em milhares)

10004

8000 9000 10000 11000 12 000 x
Nidmero de sessoes

Observa-se que a valores baixos do nlimero de sessoes correspondem, em geral, valores
baixos do nimero de espetadores, e a valores altos do niimero de sessdes correspondem,
em geral, valores altos do ndimero de espetadores.

Intuitivamente, parece que o conhecimento sobre o nimero de sessdes podera ser
utilizado na previsao do nimero de espetadores.
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Para efetuar formalmente esta previsao, necessitamos de um modelo, isto é, de uma
descri¢ao de um tipo de associagao particular entre as varidveis. Note-se que um modelo
permite descrever a realidade apenas aproximadamente e ndo exatamente.

Suponhamos que pretendemos prever qual serd o nimero de espetadores para um
determinado ano em que serdo realizadas 12 000 sessoes de teatro. Podemos considerar

um modelo linear.

Considera os seguintes exemplos:

18001

14001 y=0,13x + 129

h
16001
1200

10001 , . . e

8000 9000 10000 11 000 12 00 2
Nudmero de sessoes

>
Numero de espetadores (em milhares)

v

18007
1600-5
14007 y=0,1x + 400

12004

Numero de espetadores (em milhares)

10001, oy
| 8000 9000 10000 11000 12 000 %
Numero de sessoes

18001
1600
1400 y=-0,1x + 2700

1200+

Tttt

Numero de espetadores (em milhares)

10007, ey
| 8000 9000 10000 11000 12 000 %
Ndmero de sessoes

Com o modelo A, a previsao do nimero de espetadores para esse ano é de 1689 mi-

|lhares, com o modelo B é de 1600 milhares e com o modelo C é de 1500 milhares.

O modelo é simples

se houver apenas

uma variavel explicativa

e é mdltiplo se houver
mais do que uma variavel
explicativa. O programa

de Matematica A do 112 ano
apenas contempla o estudo
do modelo linear simples.
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@ ESTI_11 E facil perceber que o modelo C esta muito desajustado, até porque, ao contrario
ESTI_1.2 . . .

do que constatamos anteriormente, faz corresponder os maiores valores do nimero de
sessoes aos menores valores do nimero de espetadores. No entanto, é mais dificil decidir

se o modelo A descreve melhor a associacao entre as variaveis do que o modelo B.

Em seguida, vamos explorar uma das técnicas que permite essa tomada de decisao.

Fixado um referencial ortogonal do plano e considerada uma sequéncia (P;(x7, y7),
Py(x3, ¥2), .., Pa(xs, ¥4)) de pontos desse plano e uma reta t de equacdo y = ax + b,
com a, b €R, o valor de y; — ax; — b, i €{1, 2, ..., n} designa-se por desvio vertical
do ponto Pi(x; y;) em relacao a reta t e representa-se por e;.

No modelo A, anteriormente referido, a reta t tem equagao y = 0,13x + 129.

O desvio vertical do ponto P5 (9138,1281), referente ao ano 2003, em relagao a reta t,
éigualae; =1281-0,13 x9138 - 129 =-35,94.

Repara que, com este modelo, o nimero de espetadores para um ano em que sejam
realizadas 9138 sessdes € 0,13 x 9138 + 129 =1316,94 e e5 = 1281 - 1316,94.

Assim, o desvio vertical de P; em relacdo a reta t é precisamente a diferenga entre

o valor empirico do nimero de espetadores e o valor previsto pelo modelo.

O médulo deste valor corresponde ao comprimento do segmento de reta [Py, Al, onde

A é a intersecao da reta vertical que passa por Py, e a reta t.
vt
18007

16001

14001

12004

Numero de espetadores (em milhares)

10001

8000 9000 10000 11000 12000 X

Numero de sessoes

Seja qual for a reta considerada, verifica-se a seguinte propriedade:

Propriedade

Fixado um referencial ortogonal num plano e dados um nimero natural n, uma

sequéncia (Pq(x1, y1), P2(xa, ¥2), ..., Palx,, ¥,)) de pontos desse plano e uma reta t
n

de equagdo y =ax + b, coma, b €IR, as condigdes Y e;=0e b =y - ax sdo equivalentes,
i=1

n n
2 Xj 2 Yi
i=1 i=1

- .

ey=-—=

sendo e; = y; - (ax; + b), x= ~
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Demonstracao

Nas condicdes da proposicao, temos que:
i§1 €=

& i(yi—ax,-—b) =0

o Ty-a E Xj—

i=1
<:>ny—nax—nb=0

(pela definicao de e))

nb=0 (pelas propriedades dos somatérios)
(pelas propriedades da média)

< nb =ny-nax

& b =y —ax, como queriamos demonstrar.

Num bom modelo espera-se que a diferenca entre os valores previstos pelo modelo
e os valores observados na amostra seja pequena.

Assim, para analisar dois modelos lineares, podemos comparar a soma dos quadrados
dos desvios e verificar a qual deles corresponde a menor soma.

A seguinte propriedade mostra que existe uma reta cuja soma dos quadrados dos desvios

é minima.

Propriedade
Fixado um referencial ortogonal num plano e dados um niéimero natural n, uma sequén-

cia (P01, y1), Pa(x, y2),
mesma reta vertical, e uma reta tde equagdoy =ax + b, comaelRe b=y - ax,
n

, Po(x, yn)) de pontos desse plano, ndo pertencentes a uma

a funcao deflnlda por f(a) 2 (vi—ax;—b)2 = Y e? atinge um valor minimo absoluto
i=1
E Xiyi—nxy
no ponto a = =1 < . Esta reta designa-se por reta de minimos quadrados.
X
Demonstracao

Nas condigdes da proposicao, a fungao f pode ser definida por:
= 21(%'— ax;— (v - ax))? = 21()’/—? +a(X - x))?
Usando as regras de derivagao e efetuando algumas simplificacdes, a funcao derivada

pode ser expressa por:

220/, )X - x,+232 —x)2
i=1

Vamos determmar os zeros da derivada: n S
n E Xyi—nxy—nxy+nxy

f'(@) = 0®2E(y, )T —x)+2a (-X2 =0 a=1" =
i=1

2 Xyj—nxy
sa=12
SS,

Uma vez que a derivada é uma funcao linear, e o coeficiente do termo do primeiro grau

é negativo, — 3 (x; — X)?, sabemos que a funcao f é decrescente para valores inferiores

a0 zero da derivada e crescente para valores superiores a esse zero. Podemos entao concluir
2 xyi—nxy

que a fung¢do f tem um minimo absoluto no ponto a = = <
X

@ EST11_13

e Considera os pontos
A(1; 2,1), B(2; 2,5), C(3; 4,1)
e D(4; 4,8) e aretarde
equacaoy =1,2x + 0,3.
a) Determina o desvio
vertical de cada um
dos pontos em relagao
aretar.
b) Determina a soma
dos desvios.

Caderno de Apoio as Metas
Curriculares, 11° ano

1. Na propriedade ao lado,
a condigao b =y — ax podia
ter sido suk;stitufda pela
condi¢do Y e;=0, uma vez
que estas sléé equivalentes.
2. Se considerarmos uma
reta t de tal forma que a
soma dos desvios verticais
relativamente a t, de uma
amostra (x, y) bivariada de
dados quaﬁtitativos, é zero,
o ponto (x, y) pertence

a essa reta. Nesta situacao
estd, por exemplo, a reta
dos minimos quadrados.

= E (xl_
i=1

e Considera uma sequéncia
(P1<X'If .Vl)' T P”(.‘Cn, }"/7))
de pontos de um plano
munido de um referencial
ortogonal e uma reta t
de equacdo y = ax + b,
coma, beR.

Mostra que, se > e;=0

i=1
entao o ponto (x, )

pertence a reta t.

PROFESSOR

Solugées

2.

a)(0,6; -0,2; 0,2; -0,3)
b) 0,3
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@ EST11_1.8

o Considera a amostra
bivariada (x, y) = (600,

533), (700, 568), (900,

695), (1000, 746), (1200,

869), (1500, 1038), (2000,

1282), (2500, 1501),

(3000, 1769)), referente

aos valores do ordenado

bruto, x, e liquido, y,

arredondado as unidades

do euro, de um
trabalhador do setor

privado, no ano de 2015.

Considera como variavel

explicativa o valor do

ordenado bruto e como
varidvel resposta o valor
do ordenado liquido.

a) Determina as médias
dos ordenados brutos
e dos ordenados
liquidos, arredondadas
as unidades do euro.

b) Com o auxilio de uma
calculadora grafica,
representa a nuvem
de pontos e a reta t de
equacgao y = 0,55x + 230.

c) Determina o desvio
vertical de cada um
dos pontos relativamente
aretat.

d) Calcula a soma dos
desvios determinados
na alinea anterior
e verifica se é nula.

e) Com base na alinea
anterior, indica,
justificando, se
podemos afirmar
que areta t é a reta
dos minimos quadrados
desta amostra.

PROFESSOR

Solugées

4,

a)x = 1489 e y =1000
b)

c) A sequéncia dos desvios é
(-27,-47,-30, =34, -21,-17,
-48, -104, -111).

d) A soma dos desvios € —439.
e) A reta t nao pode ser a reta
dos minimos quadrados.
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. Na tabela abaixo estdo registados dados relativos a idade (em meses) e a altura

(em centimetros) de 12 pessoas de uma comunidade.

18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29
74,5 76,3 77 78 781 793 79,8 80,2 80,5 81 82 84

Considera a variavel idade como explicativa e a varidvel altura como resposta.
Utiliza uma calculadora grafica para responder as seguintes questoes (utiliza apro-
ximacoes as centésimas).

a) Determina a média das idades e a média das alturas destas pessoas.

b) Representa num referencial cartesiano a nuvem de pontos P(x;, y,) e a reta t cuja
equagao, com aproximagao dos coeficientes as centésimas, é dada por
y=0,71x + 62,54.

c) Verifica que o ponto Q(x, ) pertence a reta t, utilizando aproximagoes as cen-
tésimas.

d) Determina o desvio vertical e; de cada um dos pontos P; em relagdo a reta t.

e) Calcula a soma de todos os desvios calculados na alinea anterior e verifica que
é nula. n .
E] Xiyi—nxy

f) Determina o valor da expressao = e verifica que é igual ao declive

P

da reta t, com aproximacao as centésimas.

Adaptado de Caderno de Apoio as Metas Curriculares, 11° ano

Sugestéo de resolugéo

Consideremos x a variavel idade e y a variavel altura.
Casio fx-CG 10/20

No menu principal seleciona o icone Statistics:

Preenche List 1, com os valores da variavel idade, e List 2 com os valores
da variavel altura:

_Radfforni] [d/c]Real

|List1 | List 2 | List 3 | List 4
SUB|
1 18
2 19 76.3
3 20 77
4 21 78
T74.5

okl cato [TESTIINTR [D1S T e




Sugestéo de resolugdo

UNIDADE 2 Retas de minimos quadrados, amostras bivariadas e coeficientes de correlacéo

a) Seleciona a opcao CALC (F2) e, de seguida, na opgao SET (F6), verifica que
1Var XList se encontra preenchida com List1 e que 1Var Freq se encontra

preenchida com 1 para o calculo de x:

[d/c] Real  RadMormi] [dVc)Real
1 VarLable

Var Freq 01 =23.56

2Var XList :Listl Zx =282

2Var YList :List2 Zx?2 =B8770

2Var Freq o | oX =3.452
sSX =3.605
n =12

LIST

Sai da opcao SET (EXIT) e escolhe a opgao 1VAR (F1).
Repete o procedimento, garantindo que 1Var XList se encontra preenchida
com List2 e que 1Var Freq se encontra preenchida com 1 para o calculo de y.

Podemos, assim, concluir quex = 23,5 ey =79,23.

b) Seleciona a opcao GRAPH (F1):

[FadForn1) [d7c]Real
[ List 1 | List 2 | List 3 | List 4

T4.5
[GRAPHT]

[dic]Real [Rad|ormi] [dVc](Real
1 —Variable
ar Freq 01 =79.225
2Var XList :Listl Ex =950.
2Var YList :List2 Zx?2 =T75394.37
2Var Freq o | oX =2.50270686
SX =2.61399207
n =12 $
LIST

De seguida, na opgao SET (F6), verifica que no Graph Type esta selecionada
a opgao Scatter, no XList a List1, no YList a List2 e no Frequency o 1:

[dc] Real

rap vpe er
XList .Llstl
YList :List2
Frequency i1
Mark Type |

Color Link :Off $

[GRAPH)[GRAPH2)(GRAPHS

Sai da opcao SET (EXIT) e escolhe a opgao SEL (F4). Confirma que no
StatGraph1 esta selecionada a op¢ao DrawOn.

DI dWOI]
.DraWOff

atGrap
StatGraph3

(On J[Off ] [DRAW]

(continua)

Texas T1-84 Plus C
Pressiona a tecla STAT:

HORMAL FLOAT ARUTO REAL DEGREE MP n

EDIT CALC TESTS

5:SetUrEditor

Preenche L1, com os valores
da variavel idade, e L2 com
os valores da variavel altura:

HORMAL FLOAT AUTO REAL DEGREE MP

L21=74.5

a) Pressiona a tecla STAT
e seleciona a opcao CALC,
1-Var Stats:

HORMAL FLOAT AUTO REAL DEGREE MP n

EDIT [fi[M® TESTS
1: kg Var Stats
:2-Var Stats
: Med-Med
:LinReg(ax+b)
:QuadRes
:CubicReo
:QuartRes
:LinRe9(a+bx)

LLnRes

Preenche de acordo com
a imagem abaixo:

HORMAL FLOAT ARUTOD REAL DEGREE MP n

1-Var Stats
List:L1
FrealList:
Calculate

Pressiona ENTER:

HORMAL FLOAT AUTOD REAL DEGREE MP n

%=23.5

Ix=282
3x2=6770
Sx=3.605551275
ox=3. 45205253

4Q1=20.5
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Repete o procedimento para L2:

HORMAL FLOAT AUTO REAL DEGREE HF ﬂ

List:Lz
FreaList:
Calculate

HORMAL FLOAT AUTO REAL DEGREE HF ﬂ

Ix2=75394.37
Sx=2.613992071
ox=2.502706868
n=12
minA=74.5
=Qx=77.5

b) Para se obter a nuvem de
pontos, pressiona STAT PLOT,
seleciona 1:Plot1 e procede
como explicado na imagem
abaixo:

HORMAL FLOAT AUTO REAL DEGREE HF n

[AEEE Plotz Plot3

Escolhe uma janela de
visualizagdo adequada:

HORMAL FLOAT AUTO REAL DEGREE HF ﬂ

I INDOM
Amin=17
Amax=30
¥secl=1
Ymin=70
Ymax=85
Yscl=1

Ares=1
ar=.04924242424242
TraceStep=.09848484848484

Pressiona a tecla GRAPH:

HORMAL FLOAT AUTO REAL DEGREE HF ﬂ

No editor de funcdes y =
escreve a expressao analitica
pretendida:

HORMAL FLOAT AUTO REAL DEGREE HF n

Flotz Flot3
ENY1H.71X+62.54

Sugestéo de resolugao

(continuagéo)

Sai da opgao SEL (EXIT) e escolhe a opcao GRAPHT. Esta € a nuvem de pontos.

Radornd] [d/c]Redl

¥

: o
% Dunun

- oo

2 m ®

i o

Para incluir também a reta pretendida, deves selecionar a opcao DefG (F2)

e introduzir a sua equacgao:

l
Graph Func :Y=
¥1=0.?1x+62.54|

2: =]
Y3: [—]
Y4: [—]1]
Y5: [=—]
Y6: [l

Por fim, seleciona a opgcao Draw (F6) e obténs a representagao grafica da

nuvem de pontos e da reta t:

[d7e]Reall

¥

c) Para provar que o ponto Q pertence a reta t, basta verificar que:

0,71 x23,5+62,54=79,225=79,23

d) Move o cursor para a célula List3 e carrega no botao OPTN:

 Fodlen] @olRal  Fodlen] @olRal
[List1 | List 2 List 4 | List1 | List 2 List 4
SUB| SUB|
1 18] 74.6 1 18] 74.6
2 18| 76.3 2 18| 76.3
3 20 77 3 20 77
4 21 78 4 21 78
[ LIST JCOHPLEX] CALC JHYPERBL] PROE JE=SN]

Seleciona a opgao LIST(F1) e escreve List 2-(0.71*List1+62.54) para obter uma
coluna com os desvios verticais de cada um dos pontos. Obténs assim a sequén-
cia: (-0,82; 0,27; 0,26; 0,55; -0,06; 0,43; 0,22; -0,09; -0,5; -0,71; -0,42; 0,87).

Gdfen] GRR
|List1 | List 2 | List 3 | List 4
SUB|
1 18] 74.6
2 19| 76.3| 0.27
3 20 77| 0.28
4 21 78| 0.66
-0.82

| List [Lst>Hatl Dim | Fill(] Seq [HISM
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Sugestéo de resolugéo

e) Seleciona a opcao CALC(F2) e verifica na opgao SET(F6) que tens 1Var XList:
List 3 e 1Var Freq: 1:

Fadfornl] (d/c]Real ] Fadiorn]] (/c)eal

[List1 |List2 | List3 [ Lista w
SUB| Var Freq 11

1 18] 74.6 2Var XList :Listl

2 19| 76.3] 0.27 2Var YList :List2

3 20 77| 0.28 2Var Freq 11

4 21 78 0.66

-0.82

[-VARIZ-VAR| TP

Sai da opgao SET (EXIT) e escolhe a opcdo 1VAR (F1). Como podemos
verificar pela imagem, a soma dos desvios é nula.

1-Variable
X

Ix =

Zx2 =3.0478

oxX =0,50396759

sSX =0.52637698

n =12 4

f) Neste caso especifico, temos que:

n

2OUITTEV 2 44312 %235 x 79,225

SS, 143

= 0,71

Texas Ti-nspire

No ecra inicial cria uma pdgina com a aplicacao “Listas” e “Folha de Calculo”:

ar Listag @ Folha de Cileulo 3

Preenche as colunas A e B, com os valores da variavel idade e com os valores
da variavel altura, respetivamente.

151 1.2

=
8]
(]
B

®

1| 18] 745

2| 19] 76.3

3 20| 77

4| 21 78

s | 2 78.1 =
¥ |q|»

(continua)

Pressiona a tecla GRAPH:

HORMAL FLOAT AUTO REAL DEGREE MP n

d) Pressiona a tecla STAT e
escolhe a opcao EDIT e, com
o cursor na coluna L3, digita
List 2-(0.71*List1+62.54):

HORMAL FLOAT AUTO REAL DEGREE MP

La=L2-(.71xL1+62.54)

Pressiona ENTER:

HORMAL FLOAT AUTOD REAL DEGREE MP

La="-,82

e) Pressiona a tecla STAT,
seleciona a opcao CALC,
1-Var Stats e preenche de
acordo com a imagem abaixo:

HORMAL FLOAT AUTOD REAL DEGREE MP u

1-Var Stats
List:Ls
FrealList:
Calculate

Pressiona ENTER:

HORMAL FLOAT AUTO REAL DEGREE MP n

®=0

Ix=0
Ix2=3.0478
Sw=.5263769821
ox=.5039675916
n=12
mink=-.82
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TEMA V Estatistica

Exercicio resolvido

(continuagéo)
Sugestéo de resolugao

a) Seleciona as colunas anteriores, pressiona a tecla MENU e escolhe as op¢oes
4: Estatistica, 1:Calculos estatisticos, 1: Estatisticas de uma variavel:

1; Estatisticas de uma variavel

“) 2: Estatisticas de duas varidveis...
= 3: Regressdo lnear (mx+b)... Eicos.
1 B 745 % Distrbulc e ¥ 4 Regressio Inear (a+hx). .. T
5 B %4 3 Intervalos de confianga pf |5 Reta mediana-mediana. . bnfianga b

- Kol & Testes estatisticos b 6 Regressdo quadritica... cos b
3 20 77 bl | ;; r;eegrssao cﬂ:in:a
4 I : Regressdo quartica...

il ?3' T&I 9: Regressdo potencial... -——

i 2 73‘1| = 73-'1| = A:Regressio exf fal ... =
3 [«]¥] [z [4]¥] x [«]¥]

Preenche o “Numero de listas” com 1 e pressiona OK. Preenche Lista X1:a[ ]
e 12 coluna de resultados:c[ ]:

bt i ®) B c b [=
= ] Lista X1: [ a]) = ~OnVar(

: m - Lista de ﬂnqulnﬂ:si | . ;s s vy

2 i amere de si D ; Lista de categorias: 3 16 7630 ?3.5.

3 [orc] [cancetar| Inclulr categorias: | = - o =

4 Pl ET | — 17 col. de rasultados: [¢[) 5 5 S s

5 2 i | U [or] [cancen| |5 2| 784|sc sn| 3.60888]
<! KT L | T 1| =" Eamnstieas de uma variavel” [*]

Repete o procedimento para os valores da coluna B:

2l e b E r =
vsaxin ] = ~OneVar( ~Onevar(
Lista de fiequéncias |1 | 7
o 11| Titulo Estatisti.. | Titulo Esralf_stlﬂ|
LR CECRaJUIAR, l:] 2 g 23.5% 79.235
Tkud A a5 6770.[zx 75394.4
ok |cancetar| B |5 [lsx = sa..| 3.60555|sx:= sn..| 261300
o= = 1| =" Estatisticas de uma variawvel" [ 4 | .3

Podemos assim concluir que X = 23,5 ey = 79,23

b) No cabegalho da coluna A escreve xi e no cabecalho da coluna B escreve

yi:
R

®f x yi c D al

= —One\.l"arﬁ

1 12 74.5|Titulo Fstatisti... |

[# APRENDE FAZENDO 2 19 763% 25|

Pags. 163, 167, 168 e 170 - £ fjex L

ags. ' s 4 21 78 |0 6770

Exercicios 14, 22, 25 e 31 - . '
2 781 |sx:= se.| 360555 |

AE: [4]¢

ti CADERNO DE EXERCICIOS
E TESTES

Pags. 63 e 64
Exercicios 1,3,4e7
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UNIDADE 2 Retas de minimos quadrados, amostras bivariadas e coeficientes de correlacéo

Sugestéo de resolugéo

Insere uma pdgina nova: CTRL+page e escolhe a op¢ao 5: Adicionar dados
e Estatistica, pressiona ENTER e aparece uma “nuvem de pontos”:

ZrAdicionar Geometria {4 Logonda: xi

* |4:Adicionar Listas e Folha de Calculo
5 Adicionar Dadoes e Fstatistica
b:Adicionar Notas

4 7:Adicionar Vernier DataQues|™

42 1:Adicionar Calculadora
§2:Adicionar Graficos

8

31 i
L] @

Fremir menu
@

Clicar para adiclonar varia

Clicar pata adicionar vartavel

Desloca o cursor para o eixo horizontal, clica para adicionar varidvel e es-
colhe xi. Desloca o cursor para o eixo vertical, clica para adicionar variavel
e escolhe yi. A nuvem de pontos € alterada ficando de acordo com os dados
do problema:

: 84 ®

&

= 81 4

s ] )

& B ...

B 78 4 eo®

- L ]

= )

= 75

000000000000 e
T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
17 18 19 20 21 2T232r1 f52627282931 71819202122 3324 2520 27 28 9 3
xi xi

Clica em MENU e seleciona as opgoes 4: Analisar e 4: Tracar funcao. Digita
a expressao pretendida e aparece o grafico da reta:

& 1: Tipo de gréfico &¢ 1: Tipo de gréfico )
% 2: Propriedades do grafico b ® 5 1% 1: Remover gréfico da fungdo
& 3: Acies 4 & 1,72 Adicionar reta amovivel
kad 4 Anallsar ] [ o, -
L3, 5 Janela/Zoom e® W] 4 Tracar funcan
-
ik 7 @ = |\S: Sombrear abaixo da curva
] ® % (4 6: Regressio 2
75 b {8 7: Residuos »
@ £ 8 Tragar valor
| B e, |, P, e, ) T, ey [5G R O Mastrar Den Sl
17181920 212223242526 27 28 2931 Iy 9: Mostrar Der m

@
..
..
78 eo®

c) Para provar que o ponto Q pertence a reta t, basta verificar que:
0,71 x 23,5 + 62,54 =79,225=79,23

(continua)

149



TEMA V Estatistica

(continuag&o)

Sugestéo de resolugao

d) Regressa a pagina onde estdo as colunas xi e yi e na 22 linha da coluna G
digita yi-(0.71*xi+62.54) e pressiona ENTER:

»

- =OneVar=yi—(0.71

T | Titulo Estatisti.. 0.a82

2 Iz 79225 027

3 lsx 950.7| 0.26

4|5y 753944 055

5 llsx = sa.| 261309 006 v
[ -3i-(0 71 xiv62 54 [«]*

Obténs assim a sequéncia:
(-0,82; 0,27; 0,26; 0,55; -0,06; 0,43; 0,22; -0,09; -0,5; -0,71; -0,42; 0,87)

e) Seleciona a coluna G e pressiona a tecla MENU. Seleciona as opgoes 4: Es-
tatistica, 1:Calculos estatisticos, 1: Estatisticas de uma variavel.
Preenche o “Nimero de listas” com 1 e pressiona OK:

1.

§ Acdes La
1) Estatfsticas de uma varlave =
S 2 Ectatisticas de duas varidveis... |I
= =OneVar(=yi~(0.71 3: Regressdo linear (mx+b)... cos b
T [Titulo Estatisti.. 0.82 i" S:tg;ess:'o linear (?1" bx)... b
= | 5 mediana-mediana... bnfianga b
| 79225 0.27 | 6: Regressdo quadratica. .. cos »
£ 2 950.7 0.26 7: Reegrsséo cdbica ... T
4 |5y 75794 .4 0.55 8 Regress.'fo quamc?... .
= 9: Regressdo potencial... i
- ||sx:=sn-.| 261399 -0.06] = A: Regresséio exponencial ... | =]
E [« - [«

. - 5
i tsoxifon ] =|[=OneVar( <yi-0 7] ~OneVar(
[ Lista de fequéncias | 1 T |
4 ¥ 1 ||Estatisti.. 0.82|Tiulo | Fstatisti..
s || e 02 ~
3 2 . 27|% ._
E ’ 26Ex |
—1 1* col. de resultados: |C] T |
4 S | 75304.4]  0.55[me 3.0478 |
4 |ok | |cancetar| 5| 261300  006|sx:= sn. |0.526377
G | s 12| =0 | 1 | 4

Como podemos verificar pela imagem, a soma dos desvios € nula.

f) Neste caso especifico, temos que:

n

2RV 52 443 212 % 23,5 x 79,225

SS, 143

~0,71
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UNIDADE 2 Retas de minimos quadrados, amostras bivariadas e coeficientes de correlagao

Ja vimos que, nas situagdes em que o modelo linear se ajusta aos dados, ou seja, quando
faz sentido prever o valor da varidvel resposta em funcao do valor da variavel explicativa,
através de um modelo linear, a reta dos minimos quadrados é aquela cuja distancia entre

os valores previstos e os valores observados é menor.

Existem, no entanto, situagdes em que o modelo linear ndo é o mais adequado e, por

isso, ndo tem sentido utilizar a reta dos minimos quadrados para fazer qualquer previsao.

Exemplos

Considera os seguintes diagramas de dispersao.

1 4 .
2,54 . S
2/0" . L] ©
1,51
: ; ; ; ; —
1,2 1,4 1,6 1,8 2,0 x

Nesta situacao, os pontos estao dispostos de uma forma aproximadamente linear, ou seja,

em torno de uma reta.

2 v 4
2,51 . ¢ .
2,0 . .
1,51 .
) — e e S e >
1,2 1,4 1,6 1,8 2,0 x

Neste caso, ndo parece existir qualquer associacao linear entre as varidveis, uma vez que

0s pontos ndo se encontram dispostos de uma forma linear.

Nestas situagdes, ndo devemos utilizar a reta dos minimos quadrados para prever a va-

ridvel resposta em fungdo da varidvel explicativa.

@ EST1_17

APRENDE FAZENDO

Pags. 160, 162, 163, 168,

169e 170

Exercicios 3, 4, 8, 12, 13,
, e 32
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TEMA 'V Estatistica

@ EST11_19

Karl Pearson (1857-1936)
Foi um matematico inglés,
nascido em 1857.

Teve contributos muito
significativos em diversos
campos da ciéncia,
nomeadamente

na biométrica

e na meteorologia.

Em 1911 fundou o
primeiro departamento
de estatistica numa
universidade. Foi ele que
desenvolveu o coeficiente
de correlacao linear

que permite medir

a correlacdo linear

entre duas variaveis
quantitativas.

.52_ Ssx
T n-1
e S — i
x n-1

e De uma amostra bivariada
(x, y), sabemos que S, = 2,
S\N: 5 e que a equacao
reduzida da reta dos
minimos quadrados é
y=2,3x->5. Determina o
coeficiente de correlacao
linear correspondente.

PROFESSOR

Solugéo
5.0,92

152

O diagrama de dispersao permite-nos ter uma ideia intuitiva sobre a possivel existéncia
de associacdo linear entre as varidveis. O coeficiente de correlacdo linear, que se apre-

senta de seguida, permite avaliar a intensidade dessa associacao.

Dados um nimero natural n e uma amostra bivariada ((x;, 1), (x2, ¥2), .., (&n, ¥0))
de dados quantitativos, designa-se por coeficiente de correlagao linear, e representa-se
por r, 0 quociente :

Repara que nas situacdes em que as variaveis x e y ttm uma associacao linear positiva,
ou seja, que aos maiores valores de x correspondem, em geral, os maiores valores de y,

espera-se que este coeficiente seja positivo.

De facto, nestas situagdes, espera-se que para valores de x superiores a X correspondam
valores de y superiores ay e que para valores de x inferiores a X correspond%m valores de y
inferiores a y, fazendo com que a generalidade dos termos do somatério 3, (x; — ¥)(y; — y)
sejam positivos. .

De forma andloga, nas situagdes em que as varidveis x e y ttm uma associagao linear
negativa, ou seja, que aos maiores valores de x correspondem, em geral, os menores

valores de y, espera-se que este coeficiente seja negativo.

Quando nio existe uma associagao linear entre as varidveis, espera-se que este coefi-
ciente seja proximo de zero.

Este coeficiente pode também ser obtido a partir do declive da reta dos minimos qua-
drados e das somas do quadrados dos desvios de ambas as varidveis, de acordo com

a seguinte propriedade.

Propriedade

Dados um nidmero natural n e uma amostra de dados bivariados quantitativos (x, y),
com coeficiente de correlagdo linear r e cuja reta dos minimos quadrados tem equagao

/SS
=ax + b, tem-se que r = a X

y

Repara que, uma vez que /% é um valor positivo, o sinal de r é sempre igual ao sinal
Y
de a, ou seja, o coeficiente de correlagao linear tem sempre o mesmo sinal do declive

da reta dos minimos quadrados.



UNIDADE 2 Retas de minimos quadrados, amostras bivariadas e coeficientes de correlagdo

@ ESTN_19

2) AULADIGITAL

@ Simulador

GeoGebra: “Variacao da correlacéo e
do coeficiente de correlagao em
funcado dos dados. Outliers”

Exercicio resolvido

Mostra que, se considerarmos uma amostra de dados bivariados quantitativos (x, y)
tal que a sequéncia de pontos (P;(x1, ¥1), P2(x2, ¥2), ..., Paxp, ¥,)) se encontra sobre
uma mesma reta de equagao y = mx + b, com m €lR*, entdo r = 1.

Sugestéo de resolugéo

Se todos os pontos Py, P,, -, P, se encontram sobre a reta de equacdo
y=mx+ b, entdo y; = mx; + b, paratodo o i {1, 2, ..., n}.

e Mostra que,

se considerarmos uma

amostra de dados

Pelas propriedades da média e da soma dos desvios, obtemos y = mx + b
e SS, = m?SS,.

Desta forma:

bivariados quantitativos
(x, y) tal que a sequéncia
de~pontos (Py(xy, v1), =+,
P.(x,, v,) se encontra
sobre uma mesma reta
de equagdoy = mx + b,
comm €lR-, entdo r = -1.

2 G =X)i-y)
r= i=1 —

/55,55,

i (x; =X )(mx; + b — (mx + b))
_in _
$S(m25S,)

i (x; — X )(mx; — mx)
— =L (pois m > 0)
mySS,2
S (. — )2
m AT
m SS .2

=1, como queriamos demonstrar.

Foi possivel verificar com este exercicio que, quando a associacdo linear € total,
ou seja, quando todos os pontos se encontram sobre uma mesma reta e esta tem declive

positivo, entdo o coeficiente de correlagao linear tem o valor 1.

Analogamente, prova-se que se existir uma associacdo linear total e o declive da reta
for negativo, entdo o coeficiente de correlagdo linear tem o valor —1.

Em todas as outras situagdes temos um coeficiente de correlacdo no intervalo 1-1, 11.

Além disso, a associagado linear é tao mais forte quanto o valor do coeficiente de corre-
lacdo linear estiver mais préximo de 1 (correlacao positiva) ou mais préximo de -1

(correlacao negativa), ou seja, quanto |r| estiver mais proximo de 1.

=

4

APRENDE FAZENDO

Pags. 160, 161, 162, 163,
164, 165, 166, 167, 168,
169e 170

Exercicios 1,2,5,6,7,9,
10,11,15,16,17, 18,19,
20, 21, 23, 26, 27, 28, 30
e33

CADERNO DE EXERCICIOS
E TESTES

Pags. 63, 64 e 65
Exercicios 2,5, 6,8 ¢ 9
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TEMA V Estatistica

0 Nos graficos estdo
representadas trés nuvens
de pontos.

Faz corresponder a cada

Exercicio resolvido

Considera as seguintes nuvens de pontos de amostras bivariadas (x, y).

grafico um dos Grafico A
coeficientes de correlagao 4 .
I -0
indicados r; =-0,25, L 0O 50 4
-+ O .. L]
r,=0,76 e ry =-0,84. 2,51
Justifica.
F [} L]
Grafico A 2,01 . . ®
yA I .
8__ F L]
. 1,57
64 . L
° - L]
9 L]
4-- ° e ° g L + L L L : L L L + L L L + L L L : :
. ¢ 1,2 1,4 1,6 20 *
27 2/
Grafico B
0 t t t >
2 4 6 «x Y o« .
Grafico B 2,0 °
L]
y“ 1.8 . o
8t . .
1,6
64 ° .
L]
Al . . 1,4
P )
L]
24 ]/2 e o
* L]
O ) ) ) _ _ . L] L] . ° . R
2 4 6 <X | 12 1,4 1,6 1,8 20 *
Grafico C Grafico C
vt v
87 3,0
61
2,5
41
2“ 2/0 :. :
L]
0 ; ; + »> ° °
2 4 6 X 1,5 . .
L]
Caderno de Apoio as Metas O °° . * .
Curriculares, 112 ano 1,01 e ~
[ 12 14 1,6 1,8 20 ¥

a) Faz corresponder a cada gréfico um dos coeficientes de correlagdo linear indica-
dos ry =0,96, r, =-0,81 e r; =-0,02.

b) Indica qual dos graficos representa a associacao linear mais forte.

c) Considera a amostra bivariada que deu origem ao grafico A:

x, y)=A{1; 1), 0;1,1),0,;12),1,1;1,03), (1,11; 1,12), (1,2; 2), (1,3; 1,8),
1,4, 1,6), (1,5; 2,1), (1,51; 2), (1,55; 2,03), (1,6; 2,1), (1,7; 2,5), (1,8; 2,55),
1,81;2,65),(1,7;2,3),(1,9; 2,7), (1,95; 2,65), (1,85; 2,5), (1,86; 2,55), (1,91; 2,51),
1,95; 2,66), (1,97; 2,75), (1,99; 2,6), (1,9; 2,64)}

PROFESSOR

Solucgéo
7. r, — gréfico (C)

e

ry — grafico (A)

r; - grafico (B) Utilizando uma calculadora grafica, responde as seguintes questoes.

154



UNIDADE 2 Retas de minimos quadrados, amostras bivariadas e coeficientes de correlacéo

i) Calcula o seu coeficiente de correlagao linear e verifica que, na primeira alinea,
fizeste a correspondéncia correta.

ii) Determina a equacao da reta dos minimos quadrados (com os coeficientes
arredondados as centésimas) e indica, justificando, se esta descreve de forma
adequada a associagdo entre as duas varidveis.

iii) Utiliza a reta obtida na alinea anterior para determinar o valor de y previsto
parax=1,5.

d) Indica, justificando, o valor l6gico da seguinte proposicao: “Quando o coeficiente
de correlagdo linear é préximo de zero, podemos afirmar que nao existe associagao
entre as variaveis”.

Sugestio de resolugéo

a) Da observacdo das nuvens de pontos, podemos referir que no grafico A
as variaveis aparentam ter uma associacao linear positiva, no grafico C
as varidveis aparentam ter uma associagao linear negativa e no grafico B
nao existem indicios de qualquer associacao linear. Assim, dos coeficientes
de correlagcdo apresentados, somos levados a afirmar que ry corresponde
ao grafico A, r, corresponde ao gréfico C e r3 corresponde ao grafico B.

b) Uma vez que o coeficiente de correlagao linear cujo valor absoluto se apro-
xima mais de 1 é ry, e este esta associado ao grafico A, podemos afirmar que
este é o grafico com a associagao linear mais forte.

c) Preenche os valores das varidveis x e y nas List 1 e List2, respetivamente.
i) Casio fx-CG 10/20
Seleciona a opcao CALC (F2):

| List 1 | List 2 | List 3 [ List 4
SUB

1 1

2 1 1l

3 1.1 1.2

4 1.1 1.03

1

I-VARIZ-VARIIEEED

Na opcao SET (F6), verifica que no 2Var XList esta selecionada a List1,
no 2Var YList a opcao List 2 e no Var Freq a opcao 1:

2] [dic]Real

ar Freq :
2Var XList i:Listl1
2Var YList :List2
2Var Freq i1

LIST

(continua)

e Numa zona agricola com
um determinado declive
foi realizado um estudo
da influéncia da taxa do
fluxo das aguas (em litros
por segundo) na erosao
dos solos através da
quantidade de massa de
solo transportado (em
quilogramas). Foram feitas
cinco medicoes, das quais
resultaram os dados da
tabela seguinte.

0,85(1,26(2,47|3

=
O]

1,95(2,1813,01]6,07

a) Qual deve ser a variavel
explicativa e a variavel
resposta?

b) Utiliza uma calculadora
grafica para resolver
as seguintes questoes.

i) Considerando a taxa
de fluxo como variavel
explicativa e o solo
erodido como varidvel
resposta, representa a
nuvem de pontos num
referencial ortogonal.

ii) Determina a média
dos valores de cada
uma das amostras
representadas.

i) Determina o declive
da reta dos minimos
quadrados que se
ajusta a esta nuvem
de pontos.

PROFESSOR

Solucéo

8. a) Variavel explicativa: “taxa
de fluxo das aguas”.

Variavel resposta: “quantidade

de massa de solo transportado”.
b) i)

y=ax+b

a=1,39 (2 c.d.)
o
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TEMA 'V Estatistica

Texas TI-84 Plus C
Pressiona as teclas 2ND e 0
para aceder a CATALOG

e seleciona a opgao
DiagnosticOn:

HORMAL FLOAT AUTO REAL DEGREE MP gn

CATALOG
DiasnosticOff

*DiagnosticOn
dim(
Disp
DispGrarh
DispTable
rDMS
Dot-Thick
Dot-Thin

HORMAL FLOAT AUTOD REAL DEGREE MP ﬂ

DiasnosticOn
e DONE,
L]

Pressiona a tecla STAT:

HORMAL FLOAT AUTOD REAL DEGREE MP ﬂ

5:SetUrEditor

Preenche as listas L1 e L2 com
os valores da varidveis x e y,
respetivamente:

HORMAL FLOAT ARUTOD REAL DEGREE MP

1

e et vl 3

ninin e biede
= -

L2t1)=1

HORMAL FLOAT AUTO REAL DEGREE MP ﬂ

EDIT TESTS
1:1-Var Stats
2:2-Var Stats
3: Med-Med

EHL inRealax+b)
S5:QuadReg
6:CubicRes
7:QuartRes
8:LinReg(a+bx)
94LnRea

156

Sugestéo de resolugao

(continuag&o)

Sai da opgao SEL (EXIT) e escolhe a opcao REG (F3) seguida da opgao X (F1):

[Z] BadFornd) [dFc]Real
List1|List2|List3 | List4 List 4

sUB

1 1

2 1 1.1

3 11 L2

of 1] 1.08 :

1 1

EVRIZERRED [ I O

B [BadFornl) [dFc]ieal
LinearReg (ax+

a =1.68845876
b =-0,5729709
r =0.96157458
r2=0,92462568
MSe=0.02839716

y=ax+b

L]

Como se pode observar, o valor indicado do coeficiente de correlacao linear

é de aproximadamente r = 0,96, o que confirma o valor escolhido na primeira

alinea.

Texas Ti-nspire

Preenche as listas L1 e L2 com os valores da varidveis x e y, respetivamente,

e designa as colunas A e B por xi e yi, respetivamente:

® xi 1B yi 12 'ﬁ
= |

! 1| 1

2 1 1.1

3 1.1 12

4 11 103

5| | 142 I
HES [«]*

Pressiona a tecla MENU e seleciona as opgoes 4: Estatistica, 1: Calculos
estatisticos, 3: Regressao linear (mx + b). Preenche Lista X: xi, Lista Y: yi
e pressiona ENTER:

5 1: Agies - Anfigs piidnda
i1 2: Inserir 1; Estatisticas de uma variavel... 5 -
135 3: Dados 2: Estatisticas de duas varidveis... n Listn X2 | )
T & Estatistica = 3: Regressdo linear (mxsb). »| Listav: [l
HS: Tabelade{ 2: Distribulgges... 4: Regresséo inear (a+bx)... Y]
: . Guardar RegEqn am: | 11
= 3 Intervalos de confianga b 5: Reta mediana-mediana. . brfianca b Jeq! n_ ol
i L 4 Testes » 6: R a0 quadrética... c08 » Lista de frequéncias: | 1 i
£ 1.1 ]| 7: Reegrssdo clbica ... Lista de categarias: :I
4 11 108 B Regressdo quartica... — L
= t 9 Regressdo potencial... i [ — 2]
5 101 112 & |A:RegressSo exponenclal ... = |ok] |cancetar|
il [4]*] x [4]*] =——

- W |® 'n
= | =l inRegN‘E' - . =] inRegh.-‘E

! 1| 1|Tile [Regress.| 2 1| 1.1]RegEan |m*xb

- 1 1.1|RegEqn |mx+b || 2 1.1 12|m 1.68846
3 11| 12|m 168846 | 4 11 1.03b 0.5729.. ||
4 11 1.03)b 0.5729.. || 5 1| 1a2)e 0.924626 |

s| ] 1a2le 0924626/ |© 12| 2jr 0.961575) .
[p1] = ""Regressio linear (mx+b)" [«]» ps| ~0.96157458762952 [4]®

Como se pode observar, o valor indicado do coeficiente de correlagao linear
é de aproximadamente r = 0,96, o que confirma o valor escolhido na pri-

meira alinea.



UNIDADE 2 Retas de minimos quadrados, amostras bivariadas e coeficientes de correlacéo

Sugestéo de resolugéo

ii) O procedimento para se obter a equagao da reta dos minimos quadrados
é igual ao que se utilizou na alinea anterior.
Como podemos ver no Gltimo ecra obtido, a equagao da reta dos minimos
quadrados, com os coeficientes arredondados as centésimas, é:

y=1,7x-0,57

Esta reta descreve de forma adequada a associagdo entre as duas variaveis,
uma vez que a nuvem de pontos se encontra dispersa de uma forma apro-
ximadamente linear e o coeficiente de correlacao linear estd muito pro-
ximo de 1.

iii) Para x = 1,5, temos:
y=17%x15-0,57=1,98

d) A proposigao € falsa.
O coeficiente de correlagao linear pode ser utilizado apenas para medir
a associacao linear entre duas varidveis. E possivel ter um coeficiente de
correlagdo préximo de zero e existir uma associagao muito forte, ndo linear,
entre as variaveis.

Um erro comum € considerar que, quando o coeficiente de correlagao é pro-
ximo de zero, ndo existe qualquer associagao entre as variaveis x e y. No entanto,
isto nem sempre acontece.

Repara que o grafico B do exercicio anterior sugere que existe uma associagao
forte entre as varidveis, uma vez que os pontos estdo dispostos aproximada-
mente ao longo de uma curva e, no entanto, o coeficiente de correlagao linear
correspondente, r = 0,02, € muito préximo de zero.

S
.

s s PP s s s s s s s s s s L8 s »
| t t t t t »

1,2 1,4 1,6 1,8 2,0 X

Quando o coeficiente de correlagao linear é préximo de zero podemos concluir
que ndo existe associacdo linear entre as variaveis, mas nada podemos afirmar
sobre quaisquer outros tipos de associacao.

Pressiona a tecla STAT
e seleciona a opcao CALC,
4: LinReg(ax + b):

HORMAL FLOAT AUTOD REAL DEGREE MP n

LinRealax+b)
Alist:La
Ylist:Lz
FreaList:
Store ResEQ:
Calculate

Pressiona ENTER:

HORMAL FLOAT AUTOD REAL DEGREE MP u

g=ax+tb

a=1.688458769
=-. 9729709984

ri=,9246256876

r=.9615745876

20 AULADIGITAL
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TEMAV Estatistica

[ SINTESE

Retas de minimos quadrados, amostras bivariadas e coeficientes de correlagéao

Amostra bivariada e nuvem de pontos

Quando se pretende estudar a associagao entre duas varidveis x e y, deve-se utilizar uma amostra
bivariada (x,y) = ((x1, 1), (x2, ¥2), ., (¥, ¥p))-

Esta amostra pode representar-se graficamente por uma nuvem de pontos (diagrama de dispersao),
onde cada elemento (x;, ;) da amostra € representado pelo ponto Pj(x;, y;) do plano ortogonal.

A

rt ..
L . o ©
2,51 « . "
I .
: L] [ ]
2,01 . ot
I .
I .
1,5':
L.
b [ ]
T S
1,2 1,4 1,6 1,8 2,0 X

Variavel explicativa e variavel resposta

Em casos concretos da vida real tem sentido definir uma das varidveis como sendo a varidvel in-
dependente (variavel explicativa) e a outra como sendo a varidvel dependente (variavel resposta).

Esta escolha ndo tem por base qualquer conceito estatistico e deve ser feita tendo em conta
o conhecimento empirico da situagao em causa.

Coeficiente de correlacao linear
O coeficiente de correlacao linear das variaveis x e y é dado por:
3 (=507
155,55,

Este coeficiente toma valores no intervalo [-1, 1].

r =

Coeficiente de correlacao linear v 4

Através do grifico de dispersao 2,54 . o2

* Se o0s pontos se encontram dispersos de

forma aproximadamente linear, de modo 2,0-5 . o
que aos maiores valores de x correspon- ‘

dem os maiores valores de y, entio o gra- ¢ 5{ :

fico sugere que existe uma associacao .

linear positiva entre as variaveis. F .

v

1,2 1,4 1,6 1,8 20 ¥
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Sintese

* Se os pontos se encontram dispersos de forma aproximadamente linear, de modo que aos maiores
valores de x correspondem os menores valores de y, entdo o grafico sugere que existe uma associagao
linear negativa entre as varidveis.

<

2,5

2,0 o .

1,5

Através do coeficiente de correlagao linear

e um coeficiente de correlacao linear com um valor préximo de 1 indica que as varidveis tém uma
associacao linear positiva;

¢ um coeficiente de correlacao linear com um valor préximo de -1 indica que as variaveis ttm uma
associacao linear negativa;

e um coeficiente de correlacao linear com um valor préximo de 0 indica que nao existe associacao
linear entre as varidveis.

Reta de minimos quadrados
Apenas se deve utilizar a reta dos minimos quadrados quando as varidveis tém uma associagao linear.

A equacao reduzida da reta dos minimos quadrados é dada por y = ax + b, onde:
2 xyi—nxy
a='=' e b=y-ax
5S¢

n

A reta dos minimos quadrados é aquela cujo valor da soma dos quadrados dos desvios verticais, Y, e?,
i=1

€ minimo.
O ponto (x, y) pertence a reta dos minimos quadrados.

/A soma dos desvios verticais dos pontos em relacdo a reta dos minimos quadrados € nula, isto €,
2 e = 0.
i=1
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TEMAV Estatistica

[# Aprende Fazendo

Itens de selecéo

a De uma amostra bivariada de dados (x,y) = ((20, 30), (34, 40), (36, 50), (40, 56)), podemos afirmar
que o seu coeficiente de correlacao é aproximadamente:

(A) r = 0,94 B)r=1,2
(©) r~—-0,4 (D) r ~ 0,79

(Solugéo: Opgao (A))

e O coeficiente de correlagao linear entre duas varidveis com uma associagao linear negativa forte pode

ter valor:
(A) r=0,95 B)r=-2
(C)r=-0,89 (D) r=-0,01

('Selugso: Opcio () )

e Consideremos a amostra bivariada de dados (x,y) = (21; 12,1), (22; 11,5), (23; 8,7), (24; 7,5), (25; 8,2))
e areta t de equagdo y = ax + b. -

Para que a reta t seja a reta dos minimos quadrados, o par ordenado (a, b), com a e b arredondados
as centésimas, é:

(A) (a, b) = (-1,15; 2,54)
(B) (a, b) = (11,25; 9,61)
(C) (a, b) = (-1,18; 36,74)
(D) (a, b) = (23,45; 9,64)

(Solugéo: Opcio (C))

o Considera a amostra de dados bivariados (x, y), em que x representa as “despesas em atividades
de inovacgao e desenvolvimento”, em milhares de milhdes de euros, e y o “ndmero de patentes concedidas”.
Supondo que as varidveis tém uma associagao linear forte e que a reta dos minimos quadrados tem
equagao y = 0,35x + 307, o nimero previsto de patentes num ano em que se gastam 15 mil milhoes

de euros é:
(A) 15 000 000 (B) 307
(C)5 250 307 (D) 312

( Selugso: Opcio (D))




Itens de selegéo

e Considera as seguintes nuvens de pontos.

Grafico A

Grafico B

25 O

24

23 o

22 .

Grafico C

25 .
24

22
20 .

18

16 ©

Os coeficientes de correlagao linear ry =-0,96, r, = 0,94 e r; = 0,08 correspondem:
(A) aos graficos C, A e B, respetivamente.
(B) aos gréficos A, C e B, respetivamente.
(C) aos gréficos C, B e A, respetivamente.

(D) aos graficos B, A e C, respetivamente.

(Solugéo: Opgao (A))

e Qual dos valores seguintes pode corresponder ao coeficiente de correlacdo linear de uma amostra
bivariada com associagao linear negativa forte?

(A r=0,95 B)r=-1,3 C)r=-0,9 (D) r=-0,01

(‘Solugao: Opcio (©) )




TEMAV Estatistica

[# Aprende Fazendo

Itens de selecéo

o Consideremos a amostra bivariada de dados (x,y) = ((12, 25), (13, 28), (16, 29), (18, 32), (15, 25), (10, 20))
e a reta t de equacao y = ax + b. -

Qual é o par ordenado (a, b) para o qual a soma dos desvios verticais dos pontos P;(x;, ), com 1 </ <6,
em relacdo a reta t ndo é nula?

(A)(a, b)=(1;12,5) (B) (a, b) =(1,3; 9,2)
©)(a, b)=(1,1;11,1) (D) (a, b) =(1,5; 5,5)

(Solugéo: Opcio (B))

e De uma amostra bivariada de dados (x,y), sabemos que:

°ex=3
[ ] J_; = —2
* a equacgao reduzida da reta dos minimos quadrados é y = ax + 10.

O valor do declive desta reta é:

(A)a=-4 B)a=5

(Ca-= —% (D) Nao é possivel determinar o seu valor.

(Solugéo: Opcao (A))

e Considera as seguintes afirmagoes.

(1) Quando o declive da reta dos minimos quadrados é préximo de 1, as varidveis tém uma associagao
linear positiva forte.

(I Quando duas varidveis ttém uma associacao linear positiva, o declive da reta dos minimos quadrados
também € positivo.

(1 Nao existe qualquer relagao entre o declive da reta dos minimos quadrados e o coeficiente de
correlacao linear.

Qual das seguintes opgoes é verdadeira?

(A) Apenas a afirmacao (ll1) é falsa.

(B) Apenas a afirmagao (Il) é verdadeira.

(C) Tanto a afirmagao (I) como a afirmagao (Il) sao falsas.

(D) Tanto a afirmagao (I) como a afirmagao (1) sdo falsas.

(Solugéo: Opgao (B))




Itens de selegéo

De uma amostra bivariada de dados (x, ), de dimensao 6, sabemos que:

5. =3

*55,=30

* 0 coeficiente de correlacdo linear é r = 0,85.

O valor aproximado as décimas do declive da reta dos minimos quadrados é:

(A) 0,9 B) 1 ©) 1,1 (D)O,7

(Solugéo: Opgéo (D))

De uma amostra bivariada de dados (x,Ny), de dimensao 30, sabemos que:

e x =100

«5 =150

* a soma dos desvios verticais dos pontos Pj(x;, y;), com 1 <i< 30, em relagdo a uma reta t é nula.

Qual das seguintes opgdes é necessariamente verdadeira?

(A) As variaveis x e y estdo linearmente associadas.
(B) Aos maiores valores de x correspondem os menores valores de y.
(C) A reta t é a reta dos minimos quadrados desta amostra.

(D) O ponto P(100, 150) pertence a reta t.

(Solugéo: Opcao (D))

Considera a amostra bivariada de dados (x,y) = ((1, 25), (2, 21), (3, 19), (4, 18), (5, y4)). A reta dos
minimos quadrados desta amostra é y = -2,1x + 26,1. Podemos afirmar que:

Ay, =17 B)y,=16 C)ys=15 D y,=14

(Soluqéo: Opcao (B))

De uma amostra bivariada de dados (x,y), sabemos que:

ex=10

¢3=15

* o desvio vertical do ponto P(5; 12,5) relativamente a reta dos minimos quadrados é 0,5.
Podemos, entdo, afirmar que a equagao reduzida da reta dos minimos quadrados tem a expressao:

(Myz%x+m (Ey:%x+w (@yz%x+9 (Wyz%x+mj

(‘Solugao: Opcio (©) )

De uma amostra bivariada de dados (x,y), de dimensdo 15, sabemos que o desvio vertical dos pontos

P1(2, 5) e P;(6, 1), relativamente a reta t, € 0,5 e -0, 1, respetivamente.
O desvio vertical do ponto Py5(4, 2) relativamente a reta t é:

(A) €15 = -0,8 (B) €15 = 0,8 ©) €15 = -0,2 (D) €15 = 0,2

('Solugao: Opcio (A) )




TEMAV Estatistica

[# Aprende Fazendo

Itens de construcgéo

@ Considera a amostra bivariada de dados (x,y) = (12, 5), (12, 6), (13, 5), (14, 4), (15, 3), (15, 2)).
Representa graficamente esta amostra através de uma nuvem de pontos e indica, justificando, se esta
sugere a existéncia de uma associacao linear entre as variaveis.

Solucéo: Esta nuvem de pontos sugere que existe uma associacao linear entre as variaveis.

12 13 14 15 *

@ Considera os seguintes graficos.

Grafico A y
27 L] [ ]

26 . o oo
24 . .

22 o . .

Grafico B y

28 o
26 o .
24 .

22 o0 o o .

20 .

Grafico C y

28 .o

26 —~

24 .

22 -

20 . .

Indica justificando, a que nuvem de pontos corresponde cada um dos coeficientes de correlagao
ry =-0,05,r,=-098er; =-0,75.

(Solugéo: r, corresponde ao gréfico A, r, corresponde ao gréfico C e r; corresponde ao gréfico B. )




Itens de construgéo

@ A dosagem aconselhada de um determinado medicamento depende da massa da crianca doente,
de acordo com a seguinte tabela.

Massa (kg) 3 4 5 8 10 15

Quantidade de
medicamento (ml)

0,5 0,6 0,8 1,2 1,5 2,3

II/

Ill

Considera x a variavel “massa” e y a variavel “quantidade de medicamento”.

a) Indica qual das varidveis deve ser considerada explicativa e qual deve ser considerada resposta.

b) Calcula o coeficiente de correlacdo linear, apresentando o resultado arredondado as milésimas,
e indica se as variaveis tém algum tipo de associacao linear.

c) Determina a equacao reduzida da reta de regressao linear, arredondando os coeficientes as centé-
simas.

d) A partir da reta obtida na alinea anterior, determina o valor aproximado da quantidade de medica-
mento que uma crianga com 12 kg deve tomar.

Solugdes: a) Varidvel explicativa: “massa”; variavel resposta: “quantidade de medicamento”. 20 AULADIGITAL
b) r= 0,999, as varidveis tém uma associagdo linear positiva. ¢) y=0,15x + 0,02 d) 1,82 ml ® Animagéo
“Resolucdo do exercicio 17"

@ Numa amostra de seis carros de uma determinada marca, foram registados o nimero de km (milhares)
e o valor de venda (milhares de euros). Os dados obtidos encontram-se registados na seguinte tabela.

Yalor da venda 12,5 13,9 17,5 12,5 29,9 12,2
(milhares de euros)

Numero de
quilometros 248 273 145 210 142 270

(milhares)

a) Indica qual deve ser considerada variavel explicativa (x) e qual deve ser considerada variavel
resposta ().

b) Calcula o coeficiente de correlacao linear, apresentando o resultado arredondado as centésimas,
e indica se as varidveis tém algum tipo de associacao linear.

c) Determina a equagao reduzida da reta de regressao linear, arredondando os coeficientes as centé-
simas.

d) Tendo em conta a reta obtida na alinea anterior, determina o valor aproximado de venda de um
carro com 250 000 km.

Solugdes: a) Variavel explicativa: “nimero de km”; variavel resposta: “valor da venda”. b) r = —0,75; as varidveis tém
uma associagdo linear negativa. ¢) y =-0,09x + 35,15 d) = 12,65 milhares de euros.




TEMAV Estatistica

[# Aprende Fazendo

Itens de construcgéo

@ Dada uma amostra bivariada de dados (x,y), indica o valor l6gico de cada uma das seguintes propo-

sicoes.

a) Quando o coeficiente de correlagdo entre duas varidveis é nulo, temos a indicacdo de que nao
existe qualquer associacdo entre essas varidveis.

b) Um valor do coeficiente de correlagao proximo de -1 indica uma associagao linear fraca entre as
variaveis.

c) E impossivel que o coeficiente de correlacio seja r = —0,95 e a reta dos minimos quadrados seja
definida pela equagdo y = 25x + 2.

(Solugées: a) Proposicao falsa. b) Proposicdo falsa. c) Proposicao verdadeira. )

@ Na tabela seguinte estao representados os valores, aproximados as unidades de euro, do ordenado
bruto e do ordenado liquido de uma amostra de funcionarios piblicos, em 2015.

OrERAdo BIIoS g 1000 1500 2000 3000 4000
(em €)
Ordenado liquido 442 732 1016 1253 1726 2218

(em€)

Utiliza uma folha de cédlculo ou uma calculadora gréfica para responder as seguintes questoes.
Considera a variavel x: “valor do ordenado bruto” e a variavel y: “valor do ordenado liquido”.

a) Representa os dados num referencial ortogonal e diz se é razodvel considerar que as varidveis estao
linearmente associadas.

b) Determina a equagao reduzida da reta dos minimos quadrados que se ajusta a esta nuvem de pon-
tos, arredondando os coeficientes as décimas.

c) A partir da reta obtida na alinea anterior, determina o valor do ordenado liquido de um funcionario
com um ordenado bruto de 750 euros.

d) Sabendo que o valor do ordenado liquido de um funcionario com um ordenado bruto de 750 euros
era de 589 euros, determina a diferenca entre o valor real e o valor estimado pela reta obtida
na alinea b).

Solugoes: a) Esta nuvem de pontos sugere que existe uma associacao linear forte entre

as variaveis. b) y = 0,5x +227,8 ¢) 602,8€ d)-13,8




Itens de construgéo

@ O Sr. Silva aquece a sua casa com gas natural. A quantidade de gas utilizada depende da temperatura
exterior e o Sr. Silva pretende fazer um estudo dos gastos durante os nove meses em que se observam
menores temperaturas, para poder estabelecer uma previsao para os gastos em funcao da temperatura
exterior. Na tabela seguinte estdo registadas as temperaturas médias observadas em cada um dos
meses (em graus Celsius) e o respetivo volume de gas despendido pelo Sr. Silva (em metros cibicos).

Out. Nov. Dez. Jan. Fev. Mar. Abr. Mai. Jun.
Temperatura 16,1 12,4 10,3 8,9 10,1 12,8 13,2 15,9 16,4

Volume de gas [ROK0) 0,10 0,24 0,26 0,19 0,09 0,05 0,03 0,01

a) Qual deve ser a variavel explicativa e a variavel resposta?
b) Utiliza uma folha de cdlculo ou uma calculadora grafica para responder as seguintes questoes.

i) Representa os dados num referencial ortogonal e diz se é razodvel a existéncia de uma associacao
linear entre estas duas variaveis.

ii) Determina a média dos valores de cada uma das amostras representadas. Apresenta os resultados
com arredondamento as décimas.

iii) Determina o declive da reta dos minimos quadrados que se ajusta a esta nuvem de pontos.
Apresenta o resultado com arredondamento as décimas.

iv) Determina a equagao reduzida da reta dos minimos quadrados, arredondando os coeficientes
as milésimas.
v) Utilizando a equagao obtida na alinea anterior, determina qual o consumo esperado para um

més em que a temperatura média seja de 7 °C.

Caderno de Apoio as Metas Curriculares, 11° ano

. ~ .. - . g . h
Solugdes: a) Variavel explicativa: “temperatura”; variavel resposta: “volume de gas”.

A nuvem de pontos parece indicar a existéncia de uma associagao linear negativa
entre as varidveis. i))x=12,9ey=0,11 iii) 0 iv) y=-0,033x + 0,539 v) =0,308 m?

@ Dada uma amostra bivariada de dados (x,y), de dimensao 4, e sabendo que o desvio vertical dos pon-
tos P1(1, 8) e P,(2, 6) relativamente areta t € e; = 0,5 e e, = 0,3, determina:

a) a equacao reduzida da reta ¢;

b) o desvio vertical dos pontos P5(3, 5) e P4(4, 4) relativamente a reta t.
20 AULA DIGITAL

(Solugdes: a) y=-1,2+87 by e,=-0,1ee,=0,1 )

® Animacgao
“Resolucédo do exercicio 22"




TEMAV Estatistica

[# Aprende Fazendo

Itens de construcgéo

®

Na tabela seguinte temos a informagao sobre o nimero de sessdes de cinema e o nimero médio
de espetadores por sessao de quatro municipios algarvios no ano de 2014.

Nuamero de sessoes 1787 9339 2610 6095

Numero médio de espetadores 9,9 18,3 8,4 13,2

Utiliza uma folha de calculo ou uma calculadora gréfica para responder as seguintes questoes.

Fonte: Pordata

Considera a variavel x: “nimero de sessdes” e a varidvel y: “nimero médio de espetadores”.

a) Representa os dados num referencial ortogonal e diz se é razodvel considerar que as variaveis estao
linearmente associadas.

b) Determina a equacgao reduzida da reta t dos minimos quadrados que se ajusta a esta nuvem
de pontos, arredondando os coeficientes as milésimas.

c) A partir da reta obtida na alinea anterior, determina uma estimativa para a média do nimero de es-
petadores por sessdo num municipio que teve 3000 sessoes durante o ano de 2014.

d) Determina o valor dos desvios verticais dos pontos P;(x;, y;),1 <i < 4, relativamente a reta t, apre-
sentando-os arredondados as centésimas.

e) Calcula a soma dos desvios obtidos na alinea anterior e justifica porque é que ndo é nula.

Solucgées: a) A nuvem de pontos parece indicar a existéncia de uma associagao linear
positiva entre as varidveis. b) y = 0,001x + 6,389 ¢) 9,389 espetadores

por sessao. d) (1,72; 2,57; -0,60; 0,72) e) 4,413

De uma amostra bivariada de dados (x,y), sabemos que x = 4, y = 21 e a equagao reduzida da reta
dos minimos quadrados é y = ax — 5.
Determina o declive desta reta.

Solugédo: a = 6,5

Consideremos a amostra bivariada de dados (x,y) = ((1; 105), (1,1; 208), (1,6; 209), (1,8; 302), (2; 250))
e areta t de equagdo y = ax + b. Determina dois pares ordenados (a, b) de modo a garantir que a soma
dos desvios verticais dos pontos P;(x;, y;),1 <i<5 em relagdo a reta t seja nula.

('Solugao: Por exemplo, (1; 213,3) e (10; 199,8). )




Itens de selegéo

@ Considera uma amostra bivariada de dados (x,y), cuja reta dos minimos quadrados é definida pela
equacao y = 3x — 5. Indica, justificando, qual dos valores r; =-0,5, r, = 2,1 e r; = 0,75 pode corres-
ponder ao coeficiente de correlacdo linear desta amostra.

Solugéo: r,

@ De uma amostra bivariada de dados (x,), de dimensdo 35, sabemos que:
e S2=-10

* 55, =450

* a equacao reduzida da reta dos minimos quadrados é y = x + 14.

Determina o valor do coeficiente de correlagdo linear, apresentando o resultado arredondado as
centésimas.

2) AULA DIGITAL

(Soluqéo: O valor r=0,87. )

® Animacao
“Resolucdo do exercicio 27"

@ De uma amostra bivariada de dados (x,y), sabemos que:

e 0 coeficiente de correlacdo linear é r = 0,79.

ex=10
L] )_; = 60
Considera as retas:

ti:y=x+50 bL:y=—=x+70 t3:y=10x+ 30

Indica, justificando, qual delas poderd ser a reta dos minimos quadrados.

(Soluqéo: A reta t1.)

%)  Considera a amostra bivariada de dados (x,y) = (-1, 14), (-2, 14), (-3, 12), (4, 10), (5, y5), (=6, 6)
e a respetiva reta dos minimos quadrados y = 1,8x + 16,8.
Determina o valor de ys.

Solugéo: y, = 7

@ Indica o valor l6gico de cada uma das seguintes afirmagoes, referentes a uma amostra bivariada
de dados (x, y), de dimensao 15, tal que S, = 0 e S, = 0.

a) A reta dos minimos quadrados € a Unica reta a que pertence o ponto (x, y).

b) Se x e y ttm uma associacao linear negativa muito forte, entdao o coeficiente de correlacao linear
é inferior a —1.

c) Dada uma qualquer reta t que contém o ponto (¥, ), temos que a soma dos desvios verticais
dos pontos P;(x;, ), 1 <i< 15 relativamente a reta t é nula.

d) A reta dos minimos quadrados é sempre uma boa forma de prever o valor de y em funcao do valor
de x.

(Solugées: a) Afirmacdo falsa. b) Afirmacdo falsa. c) Afirmacdo verdadeira. d) Afirmacao falsa.)




TEMAV Estatistica

[# Aprende Fazendo

Itens de construcgéo

@ Considera a amostra bivariada de dados (x,y) = ((100; 2,7), (101; 3,4), (112; 3,5), (x4, y4)).

Sabe-se que:

e x =114,

* a soma dos desvios verticais dos pontos P;(x; y), 1 <i < 4 relativamente a reta t de equacao

y=0,05x + 0,7 é nula.

Determina o par ordenado (x4, y).

20 AULA DIGITAL

('Solugso: (x,, v, = (143, 16)

® Animagao
“Resolucéo do exercicio 31"

@ Considera a amostra bivariada de dados (x,y), cuja reta t dos minimos quadrados tem declive a.
Mostra que, se z = kx, com k > 0, entdo a reta dos minimos quadrados da amostra bivariada (z, y)

tem declive % .

@ Considera a amostra bivariada de dados (x,y) representada pela seguinte nuvem de pontos.

y
407
[ J L[]
38 o o
L] L]
36 oo
°
34 .
o ®
32 ° .. .
L[] (1] L] °
(]
30 ° °
11 12 13 14 15 16
Sabe-se que:
0= 168
*5,=3,6;
°ex=13;
°y =34
e a ordenada na origem da reta dos minimos quadrados é — Oy
r

Determina o valor, aproximado as décimas, do coeficiente de correlagao linear r.

(Soluqéo: r=-0,8 )




Desafio - O tesouro d’A Estatistica

Retomando o desafio apresentado no inicio deste tema, apresenta-se a seguir uma possivel resolucao.

Contando o nimero de ocorréncias de cada uma das letras do criptograma, obtém-se os resultados
seguintes:

22 2 36 12 3 0 2 0 1 0

6 13 30

0 10 3 1

V4
14 15 20 2 17 7 2 13 19

A pista dada, de que em média as oito letras mais frequentes em portugués sao AEOSIRDN (por
ordem decrescente), € fulcral, apesar de, em especial num texto pequeno como o apresentado,
esta ordem poder sofrer pequenas alteragoes. Essa observacao fornece um excelente ponto de
partida para tentar descobrir o pedaco mais significativo da permutacao usada para cifrar a
mensagem — a chave secreta. No caso presente, tem-se AEOSIRDN — CFAPZRON. Fazendo a
substituicao reciproca no criptograma, e trocando as letras cuja correspondéncia se desconhece
por um “~”, obtém-se:

ASO - RASRE - IRADASDO - - SE —— Rl =ANI - O - RADOE - O — - REES -~ AON - - - O - RENOIN
— ERIORDA - AREDES ——NA-A-EDE--AR-A-E--O-A-1-ADO -RE-ISA-EN-ENO -
ON-ODO-A-A-—--AA—--ISSAEl -— A —-A - RESE - - E-1-ANARE - ADE - INI - OS - -
ADRADOSDASE — - EN - IADE - ON - OS ———-AS — OORDENADASES -AOE---1-1-A-EN -
EES — RI - ASIIIS.

Reconhecem-se imediatamente bocados de palavras, pelo que se vé que estamos na pista certa
(em geral, ha que tentar umas poucas alternativas). Nao é agora dificil descobrir as letras que faltam.
Por exemplo, na pendltima linha é facil reconhecer a palavra COORDENADAS, pelo que ficamos
a saber que a quadragésima segunda letra a contar do fim, que no criptograma é um E, foi a letra
que cifrou C. Podemos entao substituir todos os E do criptograma por C. Alias, sabendo agora onde
estd, no criptograma, o texto correspondente ao que foi transcrito na pagina 2, é facil deduzir todas
as letras que faltam e recuperar completamente o texto original.

Depois do que aprendeste neste tema, o calculo das coordenadas do ponto do mapa onde estao
escondidas as pecas de arte roubadas é relativamente facil de fazer.

Para determinar a reta dos minimos quadrados, y = ax + b, relativa aos pontos dados,
(x’/‘.’V) = ((_5/ 3)/ (1/ _4)1 (11 5)1 (41 2)1 (51 7))1
comeca-se por ver que X = 1,2 ey = 2,6. De seguida, é facil determinar que a = 0,2204 e b = 2,3355.

Como 0,2204 x 3 + 2,3355 = 2,9967, resulta que o ponto procurado é, para todos os efeitos praticos,
o ponto de coordenadas (3, 3) do referencial sobreposto ao mapa.
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TEMA IV
Funcdes Reais de Variavel Real

Unidade 2 - Limites segundo Heine de fungdes reais

de variavel real (pag. 16)

Unidade 1- Fungdes racionais (pag. 6)

1.

a) R\{-1} b) IR\{0}
d) R e) R\{3-5}
a)x -3, em R\{-3}.
3x-9
b) 2x+ 4
o) X2 =2x+1
x+ 1

c) R\{-{5, 5}

f) R\{2, 3}

,em R\{-2, —1}.
 em R\{-1, 1}.
1
d)m , em |R\{—3, —1, 0}.
h x+ 1

Ziah IR\{-h, 0} b) 79 IR\{-3, 3}

€)—— . R\{-3, 0, 3} d)—2— R\{2, 3}
x-3 x-3

a)

2x2 + 6x+5

) T 03

; R\{-1, =2, -3}

a)——; R\(-5, 0, -1, 1}
x> =1

ID)x2+x—6

; IR\{-3, -1, 1}
x—1
3 2
X=X X1 _\( 6 6,1, 0}
2x
a) =2 R\, -2, 3,-3)
x-3
b) 5";‘5 ; R\(0)
X2 +10x - 25
C)W, |R\{—5, 5}

a) {1, —%}; R\{-2, 0}
b) {3 -5, 3 +/5}; R\{-2, 2}
) [2); IR\{—], _%, 1}

d) {2 R\{-1, 2}

a)l-1, 11U 13, +»[ b) ]-e, 22[ U [T, 2]

012,31 d) ]—oo, %[ U4, +oo]

e) -, =3[ U0, T[U]1, +o0f

a) Zero de h: -2
h é positiva em |-2, O[ U 13, +x[ e é negativa em
], =2[ U 10, 3.
Zerodej: 0
j € positiva em ], 2[ U 10, 2[ U 12, 5[ U 15, +o[ e é
negativa em |-2, O[.
Zeros de p: -3 e —1
p é positivaem -3, -1[ U 11, 3[ U 13, +=[ e é negativa
em |-, -3[ U ]-1, 1[.
Zerosder:-2,0e2
r é positiva em ]—,/g, —2[ v 10, 2[ U ]Jg, +00[ eé
negativa em ]—00, —,/g[ v l-2,0lu ]2, ,/g[

1.

12.
13.
16.
17.
18.
19.

20.

21.

22,
23.

24,

25,
26.

27.

28.
30.

31

32
33.

a) [-1, 51 b)10, 41 0|15, 7]
o) [-2, 01 U {2, n}

Iin} flx) =3

a)7 b) 7 c)7
a) D, = |-, 4] b)o

a) Opgio (C) b) Opcao (B)

a) —oo; +00 b) Nao existe.

a) +o b) -6 c)o d)4 e) - flo
a) 0; +o b) 0; -
a)-10 b) +o0 c)+o  d)o e)o f)10

-2
400
3 2
a) > b) - 3 c)-1
d) - e) Nio existe. f)-3
a)o b) —oo
a)-6 b) +e c)—o d) Nao existe.
a)-38 b) 2 C) + d)o
1
a) — b) Y c)1
a) +o b)0o c)2 d)-2
e)1 f) 400 g0 h) 3,2
o
a)l b) Nao existe. c) Nao existe.
1 1
d)-9 e)- 3 f)- 3
a) +o0 b) o
a)o b) —e c) Nio existe.

Unidade 3 - Continuidade de fungdes (pag. 42)
34.

35.
36.

37.

39.
40.

42,

43,

alf,gej
blgej
2
k==%
a) f é continua em x = 3.
b) g ndo é continua em x = 1.
a)f é continuaemx = 1.
b) g ndo é continua em x = 0.
¢) h ndo é continua em x = 2.
1
Por exemplo, fix) = et
a) f é continua em R.
b) g é continua em IR\{0}.
x2—4x+3 sex<2

Por exemplo, h(x) = %x—% se2<x<5.
10 sex=5
1 1
a—Eeb—Z



Unidade 4 - Assintotas ao grafico de uma fungéo f) ]ZGTOZO([’; k ¢ positiva em 10, +[\{2} e é negativa em
ag. 48 — ok
(pég. 45) 3. a)2;4 c) Por exemplo, ¢, =2 + %
44. Opgao (© 33. a)flu,)=3 —1—2 ;flv,) = 2n—1 Jlimflu,) =3, limfv,) = 2z
45. a)x=-3 blx=1ex=-1 c) Nio tem. n 3n 3
46. Opcio (B) b) Nao existe. c)2
47. Opcio (D) : : 34. v
48. a)x=2ey=3 b)x:—EeyZO C)x=iey=2 ______ 3
49. x=-4,y=2ey=-2 ' BTN >
50. Opcio (C) ONi{2 N\ «
5. alx=-2ey=0 b)y=2» i 7 20T
Clx=-1;x=Tey=2 dx=-3ey=2x-6 E
e)lx=-1;y=3ey=-3 fly=2xey=-2x ! .
g)x=5y=x+5ey=—x—5 5-x+x sex <2
52, x=-ley=4x+2 85. b)(f+ g = 2 sex>2
53. a=-2,b=-4ec=1 x
36. a) +x b) 1 c) +oo d) —o0
Aprende fazendo (pag. 68) e) + ) % g) +o0 h) 40
1. Opcéo (D) 2. Opgao (D) 3. Opgao (D) 37 4
4. Opgao (D) 5. Opgao (O) 6. Opgao (O) : 1
7. Opcio (B) 39. a)- T b) -1 c) +oo d) —eo
8. a)Opcdo (B) b) Opgéo (D) c) Opcao (B) e) o f) -1 g)3 hy - L
9. Opgéo (B) 10. Opgao (Q) 11. Op¢ao (B) )2 0o K 2 4
12. Opcio (A) 13. Opcao (C) 14. Opco (B) 10, 4. ’b) . 92
15. Opcao (B) 16. Opcao (A) 17. Opgao (D) » @)+ oo )= 5
18. Opgio (D) 19. Opgio (D) 20. Opcio (B) e) —w 0 g -+ h) —
21. a)Opcio (C)  b) Opcdo (D) ¢) Opcio (D) _ _ 3 :
22. a) Opgao (A) b) Op¢ao (B) c) Opcao (C) i) +o0 j)—o k) +o0 - 5
23. a) Opgao (C) b) Opgéo (D) m) -5 n)o 0) Nao existe. p) +o0
24. Opgao (D) 25. Opgao (C) 26. Opgao (B) ) Nio exist
27. a) D;=R\{4}; D';=1-», 1] U 12, 5] a0 edste.
AR T ’ 41.  a) A fungdo é continua. b) 4
b)i)o )2 iii)—e iv)5 42, 2) A funcio é contf
c) Nao existe limite no ponto de abcissa 1 e existe limite ’ ungao e continua.
no ponto de abcissa 4. xj_—){ sex =1
d) Por exemplo, x, = 1 + (Vi blgw=1""
n i sex=1
28. a)2 b) +e0 c)o d) -1 e) —» 3
29. a) Nio existe limite. b) Sim 43. a)x=-3,x=3ey=x+5 blx=-2ey=x-5
c) A fungdo h é descontinuaem x = 1. c)x=3ey=x-2 dx=0ey=0
0 sex<l e)x=0,y=xey=—x fly=0
d) P lo, glx) = . ’
o) Lo e g {—3 sex> 1 44. a) D, = R\(2); -3
30. a)Zeros:%eZ;fépositivaem ]—oo, 0[U:|%,1|:U b) gx) = —1 + x;a:—S,b:—1ec:2
. . 1 -
U |2, +oo[ e € negativa em }0,?[u]1,2[. clx=2ey=-1
S 3 S d) D', = R\(-1)
b) Zero: -1; g é positiva em ]— > —1[ e € negativa em e) Nio
]—w/—%[u]—hﬂuﬂ,wﬂ. flx=-1ey=0
c) Zero: ~13; h é positiva em 1%, ~13[ U }O, l[u 45. a) b= R\2y; D4f: R\-4) Blx=2ey=-4
v ]% , +oo[ e é negativa em 113, O[. c) ) =—4 + x-2 d) D'y =10, +eol
d) Zero: ~1; i é positiva em ¢, ~3[ U |-3, ~1[ U 13, +e| 46. a1 . ,
e é negativaem |-1,0[ U 10, 1[ U |1, 3[. - sex<
o bl hw={3 ~ sex=2
e) Zero: ndo tem; j é positivaem -2, 1[ U 11, 2[ U ]2, +oo] 1T+x
. . sex>2
e € negativa em |-, -2[. : x-=1

173
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SOLUCOES

47.

48.

49,

50.

51,

52,
53.

54.
55.

56.

a) (0, 0) e (1, 0)

b)]_2/+oo[

O ) =—x+3-—L2 a=_1,b=3,c=—6ed=-2
x+2

dx=-2ey=-x+3
a) i)—% i) o0 i) -1

b)i)

ii) g é continua em R.

£ +3t-4

a)V(p = W

b) 1026 u.m.

¢) Nos primeiros 4 dias.

d) O volume de vendas tende a estabilizar nas 1000 uni-
dades.

a)i) f é continua em IR\{l}. ii)y=1—x—i
2 2 4

cla=-2va=38

a=6eb=1

a) D; = R\{-1} b) Afirmacao falsa.
x> — x?

C)g(x):m dy=x+1

b) 3 h 26 min

1 3
a) -5 b) 5 c)1
a)2 b) 12

Unidade 5 - Derivadas de fungées reais de variavel

54,
56.

57.

58.
59.

60.

61.

63.

real e aplicagdes (pag. 86)

a)16 m/s b) 14,5 m/s c)3x+7
(1) Proposicao verdadeira.
(1) Proposicao falsa.
5 3
a)- Z b) ? :
a)6 b) 2 c)-4 d) Y
a)-0,27; a cotacdo das a¢des diminui em média 0,27

euros por dia.
b) 0,375; aos 15 dias do més de setembro a cotagdo das
agdes estava a aumentar a taxa de 0,375 euros por dia.

1 7 191
a)—ﬁ b)y——ﬁx+1— C)y—16x—T
Opcao (B)
a)3 b) Sim, pois f é diferencidvel em 1.

65.
66.

67.

68.

69.

70.

.

72,

73.
74,

75.

76.

77.

78.

79.
80.

81.

a)20 m/s b)-20 m/s c)h'(t) =20 -2t
a)fix) =1 b)g'(x) =1 ) (F+g () =2
Figura (I1) ,
a)10+3n b)) (Fxg'() =2x+3m ii) (%J () = —i—?
a)-1 b)-10 )10 d)%
e)% f1 2 -6 h) 2
ﬁ + 1

2
45°
a)2x+5 b)%xz 1

e 5
o) A d->

11 5

9)—?+E f)—(x+1)2
a) 43 b) 48
a)12x2—%x—2 b)]Omg—%x6—6x2

c) 16x(2x* - 3)

d) 3(x* = 5x2)2 X (4x* — 10x) % (x® = 5x°) + (x* — 5x2)% x

x (6x° — 25x%)
5 4 17
e) 7 X 6x? - 3x f) Gr i 1)
3(2x = 3)%(-2x% + 6x - 8) X
h
g) oAy ) e
) 8x* h 3x+ 1 % 5
33 (2x4_1)2 2x -1 2(3x+ 1)2
K 2k+2-1
2+ 20+ {x + 2)°
144x3 192x 5
a)—m b)—m c) 108x
1 1 3-2x
a) 8 b) - 16 c) 4(x? — 3x)?
a)‘ﬁT”8 b) STJE c)2
a)y=24x+16/2 b)y=x—QOUy=x+§ 0)11—2
a)c=2 b)y=7x-4
a) Afirmacao falsa. b) Afirmagio falsa

c) Afirmacao falsa.

d) Afirmagdo verdadeira.

a) f é estritamente crescente em |-, —1] e em [3, +%[ e
é estritamente decrescente em [-1, 3];12 é um maximo
relativo em —1; =20 é um minimo relativo em 3.

b) g é estritamente decrescente em |-, 1[ e em |1, +oo[;

nao tem extremos.

c) h é estritamente decrescente em ]—o, —1] e em [1, +[

) . 1, -
e € estritamente crescente em [-1, 1]; -5 € um minimo

. 1. L. .
relativo em —1; — é um maximo relativo em 1.

2

82. a) fé estritamente decrescente em |-, 2] e é estritamente
crescente em [2, +o[; =13 é um minimo absoluto em 2.



83.

84.
85.

86.

87.

88.

b) h é estritamente crescente em |-, —J2] e em [2, +o[

e é estritamente decrescente em [—,/5, O[ eem ]0, ,/5],
4‘/5 é um minimo relativo em ‘/5; 4‘/5 é um maximo
relativo em —ﬁ.

c) p é estritamente decrescente em |-, 0] e € estritamente
crescente em [0, +o[; 2 é o minimo absoluto em 0.
d) r é estritamente crescente em ]-, 0] e é estritamente

decrescente em [0, +[; 4 é o minimo absoluto em 0.
a) 12 m/min
b) 8,5; a velocidade instantinea relativamente ao solo do
baldo aos 5 minutos era de aproximadamente 8,5 m/min.
c) 377 metros aos 33 minutos.
Para g = 40 unidades.
a) V(x) = 4x> — 24x% + 36x; x €10, 3[
b)x=1;16 cm?

43

9
3\/E dm
T

Quadrado de lado 542.

Aprende fazendo (pag. 122)

1.
3.
4,
7

10.

13.
16.
19.

20.

21.

22,
23.
24,

25.
26.

27.

28.

Opgio (C) 2. Opcao (O)
a) Opgao (B) b) Opgio (C)
Opgao (C) 5. Opcgao (O) 6. Opcao (D)
Opgao (A) 8. Opgao (O) 9. Opcao (A)
Opcao (D) 11. Opcéo (O) 12. Opgao (D)
Opcao (B) 14. Opcao (B) 15. Opcao (O)
Opgéo (D) 17. Opcao (D) 18. Opgao (A)
Opcao (A)
a) Nao é continua. b)1e4
c)-1 dy=-2x+12 e)-2
a)20 m/s b) =20 m/s c) 20,4 m
b) 135°
a)2 b) fix) =x* —x
a)f'(x) =5x*—12x + 16x -9

oy _ 3 oy 2x+18x2 - 2x - 12
b) f'(x) = .y c) f'x) = T+ 27

, __ﬁ T-x oy A+ 1)
d) f'(x) = o + — e)f'(x) = VS
f) i = —2

4/(1 P

b3 ¢) (-0,39; 0,52)

4 11 8
a) Sim b)i) — ii))

12 3zt
a)f'(x)=- % c) Nao sdo paralelas.
x

d) f é estritamente crescente em ]-», O[ e é estritamente
decrescente em ]0, +[; f ndo tem extremos relativos.

a)o b) Proposicdo falsa.

c) f é estritamente crescente em |-, —2] e em [2, +[ e
é estritamente decrescente em [-2, 2]; maximizante:
—2, minimizante: 2

29,

30.

31

32.

33.

34,

35.
36.

37.
38.

39.
40.

d) v

a) Dy = R\{-2, 1, 2}

b) ]—, -2[ U [0, 2]

c)x=-2,x=2ey=0

b) i) g é estritamente crescente em |-, 0] e é estritamente
decrescente em [0, +o[; maximo relativo em x = 0.

iiy=-1
iii) 1-1, 0]
a) Sim

b) Minimo relativo em x = -2 e méaximo relativo em x = 2.
c)

b) g é estritamente crescente em |-, —1] e em ]0, +[ e é
estritamente decrescente em [-1, O[; g tem um maximo
relativo em =1 e um minimo relativo em 0.

a) (0, 0)

X3 sex>0

b) fx) =

—x3 sex<0
d) Sim
e) f é estritamente crescente em [0, +[ e estritamente
decrescente em |-, 0]; minimizante: 0
a) i) Afirmacao falsa. i) Afirmacdo falsa.
b) Nada se pode concluir.
b)x = 3/:1
a) 2748 unidades monetdrias.
¢) 500 unidades.
15 cm

[2
25 | =
> 3

59

b) 0,42

TEMAV
Estatistica

Unidade 2 - Retas de minimos quadrados, amostras

bivariadas e coeficientes de correlacdo
(pag. 137)

a) Varidvel explicativa: “idade”.
Varidvel resposta: “percentagem de massa muscular”.
b) Varidvel explicativa: “temperatura ambiental”.
Varidvel resposta: “comprimento da barra”.
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SOLUCOES

2. a)(0,6;-0,2;0,2; -0,3)
b) 0,3

4. a)x =1489 ey =1000
b)

c) A sequéncia dos desvios é (=27, 47, =30, -34, -21,
~17,-48, -104, ~111).

d) A soma dos desvios é -439.

e) A reta t ndo pode ser a reta dos minimos quadrados.

0,92

r, — grafico (C)

r, — gréfico (A)

ry — gréfico (B)

8.  a) Varidvel explicativa: “taxa de fluxo das dguas”.
Variavel resposta: “quantidade de massa de solo trans-
portado”.

b) i)

N

iii)

a=1,39(2c.d)

Aprende fazendo (pag. 160)

1. Opgao (A) 2. Opgao (C) 3. Opgao (O)
4. Opcao (D) 5. Opgao (A) 6. Opc¢do (O)
7. Opgéo (B) 8. Opcdo (A) 9. Opc¢ao (B)
10. Opgao (D) 11. Opgao (D) 12. Opgao (B)
13. Opgao (C) 14. Opgao (A)
15. »

6 .

5 o o

4 °

3 °

2 .

1

12 13 1415 ¥
Esta nuvem de pontos sugere que existe uma associagao
linear entre as variaveis.

16. r, corresponde ao gréfico A, r, corresponde ao gréfico C
e ry corresponde ao grafico B.

17.  a) Varidvel explicativa: “massa”;

Varidvel resposta: “quantidade de medicamento”.

b) r=0,999, as varidveis ttm uma associacao linear po-
sitiva.

c)y=0,15x+ 0,02

d) 1,82 ml

18.  a) Varidvel explicativa: “nimero de km”;

Variavel resposta: “valor da venda”.

b) r=-0,75; as varidveis ttm uma associacdo linear ne-
gativa.

19.

20.

21.

22,
23.

24,
25.
26.

27.

28.
29.
30.

31

33.

c)y=-0,09 + 35,15

d) = 12,65 milhares de euros.
a) Proposicao falsa.

b) Proposicao falsa.

c) Proposicao verdadeira.

Esta nuvem de pontos sugere que existe uma associa-
¢ao linear forte entre as variaveis.

b)y = 0,5x + 227,8

c) 602,8 €

d)-13,8

a) Varidvel explicativa: “temperatura”;
Variavel resposta: “volume de gas”.

H  Fedlfosl [@/c)Redl

A nuvem de pontos parece indicar a existéncia de
uma associagao linear negativa entre as varidveis.
i¥=129ey=0,11

iii) 0
iv) y =-0,033x + 0,539
V) = 0,308 m?

a)y=-12x+38,7
a)TF '

b)e;=-0,1ee,=0,1

Radfiore]] ()Rl

A nuvem de pontos parece indicar a existéncia de uma
associagao linear positiva entre as variaveis.

b)y=0,001x + 6,389

c) 9,389 espetadores por sessao.

d) (1,72; 2,57, -0,60; 0,72)

e) 4,413

a=6,5

Por exemplo, (1; 213,3) e (10; 199,8).

I3

O valorr=0,87.

Areta t,.

Ys=7

a) Afirmagao falsa.

b) Afirmagao falsa.

c) Afirmagdo verdadeira.

d) Afirmagao falsa.

(x4, v4) = (143, 16)

r=-0,8
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