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Capitulo 1

Funcoes reais de variavel real

1.1 Definicao de funcao

Fendémenos naturais, como o movimento dos corpos, a vaporizacao da dgua sob a acc¢ao do
calor, a passagem de uma corrente eléctrica num condutor, a germinac¢ao de uma semente,
o exercicio de direitos politicos pelos cidadaos, etc, sao regidos, normalmente, por leis que
podem ser de dois tipos: leis qualitativas ou leis quantitativas. Estes dois tipos de leis nao
podem ser rigidamente separados; a utilidade da distin¢ao estd em que a lei acentua, por
vezes, um ou outro aspecto da realidade. Vejamos alguns tipos de leis.

Primeira lei de Johannes Kepler (1571-1630). Cada planeta descreve, em torno do Sol,
uma, elipse da qual o Sol ocupa um dos focos.

Lei da gravitagao de Isaac Newton (1642-1727). Entre dois corpos desenvolve-se uma forga
atractiva que é directamente proporcional ao produto das suas massas e inversamente
proporcional ao quadrado da distancia que os separa.

Primeira lei da Psicologia Funcional de Edouard Claparéde (1873-1940). Toda a necessi-
dade tende a provocar reacgoes proprias e dar-lhes satisfacao.

Lei da queda dos graves de Galileu Galilei (1564-1642). Para todo o corpo em queda
livre no vacuo, as alturas de queda sao inversamente proporcionais aos quadrados
dos tempos de queda.

Destas quatro leis, a primeira e a terceira podem ser consideradas leis qualitativas,
enquanto que a segunda e a quarta sao consideradas leis quantitativas.

Na maioria das leis, o tipo dominante, é qualitativo ou quantitativo? A histéria da
ciéncia da a essa pergunta uma resposta nitida: & medida que a realidade se vai conhecendo
melhor, o primado tende a pertencer ao tipo quantitativo. Nao é a ciéncia, no seu avanco,
que tende a poér de parte a qualidade. Isso seria absurdo, uma vez que as qualidades
traduzem as relagoes de interdependéncia dos seres uns com os outros, e a interdependéncia
é, precisamente, uma das caracteristicas essenciais da realidade. Mas a ciéncia nao se ocupa
apenas a descrever, empreende também a tarefa de explicar e, nesta, ha um facto que se
impoe com uma forga cada vez maior: para se obter as explicagbes para as variagoes de
qualidade h& que aprofundar o estudo das variacoes de quantidade.

E natural que, de coisa tdo importante para o entendimento da realidade como é a lei
quantitativa, surja também o conceito préprio para o seu estudo. Em que consiste, afinal,
a lei? Na forma de correspondéncia entre conjuntos. Se, por consequéncia, queremos
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estudar leis quantitativas, temos que “criar” um instrumento matemaéatico cuja esséncia seja
a correspondéncia de dois conjuntos.

A primeira coisa a fazer, para tornar esse instrumento facilmente manejavel, é arranjar
uma representacao simbolica para os conjuntos e a totalidade dos seus elementos.

Definigao 1.1 (Variavel). Seja A um conjunto qualquer, finito ou infinito, e conven-
ctonemos representar qualquer um dos seus elementos por um simbolo, por exemplo
x. A esse simbolo, representativo de qualquer dos elementos de A, chamamos variavel
e a A o seu dominio.

Voltemos ao exemplo da lei da queda dos graves. Como foi dito, esta consiste na
correspondéncia do conjunto dos tempos para o conjunto dos espacgos. Seja t a varidvel
do conjunto dos tempos T e s a varidvel do subconjunto S do conjunto dos espagos FE,
correspondéncia que sabemos univoca, no sentido ¢ — s (a cada t corresponde um e um
s6 s). Diremos que a variavel s é uma fungao da variavel ¢ e escrevemos, simbolicamente,

s = f(t).

e D

Definigao 1.2 (Funcao). Seja x uma varidvel representativa de um conjunto D e
y uma varidvel representativa de um conjunto Cq C C.. Diz-se que y € fungdo de
x, e escreve- -se y = f(x), se entre as duas varidveis ezistir uma correspondéncia
univoca no sentido x — y. Usa-se também a notacao

f: D — C.
x — y=f(x).

A x chama-se variavel independente, a y variavel dependente, ao conjunto D chama-se
dominio de f, a C. conjunto de chegada ¢ a

Cq={f(x): 2 € D}

chama-se contradominio.

Nao se deve confundir f com f(z) pois enquanto f é uma funcdo, f(x) é apenas o
valor que a funcao f assume no ponto x. Por vezes afirma-se: “seja f a funcfo definida
por f(z) =---7 ou até “seja f(x) =--- a funcdo ...”. Sdo abusos de linguagem que iremos
cometer ao longo do curso.

Simbolicamente temos as seguintes equivaléncias:

f:A— Béfungdo < Vi, € A, f(x1) # f(x2) = 21 # T2
& Vg, a0 € A xq :£U2$f($1):f(x2)
& VeeA3yeB:y=f(z).

Seja f uma fungao de dominio A e conjunto de chegada B. O grafico de f é o conjunto

graf f = {(z,y) € AxB:y= f(z)}
= {(z,f(x)) :z € A}.

Notemos que o grafico de f é sempre o mesmo, qualquer que seja o conjunto B que con-
tenha o contradominio de f. A representagdo geométrica (ou grafico) de f é qualquer
representacio geométrica dos pontos de graf f. E facil, raciocinando geometricamente, ver
quando é que uma figura é ou nao a representacao grafica de alguma funcao.
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Defini¢édo de funcao Injectivade

: 10
—— Funcéo
—— Nao fungéo 5
S 0 F e > 0 heeeeed®T
-5 —— Injectiva
—— Na&o injectiva
-5 -10 :
-2 1 0 1 2 -2 1 0 1 2
X X
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10 :
5 L
SN0 b e 1
5 [—Par
. | —s— Impar
-10 :
2 0 2
X X

Figura 1.1: Tipos de fungoes.

1.2 Funcoes injectivas e sobrejectivas

Como ja é sabido, uma funcdo de dominio A é dita injectiva se a pontos diferentes do
dominio A corresponderem imagens diferentes no conjunto de chegada. Simbolicamente
temos:

f:A— Béinjectiva & Vi, xe € A, f(x1) = f(z2) = 21 = 22
= Vl’l,l'Q € A,xl 7& To = f(l’l) 7é f(.%'g)

Em termos graficos, a injectividade pode ser vista Figura [1.1]
Uma func¢ao de dominio A é dita sobrejectiva se qualquer ponto do conjunto de chegada
pertencer ao contradominio. Simbolicamente temos:

f:A— B ésobrejectiva & Vy € B,dx € A: f(x) =y.

Em termos graficos nao é possivel concluir qual é o conjunto de chegada (s6 podemos
saber qual o contradominio) e, como tal, ndo é possivel concluir da sobrejectividade de
uma funcao.

1.3 Monotonia, paridade e periodicidade

Vamos, a partir de agora, considerar apenas func¢oes reais de variavel real, isto é funcoes
reais de dominio D C R.

A funcao f diz-se crescente (estritamente crescente) se para todo o z1,22 € D, 21 < 22
implica f(z1) < f(z2) (f(z1) < f(z2)). Do mesmo modo, f diz-se decrescente (estritamente
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decrescente) se para todo o x1,z2 € D, x1 < o implica f(x1) > f(z2) (f(x1) > f(z2)).
Uma funcdo f diz-se constante se f(z1) = f(z2), para todo o 1 e x2 no seu dominio, e
limitada se existir um M > 0 tal que |f(z)| < M, para todo o x pertencente ao seu dominio.

Outra nocao importante é a de paridade. Diz-se que uma funcao f de dominio D C R
centrado na origem ¢é par, se e so se, para todo x € D, f(—x) = f(x) e impar se e s6 se,
para todo o € D, f(—x) = —f(z). Notemos que se f é par, o seu grafico é simétrico em
relagdo ao eixo dos yy. Se f é impar, o seu grafico é simétrico em relagdo a origem (ver

Figura .

S&o muitas as aplicagoes préticas em que o conceito de periodicidade é relevante. Dai a
importancia da nogao de fungéo periédica. Uma fungao f é periédica em D C R se existir
um 7" # 0 tal que, para todo o z € D, f(x +T) = f(z). Simbolicamente temos:

f:D — Réperiddica IT #0:Vr € D, f(x+T) = f(z).

A T nessas condig¢oes chama-se periodo da fungao f. Se T' é um periodo positivo de f e é
inferior a todos os outros periodos positivos de f, entao a T chama-se periodo fundamental
de f. Prova-se facilmente que se uma funcao f tiver periodo T" entao tem periodo k7', com
k € Z. Assim, se tivermos o grafico de uma funcao peridédica de periodo T, ele coincide
com o grafico da fun¢do que se obtém translaccionando a origem para o ponto (k7',0).

Seja f uma fungao definida num intervalo de amplitude T. A extensdo periddica de f é
a funcao f, que satisfaz, para todo o = € R,

oz +kT) = f(z), keZ.

Se uma funcgao tiver periodo T podemos reduzi-la a uma funcéo de periodo L através
da mudanca de escala

e escrever f em termos de y: f(x) = f(y/w).

Outra mudancga de variavel interessante consiste em transformar uma funcao definida
num intervalo [a,b] numa fungao definida num intervalo [c,d]. Essa mudanca é efectuada
por uma fungéo ¢ tal que

¢: [a,b] — [, d]
r  — y=¢x).

A forma mais simples de definir ¢ consiste em considerar a recta que passa pelos pontos
(a,c) e (b,d). Essa recta é dada por

c(:n—a).

y:C+b—a

Assim, se quisermos transformar uma funcao f definida no intervalo [a, b], sendo x a variavel
) ) )
que percorre esse intervalo, teremos que efectuar a mudanga de variavel

a
x—a—i-ﬁ(y—c)

e considerar

r@)= £ (0t 5= -0).
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1.4 Funcao inversa

Definigao 1.3 (Fungao inversa). Seja f uma funcao injectiva com dominio D e
contradominio Cyq. Uma fungio g de dominio Cq e contradominio D diz-se inversa
de f se

flaw) =y, VyeCly

g(f(x)) ==,  VxeD.

Notemos que, para que a funcao inversa de f esteja bem definida, f tem que ser
sobrejectiva e injectiva. De facto, se f nao fosse injectiva isso queria dizer que existiam
x1 # x9 € D tais que f(x1) = f(x2) = y. Mas isso seria equivalente a afirmar que existiria
y € Cy tal que g(y) = x1 # x2 = g(y), 0 que contraria o facto de g ser uma fungao. Logo,
para que uma funcdo tenha inversa, ela tem que ser bijectiva.

Uma fun¢do que tenha inversa diz-se invertivel. Se uma fungéo for invertivel, entdo tem
uma tnica inversa que é representada por f~'. Para que f~! exista é necessario que a
cada y € Cy corresponda um e um s6 elemento x € D (correspondéncia biunivoca).

Analisemos agora qual a relacio existente entre os graficos de f e de f~!. Sabemos que

y=flz)ez=r1"(y.

Assim, o ponto P = (a,b) esta no grafico de f se e s6 se Q = (b,a) esta no grafico de f~1.
Podemos entdo dizer que os gréficos de f e f~! sdo simétricos um do outro em relacio &
recta y = x (ver Figura . Podemos também pensar de outra maneira. Se “trocarmos
os papéis" do eixo dos zx com o eixo dos yy, passamos do grafico de uma funcao f para
o grafico da sua inversa (caso exista).

Consideremos f(z) = z%, com dominio R e contradominio Ry . Resolvendo y = z* em

ordem a z obtemos x = +,/y. Esta fungao nao ¢é injectiva e, como tal, nao possui inversa.
No entanto, se considerarmos f definida em ]Rg obtemos a funcgao injectiva

f+ Rf — RY

r s y=1x2

cuja inversa ¢ f~1(z) = /7.

Podemos definir a seguinte regra para o calculo da inversa: para determinar a inversa
de uma fungdo y = f(x), tenta resolver-se a equagdo em ordem a z; se a solugado
¢ tnica, podemos definir a fungdo inversa. Como teste para a invertibilidade de uma
funcdo temos o seguinte: uma funcao f s6 é invertivel se cada linha horizontal
intersectar o grafico de f no méximo num ponto.

Mostra-se facilmente que se f é uma fungao invertivel, estritamente mon6tona em D C
R, entdo f~! também é estritamente monétona em Cy = f(D) e o sentido da monotonia
¢ 0 mesmo.
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1.5 Mini-atlas de funcoes

Vamos, agora, rever algumas classes de fungoes de grande utilidade prética.

7

Funcgoes polinomiais. Se ag,aq,...,a, forem niimeros reais, uma fungao polino-
mial tem a forma

f: D — R
r — f(2) = apx2" + an_12" "+ -+ arx + ap.
Podemos tomar para D qualquer subconjunto de R. Como casos particulares das

fungdes polinomiais temos a fun¢ao constante (n = 0), a fungdo linear ou afim
(n=1) e a fungao quadratica (n = 2).

Funcoes racionais. Sejam P(x) e Q(x) dois polinémios. As fungdes racionais sao
funcoes do tipo

f+ D — R
P(x)

Q(z)

Podemos tomar para D qualquer subconjunto de R onde ) nao se anule.

x — f(z)=

Funcoes irracionais. Seja P(z) um polinémio. As fungoes do tipo
f+ D — R
v — f@)=(YPE),

com p,q € N, sdo ditas irracionais. O seu maior dominio serd R, se ¢ for impar, e
{z € R: P(x) > 0}, se ¢ for par.

Funcao exponencial. Se p,q € Z ¢ ¢ # 0 entdo a?/9, a € RT, tem uma definicio
elementar. Se z é um namero irracional entdo a definicdo de a® pode ser dada
como se segue: se T, = p—: for o termo geral de uma sucessao de ntimeros racionais
convergente para x, entdo a® é o limite (que existe sempre) da sucessao de termo
geral a®. Temos assim que para todo o a > 0 é possivel definir a fun¢ao exponencial

de dominio R que a cada = € R associa a”.

J

Note-se que, quando a > 1 a fungao é estritamente crescente e quando a < 1 a funcgao é
estritamente decrescente (ver Figura. No caso a = 1 a fungao é, obviamente, constante.
Quando a base da exponencial é o namero de Napier, assim chamado em homenagem ao
matematico John Napier (1550-1617), isto é, quando a = e, sendo

n
e= lim (1 + 1) ~ 2,718281828459045 . . . ,
n

n—o0

temos a chamada funcdo exponencial natural. O nimero de Napier é denotado por e em
homenagem ao matemético suigo Leonhard Euler (1707-1783), que foi o primeiro a estudar
aprofundadamente as suas propriedades. A e também se chama, muitas vezes, nimero de
Euler.
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8 FuncGes exponenciais 5 Funcoées logaritmicas
[—exp()
6} | ——exp(-x) |
>4t >
2 L
——log(x)
0 L H L > _6 L L L
-2 -1 0 1 2 1 2 3 4
X X
s Outras funcdes exponenciais 4 Outras funcées logaritmicas
| ———(1/2)
(172 o Ne—
>
-2
I Iogz(x)
4
——log | /2(x)
_6 L
1 2 3 4
X X

Figura 1.2: Fungoes exponenciais e logaritmicas.

A funca@o exponencial natural também é denotada por exp(-). Prova-se que

n
e’ = lim (l—i—f) .
n

n—o0

Lembremos as seguintes propriedades da funcéo exponencial:

a®tV = a*aY, (a®)¥ = a™.

Funcao logaritmica. Como a fungéo a®, a > 0 e a # 1, é injectiva podemos definir
a sua inversa na forma
y=a" <z =Ilog,y,

funcao a que chamamos logaritmo na base a. Assim, a funcao logaritmo na base a
é definida por
log,: Rt — R
xr — y=log,z,

onde y=log,z < a¥ =ux.

Como casos particulares temos a funcao logaritmo na base 10
y=logr < 10Y =z
e a fungao logaritmo natural ou neperiano (base e)

y=Inr e =z
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Recordemos as seguintes propriedades da fungao logaritmo:

xr
log, (zy) = log, z +log,y, log, <y> = log, x —log,y, log,z¥ =ylog,x.

Recordemos, também, a férmula de mudanca de base

| Inx
0g,r=—.
Ba Ina
A Figura dé-nos a representacao grafica da funcao logaritmica quando a > 1 e

a < 1. Notemos que os graficos sao simétricos um do outro em relagao ao eixo dos xz.

7

3\

Funcées f(2)9%). As funcdes exponencial e logaritmica permitem definir a fungao
f(2)9@) com f e g duas funcdes. Por definicio

fz)9®) = 9(@)n f(),

onde e é o numero de Euler. Isto significa que f(x)g(“") s6 estd definida se
f(z) > 0. Nalguns casos particulares que nao exijam esta defini¢ao, como é o caso de

f(z)P/1 = < y f(x)) , com p e ¢ inteiros positivos, o dominio pode ser alargado.

Fungoes trigonométricas directas. Estas fungoes sdo de importancia fundamen-
tal em todas as areas cientificas e tecnologicas. Pode provar-se, por exemplo, que,
em certas condigoes, todas as fungoes periddicas se podem escrever como somas de
senos e cossenos. As restantes fungoes trigonométricas podem ser definidas & custa
das funcgOes seno e cosseno da seguinte forma:

sen x cos T 1 1

tgx = , cotgx = , secx = , cosec T = .
cosx senx cos sen x

As formulas fundamentais que relacionam a fungdo seno com a funcao cosseno sao:

cos2 xr + sen2

7r
rz=1 e cosx:sen<x+§>.
Outras formulas importantes sao:

sen (x +y) = senx cosy + seny cos z, cos (z +y) = cosxcosy — senxseny,

A partir destas formulas, pode provar-se que:

1. (a) sen2x = 2senx cosz;
(b) cos2z = cos? z — sen? z;
(c) sen?z = (1 — cos2z);
(d) cos?z = 1(1+ cos2z);

2. (a) senzcosy = (sen (z +y) +sen(z —y));
(b) coszcosy = 1(cos (z +y) + cos (z — y));
(c) senzseny = % (cos (z —y) — cos (z + y)).

tgx +t
3. tg(z+y) = 8T T8Y

1—tgatgy
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Funcoes circulares 4 Funcgoes circulares inversas
ol [ ——sin(x) | | 34 ——arc sin(x)
{| —e—cos(x) ——arc cos(x)
‘ 5 :
> 1
O ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
21t -1
-3 L H L _2 s H L
-10 -5 0 5 10 -1 -0.5 0 0.5 1
X X
8 Outras fungoes circulares %utras funcoes circulares inversas
6 N >
41 1
2 L
>0 b
ay —— arc sec(x)
——arc tg(x)
-2 L H .
-4 -2 0 2 4
X X

Figura 1.3: Fungdes trigonométricas directas e inversas.

Fungoes trigonométricas inversas. Como as fungoes trigonométricas directas
nao sao injectivas, nao podem ser invertidas no seu dominio. Assim, para definir
a funcao inversa de uma funcéao trigonométrica temos que considerar uma restricdo
desta funcdo a um intervalo no qual possa ser considerada bijectiva.

Consideremos a fungao y = senx. Para que a fungao seno seja invertivel, considera-
se a sua restrido ao intervalo [—F, 7], sendo a sua inversa a fungao arco cujo o seno
ou, de forma abreviada, arco seno, definida por

23]

arc sen: [—1,1]
x arc senz,

— [
_— Y

onde y=arcsenr < seny=x, —5 <y<

ol

Consideremos a fungao y = cos . Pelas mesmas razoes apresentadas anteriormente,
vamos considerar a sua restrigdo ao intervalo [0, 7] e definir a fungao arco cujo o
cosseno ou, de forma abreviada, arco cosseno, da forma

[0, 7]

arc cos : [—1,1] ,
Y = arc cos,

Il

IN
S

x
onde y=arccosx < cosy=x, 0<y
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De igual modo se podem definir as fungoes inversas das fungdes tangente, cotangente,
secante e cossecante:

l.y=arctgr o tgy=2, —-§<y<5z;
2. y=arccotgxr & cotgy =z, 0<y<m,
3. y=arcsecr & secy =z, 0<y<m

4. y = arc cosecx < cosecy =z, —5 <y< 3.

Existem formulas que relacionam as fungoes trigonométricas inversas. Por exemplo:

x V1 + 22
——— | = arc cosec | ——
V1+ 22 z

7
arc tgx + arc cotg z = arc senx + arc cosx = arc cosec x + arc secr = 5

arc tgax = arc sen < ;

Funcoes hiperbdlicas directas. As expressdes exponenciais

—e* er +e*
2 2
ocorrem com muita frequéncia nas aplicagdoes da matematica as ciéncias e & enge-

nharia. Nesse sentido, é util atribuir-lhes uma designacao especifica. Por razées que
nao iremos explicitar, convencionou-se chamar fungao seno hiperbdlico a

el —e™ %

shx = _T, Ve € R,
e fungao cosseno hiperbdlico a
x —T
chzx = %, Vr € R.

A fungao cosseno hiperbolico é usada para descrever a forma de um cabo ou corrente
flexivel, de densidade uniforme, cujas extremidades se encontram fixas & mesma altura. O
problema de descrever matematicamente a forma da curva formada por um fio suspenso
entre dois pontos e sob a ag@o exclusiva da gravidade foi proposto por Galileu Galilei
(1564-1642), que conjecturou que essa curva seria um arco de parabola. Aos 17 anos
de idade, Christiaan Huygens (1629-1695) mostrou, em 1946, que a conjectura era falsa.
Em 1690, Johann Bernoulli (1667-1748) relangou o problema & comunidade cientifica. A
resolucao do problema foi publicada independentemente em 1691 por Gottfried Wilhelm
Leibniz (1646-1716), Huygens e o proprio Bernoulli. A curva obtida

x
y=ach—, a € R,
a

é chamada catenaria (da palavra latina catena que significa corrente).
A chamada férmula fundamental da trigonometria hiperbélica resulta imediatamente das
definicoes das func¢bes seno hiperbolico e cosseno hiperbélico e é dada por:

ch?z —sh?z = 1.
Também se prova facilmente que:

sh(x +y) =shxzchy+shychz e ch(x+y)=chzchy+shzshy.
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Funcoes hiperbdlicas 3 Funcoes hiperbdlicas inversas

5
4t 2 >
31 1
2t
> S0
1t
-1 :
i ——arg sh(x)
2 ——arg ch(x)
‘ ; ‘ 3 ‘ ; ‘
-2 0 2 -4 -2 0 2 4
X X
’ Outras funcées hiperbdlicas Ogtras funcoes hiperbdlicas inversas
3
2
1
>
0 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, T
] 1) ——arg sech(x)
——th(x) -2 ——arg th(x)
) 3 3 ‘ ; ‘
-4 -2 0 2 4 -0.5 0 0.5
X X

Figura 1.4: Fungoes hiperbolicas directas e inversas.

Tal como para as fun¢oes circulares, podemos também definir a funcao tangente hiper-
bélica, a fungdo cotangente hiperbdlica, a fungdo secante hiperbdlica e a funcio cossecante
hiperbdlica da seguinte forma:

shx chzx

1
ther = —, cothr = —, sechr = —, cosechr = —.
chx shzx chz shzx

Funcoes hiperboélicas inversas. Podemos também definir as func¢oes hiperbolicas
inversas.

Como a funcao seno hiperbdlico é injectiva, a sua inversa é definida como sendo a
fungao argumento seno hiperbélico dada por

argsh: R — R
r — y=argshuz,
onde y =argshz < shy=uz.

Como a fung@o cosseno hiperbdlico ndo é injectiva, considera-se a sua restrigao
ao intervalo Rg , € define-se a sua inversa como sendo a funcao argumento cosseno
hiperbdlico dada por

arg ch: [1,+o0o] — R{
r +— y=argchz,

onde y=argchx < chy=z, ye¢€ ]Rar.
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De igual modo se podem definir as fungoes inversas das fungoes tangente hiperbolica,
cotangente hiperbolica, secante hiperbélica e cossecante hiperbolica:

1. y=arg thae & thy = z;

2. y =arg cothx < cothy =z, y #0;

3. y=argsechr & sechy =z, 0<y;

4. y = arg cosechz < cosechy =z, 1y #0.
Pode provar-se que:

1. (a) argshz=In(z+ Vz +1>,

2. (a) argthxz =1In

(
(b) arg chz =In (w x? — 1), x> 1.
( 2| < 1;

\_/

(b) arg cothx =In (1 / H‘”“) |z| > 1;
-

(c) argsecha::ln( ’“”2), 0<z<1;

(d) arg cosechz = In (% +4/1+ ;%2)

3. (a) arg shxz = sgn(x)arg ch (\/1 + mQ) = arg th (m)
(b) arg chz = arg sh (\/x2 - 1), x> 1.

1.6 Curvas em coordenadas paramétricas e em coordenadas
polares

Suponhamos que temos uma curva no plano cartesiano xy que nao é intersectada em
mais do que um ponto por qualquer recta vertical x = ¢. Esta curva, como se sabe, é a
representagao geométrica de uma funcao de expressao y = f(x), x € I C Dy, com Dy
o dominio de f. No entanto, curvas como a circunferéncia ou a elipse, por exemplo, nao
satisfazem esta condigdo. Para estes casos particulares, poderia pensar-se numa forma
implicita, através de uma relagdo entre x e y do tipo f(x,y) = 0. Como ¢é sabido, uma
circunferéncia de centro na origem e raio r admite a representacdao implicita da forma
z? +y? = r2. Mas a representacio implicita ndo é suficiente para abarcar todos os casos.
Por outro lado, essa representagao, nem sempre é a mais conveniente. Nesta sec¢ao vamos
apresentar dois métodos para descrever curvas planas.

1.6.1 Curvas em coordenadas paramétricas

Sejam f,g: I CR — R. O conjunto C dos pontos P do plano para os quais existe pelo
menos um real ¢ € I tal que P pode ser definido em coordenadas cartesianas por (f(t), g(t))
chama-se curva em coordenadas paramétricas. Essa curva pode ser representada por

C={(f(t),9(t) eR*:t e I}.
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As equacoes
z = f(t)
{ y=g(t) ’ tel, (1.1)

chamamos equacdes paramétricas da curva definidas & custa do pardmetro t.

Suponhamos que que a funcio z = f(¢) admite uma funcio inversa t = f~!(¢) num
intervalo I C R. Neste caso, é evidente que y pode ser expresso como fun¢ao de x na forma
y = g(f~(t)), t € I. Por exemplo, a curva em coordenadas paramétricas

x=1t
, tel,
{yzg(t)

tem por conjunto de pontos o grafico da funcao g. Isto significa que tudo o que for dito
para curvas em coordenadas paramétricas é, em particular, verdadeiro para gréficos de
funcoes reais de varidvel real. O inverso, no entanto, nao é verdadeiro.

As curvas dadas pelas equacbes paramétricas sao frequentemente usadas na mecénica.
Nesse caso, o parametro t é interpretado como sendo o tempo e a curva C como a trajectoria
no plano de um ponto material, isto é, a sua posicao no plano ao longo do tempo.

Exercicio 1.1. Determine a equagao da trajectoria e o ponto de impacto de um corpo
pesado langado de um aviao deslocando-se a velocidade horizontal vy a altitude yg
(pode-se desprezar a resisténcia do ar).

Resolugao: Suponhamos que o corpo é largado do avido no instante t = 0. O desloca-
mento horizontal do corpo serd um movimento uniforme a velocidade constante vy,
isto é
T = vot.

O deslocamento vertical do corpo por accao da gravidade exprime-se pela férmula

_ 9

Y=Y 5
As duas equagoes anteriores definem as equagoes paramétricas da trajectéria. Consi-
derando, na primeira equacao t = % e substituindo na segunda, obtemos a equacao

da trajectéria na forma
2

Y=Y — 537,
2ug

que é a equagao de uma parabola cujo vértice é o ponto (0,y9) e o eixo de simetria
coincidente com o eixo dos yy. Para determinar a abcissa x; do ponto de impacto ,
resolve-se a equagao

0=yo— L5z

2
PRk}
2vug

e obtém-se z; = vy 2%. O
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Exercicio 1.2. Suponhamos um projéctil langcado com velocidade inicial de modulo
vy seqgundo uma direccdo que faz um dngulo o com a horizontal. Desprezando a
resisténcia do ar, determine a trajectoria do projéctil e o ponto em que este atinge
o0 solo.

Resolugao: Suponhamos que o projéctil é langado no instante t = 0 e que, nessa altura se
encontra no ponto (0,0). Como o vector velocidade inicial tem componente horizontal
vg cos a e componente vertical vg sen «, o deslocamento horizontal do projéctil é dado
por

x = (vg cos a)t.

O deslocamento vertical tem que também ter em conta a ac¢ao da gravidade e é dado
por
gt

y = (vpsen )t — 5

Tal como no exercicio anterior, é facil de ver que a trajectoria do projéctil é um arco
de parabola. Para determinar a abcissa x; do ponto de impacto, resolve-se primeiro

a equacao
2
0= (vosena)t; — %,
que nos da o tempo
2vg sen av
=
g
em que o projéctil atinge o solo e, finalmente, calcula-se a abcissa do ponto de impacto
fazendo ) )
20, )
x; = (vgcosa)t; = “0cosasena = L sen2a. [
g g

Notemos que as equacoes paramétricas de uma curva nao sao tnicas. Por exemplo, as
equagoes paramétricas

{“Z  zel-24], e {““’

yz%—l y:wT(j—l

3

, W E [—\3/5, \3/1],

representam a 1nesima curva.

7

Exercicio 1.3. Mostre que

= (t—2)?2 z =u?
{y:t—2 , te€]o,5], e { _ , u€[-2,3],

representam a mesma curva.

Resolucgao: De facto, ambas as equacdes paramétricas definem a semi-parabola z = 32,
y€[-2,3. O
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Vamos considerar a representagao paramétrica de duas curvas importantes. A primeira
¢ chamada astréide e ¢é a curva tragada por um ponto situado numa circunferéncia de raio r
que gira, sem deslizar, internamente a um circulo de raio 4r (ver Figura . As equacoes
paramétricas do astréide sao dadas por

{ x=rcosSt

27|.
y=rsen3t ’ t€[0,2n]

e adicionando-os, obtemos

win

Se elevarmos ambos os membros destas equagoes & poténcia

2 2
3 3

wlo
Wi

2 2 2 2
x3 +y3 =r3(cos“t+sen“t) & x3 +y3 =rs.
Astroide
1.5 T T T
1l
0.5+
> 0 ,
-0.5+
Al
15 : : ‘ : ‘
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Figura 1.5: Astroide com r = 1.

A segunda é chamada cicl6ide e é a curva tragada por um ponto situado numa circun-
feréncia de raio r que gira, sem deslizar, ao longo de uma linha recta (ver Figura|1.6). As
equagoes paramétricas da cicldide sao dadas por

x =r(t —sent)
{y:r(l—cost) ’ LER.

A ciclbide é uma curva que possui duas propriedades surpreendentes e que contribuiram
para dar resposta a alguns problemas célebres.

A curva tautécrona ou isécrona (do grego tauto — que significa, tal como iso, igual — e
chronos — que significa tempo) é a curva ao longo da qual um corpo sem velocidade inicial
e apens sujeito a forca da gravidade chega a um ponto mais baixo sempre no mesmo inter-
valo de tempo, independentemente do seu ponto de partida. No século XVII, Christiaan
Huygens (1629-1695), quando procurava construir relogios com precisao superior a daque-
les que utilizavam péndulos convencionais, descobre e demostra por processos geométrico
que a ciclbéide invertida é tautdécrona. Por outras palavras, um péndulo que se desloca ao
longo de uma cicloide invertida apresenta um periodo de oscilagdo que nao depende da
amplitude do movimento. A prova foi publicada em 1673 em seu célebre tratado Horo-
logium Oscillatorium, o mais importante livro de mecénica escrito antes dos Philosophiae
Naturalis Principia Mathematica, de Isaac Newton (1642-1727), publicado em 1687.
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Cicloide

2
- VW
0, 4

Figura 1.6: Cicloide com r =1 e 6 € [—m, 57].

Outra surpreendente propriedade da cicloide foi descoberta por Johann Bernoulli (1667
1748), em 1696, quando pesquisava o problema da braquistocrona (do grego brakhisto —
que significa o mais curto — e chronos — que significa tempo), ou seja, o de encontrar a
trajetoria que minimiza o tempo gasto por um corpo, partindo do repouso e sujeito apenas
a acao da gravidade, para ir de um ponto a outro, em niveis diferentes e nao situados
sobre a mesma vertical. Bernoulli descobriu que a curva braquistécrona é, também, um
arco invertido de cicléide. Entusiasmado, decidiu proclamar a sua descoberta na Acta
Eruditorum de Leipzig, em Junho de 1696, e desafiar publicamente os melhores matemaéticos
do mundo, dando-lhes 6 meses para que apresentassem solucoes para o problema, apds o
que ele publicaria sua préopria. Em Janeiro de 1697, apenas Gottfried Wilhelm Leibniz
(1646-1716) lhe comunicara ter chegado & solu¢do, mas pedia um adiamento do prazo até
a Pascoa para uma maior divulgagao da questao junto do meio cientifico, o que tera sido
aceite. Acabariam por ser apresentadas cinco solugoes em 1697: a do proprio, a do seu tio
Jakob Bernoulli (1654-1705), a de Leibniz, a de Marquis de I’'Hospital (1661-1704) e uma,
sob anonimato, no jornal da Royal Society (e que seria a de Isaac Newton, com este veio a
reconhecer). Algum tempo depois, lendo-a, Johann Bernoulli ndo teve a menor davida de
que somente um homem na Inglaterra teria sido capaz daquela facanha. Arrebatado pelo
génio de Newton, consta-se que Bernoulli teré dito: “Pelas garras se conhece o leao”.

Cicloide invertida

Figura 1.7: Cicloide invertida: x = —(t —sent), y = —(1 — cost), t € [, 27].
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1.6.2 Curvas em coordenadas polares

Até ao momento para definir a posicao de um ponto P no plano utilizdmos as chamadas
coordenadas cartesianas, que nos dao a posicao de P em relagdo a um sistema de eixos
coordenados. A abcissa e a ordenada de P sao disténcias orientadas relativamente aos eixos
coordenados. Vamos ver agora (& semelhanca do que ¢ feito para os nimeros complexos) que
é possivel representar a posicao de P num outro sistema de coordenadas, ditas coordenadas
polares.

Fixemos um ponto O do plano, designado por pdlo ou origem e uma semi-recta com
origem em O designada por eixo polar. Depois de estabelecer uma unidade de comprimento,
podemos associar a cada ponto P do plano um par (p, ), onde p é a distancia de O a P
e 0 é a medida do angulo orientado, medido em radianos, cujo lado inicial é o eixo polar e
o segundo lado a semi-recta de origem em O e que passa por P. Esta segunda semi-recta
é chamada semi-recta §. Como habitualmente, convencionaremos que valores positivos de
0 sao marcados no sentido anti-horario e que valores negativos sdo marcados no sentido
horério.

O tracado de curvas em coordenadas polares simplifica-se se admitirmos que p possa
tomar valores negativos. Para tal, ha que dar uma defini¢ao precisa sobre o que se entende
por (p,0), com p € R.

Definigao 1.4 (Coordenadas polares). O ponto P tem coordenadas polares (p, ) se
a distancia de P a origem € |p| e o ponto P se encontra sobre a semi-recta 0, se
p > 0 ou sobre a semi-recta 0 + 7w, se p < 0.

Notemos que, ao contrario do que acontece no sistema de coordenadas cartesianas, no
sistema de coordenadas polares o mesmo ponto admite muitas representagoes. De facto, o
ponto de coordenadas (p, ) pode ser representado por qualquer um dos pares (p, 0 + 27),
(p,0 —4m), (—p,0 + ), (—p,0 — 37). No entanto, se considerassemos apenas valores nao
negativos para p e 0 < 0 < 27, entdao a cada ponto do plano, com excepcao do pélo,
corresponde um par bem determinado de nimeros p e 6. Para o pélo p = 0 e § é arbitrario.

Estabelecamos agora a relagao entre as coordenadas polares e as coordenadas carte-
sianas. Suponhamos que a origem do sistema ortonormado de coordenadas cartesianas
xy coincide com o pdlo e o sentido positivo dos xx com o eixo polar, sendo considerada
a mesma unidade de comprimento. Se o ponto P tiver coordenadas polares (p,0), as
coordenadas cartesianas sao tais que

cosﬁzf, sen@zg,
P p

ou seja
x = pcosb, y = psenf.
Para p > 0 a propriedade anterior é 6bvia mas, para p < 0 ela também se verifica. Inver-

samente, se o ponto P tiver coordenadas cartesianas (x,y), entao

p? =+ tgﬁz%
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[ Exercicio 1.4. Represente (p,0) = (2,5) em coordenadas cartesianas. ]

Resolugao: Temos que z =2cos§ =1ey =2seng = V3. O

Exercicio 1.5. Represente (x,7) = (—1,v/3) em coordenadas polares.

Resolugao: Se escolhermos p > 0 temos que p = 2. Entao

2
tg&z—\/§:>9=§+k7r, keZ.

Como o ponto esta no segundo quadrante, se escolhermos 6 € [0, 27[, temos 6 = 2?”
Para p = —2 e 6 € [0, 27[, deveremos considerar § = 3T, [

O exemplo anterior mostra que, quando se pretende passar de coordenadas cartesianas
para polares ha que prestar atencao ao quadrante em que o ponto se encontra.

Definigao 1.5 (Curva em coordenadas polares). Uma curva em coordenadas polares
p = f(0) ou, mais genericamente, F(p,0) = 0 é o lugar geométrico dos pontos do
plano que tém pelo menos pelo menos uma representacao (p,6) cujas coordenadas
satisfazem a equacado.

Note-se que uma curva em coordenadas polares da forma p = f(6), 8 € R, pode ser
escrita em coordenadas paramétricas na forma

x = f(0)cosf
{ y=f(0)senf ’ R

Exercicio 1.6. Fzprima em coordenadas polares a equagao das curvas:

Le=2 2 22+y°=1; 8 22—y*=4;, 4 (-1 +y*°=1

Resolugao: Para a primeira curva temos que pcosf = 2, para a segunda p?> = 1 e
para a terceira p?(cos? — sin? ) = 4, o que é equivalente a escrever p? cos(20) = 4.
Finalmente, para a quarta equacao, que representa uma circunferéncia de raio 1
centrada no ponto (1,0), tem-se p(p — 2cosf) = 0, o que é equivalente a escrever
p=2cosf. [J
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Exercicio 1.7. Identifique as segquintes curvas expressas em coordenadas polares e
escreva as suas equagoes em coordenadas cartesianas:

1.p=2;, 2.0=1; 3 p=send.

Resolugao: Como p representa a distdncia do ponto genérico da curva a origem, a
primeira equacdo, p = 2, representa, obviamente, uma circunferéncia centrada na
origem com raio 2, isto é, a curva dada (implicitamente) pelas coordenadas cartesianas
22+ y? = 4. A segunda curva contém todos os pontos (p,f) com 6 = 1 e, como tal,
representa a recta que passa pela origem e que forma o dngulo de 1 radiano com o
eixo polar. A sua equagao em coordenadas cartesianas é y = tg1l x. Finalmente,
para a curva p = sen ), como senf = %, tem-se que

1\? 1
pzyﬁpzzy@w2+y2=y@$2+<y> =7
P 2 4

que representa a circunferéncia de centro em (0, %) e raio % O

Exercicio 1.8. Mostre que a curva p = 1/(1 4 ecos®) corresponde & sec¢ao conica
com excentricidade e: circunferéncia se e = 0, elipse se 0 < e < 1, pardbola se e = 1
e hipérbole se e > 1.

Resolugao: O caso e = 0 ja foi considerado. Os restantes casos sao deixados como
exercicio e os graficos podem ser vistos na Figura O

Conicas

* [—e=05
* ——e=1
. e=2 i

Figura 1.8: Coénicas correspondente ao Exercicio
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Exercicio 1.9. Identifigue a curvas expressa em coordenadas polares por p = 0,
0> 0.

Resolugao: A curva contém os pontos da forma (p,p), p > 0, ou seja os pontos do
plano tais que a sua distancia ao poélo é igual ao angulo, em radianos, entre o eixo po-
lar e o segmento que o liga a origem. Esta curva tem o nome de espiral de Arquimedes,
em homenagem ao matematico, fisico, engenheiro, inventor e astrénomo grego
Arquimedes de Siracusa (287 a.C.-212 a.C.). Note-se que (3,%) e (Z,5T) repre-
sentam 0 mesmo ponto mas s6 o primeiro satisfaz a equacao da espiral. A expressao
geral da espiral de Arquimedes é dada por p=a+ b0, com 0 >0e a,bc R. O

.5 Espiral de Arquimedes

10

-20 s i ‘
-20 -10 0 10 20

Figura 1.9: Espiral de Arquimedes p =6, 0 < 6 < 6.

Certas curvas tém equagoes mais simples em coordenadas polares do que em coordena-
das cartesianas (por exemplo, a circunferéncia). Dai o interesse do estudo do seu tragado
grafico. Dada uma equagdo polar da forma F'(p,0) = 0, tracar a curva correspondente
consiste em representar geometricamente o conjunto

C={(p,0) : F(p,0) = 0}.

Note-se que a diferentes pares ordenados de C pode corresponder 0 mesmo ponto no
plano. Esta observacao permite pensar em representar a curva fazendo variar o parametro
0 em intervalos mais restritos do que os impostos pelas expressao de F'. Por exemplo,
se F(p,0 + 2m) = AF(p,0), com A # 0, para todo o p e todo o 6, entdo basta tomar
0 € [0,27[; se F(—p,0 4+ 1) = AF(p,0), com \ # 0, para todo o p e todo o 6, entao basta
tomar 6 € [0, 7[.
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Muitas vezes, para tracar algumas curvas, ajuda estudar as suas eventuais simetrias.
Para isso, € util considerar o seguinte teste de simetria. Seja C uma curva de equagao
F(p,0) = 0.

1. Se a equagao polar nao mudar quando # é substituido por — (ou quando p
é substituido por —p e 6 por m — ), a curva é simétrica em relagdo ao eixo
polar.

2. Se a equagao nao mudar quando € é substituido por m — € (ou quando p é
substituido por —p e § por —6), a curva é simétrica em relac¢ao a recta vertical
==

2

3. Se a equagao nao mudar quando @ é substituido por 7 + 6 (ou quando p é
substituido por —p), a curva é simétrica em relagdo ao polo. Isto significa que
a curva permanece inalterada se a girarmos 7 radianos ao redor do poélo.

Exercicio 1.10. FEstude as sequintes curvas quanto as suas simetrias e esboce 0s
seus grdficos: 1. p=1+senf; 2. p = cos26.

Resolugao: Comecemos por considerar p = 1 + sen . Neste caso, a curva tem equagao
polar
F(p,0) =p—1—senf.

Como
F(p,0+2m)=p—1—sen(d+27) =p—1—senf = F(p,0),

basta estudar a curva para 6 € [0, 27[. Por outro lado,

Flpm—0)=p—1—sen(mr—0)=p—1—senf = F(p,0)
e, como tal, a curva é simétrica relativamente a recta vertical § = 5. Assim sendo,
poderemos considerar 6 € [0, 5] U [37”, 27t[. Determinando alguns pontos da curva,
facilmente se chega ao gréfico do cardiéide dado na Figura [1.10]
Cardioide
2.5 T

2+t

1.5¢

> 1t

05+

0r i

0.5 s ‘ i ‘ ‘
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Figura 1.10: Cardicide p = 1 + sen®.
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Consideremos agora a equacao polar
F(p,0) = p— cos26.

Como
F(p,0+2m) =p—cos2(0+2mw) =p—cos20 = F(p,6),

basta estudar a curva para 6 € [0, 27[. Por outro lado,
F(p,0 +7)=p—cos2(0+m)=p—cos20 = F(p,0)

e, como tal, a curva é simétrica relativamente ao pélo. Assim sendo, poderemos

considerar 6 € [0, 2] U [2%, 27[. Temos ainda que

F(p,—0) = F(p,0)

e, como tal, a curva é simétrica relativamente ao eixo polar. Basta assim considerar

o intervalo 6 € [0, 5] e o resto da curva traga-se por simetria. Determinando alguns

pontos da curva, obtemos o grafico da rosa de quatro pétalas que pode ser visto na

Figura O

i5 Rosa de quatro pétalas

05+

-0.5¢

15 ‘ : ‘ : ‘
15 4 05 0 05 1 15

Figura 1.11: Rosa de quatro pétalas p = cos 26.

Um dos problemas mais complicados que se coloca quando trabalhamos com coordena-
das polares é o da determinacao dos pontos de interseccao de curvas. Ja vimos que se pode
ter F(p,0) =0e F(p,0 +2mw) # 0 ou F(—p,0 + m) # 0. Isto é, o ponto de coordenadas
polares (p, ) pode satisfazer a equagao da curva sem que os seus pares (p, 8 4+ 27), etc, que
representam o mesmo ponto no plano, satisfacam a equagao da curva.

Considere-se, por exemplo, a interseccao das curvas p = (1 —cos#) e p = r(1+ cosb),
com r # 0 (os dois cardidides representados na Figura quando r = 1). Somando
membro a membro vemos facilmente que p = r. Substituindo nas equagoes, concluimos
que cosf = 0, ou seja, = 5 + km, k € Z. Assim, temos como pontos de intersecgao os
pontos (T, 5+ kﬂ'), k € Z. Mas serao esses todos os pontos de interseccao? Note-se que
(0,0) satisfaz p = r(1 — cosf) e (0,7) satisfaz p = r(1 + cosf). Temos entdo que uma
mesma representacdo do poélo nao satisfaz as duas equacoes simultaneamente.
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Cardidides
15 ‘ ‘ : : .
— p=1-cos(6)
—— p=1+C0s(0)
1L ]
0.5+ i
> O0rf 1
-0.5¢ ]
At i
-1.5 L 1 I L I
-2 -1 0 1 2
X

Figura 1.12: Intersec¢do de curvas em coordenadas polares.

1.7 Factores de escala (x)

Muitos aspectos da vida dos seres vivos sao determinados pelas suas dimensoes. E facil
encontrar exemplos que mostram que muitas propriedades biolégicas dependem de grande-
zas geométricas, tais como o comprimento, drea e volume. Vamos considerar alguns desses
exemplos, seguindo, de muito perto, a referéncia [5].

Comecemos por analisar as relagoes de grandeza nos solidos geométricos. Como é
sabido, um cubo de aresta a tem como area da sua superficie A = 6a® e volume V = a3.
Numa esfera de raio r, temos que a area da sua superficie ¢ dada por A = 4772 e o seu
volume por V = %777"3. Uma relagdo que salta imediatamente & vista, e que pode ser
generalizada para todos os so6lidos regulares, é a seguinte: se [ representar a dimensao
linear caracteristica de um dado solido regular (a medida da aresta, no cubo, e do raio, na
esfera), temos que a sua superficie é proporcional ao quadrado de [ e o seu volume ao seu
cubo, isto &,

A = k12, V = k13, kq, ky € R.

Temos assim que a relagao entre o volume e a superficie de um dado sélido é proporcional
a dimensao linear caracteristica desse s6lido, ou seja,

— =k, keR

A aplicagao destas Leis de Escala ao estudo de algumas caracteristicas dos seres vivos
revela-se de grande interesse. Se estivermos interessados em comparar propriedades ou
funcoes de diversos organismos, ainda que de forma muito aproximada, podemos tomar
como comprimento caracteristico uma dimensao tipica desse organismo. Por exemplo, no
caso dos humanos, algumas grandezas que poderiam ser usadas como dimensao caracte-
ristica seriam a altura, o comprimento do brago ou da perna. Ja no caso de uma célula,
poder-se-ia pensar, em analogia com a esfera, no seu raio.

Robustez. Em condi¢bes normais o peso humano é proporcional ao seu volume, pelo que
um aumento da altura numa pessoa (dimensao linear caracteristica) implica um aumento
do seu volume de um factor ctibico. Ja quanto a forca maxima que um ser humano consegue
desenvolver, ela é proporcional ao quadrado da sua dimensao caracteristica. A questao que
se coloca é a seguinte: entre dois individuos com a mesma constituicdo fisica e alturas
diferentes, quem tem mais robustez fisica?
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Para isso, ha necessidade de definir robustez. Por defini¢ao, a robustez é dada pela
relagdo entre carga maxima levantada e o proprio peso, isto €,

P carea méxima que levanta  C
N peso proprio P

Consideremos dois atletas de constituigdo semelhante mas de alturas distintas
L1 > Ls. Como a constitui¢do é semelhante, podemos assumir que a densidade de ambos
é semelhante e, como tal, a sua massa especifica p também é. Assim sendo, os seus pesos
sao dados por

Py =pVig = pkyLlg, Py = pVag = pkyLig,
onde g representa a aceleracao da gravidade e k, a constante de proporcionalidade entre o
volume e o comprimento caracteristico.

Por outro lado, a carga maxima ¢ que um animal é capaz de suportar é proporcional &
area da secgao recta dos seus musculos. Ora, a secgao recta de um musculo pode ser aproxi-
mada por um circulo e o raio desse circulo é proporcional a dimensao linear caracteristica.
Assim sendo,

Cy = kL3, Cy = k.L3,
onde k. é a constante de proporcionalidade, considerada igual pois os atletas tém a mesma
constituicao fisica.

Podemos agora medir a robustez de ambos os atletas. Temos que

oo ki ko kly R
pkoL3g Ly’ pkyL3g Lo’
com
k= e
pkvg7
ou ainda
Fy L
B Ly

Concluimos entao que a robustez fisica é inversamente proporcional & altura e, como tal,
ela é maior no atleta mais baixo.

Doses de farmacos. A administracdo de farmacos carece de precaucdes inerentes a
sua propria natureza. A dose a administrar prende-se com a eficacia terapéutica que se
pretende. No entanto, a determinacgao dessa dose tem em conta a massa corporal do
individuo.

Consideremos uma crianga com altura L. = 1 m e um adulto com altura L, = 1,7 m.
A relag@o entre a altura da crianga e a altura do adulto é

L

— =0,59.

L,
Se fosse esse o valor utilizado no céalculo da dose de um determinado farmaco a adminis-
trar a uma crianca a partir da dose de um adulto cometer-se-ia um erro por excesso de
aproximadamente trés vezes.

A relagao correcta a utilizar deve ser dada pelas massas. Se considerarmos que a massa
especifica da crianca e do adulto sao aproximadamente iguais, entao a relacao entre as
suas massas pode ser aproximada pela relagao entre os seus volumes que, por sua vez, sao
proporcionais aos cubos das suas alturas. Assim, o valor obtido para a relacdo entre os
volumes e, consequentemente, para as doses de farmaco a administrar & crianca é

3 3
Vo kL3 L, 1,737
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Limitacao das dimensoes de uma célula. Suponhamos que uma célula em cresci-
mento aumenta a sua dimensao caracteristica (o seu raio) para o dobro entre dois instantes
de tempo distintos. Por outras palavras, suponhamos que uma célula de raio R; no instante
de tempo t; aumenta o seu raio para Ry = 2R; no instante de tempo to.

As necessidades de oxigénio da célula sdo proporcionais & sua massa e ao seu volume
mas a quantidade de oxigénio que atravessa a membrana celular depende, entre outros
factores (natureza da membrana, diferengas de concentragdo entre o meio intra e extra
celular), da éarea total da membrana. Assim, a relagdo entre a necessidade de oxigénio da
célula entre os dois instantes t1 e t9 é dada por

necessidade de oxigénio no instante ¢ty ko RS B <R2>3 _3

necessidade de oxigénio no instante t; k‘vR:f N E
enquanto que a relagao entre a quantidade de oxigénio que atravessa a célula entre os dois
instantes t1 e to é dada por

quantidade de oxigénio no instante o k:SR% ([ R2 2 _4
quantidade de oxigénio no instante t;  ksR7  \ R/
Assim, a quantidade de oxigénio que é difundido para o interior da célula ndo acompanha
o aumento da necessidade da célula.
Definindo o factor de viabilidade Z de uma célula pela relagao

7 quantidade de oxigénio obtida por minuto
N necessidade de oxigénio por minuto

temos que

_ kR® K

kR R

sendo R o raio da célula num dado instante e k uma constante de proporcionalidade.
Podemos, entao, concluir que, & medida que a dimensao caracteristica da célula aumenta,
a sua viabilidade diminui.

Z
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1.8 Exercicios praticos

Exercicio 1.11. (x) Identifique as sequintes defini¢oes e depois negue-as:
1. 3leR ANFLeR:Vz e Dy, I < f(z) < L;
2.Vre A JyeB: fla)=y AN Va,xe € A, &1 =290 = f(x1) = f(22);

3. V1,20 € A, 11 < 22 = f(x1) < f(x2);

Exercicio 1.12. Simplifique as sequintes expressoes, onde a € RT \ {1}:

9—3:_2. 2 %f% 3 332—237—8. y x3 — 9z '
" 3—azV - Cad—ax?2 -2 U 2?2 =Tz 4127
5. 52—logg T 6. 32log3(x+1); 7 6310g6 2—2logg 37, 8. a(Qfloga x)/3.

7

9. q(2—log, x)/S]. 10. al°8a 2+logaz; 11. log, (4:6 {0/41)7 19, 6721n12'

Exercicio 1.13. Determine o dominio de defini¢cdo das sequintes fungoes:

4. i(x) = V2+ax—22; 5. j(z) = In(2? — 4); 6. k(z) = gsen(z+1) _ o

Exercicio 1.14. Determine o dominio e a expressao analitica da aplica¢do g o f,
sendo:

Exercicio 1.15. Sendo f(z) =

1 e g(x) = 2z + 3, determine os dominios e as

expressoes analiticas de: 1. f+g; 2. fxg; 3 f/g.

Exercicio 1.16. Determine o contradominio de

1. 14+2cosx; 2. senx—2; 34 tgx+1;, 4. cos (x—%); 5. chx — 1.
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Exercicio 1.17. Esboce os sequintes grdficos, assinalando os zeros e os vértices da

pardbola:
1. f(x) =22 +2x+1; 2 g(x)=2>—-52°4+6; 3 h(zr)=—2?+7x—12.

Exercicio 1.18. Represente graficamente as fungoes dadas por:

—r—95, x<-—4

1. fi(z) =4 2, —4<x<2; 2 folx) =1+ |z
-2, x>2
22, x< -1, 1
S fa@)={ -1, -1<z<1; 4 fu@)={ 2 "5 71,
- J3 ’ = ’ . 1’ 1:2_1 s

x, x> —1

5 f5(x):{ I/E, r>0Ax ¢ Zd .

:L’EZSr

Exercicio 1.19.
1. Sendo f(x) = ax® 4 5z + «, determine o de modo que f(x) > 0, Vz € R.

2. Sendo f(x) = Bx® + 3z + 2B+ 1, determine 3 de modo que \/f(x) + 2 tenha
por dominio R.

Exercicio 1.20. A partir do grdfico da func¢do seno, cosseno ou tangente, represente
graficamente as sequintes fungoes:

1. f(x) =]cos(2z)|; 2. g(x) =|senx|; 3. h(x) = cos |z|;

4. i(x) = 3tgw; 5. j(x) =2+tglx+75); 6. k(x) = 2sen(TET).

Exercicio 1.21. Investigue quais das fungoes sao pares e quais sao fmpares:

3
r~ — X
1oy=lz+1f; LY=oy 8. y=+/I1—2%; 4.y =|In|z|;

5. y=senzx3; 6.y=e"; 7.y =log (;U +vV1+ xz); 8. y = cos(sen(x));

9. y=cha; 10. y =shx; 11. y =tha; 12. y =sechz.

Exercicio 1.22. Diga, justificando, quais das segquintes funcoes sao limitadas:

2

1. f(x)==2, =x€][0,126]; 2. g(x)==z, zxze€R; & h(m):m, x € R.
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Exercicio 1.23. Determine o dominio, contradominio, paridade e periodo funda-
mental de:

1. sen (2x); 2. tg(3z); 3 cos’w; 4. 2—2sen(5x); 5. tgx +senx.

Exercicio 1.24. Determine, se possivel, a inversa de cada uma das sequintes fun-

coes:
27 x
1. y=2zx+3; 2.y=2++Vx+1; 3,y:§—1; 4.2
-z
5. y=arctg3x; 6. y=1In g; 7. y=23%°0(+) _ 9. 8 ¢ =chuz.

Exercicio 1.25. Simplifique as sequintes expressoes:

1. sen(arc cos 2); 2. sen(arc tg2); 3. cos(arc sen i);
4. arc cos(sen 27); 5. sen(arc senz); 6. sen (arc sen 12 + arc sen:).
Exercicio 1.26. Resolva as sequintes equagoes, em R:
1 1 212 1 1 1 1 3
1 = .2 - = ) = :
x—1+x+1 22 -1’ :1:+a:+1 2+’ x—1 2x—4’

4.3z +1=2z; 5. Ve +1-3=Vx—2; 6. 2 —4z22%e” =0;
1

1
7. logg x = 3 +logg(4x +15); 8 wlog(x+2)—x=0; 9. senx=—3;

1
10. 72> —527* +6 7" =0; 11 (2> —4)loggx =0; 12 2% " = —.

64
13. cos (2z) = 0; 14. 2senxz +/3=0; 15. tg (2z) = —1;
16. senx = cosx; 17. cosx = — cos (2z); 18. chx —2 =shu.
Exercicio 1.27. Resolva as sequintes inequagoes, em R:

2 r—3 2

1.z —4<0; 2.1 > 0; 3. —x° 4+ 6x — 20 < 0;
-

4. | 2?—4|< 1, 5 lx—1|>x; 6. |z—1|—]2x+4|>1;

2

=T+ 12 . 9 '
7'WZO’ 8 (7 —1)loggx < 0; 9. (1‘—13)10g%x<0.
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Exercicio 1.28.
1. Mostre que as equacoes

, telfo,2n], e {x:”m“,zmmﬂ@

xr =rcost
Y =TCcosu

Yy =rsent
sao equagoes paramétricas da  circunferéncia de equagcdo cartesiana
22 +y? =12

T =rCcost
Yy =rsent
circunferéncia de centro na origem e raio r.

2. Mostre que { , t €10,7], sao equagdes paramétricas de uma semi-

Exercicio 1.29.

1. Mostre que as equacgoes { y=bsent ’ t € [0,27], sao equagdes paramétricas
2

. ~ . 2
da elipse de equagdo cartesiana Z5 + Zé—g =1.

2. Identifique a curva que se obtém quando se considera: (a) t € [0,7];

(b) t €0, 4m].

3. Defina outras equagoes paramétricas da elipse de equagdo cartesiana
2

2
St =1

Exercicio 1.30. Elimine o pardmetro nas equacoes que se sequem e esboge a curva
que elas representam:

1.{ r=2cost 10 o] 2.{ r=2cost 0

y=>5sent ’ y=>5sent ’
p xr =sect telr 31[ 4 T =sect te[0,7\{Z};
N y=tgt ’ T2ty ly=tgt ’ ’ 2
s le=t o 6.1 =72 1eps)
“ly=2Wt "7 Cly=2t4+37 o

Exercicio 1.31. Determine as coordenadas cartesianas dos pontos com as sequintes
coordenadas polares:

1. (-2,4%); 2. (2,-3); 3 (0,—m); 4. (—v2,-%); 5 (3,m).

Exercicio 1.32. Determine as coordenadas polares dos pontos definidos em coorde-
nadas cartesianas por (—\/3, —1) e (1,-1) de trés formas com:

1. p>20e0<0<2m; 2. p>20e—m<O0<m;, 8 p<0e0<O<2m.
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Exercicio 1.33. Exprimindo-a em coordenadas cartesianas, identifique a curva:

6

1. p=3; 2.0==; 3 p?’sen(20)=1; 4. p=2acosl; 5 p=——.
2 —cosf

Wl

Exercicio 1.34. Esboce a regiao determinada em coordenadas polares pelas sequintes
desigualdades:

1.1<p<2, cosf<0; 2. -1<p<1,

N
IA
D
IN

e

Exercicio 1.35. Exprima em coordenadas polares as sequintes equacoes:

1La*+y*=ka; 2. x=-3; 3 y=3x; 4 (2°+y°)°=2dy.

Exercicio 1.36. Indique as simetrias principais das sequintes curvas:

1. p=3; 2. p=—4senf; 3. p>=4dcosl; 4. p=¢’; 5 0= %

Exercicio 1.37. Mostre que as curvas curvas polares sequintes correspondem a cir-
cunferéncias e trace o seu grdfico:

1. p=2rcosf; 2. p=—2rcosf; 3. p=2rsenl; 4. p= —2rsenb.

Exercicio 1.38. FEsboce as curvas de equacgao:

1. p=a(l —cosb); 2. p=3(1—senf); 3. p=cos(20);
4. p=sen(36); 5 p=40, 06<0; 6. p=—4senb;
’7.p:ee, 0> 0; 8. senf =1; 9.p=6, 0>0;

10. p=tg#, 0§9<g;11p:ma 6> 1.




Capitulo 2

Calculo diferencial

2.1 Nocao de limite de uma funcao

No ensino secundario é costume dar-se uma definicdo de limite recorrendo aos limites
de sucessoes. Essa é a chamada definicao de limite segundo Heine, em homenagem ao
mateméatico alemao Henrich Eduard Heine (1821-1881). Vamos agora introduzir uma
defini¢ao alternativa, introduzida por Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), que é mais
conveniente para demonstrar muitos resultados teéricos.

Definigao 2.1 (Limite). Seja f uma func¢ao definida num intervalo aberto contendo
o ponto a € R (podendo nao estar definida em a) e seja L um nimero real. Diz-se
que o limite de f(z) quando x tende para a é L e escreve-se

lim f(z) = L,

T—a
se e so se, para todo o € > 0 podemos encontrar (pelo menos) um 6 > 0 tal que,
para todo o © € Dy (Dy é o dominio de f), se x €la — d,a + 0] (r # a) entao
f(z) €]L — €, L + ¢[. Simbolicamente,

Ve>0,30 >0: Ve € Dy, 0< |z —a| <d=|f(z) - L| <e.

E importante referir que primeiro consideramos o intervalo arbitrario |L — €, L + €]
no eixo dos yy e entao, em segundo lugar, mostramos que existe, em Dy, um intervalo
la —§8,a+ o[ do tipo exigido.

Graficamente, temos que
lim f(z) =L

T—ra

se e 80 se, dado um intervalo |L — €, L + €[ no eixo dos yy, existe um intervalo Ja — 0, a + [
no eixo dos zx tal que as imagens dos pontos desse intervalo, excepto, possivelmente, a
do ponto a, caiem no primeiro intervalo. Por outras palavras, dado ¢ > 0, arbitrario,
consideram-se o intervalo |L — €, L 4 €[ no eixo dos yy e as rectas horizontais y = L + €. Se
existir um intervalo aberto Ja — d, a + [ tal que, para todo o x nesse intervalo, com possivel
excepgao do ponto a, o ponto P = (z, f(x)) esteja entre as duas rectas horizontais, ou seja,
no rectangulo definido pelas rectas y = L+e€, x = a+J, entdo temos que f(x) €|L—e¢, L+¢]
e, como tal,
lim f(z) = L.

T—a

31
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Note-se que

liinf(:c);«éL & ~[Ve>0,30>0:Ve € Dp,0< |z —a| <d=|f(x) — L| <¢
& Fe>0:¥6>0,Fxr€Ds:0< |z —al| <IN|f(x)—L|>e

Assim sendo, para provar que o limite de f(x) quando x tende para a é diferente de L,
basta encontrar um € > 0 tal que nao existe um § > 0 que verifique o pretendido. Notemos
que, para provar que o limite de f(x) quando x tende para a nao existe, é preciso provar
que a defini¢ao falha para qualquer valor de L.

Vamos, de seguida, apresentar alguns resultados importantes sobre limites. Estes re-
sultados facilitarao a tarefa de calcular limites de fun¢ées. Muitos deles serao apresentados
sem demonstracao; estas podem ser consultadas em vérias das referéncias bibliogréficas
apresentadas no final (por exemplo, [T, 2, 4] 3]).

No que se segue iremos considerar que as fungoes estao definidas em intervalos ou uniao
de intervalos.

Teorema 2.1. Se existir lim f(x), a € R, esse limite € unico.
T—a

Demonstragao: A demonstracdo é feita por redugdo ao absurdo, isto é, supdem-se
que existem L; # Lo tais que lim,_, f(z) = L1 e lim,, f(xz) = Lo e chega-se a
conclusao que tal nao pode acontecer. De facto, considerando um e arbitrario tal que
€ < (L1 + L2)/2, tem-se que:

301 >0:Ve e Df,0< |z —a| < = |f(z) — Li]| <e

392 > 0:Vz € Df,0 < |z —a| <02 = |f(x) — L2| <.

Entao, para 0 < min{d;, d2} tem-se que

Li—e< f(x)<Li+e

o<\x—ay<5;»{ Lo—e< f(z) < Lyte’

o que é absurdo pois |Ly — €, L1 + €[N ]Ly —¢,La+€[=0. O

Exercicio 2.1. Mostre que lim(ax + ) = aa + B, o, € R.
r—a

Resolugao: Consideremos a # 0 (o caso aw = 0 é trivial) e fagamos f(z) = ax + 5 e
L = aa+ (5. Fixando um € > 0 temos

lf(z) - Ll <es|ar+ 8 —aa— L] <eslaljlz —a| <e

Entao, escolhendo ¢ = ¢/|a| temos provado o pretendido. [
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O resultado seguinte, apresentado sem demonstragao, diz que se o limite de uma fungao
for positivo, quando = tende para a, entao a funcao tem que ser positiva num intervalo
aberto contendo o ponto a.

Teorema 2.2. Se ligl flx)=L,eL >0 (L<0), existe um § > 0 tal que f(x) >0

(f(xz) < 0) para todo o x €]a — d,a + J[, excepto, possivelmente, em x = a.

Algumas regras préticas importantes para o célculo de limites. Suponhamos que
existem os limites lim f(z), lim g(x), a € R. Entéo, para «, 5 € R:
T—ra Tr—a

L. Jim (af (x) + Bg(a)) = o lim (z) + 5 Jim o(z);

r—ra

2. lim (f(x)g(x)) = lim f(z) lim g(z);

Tr—a T—ra Tr—a

3. lim ((@)/9(x) = lim £(2)/ Jim g(z). se lim g(z) # 0

Tr—ra

4. lim ¥/ f(z) = T\L/Iim f(x), se n for um namero inteiro e, no caso de n ser par
Tr—a T—a

lim f(x) > 0.

r—ra

J

Existem muitos teoremas importantes e tteis sobre limites. Iremos apenas apresentar
dois deles sem, no entanto, efectuar a sua demonstragao.

Teorema 2.3 (Fungoes enquadradas). Se f(x) < h(x) < g(x) para todo o x per-
tencente a um intervalo aberto contendo o ponto a, excepto, possivelmente, em a, e
se existe um L € R tal que lim f(z) = lim g(x) = L, entao lim h(x) = L.

T—a r—a Tr—a

Exercicio 2.2. Calcule lim 22 sen —.
x—0 a5

Resolugao: Como

1
—x? <sen— < 22

T
e
lim —2% = lim 22 = 0
x—0 x—0
2 1
sen—=0. O

entao, pelo teorema anterior, lim x
x—0 T

Teorema 2.4 (Fungao composta). Se f e g sao fungoes tais que, para a,b € R,

lim g(z) = b e lim f(y) = f(b) (f continua em b),

T—a y—b

entao

lim f(g(2)) = () = f (lim g(a) ).




CAPITULO 2. CALCULO DIFERENCIAL 34

Limites laterais. Um conceito importante é o de limite lateral. Por defini¢do, diz-se
que o limite a direita de f(z) quando x tende para a ¢ L, e denota-se por

lim f(x)=L & Ve>0,30>0:VzeeDra<z<a+d=|f(x)—L|<e

z—at

e que o limite & esquerda de f(z) quando x tende para a é L, e denota-se por

lim f(z) =L & Ve>0,30>0:Vze€Ds,a-0<z<a=|f(zr)—L|<e

r—a~

Tem-se que
lim f(r) =L« lim f(z)=Le lim f(z)=L.

T—a z—a™t T—a~

Pode demonstrar-se, para os limites laterais, teoremas analogos aos da sec¢ao anterior,
efectuando as devidas alteragoes.

Limites no infinito e limites infinitos. Existem casos em que o limite ndo existe mas
em que é necessério caracterizar o comportamento assimptotico de uma funcao. Por exem-
plo, como caracterizar o comportamento de f(z) = % quando x cresce indefinidamente? E
quando x tende para zero?

=1/x
100 y
50 r
> 0
50
-100 :
-2 1 0 1 2
X

Figura 2.1: Hipérbole y = 1/x.

Para responder a estas questoes, vamos apresentar os conceitos de limite no infinito e
limite infinito.
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Definigao 2.2 (Limites no infinito e limites infinitos).

Limites no infinito. Seja f uma fungao definida num intervalo Jc,+00[C R e L € R.
Diz-se que

lim f(r)=L&Ve>0,3M >0:Vox € Dy, x> M = |f(z) — L| <e.

T—+00

Se f estiver definida num intervalo | — oo, c[C R e L € R, diz-se que

lim f(z)=L&Ve>0,IM >0:Vz € Dy,z < —-M=|f(z)—L| <e.

T——00

Limites infinitos. Seja f uma fungao definida num intervalo aberto contendo o ponto
a, podendo nao estar definida em a. Diz-se que

lim f(z) =400 & VM > 0,30 >0:Vx € Df,0< |z —a| <6 = f(x) > M

T—ra

e que

lim f(z) = —oc0o & VM > 0,30 >0:Vz € Df,0 < |z —a| <d= f(zx) < —M.

r—a

Vejamos os significados geométricos destas definigoes. Comecemos por ver o caso dos
limites no infinito. Tracamos as rectas y = L 4+ ¢. Temos que
li =L
i f(z)
se e s0 se quaisquer que sejam as rectas horizontais tragadas, for possivel encontrar um valor
de M > 0 tal que, para todo o = > M os pontos (z, (f(x)) estdo na regiao compreendida
entre duas rectas.
Vejamos agora o caso dos limites infinitos. Tragamos a recta y = M. Temos que
lim f(z) = 400
Tr—a
se e sO se qualquer que seja a recta horizontal tragada, podemos encontrar um intervalo

la—d,a+0[ tal que todos os pontos desse intervalo, com possivel excepgao do ponto a, sdo
transformados por f em pontos por cima da recta.

Exercicio 2.3. Seja k um nuimero racional positivo e ¢ um numero real arbitrdrio
diferente de zero. Mostre que

. c
lim = =
T—+oco

0 e lim — =0,

z——oco gk

desde que x* seja sempre definido.

Resolugao: Vamos considerar apenas o caso em que x — +00; 0 outro caso resolve-se
de forma analoga. Seja € > 0 arbitrario. Pretende-se mostrar que

M >05 w> M= <e
T
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Temos, sucessivamente que

1/k
et s I Il
|l <es 2> =& z]" > — & |z > .
x € € €
1/k
Tomando M = @) temos que se x > M entao ‘I%‘ < € 0 que prova o

pretendido. O

Suponhamos que lim f(z) = +oo, lim g(z) = L, a € R. Entao, para «, 5 € R:
Tr—a Tr—a

1. lim (af(z) + Bg(x)) = +oose a >0 e ill)I(lz (af(x) + Bg(x)) = —o0 se a < 0;

r—a

2. se L > 0 entao lim (f(z)g(x)) = 400 e il_r)r(ll (f(x)/g(x)) = 4o0;

r—ra

3. se L <0 entao lim (f(x)g(x)) = —o0 e lim (f(x)/g(x)) = —o0;

r—a T—a

4. lim (g(x)/ f(x)) = 0.

r—a

O teorema das func¢des enquadradas também pode ser usado para limites no infinito.
Por exemplo, para calcular
. T — COSx
lim —
Tr—+00 X
podemos comecar por considerar

r—1 T — COST r+1
< < Tt

T T T

e, uma vez que

. r+1 . r—1

lim = lim =1

Tr—400 X T—+00 X
. . . T —COST
se verifica, usar o teorema das fungoes enquadradas para obter lim —— =1.
Tr—400 X

Temos, finalmente, o seguinte teorema, que apresentamos sem demonstragao, para um
tipo de limite infinito mas que também ¢é valido para os restantes casos.

Teorema 2.5 (Funcao composta). Se f e g sao fungoes tais que, para a,L € R,

lim g(z) =400 e lim f(z)=1L

T—a Yy——+00

entao
lim f(g(x)) = L.

r—ra

2.2 Funcoes continuas

Ao chegarmos a defini¢ao de limite, enfatizamos a restricdo x # a e apresentamos exemplos
que evidenciavam o facto de lim f(x) poder existir mesmo que a fungao nao fosse definida
r—a

em z = a. Vimos também casos em que f esta definida no ponto a e lim f(z) existe mas
Tr—a

¢ diferente de f(a).
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Definigao 2.3 (Fungao continua). Uma fun¢do f, definida num intervalo aberto
contendo o ponto a, € continua em a se existe lim f(x) e
Tr—a

lim f(z) = f(a).

T—a
Se f nao € continua em a dizemos que € descontinua em a ou que tem uma descon-
tinuidade em a.

\ J

Se uma fungdo f é continua em todos os pontos do intervalo ]a,b[ (finito ou nao),
dizemos que f é continua em ]a,b[ e

lim f(z) = f(a) e lim f(z)= (),

z—at z—b—

isto é, se f é continua em |a, b[ e continua a direita em a e & esquerda em b dizemos que f
é continua em [a, b|.

Se f e g sao fungbes continuas em a, prova-se facilmente que também o sdo a
combinagao linear af + B¢, com «, 8 € R, o seu produto fg, o seu quociente f/g,
se g # 0, e a sua raiz {/f, com a restri¢cao f(a) > 0 se n ¢é par.

Vejamos como resulta a aplicagao do Teorema da fungao composta para o caso de ambas
as fungoes serem continuas. Como vimos, se f for continua em a, entao

tim (9(2)) = J (lim g()) .
Se g também for continua temos que

lim f(g(z)) = f(g(a)).

r—a
Vamos agora apresentar, sem demonstragao, dois importantes resultados relativos a
funcoes continuas. O primeiro afirma que uma funcao real de variavel real continua aplica
intervalos em intervalos e o segundo que toda a funcdo continua, definida num intervalo
fechado, tem nesse intervalo um ponto de méximo e um ponto de minimo.

Teorema 2.6 (Valor intermédio). Seja f : [a,b] — R uma func¢ao continua. Dado
um nudmero y entre os valores de f(a) e f(b), existe um ponto intermédio c € [a, b

tal que f(c) =y.

Por outras palavras, o Teorema do Valor Intermédio diz que toda a funcao continua,
para passar de um valor para outro, tem que passar por todos os valores intermédios. Por
outras palavras, o teorema anterior afirma que uma funcao real de variavel real continua
aplica intervalos em intervalos. Um importante corolario deste teorema é devido ao ma-
tematico, tedlogo e filosofo da antiga Boémia (actual Republica Checa) Bernard Placidus
Johann Nepomuk Bolzano (1781-1848) e ¢ muito ttil na localiza¢ao de zeros de fungoes.

Corolario 2.7 (Bolzano). Se f é uma funcao continua em [a,b] e f(a)f(b) < 0
entao a equagao f(x) =0 tem, pelo menos, uma raiz no intervalo |a, b|.

Note-se que, de acordo com o Teorema de Bolzano, se f(a)f(b) < 0 e a funcao for
continua em [a, b], ela tem, nesse intervalo, um namero impar de raizes.
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O segundo resultado garante que toda a fung¢do continua, definida num intervalo fe-
chado, tem nesse intervalo um maximo e um minimo absolutos. Antes de o apresentarmos,
recordemos a seguinte defini¢ao.

Definigao 2.4 (Extremos). Seja f uma fun¢ao de dominio D e seja c € D. O wvalor
de f(c) diz-se maximo (minimo) absoluto de f se f(z) < f(c) (f(x) > f(c)), para
todo o x € D. O walor de f(c) diz-se maximo (minimo) local ou relativo de f se existe
um intervalo aberto I contendo ¢ tal que f(x) < f(c) (f(z) > f(c)), para todo o
x € 1. O ponto c nestas condigoes diz-se wm maximizante (minimizante) absoluto ou

local de f.

\. J

Enunciemos agora o importante teorema, devido ao matematico alemao Karl Theodor
Wilhelm Weierstrass (1815-1897).

Teorema 2.8 (Weierstrass). Seja f : [a,b] — R wma func¢ao continua. Entao
existem T, Xy € |a,b] tais que, para todo o x € [a,b], f(xm) < f(x) < f(zm).

Note-se a importincia de se considerar um intervalo fechado na definicdo anterior.
De facto, se considerarmos a funcdo f(x) = 2z no intervalo [—1,2], ela tem méaximo
M = f(2) = 4 e minimo m = f(—1) = —2. No entanto, a mesma fung¢ao no intervalo
] — 1,2[ ndo tem méaximo nem minimo.

Existem muitos “teoremas de Weierstrass”. Outro, muito conhecido diz o seguinte:
“Seja f uma funcao definida e continua num intervalo [a,b]. Entao para cada € > 0 existe
um polinémio p definido em [a, b] tal que

max |f(x) —p(z)| <e”

z€[a,b]
Este teorema diz-nos que, por mais pequeno que seja o € escolhido, existe sempre um
polinémio p contido na faixa {(z,y) € R? : z € [a,bl,y € [f(x) — ¢, f(x) +&]}. Por
outras palavras, este resultado permite afirmar que todas as fungoes continuas podem ser
aproximadas, com a precisao desejada, por um polinémio. O que o teorema nao diz é como
se calcula esse polindémio.

Fungoes descontinuas. Vamos terminar esta seccdo com uma referéncia as fungoes
descontinuas. Iremos destacar trés tipos de descontinuidades que uma funcao f pode
assumir.

Dizemos que f possui, em a, uma:

e descontinuidade removivel se existe o limite lim f(x) mas ¢ diferente de f(a).
T—a

Também se diz que f é prolongavel por continuidade em a.

e descontinuidade de primeira espécie se existirem os limites lim f(x)e lim f(z)
z—at T—a~

mas sao diferentes, isto ¢, ndo existe o limite lim f(x).
r—a

e descontinuidade de segunda espécie se nao existe, pelo menos, um dos limites

laterais lim f(x) ou lim f(x).
z—at Tz—a~
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Seguem-se alguns exemplos de fungdes descontinuas: a fungdo sinal

-1, z<0
sgn(x) =4 0, x=0 ;
1, x>0

a funcdo Heaviside
0, x <0
H(z) =< 1/2, =0 ;
1, x>0

a funcdo rectangulo
1, x| <1/2
M(z) =49 1/2, |z[=1/2
0, |z| > 1/2

a fungdo caracteristica (“maior inteiro inferior ou igual a z”)
x| =n, n<zx<n+1l, né€lZ
a fungdo mantissa (“parte decimal de x”)
M(z) =z — |[z].

Algumas relacoes importantes entre estas funcoes sdo, por exemplo,

H(m)—H<x+;> —H<x—;>, sgn () = 2H(x) — 1.

2.3 Funcgao derivada

A proposito do “desenvolvimento em série”

S+ ba) = f@) + f@)de+ TP aaz g

observa Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) no seu “Théorie des functions analytiques”,
1798, pp 18-19: “Esta nova expressao tem a vantagem de mostrar que os termos da série
dependem uns dos outros e, sobretudo como, desde que se forme a primeira funcao derivada
de uma fung¢ao primitiva qualquer, se podem formar todas as fung¢oes derivadas que a série
contenha. Chamaremos a fungao f(x) fun¢do primitiva em relagao as fungoes f'(z), f”(z),
etc, que derivam dela e as quais chamaremos funcdes derivadas em relacao aquela”. Foi

nesse trabalho que surgiu, pela primeira vez, o termo derivada (de uma fungao).

Definigao 2.5 (Derivada). Seja f uma fungao definida num intervalo aberto con-
tendo o ponto a. O limite

1) = f(o)

im

T—a T —a

quando existe chama-se derivada de f no ponto a e denota-se por f'(a) ou %(a). Se

f tem derivada finita no ponto a, diz-se que f € diferenciavel em a.

A razdo
f(z) — f(a)
r—a

flz,al :==

chama-se razio incremental. Entao, podemos escrever f'(a) = lim fz,al.
r—a
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Diz-se que uma funcao f é diferenciavel num intervalo aberto, finito ou néo, se o é para
todos os pontos desse intervalo. Uma fungao f é diferenciavel num intervalo fechado [a, b]
se é diferenciavel em |a, b e se existirem as derivadas a direita de f em a e & esquerda em
b, isto é, se existirem e forem finitos os limites

o S@ S 1) - )
z—at Tr—a z—b~ r—>

Como ¢ sabido, se f for uma funcao definida num intervalo aberto contendo o ponto a,
f'(a) existe se e 6 se existirem e forem iguais as derivadas a esquerda e a direita de f em
a.

Exercicio 2.4. Mostre que a fungao real de varidvel real definida por f(z) = v/a™,
n = 2,3, nao € diferencidvel em x = 0, mas tem derivada +0o nesse ponto quando
n =1 e nao tem derivada quando n = 2.

Resolugao: Quando n = 1 tem-se que

Jx x 1

'(07) = lim = = lim {/— = lim —= =

O =t ==t m =
y 1

f’(O*):lim@:hm 3/ 2 = lim —— = +00

rz—0— T rz—0~ 3 z—0~ \d/aj‘Q
e, como tal, f nao é diferenciavel em z = 0 mas tem deriada +o0c em nesse ponto.
Quando n = 2 tem-se que

1+ . V3 $2 . 3 LEQ . 1
f/(07) = lim —— = lim {/—5 = lim = = +o0,
z—0t T z—0t V T z—0t /12
3/ 2 2
_ . x . alT . 1
f(07)= lim —— = lim {/— = lim —= = —o0c
z—0—- X z—0~ T z—0~ \/5

e, como tal, f nao tem derivada em z = 0. Os gréficos das funcées em causa neste
exercicio podem ser vistas na Figura O

0.5¢

-0.5¢

X3
2/3

—_—

Figura 2.2: Figuras correspondentes ao Exercicio
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Geometricamente, a derivada de uma func¢ao f num ponto a do seu dominio é o
declive (ou coeficiente angular) da recta tangente a curva y = f(x) no ponto de
abcissa a. Sendo assim, a equagao da recta tangente a curva y = f(x) no ponto
(a, f(a)) é dada por

y = fla)+ f'(a)(z — a).
A recta normal a curva y = f(z) no ponto de abcissa a tem declive —1/f’(a) e, como

tal, a sua equagao é dada por

1
f'(a)

Se lim, 4 f[x,a] = +o00, ndo existe f’(a) e a tangente a curva no ponto (a, f(a))
é vertical. Assim sendo, o grafico de uma funcao diferencidvel ndo tem tangentes
verticais em nenhum ponto.

y = f(a)

(x —a).

A derivada da funcao também pode ser interpretada como uma taxa de variacdo. Supo-
nhamos que y é uma funcao dependente de uma variavel independente x escrita na forma
y = f(z). Se x variar de 1 para x3, a variagdo de x (também chamada de acréscimo de
x) é dada por Az = x9 — 1 e a varia¢ao de y (também chamada acréscimo de z) é dada
por Ay = f(z2) — f(x1). A razdo incremental

Ay f(z2) — f(x1)

Az To — X1

chamamos taxa de variagdo média de y em relacdo a x no intervalo [z, z3]. Geometrica-
mente, a taxa de variagdo média é dada pelo declive da recta secante ao grafico de f que
passa nos pontos (z1, f(z1)) e (z2, f(z2)). A derivada, sendo o limite da taxa de variacao
média quando o acréscimo em x tende para zero, pode ser visto como uma taxa de variacdo
instantanea.

Por exemplo, se um ponto material se mover ao longo de uma recta de acordo com a
equacao s = f(t), onde s é o deslocamento do ponto a partir de um instante ¢ inicial, a
funcdo f descreve a funcao de posicao do ponto material. A velocidade instantanea do
objecto no instante ¢ = a é dada por

f) — g T~ (@)

At—0 At

Por outras palavras, a velocidade no instante ¢ = a é igual ao declive da recta tangente em

(a, f(a)).

Seja Dy o maior intervalo (ou uniao de intervalos) de R onde f ¢ diferenciavel. Podemos
definir a fun¢do derivada como sendo

f’: Df/ — R
r — y=f'(z),

onde

F'(e) = lim fw+ )

ou um limite lateral apropriado.
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As notagoes mais frequentes para a derivada de y = f(z) sao

af dy
! ! - -J
f ) y ) de dx'

Quando é preciso especificar o ponto onde a derivada é calculada usa-se

)y @, Tw, P

dr|,_,

A notagao % ¢ devida a Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716). Apesar de parecer
a razao entre duas quantidades dy e dx, ela representa um ente uno: o limite que surge na
defini¢ao de derivada. A notagao f'(z) é devida a Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) e é
a mais conveniente quando se pretende tratar a derivada como funcao. Quando a variavel
independente representa o tempo, também se usa a notacao y, atribuida a Isaac Newton
(1642-1727).

Vamos agora apresentar alguns resultados tteis para o célculo da derivada de uma
fungao.

'q 2

Sejam f e g duas fungoes diferenciaveis e a, 5 € R. Prova-se que:
L (af(z)+ By(x)) = af'(a) + B (b);
2. (f(z)g(x)) = f'(x)g(z) + f(2)g (2);

3. se g(x) # 0 entdo (f(z)/g(z)) = f’(x)g(x;szJ)"(x)g’(x).

Consideremos agora o seguinte resultado.

[ Teorema 2.9. Se uma fungdo € diferencidvel num ponto ela € continua nesse ponto. ]

Demonstragao: Seja f uma funcao real de varidvel real de dominio Dy, diferenciavel, e
seja x # a, com x,a € Dy. Entao

f(z) — f(a)

@—a) (x —a).

f(x) = f(a) +
Tomando limites temos

lim f(z) = f(a) + lim flz) = fla) lim(x — a) = f(a) + f'(a) x 0 = f(a).

T—a T—a (x — a) r—a

Logo, f é continua em a. [

Notemos que, pelo teorema anterior, também podemos afirmar que se f nao é continua
num ponto do seu dominio entao f nao é diferenciavel nesse ponto. O reciproco do teorema
anterior nao é valido, isto é, existem fungoes continuas que nao sao diferencidveis. Em 1857,
o matemético alemao Karl Weierstrass apresentou, pela primeira vez, um exemplo de uma
fungao continua em R mas sem derivada em qualquer ponto de R.
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Na Figura podemos ver um exemplo de uma fungao (f(xz) = |z|) que nado tem
derivada no ponto z = 0 e uma fungdo (f(r) = x?) diferencidvel em todo o R. Note-se
que, se o grafico de f tem um vértice em (a, f(a)), entdo f nao é diferenciavel em a. Por
outras palavras, quando o grafico de f tem um vértice num ponto (a, f(a)), a derivada é
descontinua nesse ponto.

|

35} —y=X
25}
> 2

1.5¢

0.5¢

Figura 2.3: Fungao modulo e fungao quadratica.
E interessante o seguinte exemplo em que a fungao f é continua (mas nao é diferenciavel)
num ponto e nao existem as derivadas laterais no ponto em questao:
1

_ J wseny, x#0

De facto, as derivadas laterais

lim M = lim sen1
r—=+0 X r—=+0 x

nao existem. No entanto, a funcao

2 1
rsen, x#0

olo) =af0)={ § " T2

é diferenciavel em x = 0 e ¢/(0) = 0. A multiplicagdo por z tornou a fungao diferenciavel
e, além disso, alterou a paridade da fungao (de par a impar).

O resultado seguinte, de grande importéancia pratica, é apresentado sem demonstragao.

Teorema 2.10 (Derivada da fungdo composta ou regra da cadeia). Seja f e g
duas fungoes diferencidveis. Entao a funcdo composta f o g, caso se possa definir, é
diferencidvel e a sua derivada € dada por

Notemos que, se considerarmos y = f(u) e u = g(x) de modo a que y = f(g(z)), o

teorema anterior diz-nos que
dy dydu

dr  dudzs’
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Exercicio 2.5. Usando a regra da cadeia, calcule as derivadas de:

1. f(z) =sen?(z); 2. g(z) =e"®); 3 h(z) =sh(chz).

Resolugao: A primeira fungao pode ser vista como f(z) = u?(x) com u(r) = senx. As-
sim, pela regra da cadeia, f'(z) = 2u(z)u'(x) = 2senx cosx = sen(2z). Escrevendo
a segunda funcao na forma g(x) = ¢**), com u(x) = cosz, temos que, pela regra da
cadeia, ¢'(z) = e“®/(z) = —sen ze®5*. Finalmente, escrevendo h(x) = sh(u(z)),
com u(x) = chz, temos que h'(z) = ch(u(z))u'(x) = ch(chz)shz. O

Notemos que a composi¢ao de duas fungdes pode ser diferencidvel mesmo que uma delas
(ou as duas) nao o seja. Por exemplo, se f(x) = ¢, para todo o x € R, com ¢ €]a,b[C R, e
g uma fungao real de variavel real qualquer definida em ]a, b[, entdo fog e go f sao fungdes
diferenciaveis. Mais, para a funcao

ﬂm:{éjﬁzg,

que nao ¢ diferencidvel em nenhum ponto do seu dominio, tem-se que f? = fo f é uma
funcao constante e, como tal, diferencidvel.

Vamos apresentar agora um resultado que permite calcular a derivada da inversa de
uma dada fungao.

Teorema 2.11 (Derivada da fungao inversa). Seja f :]a,b[C X — Y uma fun¢ao
invertivel e f~1 1Y — X a sua inversa. Se f ¢ diferencidvel no ponto x¢ €|a,b|
e f~1 ¢ continua em yo = f(xg), entdo f~' € diferencidvel nesse ponto se e sé se
f'(x0) #0. Nesse caso )

—1\/ .
U™ 0 = Frey

Demonstragao: Pela regra da cadeia aplicada a funcdo f~!o f temos que

(FHF@)) = (FY (f@) ().

Ora, como f~!(f(z)) = z, entdo

/

Assim sendo 1 = (ffl)/ (f(x))f'(z) e, como tal, supondo que f'(z) # 0, temos

_1v/ I 1
U)W =50 = 7y

onde y = f(z). O
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H4a uma maneira facil de memorizar a formula da derivada da fungao inversa
definida por y = f(x) e f~! a sua inversa, isto é, a funcio tal que

. Seja f
Uy =1 (f(@) =

Pelo teorema anterior

(=) a=f"1(y)
ou, noutra notagao,

Exercicio 2.6. Mostre que:

1
1. (arc senx)’ =

1
——,z€|-1,1[; 2 (arccosz) =—
V1 — 22

ﬁ, 336] _1,1[

Resolugao: Para o primeiro caso temos que arc senz é a fungao inversa de f(x) = senx
no intervalo [—%, 5]. Temos entao que

1 1 1
arc senz) = (f71) (z) = = = )
( y =) @) f/(f~Y(x))  cos(arc senx) \/1 — senZ(arc sen )
ou seja,
1
arc senz) = ———, r el —1,1].
( U =
De forma anéloga, uma vez que arc cosx é a fungao inversa de f(x) = cosz no
intervalo [0, 7], conclui-se que
1
arc cosz) = ———, rel—1,1. O
( N =1

A derivada de uma funcao f, como vimos, conduz a outra funcao f’. Se f’ tem derivada
denotamo-la por f” e designamo-la por segunda derivada. De um modo geral, se n é um

inteiro positivo entdo f(™ denota a derivada de ordem n de f que se obtém partindo de f
e derivando sucessivamente f n vezes. Temos assim a férmula recursiva

@) = (10D @)

ou, noutra notacao,
dry _ dd"ly ou ﬁ(@ — idnilf(x)
de™  dx dznl den " dx dan1Y
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Uma férmula que permite calcular imediatamente a derivada de qualquer ordem do
produto de duas fungoes é chamada férmula de Leibniz. Sejam f e g duas fungoes admitindo
derivadas até a ordem n num intervalo I. Entéao a funcao fg também admite derivada até
daordemnem [ e

(fg)) = flg+fd
(f9)" fg+2f9 + fq"
(fg)/// — f///g + 3f//g/ + 3f/g// + fg///

n

o = S (1) s

k=0

que, como se sabe, sdo valores que podem ser obtidos pelo chamado tridngulo de Pascal

onde

— = =
B~ W N =
S W =
Iy

—

assim chamado em homenagem a Blaise Pascal (1623-1662). Note-se a semelhanca entre
a féormula de Leibniz e o bindmio de Newton

(a+b)" = Z ( Z ) aton
k=0

de quem Alvaro de Campos disse ser “tdo belo como a Vénus de Milo”.

O Bin6mio de Newton é tao belo como a Vénus de Milo.
O que hé é pouca gente para dar por isso.

////////////////////////

(O vento l4 fora.)
Alvaro de Campos, 15-1-1928

Definigao 2.6. Diz-se que f : D C R — R ¢ de classe C", e denota-se por
f € C™(D), comn um inteiro maior ou igual a 1, se f é n vezes diferencidvel e as
derwadas f®, k = 1,2,...,n, sio todas continuas. Se f tem derivadas continuas
de todas as ordens, diz-se de classe C* e denota-se por f € C*>(D). A notagdo
f € C%(D) indica que f uma fungio continua.
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2.4 Teoremas fundamentais

Vamos apresentar, nesta secgdo, cinco teoremas fundamentais do calculo diferencial. O
primeiro teorema é devido a Pierre de Fermat (1601-1665).

Teorema 2.12 (Fermat). Seja f uma funcao diferencidvel num intervalo aberto
contendo o ponto c. FEntao, se f atinge um extremo local nesse ponto podemos
concluir que f'(c) = 0.

Demonstragao: Vamos demonstrar para o caso em que ¢ é um ponto de maximo.
Quando ¢ é um ponto de minimo a demonstragao é analoga. Para |h| > 0 sufici-
entemente pequeno temos que

fle+h) = (o)
h

>0, se h <0,

fle+h) = £ _

Y <0, se h>0.

Como f é diferenciavel,
0< tim LEEN Q) _ iy - gy LW =1

<0. O
h—0— h h—0+ h B

Note-se que, no Teorema de Fermat, é crucial considerar o intervalo aberto. De facto, se
f:[1,2] — R é dada por f(x) = z, para todo o = € [1,2], os pontos m =1 e M = 2 sao,
respectivamente, pontos de minimo e de maximo mas f’(1) = f’(2) = 1. Por outro lado, o
reciproco deste teorema também nio é verdadeiro. Por exemplo, a fungio f(z) = 23 tem
derivada nula em z = 0 mas f(0) ndo é um extremo da fungao.

Definigao 2.7 (Ponto critico). Seja f uma fun¢ao definida num intervalo aberto e
seja ¢ um ponto desse intervalo. Dizemos que ¢ € um ponto critico de f se s sd se
f'(¢) =0 ou f nao é diferencidvel nesse ponto.

Note-se que nem todos os pontos criticos sdo pontos onde a fun¢do atinge um méximo
ou um minimo (por exemplo, f(z) = 3, com = € R). Por outro lado, ha pontos onde
a func¢ao atinge um méximo ou um minimo que ndo sdo pontos criticos (por exemplo,
f(z) =z, com z € [1,2]) e pontos criticos onde a derivada nao se anula (como é o caso de

f(z) = |z|, com z € R).

O Teorema de Fermat tem a seguinte formulagao mais geral cuja demonstracao é evi-
dente.

Teorema 2.13. Seja f uma funcgao definida num intervalo qualquer e seja ¢ um
ponto desse intervalo. Se f atinge um mdximo ou um minimo nesse ponto entao
¢ € um ponto critico de f ou ¢ é um dos extremos do intervalo (se o intervalo for
fechado).
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Como vimos, a derivada de uma fungao diferenciavel pode nao ser uma fung¢ao continua.
No entanto, as derivadas de funcoes diferenciaveis partilham com as fungoes continuas a
propriedade dos valores intermédios O resultado seguinte, devido a Jean-Gaston Darboux
(1842-1917), pode ser visto como uma generalizagdo do Teorema do Valor Intermédio.

Teorema 2.14 (Darboux). Seja f : [a,b] — R wuma funcao diferencidvel. Se
f'(a) # f'(b), entao f' assume em ]a,b| todos os valores entre f'(a) e f'(b).

Demonstragao: Fixemos o caso f'(a) < f'(b) (o caso f'(b) < f’(a) prova-se de forma
analoga) e tomemos y tal que f'(a) <y < f'(b). Queremos provar que existe ¢ €a, b|
tal que f'(c) = y.
Seja g(x) = f(x) — yx. Entdo ¢'(a) = f'(a) —y < 0 e, pela defini¢cao de derivada,
existe ¢; €]a,b| tal que g(c1) < g(a). Analogamente, como ¢'(b) = f'(b) —y > 0,
existe ¢z €|a, b tal que g(c2) < g(b). Como g é uma fungdo continua em [a, b], pelo
Teorema de Weierstrass existe ¢ € [a, b] onde g assume um valor minimo. Mas, pelo
que acabou de ser dito, ¢ # a e ¢ # b. Entéao, pelo Teorema de Fermat, ¢'(c) = 0 e,
como tal, f'(c¢)=y. O

O Teorema de Darboux explora a natureza mais intima da fungoes diferenciaveis, de-
monstrando que se f’ ¢ a derivada de uma funcao f num dado intervalo, entao ela tem a
propriedade do valor intermédio nesse intervalo, mesmo nao sendo continua. O Teorema
de Darboux nao seria diferente do Teorema do Valor Intermédio se as derivadas fossem
sempre continuas. Mas isso nao é verdade. Por exemplo, a fungdo f : R — R dada por

z2seni, z#£0
= z’
fa)={ 5 Lr
tem derivada . .
1oy J 2zseny —cosz, #0
f ('I) - { 0’ €Tr = O ’

que é descontinua em z = 0 (verifique que f'(0) = 0).

O Teorema de Darboux tem o seguinte corolario, cuja demonstracao é deixada como
exercicio.

Corolario 2.15. Se f : [a,b] — R é uma fun¢ao diferencidvel, entio f' nao possui
descontinuidades de primeira espécie.

Por vezes é bastante dificil determinar os pontos criticos de uma fungao. Na verdade,
nao ha garantia que tais pontos existam. O teorema que se segue, devido ao francés
Michel Rolle (1652-1719), um dos mais acérrimos opositores do Céalculo Diferencial, da
condigoes suficientes para a existéncia de um ponto critico.
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Teorema 2.16 (Rolle). Seja f uma funcao continua em [a,b] e diferencidvel em
la,b]. Se f(a) = f(b) entao existe, pelo menos, um ponto ¢ €la,b| tal que f'(c) = 0.

Demonstragao: Como f é continua em [a,b], o Teorema de Weierstrass garante que a
fungdo atinge, nesse intervalo, um méximo M e um minimo m. Se M = m, entao
f € constante e, como tal, f'(z) = 0 para todo o x €]a,b[. Se M > m entdo pelo
menos um desses valores ocorre no interior do intervalo ]a, b[. Como f é diferenciavel,
pelo Teorema de Fermat temos que a derivada se anula nesse ponto, o que prova o
pretendido. [

O Teorema de Rolle tem a seguinte interpretagao dindmica: se, num movimento
rectilineo, o ponto retorna & posicao inicial, entao ha um instante em que a velocidade
é nula.

Do Teorema de Rolle resulta, imediatamente, o seguinte corolario.

Corolario 2.17. Seja f uma funcdo nas condigoes do Teorema de Rolle. Entdo:
1. entre dois zeros de f existe, pelo menos, um zero da sua derivada;

2. nao pode haver mais do que um zero de f inferior (superior) ao menor (maior)
zero de f';

3. entre dois zeros consecutivos de f' existe, quando muito, um zero de f.

\. J

O préximo teorema pode ser considerado como uma generalizacdo do Teorema de Rolle
para o caso em que f(a) # f(b).

Teorema 2.18 (Valor médio de Lagrange). Se f € uma fun¢ao continua em [a,b] e
diferencidvel em ]a,b|, existe, pelo menos, um ponto ¢ €|a,b| tal que

f(0) — f(a)

(0}

Demonstragao: Consideremos a fungao F(z) = f(z) — Az, onde A é um valor real tal
que F(a) = F(b). Entao,

F(a) = F(b) < f(a)—Xa= f(b) —Xb < A = M

—a

Como F' é continua em [a, b] e diferenciavel em |a, b[, pelo Teorema de Rolle podemos
concluir que existe, pelo menos, um c tal que

Flic)=0& fl(c) == —F———. O
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O Teorema de Lagrange tem a seguinte interpretagdo dindmica: num movimento
rectilineo ha um instante em que a velocidade instantanea coincide com a velocidade
média. Este teorema também tem uma interpretacdo geométrica interessante: nas
condigoes do teorema, existe pelo menos um ponto ¢ €la, b tal que a tangente ao
grafico de f em (c, f(c)) é paralela a secante & curva que une os pontos (a, f(a)) e

(b, £(b))-

Do Teorema de Lagrange resulta, imediatamente, o seguinte corolério.

Corolario 2.19. Seja f é uma fungdo continua em [a,b] e diferencidvel em |a,b]
Entao:

1. se f tem deriwada nula em todos os pontos do intervalo, f € constante nesse
intervalo;

2. se g for diferencidveis em ]a,b[ e se f'(x) = ¢'(x), para todo o x €]a,b|, entao
f — g € constante em ]a, b].

3. se f'(x) > 0 (respectivamente, f'(x) < 0), para todo x €la,b|, entio f é cres-
cente (respectivamente decrescente) em )a,bl; se f'(x) > 0 (respectivamente,
f'(z) < 0), para todo x €]a, b, entao f € estritamente crescente (respectiva-
mente estritamente decrescente) em |a, b|.

Atente-se a segunte aplicacao do ponto 2 do corolario anterior. No Exercicio con-
cluimos que as fungoes arc senx e — arc cos x tém a mesma derivada. Entao, pelo corolario
anterior, tem-se que arc senz = — arc cos +C, com C uma constante real. De facto, tem-se
que

T
arc senx + arc cosx = 5

Apresentemos, finalmente, um importante teorema devido a Augustin-Louis Cauchy
(1789-1857).

Teorema 2.20 (Cauchy). Se f e g sao fungoes continuas em [a,b] e diferencidveis
em |a,b[, entdo existe ¢ €|a,b| tal que

Demonstragao: Seja

F(x) = (f(b) = f(a))g(z) — (9(b) — g(a)) f ().

Como F' ¢ continua e diferenciavel e F'(a) = F'(b) = 0, pelo Teorema de Rolle existe
¢ tal que F'(¢) =0, o que prova o resultado. [J
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2.5 Aplicagoes da derivada

2.5.1 Indeterminacoes

Quando se estudam limites encontram-se, frequentemente, expressoes da forma

onde tanto f como g tém limite zero quando x tende para c. Em tais casos diz-se que %

tem a forma indeterminada 2 (“zero sobre zero”) em z = ¢, uma vez que nada pode ser dito

quanto ao seu limite. Nestes casos, também se diz que estamos perante uma indeterminacdo
0
0' .~ o . . . .

Noutras ocasides, quando f e g se tornam positiva ou negativamente infinitos, quando
x tende para c, dizemos que % tem a forma indeterminada &2 (“infinito sobre infinito”)

em x = c¢. Um exemplo onde tal acontece é no caso em que se pretende calcular
. senx

lim

z—0 X

Vamos estabelecer a chamada regra de L'Hospital e ilustrar como pode ser usada para es-
tudar diferentes formas indeterminadas. Parece que Guillaume Frangois Antoine,
Marquis de 1'Hospital (1661-1704) aprendeu esta regra com o seu professor Johann
Bernoulli (1667-1748). A sua demonstracao é semelhante & do Teorema de Cauchy.

Teorema 2.21 (Regra de L’Hospital). Sejam f e g fungoes diferencidveis em todos
0s pontos de |a,b[, excepto, possivelmente, em c €|a,b[. Suponhamos que ¢'(x) # 0,

para T # ¢, e % tem a forma indeterminada 8 ou > em x = c. Entdo, se existir
lim, . %, finito ou infinito, o limite lim,_. % também existe e

lim M = lim f’(a:)
a—c g(x)  a—c g'(x)

Demonstragao: Suponhamos que % toma a forma indeterminada % em r = c e que

i £ )

z—c g’(x) ’

para algum ntmero real L. Queremos provar que

lim f@)

v—e ()

Para podermos considerar o Teorema de Rolle, f e g terdo que ser continuas. Consi-
deremos, entao, as fungoes continuas f e g tais que

f(z)=f(z), =+#¢ e f(c) =lim f(z) =0

Tr—cC

gx)=g(x), xz#c, e glc)=limg(x)=0.

r—cC
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Notemos que B
lim () = lim f(2),  lmg(z) = lim g(a)

Tr—rC Tr—cC
e que, para todo o = # ¢, f (z) = f'(z) e §(z) = ¢'(z). Consideremos agora
F(z) = f(z) — Xg(2),

onde A é um valor real tal que F(x) = F(c). Para que tal acontega temos que ter

@ -T0 _T@)
i -g0 gw

o
~

(2) £0.

Aplicando o Teorema de Rolle a F' (continua e diferenciavel) temos que existe um
€ €]z, [ tal que F'(§) = 0. Mas isso implica que

e TP
f (5) Ag (5) =0 A= gl(é-) = g’(f)
donde se conclui que B
7 _ 11©
g€  g©

Tomando x — ¢ temos que £ — ¢ e, assim sendo, como existe limite do quociente
das derivadas temos que

Para os casos em que

a demonstragao ¢ andloga. Para a forma indeterminada S: o resultado também ¢é

valido mas a demonstragao é mais dificil. I

E possivel demonstrar que a regra de L’Hospital também ¢é valida para limites laterais
e para limites quando x — +o0.

Aplicando sucessivamente a regra de L’Hospital para limites quando x — 400, pode
demonstrar-se que:

1. a exponencial cresce mais depressa do que qualquer poténcia do seu expoente,
isto é,
x

lim — = +o0, vr € RY;
z—+oo "

2. o logaritmo cresce mais devagar do que qualquer poténcia do seu argumento,
isto é,
Inz
lim =0, Vr € RT.

rx—+oo T

0

Consideremos agora outras formas indeterminadas que se podem reduzir ao caso g.
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Indeterminacao 0 x co. Suponhamos que
lim f(z) =0 e lim g(z) = oc.

Tr—C Tr—cC

Entao f(x)g(x) é uma forma indeterminada 0 X co em = = c. Nestes casos faz-se

que ja é uma forma indeterminada %.

Indeterminagao co — co. Consideremos o seguinte exemplo

. 1 1 . 1 o1
lim — — ) = lim — lim —.
z—0t+ \ eT — 1 xT z—0T e —1 z—0+ T
Neste caso estamos na presenca de uma forma indeterminada co — oo em x = 0.

Mas
. 1 1 . r—er+1
hm( —)zhm

rz—0t+ \ e? — 1 x z—0t SL‘(@I — 1)

que ja é uma forma indeterminada %.

Indeterminacgoes 0°, oo e 1°°. Estas indeterminacdes surgem quando se consi-
deram limites de expressoes da forma f(z)9®). Neste caso faz-se

y = f(2)?™) = Iny = g(z) In f(z)

e calcula-se
limIlny = ligl g(z)In f(z)

Tr—C

que pode ser tratado como nos casos precedentes. Se:

e limIny = L entdo limy = e,
Tr—cC Tr—rcC

e limIny = +o0 entao lim y = 4o00;

Tr—cC T—rcC
e limIny = —oo entao limy = 0.
Tr—cC T—cC

A regra de L’Hospital s6 se pode aplicar quando necesséria. Note-se que, por exemplo,

. efte
lim 5 = 40
z—0 T

e se aplicarmos duas vezes a regra de L’Hospital obtemos

x —T
lim ere” . lim chz =1,
z—0 2 z—0

0 que nos permite concluir que, neste caso, a regra nao pode ser aplicada.
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2.5.2 Extremos e concavidades

Os teoremas fundamentais permitem-nos estabelecer o chamado teste da primeira derivada
para a determinagdo de extremos locais. Seja ¢ um ponto critico de uma fungdo f de-
finida em Ja,b] contendo c. Se f & continua em [a,b] e diferenciavel em ]a, b[ excepto,
possivelmente, no ponto ¢, entao: se

{f’(x)>0, x €la, |
f(x) <0, z€le,b] ’

8

entdo f(c) é um maximo local; se

) <0, z€la,c]

{ﬂ
f(x) >0, z€le,b ’

8]

entdo f(c) é um minimo local; se f'(z) > 0 ou f'(x) < 0, para todo o = €]a,b[/{c}, entdao
f(¢) ndo é maximo nem minimo local.

Outro conceito importante no tragado grafico de uma fungao e para o qual as derivadas
poderao ser titeis é o conceito de concavidade.

Definigcao 2.8 (Concavidade). Seja f uma funcao diferencidvel num ponto c. O
grifico de f tem concavidade voltada para cima (baizo) no ponto (c, f(c)) se existe
um intervalo aberto contendo c tal que, nesse intervalo, o grdfico de f estd acima
(abaizo) da tangente ao grdfico em (c, f(c)).

Notemos que, quando a concavidade esté voltada para cima (baixo) o coeficiente angular
da tangente cresce (decresce) com x.

Como é sabido, dada uma funcao diferenciavel, se a sua derivada é positiva (negativa)
num dado intervalo, a fungao é crescente (decrescente) nesse intervalo. Consequentemente,
se os valores da segunda derivada num determinado intervalo sao positivos (negativos) estao
a funcao derivada é crescente (decrescente) nesse intervalo. Este facto sugere o seguinte
teorema cuja demonstracao também resulta dos teoremas fundamentais apresentados.

Teorema 2.22. Se uma funcio f € diferencidvel num intervalo aberto contendo

P

¢ entao, no ponto (c, f(c)) o grdfico é concavo para cima (baizo) se f"(c) > 0

(f"(e) <0).

Pode haver pontos no grafico de uma fungéo para os quais a concavidade muda de
sentido. Tais pontos sdo chamados pontos de inflexao.

Definigao 2.9 (Ponto de inflexdo). O ponto (¢, f(c)) do grdfico de uma fungao f
é um ponto de inflexdo se existe um intervalo aberto |a,b| contendo ¢ tal que ocorra
uma das sequintes situacoes:

f"(z) >0 se z €la,c| e f'(x) <0 sex €]e,bf;

ou
f'(x) <0 sex €la,c[ e f'(x) >0 sez €]e,b].
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Se (¢, f(¢)) é um ponto de inflexdo do grafico de f e se f” é continua num intervalo
aberto contendo ¢, entdo f”(c¢) = 0. Assim, para localizar os pontos de inflexdo de f €
C%(Ja,b]) — f ¢ tal que f, f' e f” sdo continuas em ]a,b[ — comecamos por determinar os
pontos z tais que f”(x) = 0.

A segunda derivada também pode ser 1til na classificacao dos extremos de uma funcgao.

Teorema 2.23 (Teste da segunda derivada). Seja f uma funcao diferencidvel num
intervalo aberto contendo c e f'(¢) = 0. Se f"(c) <0, entdo f tem um mdzimo local
emx =c. Se f"(c) >0, entao f tem um minimo local em x = c.

Se, no teorema anterior, f”(c) = 0, o teste da segunda derivada néo funciona. Em tais
casos, usa-se o teste da primeira derivada.

Exercicio 2.7. Faca o estudo da func¢ao

a3

x2 4 a2’

f(x) a €R, (2.1)
quando a = 1. FEsta curva foi estudada por Maria Gaetana Agnesi (1717-1783)
e ficou conhecida pelo nome de bruxa de Agnesi ou feiticeira de Agnesi. Esse nome,
encontrado apenas em textos em inglés, € resultado de uma traducao errada. O nome
dado por Agnesi a curva era “versiera” (que significa “curva”). John Colson (1680
1760), famoso matemdtico de Cambridge, achou o texto de Agnesi tiao importante
(é o primeiro livro a tratar, simultaneamente, do cdlculo diferencial e integral), que
aprendeu italiano apenas para traduzi-lo “para o beneficio da juventude britanica” e,
provavelmente, confundiu a palavra “versiera” com “avversiera”, que significa “bruza’.

Resolugao:

1. Dominio da funcao e continuidade
A funcéo é definida e continua para todo o = € R.

2. Paridade e periodicidade
Como f(z) = f(—x) a fungao é par. Como nao existe qualquer valor real T' tal
que f(x +T) = f(x), para todo o z € R, a fun¢do nao é periddica.

3. Primeira derivada e extremos locais

Temos que
2za’

fl(z) = (@2t a2)2

e, como tal, a funcao tem um ponto critico em = = 0. Para determinar os
extremos locais, considera-se a seguinte tabela:

—00 0 400
f! + 0
f Ja N

Analisando o quadro, constatamos que a fun¢do tem um maximo local (e abso-
luto) em (0,a). O quadro de variagdo poderia ser completado considerando

lim f(x)=0 e lim f(x)=0.

T—r—00 T——+00
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4. Contradominio e assimptotas
Pela alinea anterior podemos concluir que o contradominio de f é RT e que a
fungao tem uma assimptota horizontal y = 0.

5. Segunda derivada, concavidades e pontos de inflexao

Temos que

e, como tal, a segunda derivada anula-se para z = :ta@. Para determinar os
pontos de inflexdo, considera-se a seguinte tabela:

—00 —av/3/3 av/3/3 +00
I + 0 — 0 +
f U 3/4a N 3/4a U

Concluimos que a funcio tem dois pontos de inflexdo em (+av/3/3,3/4a).
6. Pontos de intersecgdo com os eixos coordenados
A curva apenas interseca o eixo dos yy no ponto y = a.

7. Gréafico da fungao
O grafico da fun¢ao, quando a = 1, é dado na Figura O

Bruxa de Agnesi

Figura 2.4: Bruxa de Agnesi (2.1), com a = 1.

2.5.3 Derivagao implicita e taxas relacionadas

Nalgumas aplicacoes a variavel dependente y e a variavel independente x, em vez de estarem
relacionadas por meio de uma funcdo real de variavel real, como em y = f(x), estao
relacionadas por meio de uma equacio F(z,y) = 0 como em 2+ y? = 9 ou em x2 + zy3 +
5r = 19 ou ainda em 5z cosy = 2%1Y. Por vezes estas equacoes podem ser reduzidas a
forma y = f(z) mas, muitas vezes, tal ndo é possivel.

Apesar das dificuldades podemos determinar a derivada de y em ordem a x, nos casos
em que ela exista, sem ter que explicitar y como fungdo de x (com a vantagem adicional
da derivada obtida, também ela geralmente definida implicitamente, ser vilida para todas
as fungoes reais de variavel real definidas pela equagao inicial). Para tal basta considerar
a regra de cadeia.
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Consideremos um exemplo. Para determinar y’, quando y é definida implicitamente
por meio de
2+ 92 =9 e 2%+ (y(x))? =9,

podemos comecar por derivar ambos os membros da igualdade em ordem a x e obter,
usando a regra da cadeia,
2z + 2y(x)y (z) = 0.

Noutra notagao temos 2z + 2yy’ = 0. Assim, quando y(z) # 0, temos que

A regra da cadeia é, geralmente, ttil quando pretendemos relacionar taxas de variagao
de duas quantidades x(t) e y(t) que dependem de uma terceira quantidade, normalmente
o tempo ¢.

Exercicio 2.8. Uma escada de 3 metros de comprimento estd encostada a uma
parede vertical. Se o fundo da escada deslizar horizontalmente afastando-se da parede
a uma taxa de 0,3 metros por sequndo, a que velocidade estd o topo da escada a
deslizar ao longo da parede?

Resolugao: Consideremos z(t) a distancia horizontal da parede a base da escada e y(t) a
distancia vertical do solo ao topo da escada, num dado instante ¢. Temos que z/(t) =
0,3 metros por segundo. Queremos determinar y'(t). Como (z(t))? + (y(t))? = 9,
aplicando a regra da cadeia temos que

2z(t)2' (t) + 2y(t)y' (t) = 0.

Logo, se y(t) # 0, concluimos que

y'(t) = —gycégx’(t) = —0,3‘552. O

2.5.4 Aproximacoes lineares e diferenciais

Vamos terminar este capitulo com a introdugao da nogao de diferencial e referir algumas
das suas aplicagoes. Comecemos por considerar uma funcao f real de variavel real

f: DCR —s R
r o y=f(2)

Em muitas aplicacoes a variavel independente x esta sujeita a pequenas variacoes Ax cha-
madas acréscimos de x. Para calcular o acréscimo Ay correspondente & variavel dependente
y fazemos

Ay = f(x + Az) — f(z).
Se f é diferenciavel temos que
Ay
/ _ .
fla) = Jim o

Assim, quando Az ~ 0, o acréscimo Ay pode ser aproximado por f'(x)Ax, isto é,

Ay ~ f'(z)Az. (2.2)
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Se atendermos & interpretacao geométrica da nogao de derivada, a aproximagao
pode ser vista como uma aproximacao linear. De facto, consideremos um ponto xg per-
tencente a um intervalo I contido no dominio de f e seja f diferencidvel em I. Quando
analisamos geometricamente a derivada de uma fun¢ao num ponto, verificamos que o gra-
fico da fun¢ao se confunde com o da recta tangente & curva nesse ponto nas proximidades
do ponto de tangéncia. Podemos assim pensar em usar a recta tangente ao grafico de f
em (g, f(x¢)) como uma aproximacgao a funcao y = f(z), quando z esta proximo de zg.
Como tal, em muitas aplicagbes praticas, quando x ~ xq, considera-se

f(@) = f(z0) + f'(z0)(x — o). (2.3)

Esta aproximacao ¢ chamada, por razdes 6bvias, aproximacio linear de f em zg.

Considerando Azg = x — zg e Ayg = f(x) — f(x0), a aproximagao (2.3) pode ser
escrita na forma Ayg ~ f/(z9)Axg. A fungio linear cujo grafico é a recta tangente
a f em (o, f(20)), isto ¢,

L(x) = f(z0) + f'(2o0)(x — 20),

¢ chamada linearizacdo de f em zg.

Exercicio 2.9. Na fisica sao vdrios os exemplos onde se consideram aproximagoes
lineares. Por exemplo, ao deduzir a formula para o periodo de um péndulo, obtém-
se a expressdo —gsen 6 para a aceleracao tangencial. Muitos autores, nesta altura,
substituem sen 6 por 6, com a observacao de que sen estd muito prozimo de 0, se
0 for um valor pequeno. Verifique que a linearizagao de f(x) = senx, em xg =0, €
dada por y = x e, como tal, a aproximacgao linear em de f nesse ponto é senx =~ x.

Resolugao: De facto, a linearizagao de f(x) = senz, em o = 0, é dada por
L(z) =sen0+cos0(x — 0) =z

e, como tal, a aproximacgao linear nesse ponto é senx ~ xr. [J

Uma nocao util neste contexto é a de diferencial. O diferencial dx da variavel inde-
pendente x é dado pelo seu acréscimo, isto é, dx = Ax; o diferencial dy da varidvel
dependente y é dado por

dy = f'(z)dw.

Na linguagem dos diferenciais, podemos dizer que a aproximacao linear (2.3) se
resume a considerar a aproximacao do acréscimo da varidavel dependente pelo seu
diferencial calculado no ponto dado, isto é

Ay = dyo = f'(z0)Azy.
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Exercicio 2.10. Determine o diferencial dy para a funcdo y = senzx no ponto
x =7/6 e calcule o seu valor sabendo que dx = —0,1.

Resolucao: Tem-se que

dy = f'(x)dx = — cos(7/6)0,1 = —\2/0? O

Os diferenciais tém uma aplicagao importante na determinagao de estimativas para os
erros que se comentem nos resultados em funcao dos erros cometidos nos dados.

Em muitas situacoes praticas, os dados x néo sao conhecidos de forma exacta. O que
se conhece é um valor xg que foi obtido com uma precisao €, em principio, pequena.
Podemos entao dizer que a diferenca entre o valore exacto x e o valores conhecido
(afectados de erro) xg, representada por Azg = x — xp, € tal que |Azg| < e. Usando
os diferencias, podemos obter uma estimativa para o erro que se comete quando se
aproxima y = f(x) por yo = f(xp), com f uma fungao diferenciavel. De facto,

|Ayo| = |y — wol| = |dyo| = | f'(w0)||Azo| < |f'(0)le.

Exercicio 2.11. Determine o erro que se comete ao calcular y = cos(10z)
quando se considera uma aprorimacdo o = 3,1416 para x obtida com precisao
|Azo| < 0,5 x 1074,

Resolugao: Pretende-se determinar uma estimativa para Ay = f(z) — f(z¢), quando o
valor de z € [1g — 0,5 x 1074, 29 + 0,5 x 107%] = [3,14155, 3,14165]. Essa estimativa
¢é obtida pela determinacao de um majorante para o diferencial

dyo = —10sen(10z¢)dxo,

Entao, como para as variaveis dependentes o acréscimo Axzg € igual ao diferencial
dea
|Ayo| ~ |dyo| = | — 10sen(1020)||Azo| < 0,3 x 1076,

Note-se que, neste exemplo, a uma precisao de 4 casas decimais nos dados, corres-
) ) )
ponde uma precisao de 6 casas decimais no resultado. [

Se, no exercicio anterior, considerassemos a func¢ao y = e* e a aproximacao xg = 4,0
para x obtida com uma precisdo |Azg| < 0,5 x 107!, obtinhamos uma estimativa para o
erro nos resultados dada por

|Ayol ~ |dyo| = e™|Axg| < 0,05¢*0 ~ 5,74. (2.4)

Neste caso, a uma precisao de 1 casa decimal nos dados, corresponde um valor para o
resultado onde nao é possivel garantir qualquer casa decimal correcta.
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Os exemplos anteriores permitem concluir que a derivada de uma funcao é um bom
indicador da sensibilidade da funcao relativamente & variacao da variavel indepen-
dente. De facto, se a derivada da funcao for pequena, a erros pequenos nos dados
correspondem erros pequenos nos resultados; se a a derivada da funcao for grande,
a erros pequenos nos dados correspondem erros grandes nos resultados.

Para ter uma ideia mais precisa sobre o erro que se comete na aproximacao do acrés-
cimo Ay de uma funcdo y = f(x) pelo seu diferencial dy, poder-se-ia calcular o chamado

erro relativo
_ |Ay|

oyl
Atendendo & definicdo de diferencial tem-se que
_1Ay| _ |dy] _ |/ (@)l [da| _ |7 (@)al
ol Wl @) 2l ()]

No caso particular da aproximacao (2.4) temos que d,, ~ 4,0d,,, 0 que significa que o
erro relativo do resultado é quatro vezes o erro relativo dos dados.

Oy

Oz

Exercicio 2.12. O raio de uma esfera mede 21 c¢m, valor obtido com um erro
mdaximo de 0,05 cm. Qual o erro mdzimo cometido no cdlculo do volume da esfera
quando € usado esse valor para o seu raio?

Resolugao: Se o raio da esfera é r, o seu volume é
4
V= —ard.
3
Se o erro na medida do valor de r for denotado por dr = Ar, entdo o erro correspon-
dente ao valor de V' é dado por AV, que pode ser aproximado pelo diferencial
|AV| = |dV| = 47r?|dr|.
Quando 7 = 21 cm e |dr| < 0,05 cm, temos que

|dV| < 47(21)%0,05cm® =~ 277cm?.

Assim o erro (absoluto) cometido no calculo do volume é majorado por 277cm?.

Também se pode determinar o majorante para o erro relativo (o modulo em V' e em
r pode ser omitido pois tratam-se de quantidades positivas)

AV |dV] 4

4
v v i

dr|

T

2
Sy " jdr| =3 35,.
mr

Assim, o erro relativo cometido na aproximacao do volume é cerca de 3 vezes o erro

relativo cometido na aproximagao do raio. Como o erro relativo do raio é

_dr] < 0,05
r = 21

5, ~ 0,0024,

isto & 0,24%, temos que o erro relativo cometido na aproximacao do volume inferior
a 0,007, ou seja, a 0,7%. O
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2.5.5 Tangente a uma curva em coordenadas paraméticas ou polares

A regra da cadeia e o teorema da derivada da funcado implicita permitem-nos calcular as
derivadas de fung¢des definidas parametricamente. Suponhamos que

z = f(t)
{ y=glt) tel, (2.5)
com f uma funcao injectiva. Estas equagoes definem parametricamente uma funcgéao F
dada por
F: f(I) — R
o y=F)=g(f(2)).

Entao, caso f e g sejam fungoes diferenciaveis, podemos calcular a derivada de F' em f(I)
sem calcular explicitamente a expressao analitica de F'.

Suponhamos que f e g sdo fungoes diferenciaveis em I e seja x € f(I) tal que f/(t) # 0,
com t = f~!(z) € I. Pela regra da cadeia,

F'(z) = g(f(2)) = ¢'(F (@) (f 1) (=),

ou, noutra notagao,

ar, .~ d 1 _dg,, 4 df =1
@) = U @) = L)),
Mas, pelo teorema da derivada da fungao implicita,
—1\/ _ 1
U= )

e, como tal,

F'(z) = 7= : (2.6)

Noutra notacao temos que
dy

dy 4 dx
27— dt e — ) 2.

Para calcular as derivadas superior (caso f e g as admitirem) poderiamos proceder
analogamente. Por exemplo, para determinar

d2y
F”(l’) = @(55)7

basta substituir y por % em 1) obtendo

d (d

ey d () _w(#)

de? " de\da)~ % @ TV
Noutra notagio, atendendo a que, por (2.6), F'(x) = G(f~(z)), onde

g/(t) -1 !
G t = s = X y t 07
0= 5 RN IOY
tem-se que
G'(t)
F'(z) = ) se f'(t) #0.
( ) f/(t) t:f—l(x) ()

Pretendemos agora determinar o declive da recta tangente a curva C definida pela
equagoes (2.5) num ponto (f(to), g(to)), com tg € I.
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Teorema 2.24. Seja C uma curva em coordenadas paramétricas definida pela equa-
coes , com f e g duas funcoes diferencidveis em I. Suponhamos ainda que
f'(t) # 0, para todo ot em I. O declive da tangente a curva C no ponto (f(to), g(to)),

com tg € I, é dado por
_dy _ g'(to)

T4 T o)

Demonstragao: Como f’(t) # 0, para todo o t € I, pelo Teorema de Darboux con-
clufimos que f’(t) > 0, para todo o t € I, ou f'(t) < 0, para todo o t € I (se f’ for
continua em I, a mesma conclusao poderia ser obtida pelo Teorema do Valor Intermé-
dio). Temos entao que f é estritamente crescente em I ou estritamente decrescente
em I, respectivamente. Em qualquer um dos casos, f é invertivel.

Sendo f uma fungao invertivel, a curva C é o grafico da fungdo definida por y =
g(f~(z)), para todo o x € f(I). Para determinar o declive da recta tangente &
curva C no ponto (xo,yo) = (f(to), g(to)), basta considerar ¢’(xp). Como foi visto,

/
/ g<t0
g \To) = )

O ) et

~—

o que conclui a demonstragao. [

Exercicio 2.13. Determine a tangente a curva de equacoes paramétricas

T =2t
{y:t2—1 3 tE[—l,Q],

no ponto (0,—1).

Resolugao: O ponto (z,y) = (0,—1) é obtido quando ¢t = 0. Como f(t) =2t e g(t) =
t?> — 1 sao diferenciaveis no intervalo dado e f(0) = 2 # 0, pelo teorema anterior o
declive da recta tangente a curva no ponto (z,y) = (0,—1) é dado por

/
0
m = gl( ) =
f'(0)
A recta tangente a curva no ponto dado tem equagdo y — (—1) = 0 x (z — 0), isto &,
a tangente é a recta horizontal y = —1. [

Consideremos agora um sistema de coordenadas polares e uma curva C definida, nessas
coordenadas, por p = f(#), 8 € I. Se considerarmos o sistema de coordenadas cartesiana
xy de modo a que o semi-eixo positivo dos xx coincida com o eixo polar e tal que a origem
coincida com o poélo, a curva pode ser definida parametricamente por

x = f(0)cosb
{ y = f(0)senf ’ el

Se f for diferenciavel em I, o declive da recta tangente a curva C no ponto (f(6p), o), com
0 € I, é calculado como anteriormente. Assim, pelo Teorema o declive é dado por

_ d%(f(ﬁ) sen 0)
d%(f(@)cos&)

0=09
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Apos calculado o declive, a equacao cartesiana da recta tangente & curva nesse ponto
obtém-se imediatamente.

Exercicio 2.14. Num sistema de coordenadas polares, considere a curva definida
pela equagao p = 2cosf, 8 = [1/6,7/3]. Determine a tangente ao grdfico no ponto
correspondente a 6 = /4.

Resolugao: Num sistema de coordenadas cartesianas apropriado, a curva pode ser defi-
nida por
{ x = 2cos? 0

y—sen20 0 € [n/6,7/3].

Para 6 = 7/4, obtemos o ponto (v/2,7/4) no sistema de coordenadas polares, ou
seja, o ponto (xg,yo) = (1,1) no sistema de coordenadas cartesianas. Como estamos
em presenca de fungoes diferenciaveis, o declive da recta tangente & curva no ponto
(1,1) é dado, de acordo com o Teorema por

_ 2cos(m/2) _
m_—2sen(7r/2) 0.

Logo, a recta tangente & curva no ponto (1,1) é a recta horizontal y = 1. [J

Notemos que, se f/(tg) = 0, para algum ty € I, a curva C definida pela equagoes :
admite uma tangente vertical no ponto (f(to),g(to)), se ¢'(to) # 0; ndo tem tangente
definida no ponto (f(to),g(to)), se ¢'(to) = 0. Neste ultimo caso diz-se que a curva tem
um ponto singular no ponto (f(to), g(tp)) ou uma singularidade em ¢ = ¢.

Exercicio 2.15. Determine os pontos singulares do cardidide p = 1 + senf,
0 € [0, 2.

Resolugao: O cardidide, num sistema de coordenadas cartesianas apropriado, pode ser
dado pelas equacgoes

x =cosf + %sen29
{ y=senf +sen’?f 0 € [0,2n].
Os pontos singulares sdo os pontos para os quais
—senf +cos20 =0 o —senf + cos?f —sen?6 =0
cosf + 2cosfsenf =0 cosf(1+2senf) =0

N cos? ) —senf(1 +senf) =0
cosf =0V (1+2senf) =0

N cosf =0 - 0_§
1+senf =0 — ™

Logo, o tnico ponto singular é (0,0). Verifique na Figura a que ponto do grafico
corresponde a singularidade da curva. [



CAPITULO 2. CALCULO DIFERENCIAL 64

Exercicio 2.16. Considere a curva C definida pelas equagdes paramétricas
x =t2
t € R.
{ y=1t>—-3t° <

1. Mostre que C tem duas tangentes no ponto (3,0) e encontre as suas equagoes.
2. Determine os pontos de C onde a tangente é horizontal ou vertical.

3. Determine os valores do pardmetro t onde a curva € crescente ou decrescente
e onde a sua concavidade € virada para cima ou virada para baizo.

4. Esboce a curva.

Resolugao:

1. Note-se que y = t3 — 3t = 0 quando ¢t = 0 ou t = £+/3. Portanto, o ponto (3,0)
em C surge de dois valores do parametro: t = /3 e t = —v/3. Isto significa que
a curva se intersecta em si mesma em (3,0). Como

dy _ G _3°-3_3( 1
dx f% ot 2 t)’

o declive da tangente quando t = ++/3 é

_dy

m= -2 + 5 _E
dx

t=4+/3 B 2v/3

Assim, as equacoes das tangentes sao

y = V3(z —3) e y=—V3(z —3).

2. A curva C tem uma tangente vertical quando dx/dt = 2t = 0, isto é, quando
t = 0. O ponto correspondente em C é (0,0). A curva C tem uma tangente
horizontal quando dy/dt = 3t> — 3 = 0, isto ¢, quando t = +1. Os pontos
correspondentes em C sao (1,—2) e (1,2).

3. Como dz/dt = 2t e dy/dt = 3(t + 1)(t — 1), podemos resumir os intervalos de
monotonia da curva em funcao da variagao do pardmetro ¢ na seguinte tabela:

t<—-1 t=-1 —-1<t<0 t=0 O0<t<l t=1 1t>1
dx/dt — - — 0 + + +
dy/dt + 0 — — — 0 +
T — 1 — 0 — 1 —
Yy T 2 { 0 I —2 )
C \ (172) \/ (070) \l (17—2) /{

Para determinar a concavidade da curva, calculemos a segunda derivada. Temos
que
d (dy
Py #(#) _30+8) e
dx S 2t 4t
Entao a concavidade da curva é para cima quando ¢ > 0 e para baixo quando
t <0.
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4. Usando a informagoes das alineas anteriores facilmente se obtém a curva tragada
na Figura2.5 O

Figura 2.5: Curva C do Exercicio [2.16]

2.5.6 Método de Newton (x)

O método que iremos estudar nesta sec¢ao, devido a Isaac Newton (1642-1727) e a Joseph
Raphson (~1648-~1715), é um dos métodos mais conhecidos e eficazes para a determinagao
de aproximagoes numéricas de raizes de equagoes. Para o definir, vamos considerar duas
abordagens: a primeira recorrendo ao Teorema do Valor Médio de Lagrange e a segunda
considerando a interpretagao geométrica da nocao de derivada e da linearizagao da fungao.

Seja f uma fungao diferenciavel num intervalo [a, b] C R, tal que f’(z) # 0, para todo o
x €la,b]. Seja x* € [a,b] a Gnica raiz de f nesse intervalo, isto é, f(z*) = 0. Como o valor
de z* nao é conhecido (é o valor que queremos determinar), vamos considerar um outro
ponto xg € [a,b], que pode ser visto como uma aproximagao inicial a z*. Pelo Teorema do
Valor Médio de Lagrange

f(a") = f(=o)

r* — xg

= f'(c),

com ¢ um ponto pertencente ao intervalo definido pelos pontos z* e xg. Temos entao, uma
vez que f(x*) =0, que

_f(l'()) ok * f(x())
f'(e)
Como ¢ é um valor desconhecido, vamos considerar a derivada calculada em xy. Nesse caso
j& nao obtemos como resultado o valor de z*, mas sim um valor distinto a que chamamos

f (o)
f'(@o)
Procedendo de forma anéloga, poderemos definir um processo iterativo pela formula de

recorréncia
f ()

xlﬁ_l:xk_f/(ltk)’ k=0,1..., (2.8)

x1 e que é dado por

Ir1 =Xy —

designado por método de Newton ou método de Newton-Raphson.
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Coloca-se, no entanto, a questao de saber se o método é convergente para x*, isto é, se

lim z, = 2™,
k——+o0
Outra questao é a de saber como definir a aproximagao inicial xg e como parar o pro-
cesso iterativo. Antes de responder a estas questoes, vamos considerar a correspondéncia
geométrica deste método.

A recta tangente ao grafico de f no ponto (zg, f(zo)) é dada por

y = f(zo) + f'(x0)(z — x0).

Se considerarmos a interseccao dessa recta com o eixo dos zx, isto é, com a recta
y = 0, temos que a abcissa x; do ponto de intersecgao é dada por

o (z0)
f'(@o)
O método de Newton pode assim ser construido se voltarmos a repetir o processo

para os sucessivos valores de zp, k = 1,2, ..., obtidos desta forma. Por esta razao o
método de Newton é também chamado muitas vezes como método das tangentes.

T =

Vamos agora apresentar as condi¢oes que deverao ser impostas para que a sucessao de
aproximacoes geradas pelo método de Newton convirja para a raiz z* de f(z) = 0.

Teorema 2.25. Seja f uma fungao real de varidvel real definida num intervalo [a, b].

Se
1. feC2([a,b]),
2. f(a)f(b) <0,
3. f'(z) £0, z € [a,b],
4 F(@) <0 ou f"(z) >0, € [a,B],

entdo a sucessio {xy}, k = 0,1,..., gerada pelo método (2.§), com xo € [a,b] tal
que

5. f(wo)f"(z0) >0,

converge para a unica raiz x* de f(x) =0 em [a,b].

Apesar de nao apresentarmos a demonstracdo do teorema, vamos fazer algumas con-
sideracoes quanto a importancia da imposicao das hipoteses. As trés primeiras condicoes
impostas garantem a existéncia de solugao de f(x) = 0 no intervalo |a, b[. Por outro lado,
a terceira condi¢ao também é importante para garantir que podemos aplicar o método de
Newton sem o risco de poder ocorrer divisbes por zero. A quarta condi¢do garante que a
concavidade da funcdo estd sempre virada para o mesmo lado, evitando situagoes onde o
zero da funcé@o coincide com o zero da segunda derivada, o que poderia corresponder a o
método entrar em ciclo. A dltima condigao obriga a escolher a aproximagao inicial xg por
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forma a que, nesse ponto, a funcao e a segunda derivada tenham o mesmo sinal. Este facto
faz com que as sucessivas iteracoes do método se situem sempre no intervalo definido pela
aproximagcao inicial zq e pela raiz x*.

Os critérios de paragem mais usuais no método de Newton sdo: o critério do erro
absoluto, que faz parar o processo iterativo quando |xgy1 — x| < €, com € uma tolerancia
dada; o critério do erro relativo, que tem como critério de paragem |zy11 — x| < €|xgi1],
com € uma tolerAncia dada, e o critério do nimero maximo de iteraces, que termina o
processo quando k = kpqr, cOM kg, 0 nimero méaximo de iteragoes.

O algoritmo para o método de Newton pode ser dado como se segue.

Algoritmo 2.1 Método de Newton

Dados: f, f’, 20, € e kmazx

k=0

x =20

Repetir
di= —f(@)/f'(2)
r:=x+d
ki=k+1

até que |d| < e ou k = kmax

Resultado: z* ~ x

Exercicio 2.17. Localize graficamente as raizes de f(x) =0, onde
f@)=22—1—-In(z+1),

e aproxime a maior delas usando o método de Newton duas vezes.

Resolugao: Como f(x) =0« 22 —1 = In(z + 1), tracando o grafico de y = 22 — 1 e
de y =1In(z + 1) (ver Figura verificamos que f(x) = 0 possui duas raizes reais:
x} €] —1,0[ e x5 €]1,2].

Facamos a confirmacao analitica apenas para 3. Assim:

L fec(,2));
2. f(1)) = -In2<0e f(2) =3 —In3 = 1,901388 > 0;
3. fl(x) =22 — (x —1)7! > 0, para x €]1,2].

Logo a raiz =% de f(x) = 0 existe e é tnica no intervalo [1,2].

Para aplicarmos o método de Newton temos primeiro que provar a sua convergéncia.
Como f(z) =22 —1—In(z + 1), f'(z) =2x—(z+1)"te f'(x) = 2+ (x+1) "2 temos
que f € C?([1,2]). Por outro lado, como f'(z) > 0 (prove!) e f”(x) > 0, para todo o
x € [1,2], o Teorema m garante que o método de Newton aplicado a equagao dada
gera uma sucessao de valores convergentes para x5, desde que zg seja escolhido por
forma a que f(xzg)f"(zo) > 0, isto é, por forma a que f(zq) > 0.
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3
ol
1t

> 0r
a4}
2l

—x2-1
——In(x+1)
-3 L i I
-2 -1 0 1 2
X
Figura 2.6: Fungoes do Exercicio [2.17]
Seja, entdo, g = 2. Assim:
f(2)
r = 2-— = 1,48144;
f'(2)
£(1,48144)
= 148144 — ————~ = 1,369785.
w2 ’ F(1,48144)
Uma estimativa para o erro absoluto pode ser dada por |xg — 21| = 0,1116554. [
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2.6 Exercicios praticos

Exercicio 2.18. Sejam f(z) e g(x) duas fungoes tais que lim f(x) = +oo e
r—a
lim g(x) = 0. Mostre que escolhendo convenientemente as funcgoes f(x) e g(x) e

r—a
definindo h = f X g podemos ter as sequintes situacoes:

Tr—a T—a r—a Tr—a

1. lim h(z) = +o0; 2. lim h(z) = —oo; & lim h(z) = —27; 4. lim h(z) = 27.

Exercicio 2.19. Use o teorema das fun¢ées enquadradas para provar que:

1
1. lim xsen — = 0; 2. lim L =0,
z—0 T =0 /x4 + 452 + 7

3. lim 22 f(x) = 0, sendo f(z) wma funcdo tal que f(z) € [0,¢|, c € RY, Vo € R.

z—0

1
Exercicio 2.20. Prove que lin%) ztsen =0.
z—

Yz

Exercicio 2.21. (x) Prove que nao existem os sequintes limites:

1 1
1. lim cos ;2. limtg 3. limsen —; 4. lim ————.
z—0 X z—0 1 4+ el/fD

r—a T —a r—a © g2 — g2’

Exercicio 2.22. Estude, quanto a continuidade, as sequintes fungoes:

2¢t +1, <0

L@ =1 1, ve0,2 ; 2 f@)=tg(2); % fx)=ln(lz]);
sen x, x> 2
1 z <0 1 > k
4 f(:c)—{ ;: >0 5. f(x) =xsen_; 6. f(ac)—kzzoa? .

Exercicio 2.23. Seja f(z) = £=2. Verifique que f(—1)f(1) < 0. Poderd concluir
que existe ¢ €] — 1, 1] para o qual se tenha f(c) =07?

Exercicio 2.24. Prove que a equacio x> —9x>+7 = 0 tem trés raizes, wuma em cada
um dos intervalos abertos | —1,0], ]0,1[ e]6,9[. Melhore o resultado aproximando-as
até as centésimas.

Exercicio 2.25. Seja f(z) = tgz. Embora f(Z) = 1 e f(3F) = —1, ndo existe
nenhum x no intervalo [5,2%] tal que f(z) = 0. Serd que este facto contraria o
Teorema de Bolzano? Justifique.
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Exercicio 2.26. Seja f uma fungao continua em [0,1] e 0 < f(x) < 1, para todos
0s valores de x € [0,1]. Mostre que existe ¢ € [0,1] tal que f(c) = c.

Exercicio 2.27. Determine os dominios e a expressoes analiticas das derivadas das
sequintes fungoes:

5+6
1. y= %; 2. y=+/(z24+1)°; 38 y=rcos(l+tgz);

4. y=6sen(z + 1) +3cos(7z); &5 y=a®+zm?; 6. y=tgx+V3z;
x 2
er Vort + 1

Exercicio 2.28. Determine a expressao analitica das derivadas das funcoes sequin-
tes:

senx, x>0 —2r—1, »< -1
1. f(z)=10, r=0; 2 f(x)=<S2?%, -1<2<0;
:L‘+f£3, xz <0 sen x, >0
|z, r <4
3. flx) = .
/(@) {12—2x, >4

Exercicio 2.29. Mostre que:

1 1
1. (arc tgr) = T3 2" eR; 2. (arc cotgz)' = 127 eR;
1 1
3. (arg shz) = ——, 2 € R; 4. (arg chz) = ——, x €]1, +o0[;
V14?2 2 -1
!/ 1 / 1
5. (arg tha) = 12" €]-1,1[; 6. (arg cothzx) = T2 %€ R\[-1,1].

_a:-27

Exercicio 2.30. Mostre que as func¢oes sequintes sdao continuas, mas nao derivdveis
em alguns pontos:

1—x

1. f(x)=1+|senz|, x€]l0,27]; 2. g(:c):{ :ev+ln(2—x), iii ;

1
rsen—, x#0
S.h(:c):{o @ mio.
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Exercicio 2.31. Determine as expressoes analiticas das rectas tangente e normal
ao ramo da pardbola y = \/x no ponto de abcissa x = 4.

Exercicio 2.32. A curva y = 1/(1 + 2?) é chamada bruza de Agnesi. Determine
uma equagao para a recta tangente para essa curva no ponto (—1,1/2).

Exercicio 2.33. Se f(3) =4, g(3) =2, f'(3) = —6 ¢ ¢'(3) =5, determine:

L(f+9)B); 2 (f9)3); 3 (f/9)(3); 4 (f/(f—9))3).

Exercicio 2.34. Um insecto rasteja de modo a que a sua posicao depois de t sequn-
dos € dada por
=141, y=2+1/3,

onde x ey sao medidas em centimetros. Determine o vector que indica a velocidade
do insecto no instante t = 3 sequndos.

Exercicio 2.35. A wariagdo da temperatura (em graus Fahrenheit) de um dado
alimento num frigorifico pode ser bem modelada pela sequinte funcdo:

AP+ 166+ 75

T(t) = >0,

2 4+4t+10 ° T

onde t representa o tempo decorrido em horas.
1. Qual € a temperatura inicial do alimento?

2. Qual a temperatura limite a que poderd chegar o alimento se se deizar indefi-
nidamente no frigorifico?

3. Determine a taxa de alteracao de T para t = 10 horas.

Exercicio 2.36. O nidmero de bactéria depois de t horas num laboratdrio experi-
mental controlado € dado por n = f(t).

1. Qual o significado da derivada f'(5)¢ Em que unidades € representada?

2. Suponha que existe uma quantidade ilimitada de espaco e nutrientes para a
bactéria. O que é maior: f'(5) ou f'(10)? Se a oferta de nutrientes for
limitada, o que afetaria na sua conclusao? Explique.
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Exercicio 2.37. A eficdicia de determinado analgésico t horas apds ter sido minis-
trado (tomado) pode ser significativamente bem modelada pela sequinte fungao

1
E(t):2—7(9t+3t2—t3), 0<t<5.

Determine a taxa de alteragao de E relativamente a t nos sequintes casos: passado
1 hora; passado 4 horas.

Exercicio 2.38. A concentragao [S] de uma certa substincia durante uma reacgdo
enzimdtica € dada por

(5] = [SoJe 2"

onde t € o tempo decorrido em sequndos, k é uma constante e [Sy] € a concentragao
da substdncia no inicio da reaccao.

1. Arbitrando valores para k > 0 e [Sy] trace um grdfico de [S] em fungdo de t.

2. Mostre que usando uma mudanc¢a de varidveis conveniente se obtém um modelo
linear simples (expresso por uma fungao cujo esbogo do grdfico é uma recta,).

Exercicio 2.39. Para temperaturas T (em °C') no intervalo [—50,150] a pressao
P de uma botija de gds varia com a temperatura sequndo uma lei do tipo P(T) =
MT + b, onde M e b sao constantes. Suponha que um aumento de 40 graus na
temperatura causa um aumento na pressao na ordem dos 50 milibares.

1. Qual a taxa de variacao da pressao em relagao & temperatura?

2. Que mudanca de temperatura provocaria uma queda de pressao da ordem de 9
milibares?

Exercicio 2.40. Encontre um polindmio de sequndo grau P tal que P(2) = 5,
P'(2) =3 e P'(2) =2.

rT

Exercicio 2.41. Para que os valores de r a func¢do y = €' satisfaz a equagdo

y' +5y —6y =07

Exercicio 2.42. Uma linha de telefone pendurada entre dois postes separados de 14
metros tem a forma da catendria

y = 20ch(z/20) — 15,
em que T ey sao medidos em metros.
1. Calcule a inclina¢do da curva quando ela encontra o poste da direita.

2. Calcule o dngulo 0 entre a recta tangente & curva e o poste.
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Exercicio 2.43. A Lei de Boyle estabelece que quando uma amostra de gds € compri-
mida a uma temperatura constante, a pressao P e o volume V satisfazem a equacdo
PV =C, onde C € uma constante. Suponha que num certo instante o volume é de
600 cm?, a pressio € de 150 kPa e que pressio cresce a uma taza de 20 kPa/min.
A que taza estd decresce o volume nesse instante?

Exercicio 2.44. Uma massa atada a wma mola vertical tem como funcdao posicao
s = Asenwt,
onde A € a amplitude de sua oscila¢do e w a frequéncia.
1. Determine a velocidade e acelera¢dao como funcdo do tempo.
2. Mostre que aceleragao € proporcional ao deslocamento s.

3. Mostre que a velocidade é mdzima quando a acelera¢ao é nula.

Exercicio 2.45. Um projéctil é langado verticalmente do solo com uma velocidade
micial de 112 metros por sequndo. Apds t sequndos, a sua distdncia ao solo € de
112t — 4,9t> metros. Determine:

1. a velocidade do projéctil parat=2,t=3 et =4;
2. o instante em que o projéctil atinge o solo;

3. a velocidade no momento em que este atinge o solo.

Exercicio 2.46. Determine as derivadas de ordem n das fungoes:

1
1. log, z; 2. 2™; 3. senx; 4. m; 5. o 6. senbx;
7. cos2x; 8. €3; 9. ¢"senz; 10. xe®; 11. ch3zx.

Exercicio 2.47. Para f(x) = |z|, mostre que f(—1) = f(1), mas f'(c) # 0 para
todo o ¢ no intervalo | — 1,1[. FEstard este facto em contradi¢ao com o Teorema de

Rolle?

Exercicio 2.48. Use os Teoremas de Bolzano e de Rolle para provar que:
1. f(x) = 23+ 32 + 2 tem um zero real;

2. f(x) =23 =32+ 1 tem trés zeros reais.

Exercicio 2.49. Prove que se a > 0, a equagdo cibica 23+ ax +b = 0 ndo pode ter
mais do que uma raiz real, qualquer que seja o valor de b.
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Exercicio 2.50. Usando a regra de L’Hospital, determine:

5 3 T
—6 8r—3
1. lim * :1:4 o ;2. lim zlnzx; 3. lim e—;
z—1 zt—1 z—0F z—+o00 T
1 1 1 1
4. lim ——— 5. lim [ — — ;6. lim x sen—;
v—+o0 g2 sen? - t—0\z senx T—+00 T
3\* .
7. lim (1 + ) ; 8 lim xz%; 9. lim (senz)®”;
T—+00 x x—r+00 20+
1 z+1
10. lim <> 11. lim 2% Inz 12. lim (1 — senz)'/?.
z—+o0 \ Inx z—0+ z—0

Exercicio 2.51. Verificando que ndo pode usar a regra de L’Hospital, calcule os
sequintes limites:

2 1 2 1
. T — COST . x7sen = . T —senzx . x7sen =
7. lim —; 2 lm——=%; & lim —; /. lim z
T—+400 x z—0 x r—+oo T 4+ senx z—0 senx

Exercicio 2.52. Determine os valores mdximo e minimo das funcées abaizo defini-
das, no intervalo indicado:

1. flx)=1-22 z€(0,1); 2 f(z)=|z|, ze€[-1,1]

3. f(z) =senz, x€]l0,2].

Exercicio 2.53. Averigie se as funcoes a sequir indicadas tém algum extremo re-
lativo para x = 2:

x2, r <2 z2, T <2
1. f(x) =< 4, x=2; 2 f(zr)=<¢ 1, x=2
r+5 x>2 —22 48, x>2

Exercicio 2.54. Determine dois niumeros positivos cujo produto seja mdxrimo e cuja
soma seja igual a 40.

Exercicio 2.55. Determine as dimensées do rectingulo de drea mdzima que pode
ser inscrito numa circunferéncia de raio a.

Exercicio 2.56. Determine as dimensées do cilindro circular recto de volume md-
ximo que pode ser inscrito numa esfera de raio a.
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Exercicio 2.57. Cada pdgina de um livro deve ter drea de 440 cm?, com margens
de 2,5 ¢cm do lado esquerdo, 2 ¢cm do lado direito, 3 cm em cima e 3 ¢cm em baixo.
Determine as dimensoes das pdginas de modo a que a drea destinada a 1mpressao
seja a mator possivel.

Exercicio 2.58. Supondo um peixe a nadar contra uma corrente u a uma velocidade,
em rela¢io a dgua, v (v > u), a energia total E requerida para nadar uma distancia
L ¢ dada por

L

E(v) = av®
(v) =av p—

onde a € uma constante de proporcionalidade positiva. Os bidlogos verificaram expe-
rimentalmente que os peizes migratorios nadam contra a corrente a uma velocidade
50% superior a velocidade da corrente. Mostre que esse valor corresponde a veloci-
dade que minimiza a energia total requerida para nadar uma distdncia fiza.

Exercicio 2.59. Um campo petrolifero tem 8 pocos que produzem um total de 1600
barris de petrdleo por dia. Para cada poco adicional perfurado a produ¢do média por
pocgo decresce de 10 barris didrios. Quantos pogos adicionais devem ser abertos para
maximizar a producao?

Exercicio 2.60. Uma bateria de voltagem fiza V' e resisténcia interna fiza r estd
ligada a um circuito de resisténcia varidvel R. Pela lei de Ohm, a corrente I no
circuito € dada por I = V/(R+7). Se a forca resultante é dada por P = I*R, mostre
que a forca mdzxima ocorre se R =r.

Exercicio 2.61. A drea da pupila de um olho doente, R, varia com a luminosidade
x de uma fonte de luz, de acordo com a igualdade

R(z) = 0 24VT
o 1+4yT

1. Sabendo que a sensibilidade do olho, S, € dada pela taxza de variacao da drea
da pupila, escreva S em funcgao de x.

2. Determine o valor da luminosidade para o qual é mdzrima a drea da pupila.

3. O que acontece aos valores de R e S para niveis muito elevados de luminosi-

dade?

Exercicio 2.62. Um fabricante de frascos tem um custo de produ¢do didrio
L 5
c(x) =180 — 10z + %5

em que x representa o numero de frascos produzidos. Quantos frascos deverd fabricar
por dia, por forma a minimizar o custo?




CAPITULO 2. CALCULO DIFERENCIAL

76

Exercicio 2.63. Determine o dominio de defini¢ao, o dominio de continuidade e a
sequnda derivada da fungado:

—23 4 4log,2 |z + 6], x> =5
x) = 1 92 .
i) 23tg(m—%+5>—§x2—%—26x, <=5

Exercicio 2.64. Represente graficamente as sequintes fungoes:

2z

x2—2x+4_ .
2 -1’

1. y= 5 2.y=323-92+1;, 3 y= 4. y=+3x2-2.
_

1
Exercicio 2.65. Considere a fungao real de varidvel real definida por f(x) = x— —.

T
Indique o dominio de f e mostre que f € fmpar. Serd injectiva? Esboce o grdfico da
restri¢ao de f a | —00,0[ e, usando o facto de f ser impar, complete o grdfico de f.

Exercicio 2.66. Seja f(z) = 12+ 222 — 2. Determine os seus mdzrimos e minimos
locais. Discuta a concavidade o os pontos de inflexdo. Finalmente, esboce o seu

grdfico.

Exercicio 2.67. Determine 3y sabendo que 5x cosy = e* .

Exercicio 2.68. Se V' for o volume de um cubo com a aresta de comprimento x
e, a medida que o tempo passa, o cubo se expande, determine dV/dt em funcao de
dz/dt. Ezplique o significado das derivadas

Exercicio 2.69. Um homem com 2 metros de altura anda a uma velocidade de 0,6
metros por segundo, em direc¢io a um candeeiro de iluminagdo que estd a 5 metros
acima do solo. Com que velocidade se desloca o extremo da sombra?

Exercicio 2.70. Use a derivacdo implicita para achar uma equacdo da recta tan-
gente ao astroide descrito pela equacio /3 + y2/3 = 4 no ponto (—3/3,1).

Exercicio 2.71. Uma gota de dgua esférica sofre evaporacdo a uma taxa proporci-
onal & sua superficie exterior. Como varia o raio?

Exercicio 2.72. Determine a aprorimacao linear das sequintes fungoes em xg =0
e 0s valores de x para 0s quais essa aprorimacdo tem uma precisao inferior ou igual
a 0,1:

L.y=+V1+4+z; 2. y=1+¢€% 8 y=tgzx.
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Exercicio 2.73. Determine o diferencial dy para as sequintes funcoes e calcule o
seu valor para os valores de x e dx indicados:

1L y=@?+5)3 z=1,dc =005 2 y= et x =4, dr =0,1.

Exercicio 2.74. Determine o erro que se comete ao calcular y = f(x) quando se
considera wma aprorimagdao xo para x obtida com uma precisio |Axy| < € para os
casos sequintes:

1y=2% x20=1, |Azo| <0,5; 2. y=+z, z0=1, |Axo| <0,1.

Exercicio 2.75. O raio de um disco circular é 24 c¢m, com um erro mdximo de 0,2
cm.

1. Use as diferenciais para estimar o erro mdximo na drea do disco calculado.

2. Qual o erro relativo? Dé o resultado em termos de percentagem.

Exercicio 2.76. Suponha que nao temos formulas para g(x), mas sabemos que
9(2) = —4 e ¢'(x) = Va? + 5, para todo x. Use a aproximagao linear para estimar
9(1,95) e g(2,05).

Exercicio 2.77. Com que precisao deve medir o raio de uma bola esférica por forma
a garantir uma precisao de 1% no seu volume?

Exercicio 2.78. O periodo T de oscilacao de um péndulo obtém-se usando a férmula

T=2r g,
g

onde ¢ é o comprimento do péndulo e g = 9,8 m s~ * a aceleragdo da gravidade.
Determine o erro que se comete ao calcular T em funcdo de pequenos erros AL
resultantes das medicoes de £.

2

Exercicio 2.79. De acordo com a Lei de Poiseuille, formulada pelo médico e fisico
francés Jean-Louis-Marie Poiseuille (1797-1869), quando o sangue flui ao longo de
um vaso sanguineo, o fluzo F (volume de sangue por unidade de tempo passando por
um ponto dado) € proporcional a quarta poténcia do raio R do vaso F = kR*, k € R.
Uma artéria parcialmente obstruida pode ser alargada por uma operacao chamada
angioplastia, na qual minisculo baldo na ponta de um catéter, que € insuflado dentro
da artéria a fim de aumentd-la e restaurar o fluro normal do sangue. Mostre que
a variacao relativa de F é cerca de quatro vezes a variacao relativa de R. De que
forma um aumento de 5% no raio afecta o fluro de sangue?
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Exercicio 2.80. Utilize as equagoes paramétricas para determinar a equagdo da
tangente & curva nos pontos indicados:

1. p=2cosf, 0 =75; 2 p:%,9:27r; 8. p=4—3senb, § =m.

Exercicio 2.81. Determine a equagao da tangente a cada uma das sequintes curvas
no ponto correspondente ao valor do pardmetro indicado;

r=2t+4 L r=¢e _
1. { y:8t2—2t—|—4 ,t=1; 2 { y:e*t ,t=2.

Exercicio 2.82. Determine os pontos onde a recta tangente & curva
r=2t3 y=1+4t+t> teR,

tem declive igual a 1.

Exercicio 2.83. (x) Um avido em voo vertical descreve uma trajectoria que, para
t € [0,1] dado em minutos, pode ser traduzida pela expressao h(t) = (t —1)e! —t + 3.

1. Calcule um valor aproximado do instante em que o avido esteve mais prorimo
do solo, aplicando o método de Newton duas vezes.

2. Aprozime a diferenca mdzxima de altitude que o avigo atinge no mesmo inter-
valo.

Exercicio 2.84. (x) Considere a fun¢ao f definida por f(x) = e *lnz, z > 0.
Utilizando o método de Newton, aproxime a abcissa do seu ponto de inflexdo, em
sequnda aprorimacao, partindo de um intervalo com amplitude inferior ou igual a 1.

Exercicio 2.85. (x) Use o método de Newton para aproximar, com erro inferior a
1074, o valor de x correspondente ao ponto do grdfico de y = x> mais prozimo de
(1,0).

Exercicio 2.86. (x) Aplicar o método de Newton ao cdlculo da raiz quadrada de
um numero positivo a. Proceder de maneira andloga para calcular a raiz cibica de
a.

Exercicio 2.87. (x) Um projéctil é langado com uma velocidade vy e um dngulo
a num tinel de altura h e atinge o seuw mdximo quando « for tal que sen(a) =
\/Qgh/vg, onde g = 9,8 m/s* ¢ a aceleragio da gravidade. Calcular o utilizando o
método de Newton, supondo que vg =10 m/s e h =1 m.




Capitulo 3

Calculo integral

3.1 Primitivas

3.1.1 Primitivas imediatas

No capitulo anterior certos problemas foram enunciados na forma: “dada uma funcao f,
determinar a sua derivada f””. Consideremos agora o problema inverso, isto é: “dada a
derivada f’, determinar a funcao primitiva f”. Por outras palavras, neste capitulo queremos
considerar a questao: “dada uma funcao f, determinar uma funcao F' tal que F’ = f”.

Definigao 3.1 (Primitiva). Uma fun¢ao F diz-se primitiva (ou anti-derivada) de f
no intervalo I se
F'(z) = f(x), Vx € 1.

Ao processo de determinagao da primitiva F' de uma funcdo f chama-se primitivagdo.

\. J

Notemos que, se uma fungdo f admitir primitiva, essa primitiva nao é determinada de
forma tunica. De facto, se considerarmos f(z) = 2z, z € R, podemos ter, como primitiva,
Fi(z) = 22, Fy(x) = 22 + 10, F3(x) = 2% + 11,4, etc. Neste caso, as primitivas de f em R
sao da forma F(z) = 22 + ¢, c € R.

Definigao 3.2 (Fungao primitivavel). Uma fun¢do f diz-se primitivavel num inter-
valo I se existir uma primitiva de f em I.

O proximo resultado demonstra que duas primitivas de uma mesma fungdo diferem
apenas por uma constante.

Teorema 3.1. Sejam Fy e Fy duas primitivas de f num intervalo I. Entdo, a sua
diferenca é uma funcdao constante em I, isto ¢,

Fi(z) = F3(z) + ¢, Ve e 1,

com ¢ uma constante real.

79
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Demonstragao: Sejam a e b dois pontos distintos (a < b) de I e G(x) = Fi(x) — Fa(x),
para todo o x € I. Como F} e Fy sdo ambas primitivas de f em I temos que

Fl(z) = Fy(z) = f(z), Vael,

~—

o que implica, como G ¢é diferenciavel em I, G'(x) = F|(z) — Fj(z) = 0 e, como tal,
G(x) = ¢, com ¢ uma constante real. De facto, pelo Teorema de Lagrange, como G
é diferenciavel em I,

G(b)

b—a
ou seja, G(b) = G(a), com a e b quaisquer dois pontos distintos de I. Provamos
assim que G(x) = ¢, para todo o x € I, ou seja Fy(z) = Fy(x) +¢,ceR. O

G(a)

~—

Como consequéncia do teorema anterior concluimos que todas as primitivas de f sao
da forma F' + ¢, com F uma primitiva de f e ¢ uma constante real.

Definigao 3.3 (Integral indefinido). Chama-se integral indefinido (ou primitiva) de
f em I, e denota-se por
[ @) da,

a toda a expressao da forma F(x) 4+ ¢, onde F' é uma primitiva de f em I e c € R.
Podemos entdo dizer que o integral indefinido de uma funcao € o conjunto de todas
as suas primitivas.

\. J

De acordo com esta defini¢ao, ao processo de primitivacao também se chama integracdo.
A notacao usada para o integral indefinido foi proposta por Gottfried Wilhelm von Leibniz
(1646-1716) que a comegou a usar porque a integra¢do, como iremos ver mais tarde, esta
intimamente relacionada com somas (o “s”, de soma, degenerou em “ [”). A particula “dz”,
para ja, nao tem significado especial e serve apenas para indicar a variavel independente
em relacao a qual se esta a primitivar.

Geometricamente podemos considerar o integral indefinido como uma familia de curvas.
Essas curvas sao tais que passar de uma para a outra se processa por translacdo do eixo

dos zx.

Integral indefinido

e

|
»
|
N
|
N
xX O
N
N
o))

Figura 3.1: Integral indefinido.
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Consideremos alguns exemplos.

1. /1d:v::n+c, ceR.

[\)

72
./xdx—2+c, c eR.

3. /senxdavz—cosx—kc, ceR.

W

. /cosxd:c:senac—i—c, ceR.

ot

1
: /dq::ln]x|+c, ceR,zeR\{0}.
x

1 1
De facto, (Inz) = =, Oe (In(—2)) = — ==, 0.
e facto, (Inz) . x> 0e (In(—x)) = T <

6. Generalizando a regra dada no exemplo anterior, podemos escrever

f'(z) =In|f(z c c
/f(x) dz=In|f(@) +e, ccR,

ou, noutra notacao,

/‘;/da::ln|f|+c, ceR.

1
7. /sec2xdx:/ ;- dr=tgx+c, ceR
cos? x

arc senx arc Sen2 x

8. dx = +c, ceR.
V1—x? 2
De facto,
<arcsen2x>/ arc sen z(arc sen )’ arc se !
——— | =arcsenz(arc senz) =--- = arc senr———.
2 V1—a?

Uma questao que se coloca é a seguinte: serda que toda a fungdo f possui primitiva?
Pode demonstrar-se que toda a fun¢ao continua num intervalo I possui, nesse intervalo,
uma primitiva. No entanto, existem func¢des que nao possuem primitiva. Essas funcoes
sao, naturalmente, fun¢oes descontinuas.

Por exemplo, a funcao
0, =<2,
f(x) - { 1’ T Z 2’

nao é primitivavel em R, pois a existéncia de uma fungao F : R — R tal que F'(z) = f(z),
para todo o x € R, contradiz o Teorema de Darboux. De facto, segundo o Teorema de
Darboux, a derivada de qualquer funcao f tem que que verificar a propriedade do valor
intermédio e, neste caso, f nao assume todos os valores entre 0 e 1. Notemos também que,
pelo Teorema de Darboux, as fungoes primitivaveis aplicam intervalos em intervalos o que,
claramente, nao é o caso.
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O Teorema de Darboux também garante que as fungoes primitivaveis ndo podem ter
descontinuidades de primeira espécie. Por isso, para procurar um exemplo de uma funcao
descontinua que seja primitivavel, temos que considerar funcées com descontinuidades de
segunda espécie. Por exemplo, a derivada da funcao

2 1
{ resen, w#0,

f(x): O7 ‘/L,ZO’

é descontinua, pois nao existe o limite de f/(z) quando x tende para 0 mas é primitivavel
e, como tal, aplica intervalos em intervalos.

Vamos agora considerar algumas propriedades das primitivas. As primeiras proprieda-
des resultam, imediatamente, da definicao e a sua demonstragao é deixada como exercicio:

/f’(:c) de = f(z)+¢, ceR; </f(a:) da:)l = f().

Outra propriedade é

[ar@+g@ ds=a [ ) do+p [g@ de aser

que estabelece que a primitiva é um operador linear. De facto, sejam F' e G duas primitivas
de f e g, respectivamente. Entao

(aF (z) + BG(x)) = aF'(z) + BG'(z) = af(x) + By ().
Podemos, entao, concluir que

/af(:z:)—l—ﬂg(a:)dw = aF(a:)—l—ﬁG(m)—i—c, ceR
= z)+c1)+ B(G(x)+c2), c1,c2€R

_ /f d:U—I-B/

Duas regras de integracao muito importantes podem ser obtidas pela generalizagao do
raciocinio efectuado na resolucao do exercicio anterior.

7

A primeira é a regra de integracdo da poténcia, cuja demonstracio ¢ deixada como
exercicio:

merl
/xmd:n:m+1+c, m# -1, c€R.

A segunda ¢é a regra de integracio da funcdo composta e diz que, se F' é uma primitiva

de f e g é uma funcao diferenciavel, entao

/f@@»ﬂmdxzpwmn+q ceR

o que prova o pretendido.
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Exercicio 3.1. Mostre que:

1. /f’fmdx:

fm+1
m+ 1

+c,m# -1, ceR;

h? 2

2. /cha:sh2xdazzs +c, c€R.

Resolugao: Vamos apenas resolver o alinea 1; a alinea 2 resulta imediatamente desta.
Considerando g(x) = 2™, com m # —1, temos que

/f@W%”m—/f@Mﬂ@mm

Pela regra de integragao da funcdo composta,

/ f@)g(f(x) dz = G(f(x) +c,  ceR,

com GG uma primitiva de g que, pela regra de integragdao da poténcia, pode ser dada
por G(z) = 2™ /(m + 1), o que prova o pretendido. [J
3.1.2 Primitivagao por partes

O proximo teorema dé-nos a chamada regra de primitivacdo por partes, que é obtida a partir
da regra de derivacao do produto de duas fungoes.

Teorema 3.2 (Primitivacdo por partes). Sejam f e g duas fungées definidas num
intervalo I tais que f admite uma primitiva F em I e g € derivdvel em I. Entdo

/ﬂ@W@W:F@M@—/F@M@Mm

Demonstragao: Temos que
(F(2)g9(x)) = F'(z)9(x) + F(z)d () = f(z)9(z) + F(z)g'(x) z€l

Assim sendo,
f(@)g(z) = (F(2)g9(z)) - F(a)d'(z), ze€l,

0 que nos permite concluir que

/f(x)g(x) dx = F(x)g(x) — /F(:C)g'(x) dx,

provando assim o pretendido. [J

Em linguagem corrente, o teorema anterior pode ser enunciado da seguinte forma: “a

primitiva do produto de duas fungoes é igual & primitiva da primeira vezes a segunda menos
a primitiva da que ja esté primitivada vezes a derivada da segunda’.
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Exercicio 3.2. Calcule as sequintes primitivas usando a regra de primitiva¢ao por
partes:

1. /:Elnzz: dx;

2. /arc senx dx.

Resolucgao:

x2 221 x? 1
1. 1 =—hner— | ——dr=—|(lnz— = R.
/:L‘Il:L‘dl‘ 5 nz /2$d:1: 2<D£L' 2>+c, ceE

2. Temos, sucessivamente,

/arcsena:dx = /1arc senx dx

1
= garcsenx — [ x—=dx
/ V1 — 22
N 1 / —2x d
= garcsenr + - | —— dx
2) V1—22
= xarcsenx + V1 —122+c¢, ceR. O

Aquando da aplicacao da regra de primitivagao por partes, coloca-se a questao de saber

qual a fungdo que deve ser primitivada e qual a que deve ser derivada. Temos a seguinte

regra de ouro: deve comecar por se primitivar o factor que menos se simplifica por derivac3o.
Um quadro que pode ser tutil é o seguinte:

Derivar Primitivar
i fungao polinomial x  fungao trigonométrica  dx
/ funcao polinomial X funcao exponencial dx
| funcdo trigonométrica inversa  x fungao polinomial dx
J fungao logaritmica X fungao polinomial dx

Por vezes é necessério aplicar a regra de primitivagao por partes duas (ou mais) vezes.
Por exemplo, suponhamos que se pretende determinar

/em cosz dx.

/excosxdx = e”cosx—/ex(—senw) dx

Temos que

= excosxqtexsenx/ewcosx dx.

Logo
1
/emcosa:d:c:Zex(cosx+sinm)+c, ceR.
Quando se aplica duas (ou mais) vezes a regra de integragao por partes deve manter-se

até ao final a escolha feita inicialmente sobre qual a fun¢@o a primitivar e qual a funcéao a
derivar.
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3.1.3 Regras praticas para primitivar fungoes trigonométricas e hiper-
bolicas

Quando se pretende primitivar poténcias impares de senx, cosx, shx ou chx, destaca-se
uma unidade & poténcia fmpar e o factor resultante passa-se para a co-funcao através das
formulas fundamentais:

cos? x +sen’x = 1, ch?z —sh?z = 1.

Por exemplo,

/sen?’x dx = /(1 — cos® x)senz dr

= /senm dx—/cosga:senx dx

os3 x
= —cosz+

+ c, ceR.

No caso de se pretender primitivar poténcias pares de senx, cosz, shx ou ch z, passa-
-se para o arco duplo através das féormulas:

1 1
sen’ x = 5(1—c082x), cos’x = 5(14—005230),

1 1
sthzi(cth—l), chzxzi(ch%v—i—l).
Por exemplo,

1
/cos2xd1: = /2(cos2:1:+1) dx

_ sen2x+x+ cR
= 1 5 c, c .

Para as poténcias pares e impares de tgx (thz) ou cotgz (cothz), destaca-se tg?x
(th? z) ou cotg? z (coth? ) e aplica-se uma das formulas:

tg?x =sec’z — 1, (th? z = 1 — sech? z),
cotg? z = cosec? x — 1, (coth? z = 1 + cosech? ).

Nas poténcias pares de secz (sechz) ou cosecz (cosech z), destaca-se sec? z (sech? x)
ou cosec® x (cosech? z) e ao factor resultante aplica-se uma das formulas:

sec’r =1 +tga, (sech?z =1 — th?z),

cosec’ x = 1 + cotg® z, (cosech? z = coth? z — 1).

Para as poténcias fmpares de secx (sechx) ou cosecx (cosechw), destaca-se sec?

(sech? ) ou cosec? z (cosech? z) e primitiva-se por partes comecando por esse factor.

Consideremos, agora, o caso de produtos de poténcias de fungoes trigonométricas ou
hiperbdlicas.

Quando se pretende primitivar o produto de uma poténcia impar de senz (shz) por
qualquer poténcia de cosz (chz), destaca-se senx (sh ) e passa-se o factor resultante para
a co-funcao através da formula fundamental:

senz =1 — cos? z, (sh?z = ch®z —1).
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No caso da fung@o a primitivar ser o produto de uma poténcia impar de cosz (chz)
por qualquer poténcia de senz (shx), destaca-se cosx (chx) e passa-se o factor resultante
para a co-funcao através da férmula fundamental:

cos’z =1 —sen®z, (ch?2 = 14 sh?z).

Quando o produto é entre uma poténcia par de sen z (shx) e uma poténcia par de cos
(chx), aplicam-se as formulas:

sen2x = 2senx cosx, (sh2x = 2shxchx),
cos 2z = cos® x — sen’ z, (ch 2z = ch? z + sh? z),

1 1
sen’ r = 5(1 — cos 2x), <sh2x = §(Ch2:1; - 1)) ,

1 1
cos’z = 5(1 + cos 2x), (ch2 x = i(Ch 2z + 1)> .

Para terminar esta secgao, consideremos o caso de produtos em que aparecem factores
do tipo senmaz ou cosnz (shmaz ou chnx). Neste caso aplicam-se as formulas:

senxseny = %(cos(x —y) —cos(z +vy)), (sh:z:shy = %(ch(:p +vy) —ch(x — y))) ,
1 1
COST COSY = i(cos(x +y) + cos(z —y)), <chxchy = §(ch(a: +y) + ch(z — y))> ,

1 1
Senx cosy = i(sen(x +y) +sen(z —vy)), (shxchy = i(sh(x +vy) + sh(z — y))) .

3.1.4 Primitivagao de funcoes racionais

f(z)

g(z)

for maior ou igual ao grau do denominador, efectua-se a divisao de f(z) por g(x). Obtém-se

entao
1@ _ o
o) Q(z) +

Consideremos a fracgao onde f(x) e g(z) sdo dois polindmios. Se o grau do numerador

R(z)
g9(z)

i

R(x)

g(z)
com oS segulntes Passos.

sendo uma fraccao propria. Para primitivar a fraccdo propia procede-se de acordo

1. Decomposicdo do denominador da frac¢do prépria em factores. Os factores obtidos sao
da forma (x — a)™, correspondendo a raizes reais a de multiplicidade n, ou da forma
((33 -p)?+ q2)m, correspondendo as raizes imaginarias p &+ ¢¢ de multiplicidade m.

2. Decomposicio da fraccdo propria numa soma de elementos simples. Cada factor do tipo
(z — a)™ da origem a
A1 A2 An

(x—a)”+(x—a)”_1+‘..+x—a’
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com A;,i=1,...,n, constantes a determinar. Cada factor do tipo ((x —p)2+ q2)m
dé origem a

Pix+ Q1 n Pox + Qo -, P+ Qn
(@=p2+)"  ((z—p2+¢)"! (x —p)? +¢*
com Pj, Qj, j=1,...,m, constantes a determinar.
3. Determinagdo das constantes. As constantes A;, i =1,...,n,e P;, Q;,j=1,...,m,

podem ser determinadas conjuntamente pelo método do coeficientes indeterminados.

H4, no entanto, uma forma alternativa de calcular essas constantes, que descrevemos
de seguida. Comecemos por considerar o calculo dos coeficientes A;, i = 1,...,n.
Seja (x) tal que g(x) = ¢(x)(z —a)™. Se n =1, temos que (regra do tapa)

=)

Se n > 1, efectua-se a divisao (regra das h's)

50

dispondo os polinémios por ordem crescente dos seus monémios, obtendo-se

R(:c)} 1 Rp(a+h)
=A+Ah+-- -+ AR+ ———=.

[wm —ath la+h)

Consideremos, agora, o calculo dos coeficientes Pj, Qj, j = 1,...,m. Seja ¢(z) tal

que g(z) = ¥(z) ((w —p)?+ q2)m. Se m = 1, temos que

R(x)
w(m) T=p+qi ‘

Se m > 1, as constantes calculam-se pelo método dos coeficientes indeterminados (as
constantes P} e Q1 podem ser obtidas como no caso m = 1).

[Pm +Q1 =

Caso aparecam elementos simples da forma

1
((z—p)*+)™’

estes podem ser primitivados usando a seguinte formula de recorréncia:

1 _ 1 1 T—p
/((:c—p)2+c)m de = c <2m—2x((x_p)2+c)m—1
2m — 3 1
] (=2 + )™ dw) |

4. Determinar a primitiva. A primitiva da funcao racional é a soma das primitivas de
cada um dos elementos simples
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Exercicio 3.3. Cualcule a primitiva

/x5+a:3—|—m
—— dux.
xd+1

Resolugao: Comecemos por dividir os polinémios. Temos que

@+t n 3
— =z .
i +1 zt+1
Logo
5 3 3 2
4+ x+x T z 1 4
/x4—|—1 d:c:/x+x4+1dx:2+4ln(x +1)+e, ceR. O

Exercicio 3.4. Calcule a primitiva
/ 3T+ 2 d
—— dx.
22 +4x + 3

Resolugao: Como ja estamos na presenca de uma fraccao propria, vamos comecar por
factorizar o denominador.

1. Factorizar o denominador.

2 +4x+3= (v +1)(z+3).
2. Obter os elementos simples.

B+2 _ A B
24+4r+3 r+1 x+3

3. Determinagdo das constantes.
Vamos determinar A e B pelo método dos coeficientes indeterminados. Assim,

A B Alx+3)+B(z+1) (A+B)x+ (3A+ B)
r+1 z+3  (z+D@+3) (x+1)(z+3)
Logo
A+B = 3 _ A= 3-B _[A = -1
3A+B = 2 9-3B+B = 2 B = 7/2

Concluimos entao que

Su+2 —1/2  7/2
24+4r+3 x4+1 x+3

Os valores de A e de B também poderiam ter sido obtidos pela regra do tapa

2 1 2
A 3r + _ 1 B 3x + :Z.
r+3 |- 2 x+1 ], 4 2
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4. Determinar a primitiva.

2 —1/2 2
/2 S+ dr = / / da:+/ 7/ dx
¢ +4z + 3 r+1 z+3

1 7
= —§lnyaz+1y+§ln\x+3\+c
1, |(xz+3)

— S|l
2 @+ 1)

+c, ceR. O

Exercicio 3.5. Calcule a primitiva

/ x4+ 2 A
(z+1)%(z2 + 42 + 3)

Resolugao: Como ja estamos na presenca de uma fracgdo proépria, vamos comegar por
factorizar o denominador.

1. Factorizar o denominador.

(z+ D322+ 42 +3) = (z+1)3(z +3).
2. Obter os elementos simples.

T+ 2 Ay As As B

(x+1)3(x +3) (x+1)3+(ac+1)2+95+1+$+3'

3. Determinacdo das constantes.

Para obter as constantes vamos proceder da seguinte forma. Os coeficientes A
e B determinam-se pela regra do tapa

T+ 2 1 T+ 2 1
A= T B
== I S (o

Os coeficientes Ay e Az determinam-se pelo método dos coeficientes indetermi-
nados, obtendo-se (verifique) A; = 1 e A3 = —1. Concluimos entéo que

x4+ 2 1/2 /4 1/8 18

(x+1)2(22+42+3) (z+1)3 (z+1)2 z+1 x+3

Uma forma alternativa de obter os A4;, i = 1,2, 3, é usando a regra dos h’s.

4. Determinar a primitiva.

z 42 ~1/4 /4 1 |
dz = - -1 1+ =1
/(m+1)2(x2+4x—|—3) T = Gri pa1 ghletllitghnlzadite
—1/4  1/4 o318
= - R.
(x+1)2 z+1 1 +c c€ O
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3.1.5 Primitivacao por substituicao

Seja f uma funcdo primitivavel no intervalo I e seja x = ¢(t) uma fungdo bijectiva e
diferenciavel de I; em I (uma fungao bijectiva e diferencidvel chama-se mudanca de variavel)

¢ /

I 1 R

t——x=¢(t) — f(z)

Se F' é uma primitiva de f temos

%F(W)) =F'(¢(t))¢'(t) = f(&(t))' (t).

Logo
F((1) + ¢ = / F(6()' (1) d.

Provamos, estao, o seguinte resultado que nos indica como poderemos primitivar por subs-
tituicao de variavel.

Teorema 3.3 (Primitivagdo por substitui¢ao). Seja f uma fungao primitivdvel no
intervalo I e ¢ uma mudanca de varidvel de Iy em I. Entao

[re@w= ([ romwww) @)

Exercicio 3.6. Calcule / V1 —2x2dzx.

. J

Resolugao: Seja f(x) = 1 — 22, Temos que Dy = [—1,1]. Consideremos
¢(t) = sent, te[-m/2,m/2].

Como é facil de provar, ¢ é bijectiva e diferenciavel no seu dominio e, como tal, pode
ser usada como mudanga de varidavel. Consideremos, entao,

xr =sent =t = arc senzx.

Como ¢/(t) = cost, temos que

/\/1:U2 dr = /\/lsen2tcostdt)

/ cos®t dt>
t=arc senx

1
t+4sen2t> +c

t=arc senzx

t=arc senx

1
2

I
N = TN N

1
arc senx + 1 sen (2arc senzx) + ¢

1 1
= iarcsenx—i-ﬁ:z: 1—22+c¢, ceR. O
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Torna-se 1til, neste contexto, relembrar a nocao de diferencial considerada no final do
capitulo anterior. Como foi visto, se x = ¢(t), o diferencial de x pode ser dado por dz =
¢'(t) dt. Assim, a formula pode ser interpretada como resultante das substituicoes
x = ¢(t) e dx = ¢'(t) dt.

Exercicio 3.7. Calcule

1
/m1/2+x1/3 U

Resolugao: Temos que o m.m.c.(2,3) = 6. Logo, a mudanga de variavel a considerar é
x = t5. Neste caso, dr = 6t°dt. Entao,

/ - d / S 6t°dt 6 / il d
x1/2 4 g1/3 t3 + ¢2 /6 t+1 p1/6

= 22Y2 323 4 620 — 6|z +1|+¢, ceR DO

Na internet é possivel encontrar varias paginas que permitem calcular primitivas.
Uma das mais famosas é: https://www.wolframalpha.com

3.2 Integral definido

3.2.1 Nogao de area de uma figura plana

O que é a area de uma figura plana? Informalmente podemos dizer que é “algo que se pode
medir e que nos permite ter uma ideia da maior ou menor dimensio da figura”. A area
associamos um namero que nos da a “medida da area”. Por simplificacao, a medida da area
sera designada, muitas vezes, apenas “area’.

Area de uma figura plana

Figura 3.2: Area de uma figura plana.

Como unidade de referéncia da area tomaremos a medida da area de um quadrado de
lado igual & unidade, que dizemos ter “4rea um”. Para saber quanto vale a area de uma
figura s6 temos que ver quantas unidades de area (ou partes dela) cabem na figura.


https://www.wolframalpha.com
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Consideremos uma func¢ao f, ndo negativa e continua num intervalo real [a,b]. Supo-
nhamos que pretendemos calcular a drea A do dominio plano definido pela curva y = f(x),
as rectas © = a, * = b e o eixo dos zx. Para isso, comecemos por dividir o intervalo [a, b]

em subintervalos iguais por meio de um nimero finito de pontos zg, 1, ..., x, tais que
a=x0 <1 < < Tp_1 < xTp=0>b, (3.2)
com Ax; = x; —x;—1,1=1,2,...,n. Obtemos assim uma parti¢do do intervalo [a, b]. Cha-

mamos amplitude da particdo & maior das amplitudes dos intervalos definidos pela partigao,
isto é, ao valor
Ar = max Au;.
i=1,2,...,n
Como f é continua em cada subintervalo fechado [x;—1,x;], pelo Teorema de
Weierstrass, f assume um maximo M; num ponto ¥, desse intervalo e um minimo m;
num ponto y. desse intervalo. Consideremos as somas

n

sAr) =3 fly)Aei e S(Ax) =3 [F)Aw,
=1

i=1

onde cada parcela é a 4drea de um rectangulo. Note-se que s(Ax) é a area definida por um
poligono contido em A e S(Az) a area definida por um poligono que contém A. Entéao

s(Az) < A < S(Az).

Como f é uma fun¢ao continua, aumentando o nimero de pontos da particao ou, de forma
equivalente, diminuindo Az, o valor m; = f(y,) tende para M; = f(y;). Por definicao de
limite,

Ve>0,36 > 0: |Az[ <d = |f(m) — fly)l <e,
para it =1,2,...,n, e entao

n

S(Az) = s(Az) = > (f@) — f(y,) Az < €>_ Az = e(b - a).

i=1 =1

Podemos entéo dizer que a area A pode ser aproximada por s(Az) ou S(Ax) com a precisao
que se quiser. Assim,

A= lim S(Az)= lim s(Ax).

Az—0 Az—0

3.2.2 Definicao de integral definido

Seja f uma fungao limitada, ndo necessariamente continua, definida no intervalo [a,b].
Consideremos a parti¢ao (3.2), com Az; = x; — x;-1, 1 = 1,2,...,n, cuja amplitude é Az.
Ao somatorio

Rp(Az) = fyi)Ax,
=1

com y; € [z;—1,z;], chamamos soma de Riemann para f no intervalo [a, b] relativa a parti¢ao
(3-2), em homenagem ao matematico Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866).
Note-se que, para cada particdo existem muitas somas de Riemann possiveis, bastando
para isso variar a escolha dos y; € [zi_1,x].
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Definigao 3.4 (Integral definido). Seja f uma funcao limitada definida num in-
tervalo fechado [a,b]. O integral definido de f entre a e b € definido como sendo o
limite das suas somas de Riemann quando a amplitude das parti¢oes, arbitrariamente
escolhidas, tende para zero, isto €,

b
/a f(z) dz = Aligo Rs(Ax). (3.3)

\. J

Na definicdo anterior, a a e b chamamos limites de integracdo e a f chamamos fun¢io
integranda. Quando o limite existe, f diz-se integravel (ou integravel a Riemann) ou que

/abf(x) dx

existe. A afirmagao (3.3)) significa que, para todo o € > 0 existe um § > 0 tal que, se Az é
a amplitude de uma parti¢ao de [a,b] com Az < §, entao

IRp(Az) —I| <,
com

n b
R¢(Ax) = Z:f(yl)AnvZ e I —/ f(z) dz,

para qualquer escolha dos nimeros y; nos subintervalos [z;_1, z;] da partigdo considerada.
O limite I é chamado limite de uma soma de Riemann.

Exercicio 3.8. Considere a func¢ao

L, z€Q
f(w)_{o, zeR\Q’

chamada funcdo de Dirichlet, em homenagem ao matemdtico alemao Johann Peter
Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859). Serd que f € integrdvel em [0,1]?

Resolugao: Consideremos uma partigao uniforme de [0, 1] de amplitude Az, isto é
O=xpy<m < - <zxp1<zpp =1,

com Az = x; —x;-1, 71 = 1,2,...,n. Para esta particdo vamos determinar as somas
de Riemann

Sp(Az) =" fyi)Ax,
=1

escolhendo y; € Q (o que é sempre possivel pois em qualquer intervalo real existe
sempre um racional), bem como as somas de Riemann

Si(Ax) = Z fyi) Az,
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com y; € R\ Q (o que também é sempre possivel). Assim

Sy (Az) = Z 1Az =1
i=1

Si(Az) =) 0Az =0,
=1

0 que permite concluir que a fungdo de Dirichlet nao é integravel & Riemann. O

A definicao de integral foi dada para um fun¢ao definida num intervalo real [a, b]. Isto
pressupde que a < b e que a e b sdo numeros reais (finitos). Excluimos, assim, os casos
[a,b], com a > b, [a,a] = {a}, [a,+00[, | — 00,a] e | — 0o, +00[. Vejamos agora como
generalizar a definicdo para os dois primeiros casos.

7

Definigao 3.5. Seja f uma fungao limitada definida num intervalo [a,b]. Se a =b
temos que

/aaf(:r) da =0,

/abf(m) do = —/baf(a:) dz.

Um resultado 1til é o seguinte, que apresentamos sem demonstragao.

Se a > b temos que

Teorema 3.4. Seja f uma fungao integrdavel em [a,b]. Seja ¢ € [a,b]. Entdo
podemos dizer que f € integrdvel em [a,c] e [c,b] e

/abf(x) do = /:f(ac) dx—i—/:f(:c) da.

Como vimos no Exercicio nem todas as fungoes limitadas sao integraveis. No
entanto, pode demonstrar-se o préximo teorema para fungoes continuas. De notar que
uma funcao continua, definida num intervalo fechado, é limitada mas o seu reciproco nao
é verdadeiro.

J

Teorema 3.5. Seja f uma fungao continua no intervalo [a,b]. Entao f é integrdvel
em [a,b] e o seu integral € unico.

A analogia do integral com a nogao de area apenas vale para fungdes continuas e nao
negativas.

Corolario 3.6. Seja f uma funcao continua e nao negativa no intervalo [a,b] e
consideremos a figura limitada pelo grdfico de f, pelas rectas verticais x =a ex =b
e pelo eixo dos xx. A drea da figura existe sempre e pode ser obtida por

A_/abf(a:) dz.
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E no caso de f ser uma fungdo negativa? Serd que podemos definir “area orientada”
(ou “area com sinal”) a custa de um integral? Notemos que se f for uma fun¢ao continua
definida em [a, b] tal que f(x) < 0, para todo o = € [a,b], entéo

A:—/abf(a:)da:.

Exercicio 3.9. Em cada uma das alineas sequintes, determine o valor do integral
definido, identificando-o com uma drea que indicard:

1. /2(2x+6)da:; 2. /2(7—393)619:;

— il

3 a
3. / V9 —z2dx; 4. Va2 —x?2dzx,a>0.
0 —a

Resolugao: Vamos apenas resolver 1 e 3. Considere-se a Figura [3.3]

1. Temos que o integral corresponde & area do triAngulo. Assim,

2
1
/ o0+ 6dr =210 _ o
Ly 2

2. Temos que o integral corresponde a um quarto da area do circulo. Assim,

S 1 9

f(x)=2x+6 f(x)= (9—x2)1/2

107

-2 0 2
X X

Figura 3.3: Areas de figuras planas (Exercicio alineas 1 e 3).

A resposta & pergunta sobre a existéncia de integral definido para fungoes limitadas
descontinuas nem sempre ¢ positiva, como vimos no Exercicio [3.8] Para garantir a exis-
téncia e unicidade do integral definido para uma funcdo descontinua é necessério impor,
essencialmente, que a fungao nao tenha demasiadas descontinuidades.
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Teorema 3.7. Seja f uma fungdo limitada com um numero finito de descontinui-
dades no intervalo [a,b]. Se as descontinuidades forem todas de primeira espécie
(incluindo as removiveis), existe e é 1inico o integral definido

/abf(a:) dx.

A demonstragdo do teorema anterior, que nao iremos apresentar, permite concluir uma
regra de calculo para o integral de uma funcdo descontinua nas condigoes do teorema: se
f for descontinua num dos extremos do dominio, proceder como se fosse continua; se f for
descontinua no interior do intervalo, digamos em ¢ €]a, b, considere as fungoes

f(@), a<z<c f(z), c<z<b
9(z) = lim f(z), z=¢c e hlz)= lim+f(:z), x=c ’

e /abf(a:) dx = /acg(x) dx + /Cb h(z) dx.

O teorema anterior permite concluir que que as fungoes que admitem descontinuidades
de primeira espécie podem ser integraveis, apesar de nao serem primitivaveis.

3.2.3 Propriedades do integral definido

Vamos agora considerar algumas propriedades do integral definido. As demonstracoes
dessas propriedades resultam imediatamente da definicao.

Consideremos duas fungoes f e g integraveis no intervalo [a, b]. Resulta imediatamente,
da analogia do integral com uma area, que

/bkd:v:k:(b—a), keR. (3.4)

Outra propriedade é a seguinte, cuja demonstracao é deixada como exercicio:

/aboéf(x)+59(m)d:n:a/abf(x)dq:+ﬁ/abg(x)dx7 0.8 €R.

Vamos agora mostrar que o integral de uma fun¢do néo negativa é nao negativo, isto
é, se f(x) >0, para todo o z € [a, b], entdo

/abf(x) dz > 0.

De facto, pela defini¢gao de integral definido,

b n
= 1 . C > .
/a fl@) de = lim, 21':1 \\f(y;)ém/z =0

>0 >0

Como consequéncia imediata desta ultima propriedade, sai a seguinte, cuja demonstra-
¢ao é deixada como exercicio: se f(z) > g(z), para todo o x € [a, ], entao

[ 1wz [ g .
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Exercicio 3.10. Seja f uma fungao integravel no intervalo [a,b]. Mostre que:

1. se m e M sao, respectivamente, um minorante e um majorante da funcao f
no intervalo [a,b], entdo

b
il — ) g/ f(z) dz < M(b— a);

2. 0 modulo do integral € menor ou igual que o integral do maodulo, isto €,

< [yl a.

Resolugao: Comecemos por considerar a alinea 1. Como

m < f(x) < M,

x) dx

para todo o z € [a, b], conclui-se que, pelas propriedades anteriores,

/mdx</f da:</Mdm<:>m —a) /f ) dz < M(b— a).

Para provar a alinea 2 basta ver que

—|f@)] < flz) < |f(2)];

qualquer que seja o x € [a,b] e aplicar a alinea anterior. []

A préxima propriedade estabelece que o integral de uma fungao continua, nao negativa
em todo o intervalo e positiva em, pelo menos, um ponto desse intervalo, é um ntmero
positivo. Em linguagem mais rigorosa, se f é uma funcao continua em [a, b] tal que f(x) >
0, para todo o = € [a,b], e f(c) > 0, para algum c € [a, b], entdo

/abf(x) dz >0,

Para provar este facto, suponhamos que ¢ €]a,b[ (o caso em que ¢ = a ou ¢ = b
demonstra-se de forma idéntica). Como f(c) > 0 e f é continua, existe um intervalo
I =[c—¢€c+e Cla,b], com e um real positivo, tal que f(x) > M para algum M > 0,
para todo o x € I. Assim

b c—e cte b
/ f(zx) dx:/ f(z) d:c+/ f(z) dz + f(z) dz > 2eM > 0.
a a c—e cte

Note-se a importancia da exigéncia da continuidade de f. Se f fosse descontinua poderia
nao ocorrer o pretendido. Considere-se, por exemplo,

~fo, xe0,1]\{0,5}
f(x)_{L =05 '

Neste caso tem-se que f(x) >0, f(0,5) >0e

/f
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2

A propriedade seguinte é consequéncia imediata da anterior e a sua demonstragao é
deixada como exercicio: se f e g sdo duas fung¢oes continuas em [a, b] tais que f(x) > g(x),
para todo o = € [a,b], e f # g, entao

/a ' Ha) d > / " (o) de. (3.5)

3.2.4 Valor médio de uma funcao

Calcular a média § de um nimero finito de ntmeros reais yi, ..., 4y, € uma tarefa muito
facil:
Yi+-+Yn

n

g:

Mas como poderemos calcular o valor médio f de uma fungdo y = f(x), com x € [a, b]?
Recorrendo a nogao de de integral como limite das somas de Riemann, podemos definir

b
=i | 1@ a

O seguinte teorema mostra que se f for uma fung¢ao continua, existe um ponto ¢ €la, b]
no qual o valor da funcao f é exactamente igual ao valor médio da funcao.

Teorema 3.8 (Primeiro teorema do valor médio). Se f € uma fun¢ao continua no
intervalo [a,b], existe um c €]a,b| tal que

b
/ f(z) dz = f(c)(b— a).

Demonstragao: Se f é uma funcdo constante, por , o resultado é trivial. Supo-
nhamos entao que f nao é constante. Como f é continua num intervalo fechado,
existem

m = min f(z) e M = max f(z).
z€[a,b] z€la,b|
Entao, como f nao é constante, tem-se que m < f(x) < M, para algum = € [a,b].
Por e usando um raciocinio anélogo ao do dltimo exercicio, temos que

b b
m(b—a)</ f(:c)d:c<M(b—a)<:>m<bia/ f(z) de < M.

Pelo Teorema do Valor Intermédio, existe ¢ €]a, b] tal que

b
i [ @) do= (o),

o que prova o pretendido. [

Geometricamente, o resultado anterior pode ter a seguinte interpretacdo para o caso
em que f é uma funcdo continua e positiva no intervalo [a, b]: existe um rectangulo de base
b — a e altura f(c) entre m e M com a mesma area de f.
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O proximo teorema constitui uma generalizacao do teorema anterior.

Teorema 3.9 (Segundo teorema do valor médio). Seja f uma fun¢ao continua no
intervalo [a,b] e g uma fungao integrdvel que nao muda de sinal em [a,b]. Entao,
existe um c €la, b tal que

[ )@= 160) [ o)

Demostragao: Se f é uma fungao constante temos que f(z) = k, para todo o x € [a, b].

Entao
t /ab kg(x) dx = k/abg(az) dx = f(c) /:g(x) dz,

com c¢ €|a, b[. Suponhamos agora que f nao é uma fungao constante e g #Z 0 (o caso
g = 0 é trivial). Vamos assumir, sem perda de generalidade, que g(x) > 0, para todo
o x € [a,b]. Entao, tal como na demonstra¢ao do teorema anterior, podemos dizer
que existem constantes m e M tais que

mg(x) < f(z)g(x) < Mg(z),

para algum x € [a,b]. Concluimos entao

/ mg(z) dz < / f(z ) dx < M/
0 que, atendendo a
b
/ g(x) dx >0,

—ff <M
1P g()

Pelo Teorema do Valor Intermédio, existe ¢ e]a, b tal que

ffgj - i/f f@LZ@Mm

Esté assim concluida a demonstragao. [J

equivale a dizer

3.2.5 O teorema fundamental do calculo

Vamos, de seguida, apresentar o famoso Teorema Fundamental do Calculo que evidencia a
relagao entre a primitivacao e a integracao. Este teorema foi estabelecido, independente-
mente, por Isaac Newton (1642-1727) e Gottfried Wilhelm Leibniz (1642-1727).
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A fim de perceber melhor a sua demonstragao, consideremos f uma funcdo continua
em [a,b] e uma nova fungao

Fo) = | " 1) d,

com z € [a,b]. Note-se que F' depende apenas de x, o limite superior do intervalo de
integragao; nao depende da variavel de integracao t. Por exemplo, se considerarmos f(t) = ¢

e a =0, temos que
x
F(x) :/ tdt
0

representa a area do triangulo rectangulo isésceles com catetos de medida x, isto é

T 2
F(x)—/ tdt =2
0 2

Fixando um valor para x, temos que a area ¢ um valor fixo F'(z); variando o valor de =,
o valor da area também varia, o que evidencia o facto de F' ser uma funcao de x. Este
exemplo também permite concluir que F’(x) = x, ou seja, a fun¢ao F definida a custa do
integral de f é uma primitiva de f. O Teorema Fundamental do Célculo permite generalizar
este resultado para qualquer funcao continua.

Teorema 3.10 (Fundamental do célculo). Seja f uma fungao continua definida no
intervalo real [a, b].

1. Se .
F(z) = / £(t) dt,

para todo o x € [a,b], entao F' é uma primitiva de f em [a,b].

2. Se F ¢ uma primitiva de f em [a,b], entao

b
/ f(x) dx = F(b) — F(a). (Férmula de Barrow) (3.6)

Demostragao:

1. Queremos demonstrar que F'(z) = f(z), ou seja que

lim F(x+h)— F(x)
h—0 h

= f(x).

Vamos considerar apenas o caso h — 0% (o caso h — 0~ ¢ semelhante). Temos
que

z+h T z+h
Flo+h)~Fa)= [ f@ydt— [ feyde= [ s de= s

com ¢p, €]z, x + h[, onde a ultima igualdade resulta da aplicagdo do Primeiro

Teorema do Valor Médio. Mas entao
Flz+h) - F() Bf(en)

i P = i O = )= 60, €l

0 que prova o pretendido.
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2. Pelo que foi demonstrado no ponto anterior

Fio) = [ s d
é uma primitiva de f. Assim sendo
F(z) = Fi(z) + ¢, c eR,

também é uma primitiva de f. Mas entao

/ f(t) dt = F(x) —c.
Tomando x = a vem que
0=F(a) —c=c=F(a)
e, como tal,
/ F(1) dt = F(z) — Fla).
Tomando x = b vem )
| #@dt=Fo) - Fla),
a
o que prova o pretendido. [

Usam-se, frequentemente, as seguintes notagoes

Exercicio 3.11. Aplicando a formula de Barrow (@ determine:

1 e dz
1. 22— rdx; 2. / _ .
/0 Ve 1 xy/4— (Inx)?

Resolucgao: Para o primeiro integral tem-se que

1 3 1
_ de — |2 _ 2 __
/Oa: VvV dx [3 3x ]o 3

e, para o segundo,

=—. O

/edx—/e;xda:— [arcsen(hI:U)r T
1 24— (Inx)? 1oy /1— () 2 /)1, 6

O corolario que apresentamos de seguida resulta imediatamente do Teorema Funda-
mental do Célculo.
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Corolario 3.11. Seja f uma fungdo continua em [a,b]. Entao, para c € [a,b],

éilfﬂaﬁ—f@% v € [a, ],

e, se g for uma fungao diferencidvel em [a, ],

d 9=

dz ft) dt = f(g(x))g'(x),  Vz € la,b].

Demostracgao:

1. A demonstracao da primeira parte do corolario é, de facto, imediata. Note-se
T
que, pelo Teorema Fundamental do Calculo, F(x) = / f(t) dt 6 uma primitiva
C

de f em [a,b] e, como tal,

[ rwa= L Fw=f@, Vel

Para demonstrar a segunda parte, note-se que,

com F a primitiva de f em [a,b] definida anteriormente. Assim sendo, pela
Regra da Cadeia,

d 9@ d ,
) f@t) dt = ——F(g(x)) = f(g(x))g (),  Va € [a,b],

o que prova o pretendido. [J

Exercicio 3.12. Considere a fungao F :]0,7[— R

CcCosS T 1
Fo=J Tooea-n ®

1. Defina a derivada de F'.

2. A fungao F é mondtiona? Justifique.

Resolugao: A derivada de F' obtém-se directamente do corolario anterior (que resulta
do Teorema Fundamental do Calculo). De facto,

d COosST 1
— dt
de o /A-P)E-P)
1

= Aoy ) weloml

Quanto a monotonia, podemos dizer que F' é estritamente crescente pois

F'(z) =

—senw
Fl(z) == >0, z€l]0,x]. O
(=) /(1 — cos?x)(4 — cos? x) 10,
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A segunda parte do Teorema Fundamental do Calculo (formula de Barrow) diz que se
f for uma fungéo continua em [a,b] e F' uma sua primitiva, isto ¢, F/ = f, entdo

b
/ F'(x) dz = F(b) — F(a). (3.7)

Ora, como a derivada F'(z) representa a taxa de variagdo de y = F(z) em relacio a x
e F(b) — F(a) a variagao total de y entre a e b, atendendo a podemos dizer que o
integral de uma taxa de variagao é igual & variagao total. Esta conclusao, muitas vezes
referida como o teorema da variacao total, tem aplicacao em muitas areas da ciéncia e da
engenharia.

Suponhamos que C(t) representa a concentra¢ao do produto de uma reacgao quimica
no instante ¢. Entao a taxa de reacgao ¢ a derivada C’(t). Logo, a variagao da concentrac¢ao
entre os instantes t; e to é dada por

to
C'(t) dt = C(t2) — C(t1).
t1
Outro exemplo, se V (t) for o volume de 4gua num reservatorio no instante ¢, a sua derivada
V/(t) é a taxa segundo a qual a dgua flui para dentro do reservatorio no instante ¢. Entao,
a variagao do volume de agua no reservatério entre os instantes ¢; e to é dada por

/tQ VI(t) dt = V(ts) — V (1),
t

1

Consideremos agora o problema de calcular a distdncia percorrida por uma particula
que se move ao longo de uma linha recta com uma velocidade v(t). Se representarmos
por s(t) a posi¢ao da particula, temos que v(t) = §'(t) e, tal como vimos anteriormente, o
deslocamento da particula entre os instantes t; e t9 é dado por

to
/ v(t) dt = s(ta) — s(t1)-
t1

Mas o deslocamento é diferente da distancia percorrida. Para calcular a distancia percorrida
temos que ter em atengao o caso em que v(t) > 0, isto é, quando a particula se move para
a direita, mas também o caso em que v(t) < 0, isto é, quando a particula se move para a
esquerda. Estes dois casos podem ser tratados em simultédneo se considerarmos o integral
de |v(t)]. De facto, como se pode concluir facilmente, a distancia total percorrida pela
particula entre os instantes t; e to é dada por

/t f o (t)] dt.

Exercicio 3.13. Uma particula move-se ao longo de uma recta de tal forma que a
sua velocidade no instante t € dada por

v(t) =t* —t — 6,

medida em metros por sequndo. Determine o deslocamento e a distdncia percorrida
pela particula durante o periodo de tempo 1 <t < 4.
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Resolucgao: Pelo que foi visto, o deslocamento é dado

4 42 B8 2 4 9
4) - s(1) = Hdt= [ 2—t—6dt=|-——=—6t| =—=
s =s) = [ o= | bt = |5 -5 -0 =3,

isto é, a particula, no intervalo de tempo dado, moveu-se 4,5 metros para a esquerda.

Para calcular a distancia percorrida, notemos que
v(t) =t —t—6=(t —3)(t +2),

o que implica v(t) < 0 em [1,3] e v(t) > 0 em [3,4]. Assim, a distancia total
percorrida pela particula é

4 3 4 43 42 3 43 42 4 61
Hdt= [ (—v(t)) dt )dt=|—=+=+6t| +|=—— —6t] =—
[ wora= [ o) +/3 o(t) [ - ]1{3 i L i

ou seja, cerca de 10,17 metros. [

3.2.6 Integracao por partes e por substituicao

O Teorema Fundamental do Céalculo permite obter algumas regras de integragao de grande
interesse.

Integracao por partes. Sabemos que, pela regra de primitivagao por partes,
[ H@lg(@) do = F@yg(o) - [ Fa)g' (@) da.
em que F' é uma primitiva de f. Entao,
b b
[ f@iate) o = | [ 1t@lgte) ]

Temos entao que

com F uma primitiva de f.

Exercicio 3.14. Determine

vy
/ rsenx dr.
0

Resolucao: Temos, sucessivamente,

/xsenxdw = [—xcosx}g—/ 1(—cosx) dx
0 0

= —mcosm+ 0+ [senz|]

= mw+senwm —sen(
= . U
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Integragao por substituigao. Seja f : [a,b] — R uma funcdo continua e ¢ : I —»
[a,b] uma mudanga de varidvel, isto é, uma funcdo bijectiva e diferenciavel em I (¢ €

C1(I)). Sabemos que, pela regra de primitivacao por substituicao,

[r@a=([remewa)

Logo

/ o) ar = [( [ e dt) M)[b

— | [ems0 @ Zibz
o

Temos entao que

b ()
/ f(z) da = / F(6()(0) dt.
a o)

Exercicio 3.15. Determine

a/b
/ Va2 — b22? dz, a,b> 0.
0

Resolugao: Vamos efectuar a mudanga de variavel

r = %sent = ¢(1).

a bx
Como ¢'(t) = 3 cost é uma funcao continua e ¢~ *(z) = arc sen <> , 0 que implica
a

»~10) =0 e ¢~ (a/b) = m/2, temos que ¢ é uma mudanga de varidvel de [0, a/b] em

[0,7/2]. Logo,

a/b /2 22
/ Va2 —-b2z2dxr = / \/a — b—a sen?t (g cos t) dt
0 b

= / acost cost dt
0 b
2

a /”/2 1+ cos 2t

= — dt
b 0

B aj lt sen 2t\ 172

b [\2 4 )1,
(12 T Sen m

= S5+ —0+0)
2
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Exercicio 3.16. Determine
w/2 1
/ S S
—x/2 SENT — COST

Resolugao: Vamos efectuar a mudanga de variavel (também chamada substituicdo de
Weierstrass)

tg% =t =z =2arc tgt = ¢(t).

Temos que (prove):

2t 1— ¢
senz = 1, COST = T—g,
¢ (t) = 1_3752 (fungao continua)
e
¢~ (—m/2) =tg(~m/4) = ~1; ¢ (n/2) =tg(n/4) = L.
Entao,

/2 1 L1442 2
/ —dzr = / +2 5 dt
_x/2 SENT — COST 12t 4+t -1 141

- o s
— .\./.5/_1(( dt

t+1)/v2)2 -1

= —V2argth(v2). O

Exercicio 3.17. Determine

5
x
/ L
9 Vr—1+2
efectuando a substituicao \/xr — 1 =t.

Resolugao: Tem-se, sucessivamente,

)
t
dr = / +1tdt
1 2
t

t+
243
t
= / + dt
1 t+2

2
10
= / 2 —2%+5+——dt
1 t+2

= [t*/3— ¢+ 5t — 10t + 2)]°
13/3—101n(4/3). O

2 T
/2 vVr—14+2
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Exercicio 3.18. Determine
= dzx
A(ﬂ—lﬁ

efectuando a substituicao e® =t.

Resolucao: Tem-se, sucessivamente,

/2 dz _/e dt

P (e =12 o (t-1)%
A E O
et t—1 0 (t—1)2

2
“1 -1 1
= - dt
l P R TR

3.3 Integrais improéprios

Na definicao de integral definido consideramos fungoes limitadas f definidas num intervalo
finito [a,b]. Vamos agora generalizar o conceito para o caso em que o intervalo ¢é infinito e
também para o caso em que f € ilimitada. Em ambos os casos o integral é dito impréprio.

Vamos comegar por considerar o caso em que o intervalo de integragao ¢ infinito. Para
isso, consideremos a regido que estd sob a curva y = 1/22, acima do eixo dos zx e a direita
da recta x = 1 (ver Figura . Poder-se-ia pensar que, como a regiao é infinita, a sua
area também deve ser infinita. Comecemos por considerer o intervalo finito [1,b]. Assim,
a area a esquerda da recta x = b é dada por

Atendendo a este resultado temos que A(b) < 1, qualquer que seja o b. Além disso,

1
lim A(b) = 1l 1—-)=1.
b—gi-noo (b) b—g-noo < b>

A area da regido em causa aproxima-se de 1 quando b — +o0o. Assim, dizemos que a
medida da area da regido infinita é igual a 1 e escrevemos

“+o00 1 b 1
/ — dr = lim / — dr = 1.
1 T b—+oo 1 T

Temos a seguinte defini¢ao.
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Definigao 3.6 (Integrais improprios de 12 espécie: intervalos infinitos). Sejam a e
b dois numeros reais arbitrdrios.

t
1. Se f(x) dx existe para cada t > a, chama-se integral impréprio de f em

/:mf(a: =tg+moo/f

b
2. Se / f(x) dx existe para cada t < b, chama-se integral impréprio de f em
t

/_;f(x) dx:tljr_nm/tbf(x) dx
/aJFOOf(x)dx e /iof(x)dx

dizem-se convergentes se o0s limites correspondentes existirem e forem finitos; caso
contrdrio dizem-se divergentes.

a
la,+00] a

| —00,b] a

Os integrais improprios

+oo @
3. Se / f(z) dx e / f(x) dx forem integrais imprdprios, qualquer que seja
&

—00
¢ € R, chama-se integral impréprio de f em R a

o #(z) dx:/; #(z) da;+/;oo f(z) da.

Se ambos os integrais impréprios do seqgundo membro forem convergentes, o integral
improrpio do primeiro membro diz-se convergente; caso contrdrio, diz-se divergente.

\. J

Qualquer um dos integrais impréprios definidos na defini¢ao anterior pode ser interpre-
tado como uma area desde que f seja uma funcao nao negativa.
Notemos que

+oo
/f()dl‘#hm @) da

— oo c——+00

Ao limite do segundo membro da desigualdade anterior chama-se valor principal (de Cauchy)
do integral impréprio e escreve-se

vp. /:Of(x o= tin [ 1
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Exercicio 3.19. Diga se sao convergentes ou divergentes os sequintes integrais 1m-
Proprios:

+o0o 1 +oo 1
1. / — dr 2. / — dzx.
1 z 1 z

Resolugao:

—+o00
1. Ja vimos que o integral é convergente e que / — dv =1.
1 x

2. Embora o grafico seja semelhante ao da func¢do dada no ponto anterior (ver
Figura [3.4), neste caso temos

t

1
lim —dr= lim [In|z|]! = lim (Int—In1) = +oo.
t—-+o0 1 T t——+o00 t—+oo

+oo 1
Logo, / — dx é divergente. [
1 X

f(x)=x"2 f(x)=x"

1.5 1.5
1 1
> >
0.5 0.5
00 5 10 00 5 10
X X

Figura 3.4: Integrais improprios.

400
/ T dx

diverge mas o seu valor principal € igual a zero.

Exercicio 3.20. Mostre que

Resolugao: Temos que
t

lim T = 400

+oo
e, como tal / x dx diverge. No entanto,

—0o0

+00 c
v.p./ xzdr = lim xdr= lim 0=0. O

oo c——400 _c c——+o00
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+oo
Note-se que se o integral / f(z) dx converge, entao
a

lim f(z)=0.

T—+00

Para além disso, para qualquer h > 0, o integral de f no intervalo [z,x + h] (ou o valor
médio de f no mesmo intervalo), tende para zero quando x — +o0.

Vejamos agora o caso em que a fungao integranda ¢é ilimitada.

Definigao 3.7 (Integrais improprios de 22 espécie: fungoes ilimitadas).

1. Se / f(z) dx existe para cada t € [a,b] e hm f(z) for infinito, chama-se
integral impréprio de f em [a,b] a

/abf(:r) dx = tl_i)rgl_ /at f(x) dx
b

f(z) dz eziste para cada t €la,b] e hm f(x) for infinito, chama-se
z—at
|ntegra| impréprio de f em [a,b] a

2. Se

[ 6282 i [* 100

t—a™t t

/abf(x) dz

diz-se convergente se o limite correspondente existir e for finito; caso contrdrio diz-se
divergente.

O integral impréprio

t b
f(z) dz eziste para cada t € [a,c], / f(z) dx existe para cada t €]c, b]
a t

e lim?t f(z) for infinito, com ¢ €|a,b|, chama-se integral impréprio de f em
T—>C

[a,b] a
/abf(x)dx:/:f(x)d:v—l—/cbf(x)da:

Se ambos os integrais improprios do sequndo membro forem convergentes, o integral
imprérpio do primeiro membro diz-se convergente; caso contrdrio, diz-se divergente

3. Se
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Exercicio 3.21. FEstude a convergéncia de
3
1
/ dx.
0o T — 1

Resolugao: A funcéao integranda tem uma assimptota em x = 1. Entao

3 1 3
1 1 1
/ dac:/dx—i-/dw.
o x—1 o x—1 1 z—1

Como

1 t
/ dx = lim dr = lim [In|z — 1)) = lim In|t — 1| = —o0,
o r—1 t—=1- Jo T — t—1- t—1-

o integral é divergente. [J

Se, no exercicio anterior, nao tivéssemos notado que a fung¢ao integranda tinha uma
assimptota em x = 1, poderiamos ter obtido

1
/0 " dx:[ln\x—lﬂg:lnz

Este resultado estaria errado!

Algumas vezes é impossivel encontrar o valor exacto do integral impréprio mas, ainda
assim, é importante averiguar da sua convergéncia. Em tais casos o seguinte teorema pode
ser util.

Teorema 3.12 (Primeiro critério de comparagao). Sejam f e g duas fungoes con-
tinuas e nao negativas em [a,4oo[ tais que f(z) > g(x) > 0, para todo o x > a.

+00 +oo
1. Se / f(x) dx € convergente, entdo/ g(z) dx é convergente.
a a

+00 S0
2. Se / g(z) dz é divergente, entao () dx € divergente.
a

a

Apesar do teorema anterior ter sido enunciado apenas para integrais improprios de
12 espécie, onde o intervalo de integracao é infinito, ele também é valido para integrais
improéprios de 22 espécie, onde a funcao integranda ¢é ilimitada.

A demonstragao do teorema anterior é omitida. No entanto, o resultado é mais ou menos
intuitivo se fizermos a analogia do integral com a area (as fung¢oes sdo nao negativas).
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Exercicio 3.22. Averigie da convergéncia de

—+o0 1 —x
/ 1+e® .
1 X

Resolugao: Como
14+e* 1
N > —
x T
+oo 1
/ — dx
1 X

é divergente, o integral em causa também é divergente. [J

O seguinte corolario resulta imediatamente do teorema anterior.

Corolario 3.13. Sejam f e g duas fungoes continuas e nao negativas em [a, +oo|.
Se ezistir uma constante k > 0 tal que f(x) > kg(x) > 0, para todo o x > a, entao:

+oo +oo
1. se / f(x) dx € convergente, entéo/ g(x) dx é convergente;
a a

+o0 +00
2. se / g(x) dx é divergente, entdo / f(x) dx € divergente.
a a

J

O segundo critério comparagao, que iremos apresentar apenas para integrais improprios
de 12 espécie (mas que também é valido para integrais improprios de 22 espécie), resulta
como consequéncia do primeiro critério mas, em certas situacoes, é de mais facil aplicagao.

Teorema 3.14 (Segundo critério de comparacao). Sejam f e g duas fungoes conti-
nuas e nao negativas em [a,+oo| tais que f(x) >0 e g(x) > 0, para todo o x > a,

e
im 1@ _p

T—+00 g (1‘)

+o0 +o0
1. Se L € RT, os integrais / f(z)dx e / g(x) dy sao da mesma natureza.
a a
2. Se L =0, entao

+o0o +oo
(a) se / f(z) dx € divergente, entdo/ g(z) dx é divergente.
a a

+oo +o0
(b) Se / g(x) dx é convergente, entao () dx € convergente.
a

a

3. Se L = +o00, entdao

+o0 +oo
(a) se / f(z) dx € convergente, entdo/ g(x) dx é convergente.
a a

+00 +oo
(b) Se / g(x) dx é divergente, entdo () dx € divergente.
a

a

~
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Exercicio 3.23. O integral

+00
I(p) = / 2P le™ dx,
0

com p € R, quando converge, define uma fun¢ao chamada fungdo Gama. Determine
o dominio dessa fungao.

Resolugao: Temos que

+00 1 +oo
/ 2P le ™ dr = / 2P le ™ dx +/ 2P le™ dz.
0 0 1

O primeiro integral é de Riemann se p > 1 e de 22 espécie se p < 1. O segundo
integral é de 12 espécie qualquer que seja p € R. Sabemos que o integral f1+°° I% dx
é convergente. Entao, como pela regra de L’Hospital

zP~le™®

lim ——— =0,
T—>+00 ==
T

para todo o p € R, podemos concluir que o integral de 12 espécie é convergente
qualquer que seja o p € R.

Por outro lado, também sabemos que o integral impréprio de 22 espécie fol xll,p dx
é convergente se e s6 se 1 —p < 1, isto é, p > 0. Além disso,

-1, —x
. xPTe ) _
lim ———— = lim e *=1

1 z—0t

Y
z—0t pu)

-Pp
o que implica que o integral de 22 espécie é convergente se e s6 se p > 0.

Concluimos que o dominio da funcao I' ¢ RT. [

Note-se que os critérios anteriores s6 podem ser usados para fungbes nao negativas. O

“+oo
seguinte critério nao tem essa exigéncia mas, por outro lado, obriga a que / f(z) dzx
a

+00
seja absolutamente convergente, isto é, que / |f(x)| dx seja convergente.
a

“+o0o
Teorema 3.15 (Terceiro critério de comparagao). Se o integral / |f(z)| do €
a

+o00o
convergente, entio o mesmo acontece ao integral / f(x) dx.
a

Tal como no teorema anterior, apesar deste teorema ter sido enunciado apenas para
integrais improéprios de 12 espécie, onde o intervalo de integracao é infinito, ele também é
valido para integrais impréprios de 22 espécie, onde a fungao integranda é ilimitada.
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Exercicio 3.24. FEstude a convergéncia do integral
“+oo
sen x
1 X

Resolugao: A funcédo integrando no integral impréprio de 12 espécie dado néo é sempre
positiva. Mas

|sen x|
2

< 1
x2 T 2

“+o0
para todo o > 1. Como o integral / — dx ¢ convergente, pelo primeiro critério
1 Xz

T senz
5 dx
1 X

também é convergente. Entao, pelo teorema anterior o integral em estudo é conver-
gente e diz-se absolutamente convergente. [

de comparagao o integral

3.4 Aplicacoes do calculo integral

3.4.1 CAalculo de areas

Seja f uma fun¢do continua num intervalo fechado [a,b] e f(x) > 0, para todo o x € [a, b].
A area sob o grafico de f entre a e b, isto é, a area delimitada pelo grafico de f, as rectas
x=a,y=>beoeixo dos zx, é dada por

/abf(x) dz.

Se g ¢ outra func¢ao nao negativa e continua em [a, b] e se f(x) > g(z), para todo o = € [a, b],
entdo a area A limitada pelo grafico de f, o grafico de g e as rectas © = a e x = b, pode
ser obtida subtraindo-se da area sob o grafico de f a &rea sob o grafico de g, isto é,

a= [(g@ - [ o ar= [ 5 - o)

Notemos que nao é necessario impor que f e g sejam nao negativas. De facto, se tal
nao acontecer temos que, se f e g forem tais que f(z) > g(xz) > —L, com L > 0, a area
A limitada pelo grafico de f, pelo grafico de g e as rectas x = a e x = b, é igual & area
limitada pelo gréafico de f + L, pelo gréifico de g + L e as rectas x = a e x = b. Como
f(z)+ L > g(x)+ L >0, temos que

A:/abf(x)+de—/abg(x)+de:/abf(a:)—g(x)dx.

Por vezes é necessario determinar a area A de uma regido delimitada pelas rectas y = c,
y = d e pelos gréficos de duas fungoes = = f(y) e x = g(y), com f e g continuas e tais que
f(y) > g(y), para todo o y € [c,d]. Neste caso temos que

b
A= / f(y) —g(y) dy.
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Curvas em coordenadas paramétricas. Consideremos agora uma curva definida pelas

equagoes paramétricas
x = f(t)
) t€la,b, 3.8
{o= 2 .0 35)
com f uma fungao bijectiva e diferenciavel em [a,b]. Assim sendo, f admite inversa em
[a, b] as equagOes paramétricas definem uma fungao

y(z) = g(f(2)),

para € [a,b]. Temos entdo que, se g(t) > 0, para todo o ¢t € [a,b], b a area sob o grafico

de y entre os valores x; = f(a) e x2 = f(b), isto ¢, a area delimitada pela curva, as rectas
T3
T =x1, T = x9 € 0 eixo dos xzz, é dada por A = y(z) dx. Efectuando a mudancga de
1
variavel = f(t) temos que

b
Az/g@ﬂww

Exercicio 3.25. Considere a cicldide cujas equacoes paramétricas sao

x =r(t —sent)
{y:r(l—cost) ’ o GUE

Determine a drea limitada por esta curva e o eizo dos xx, para t € [0, 27].

Resolucao: Temos que
2m
A = / r2(1 — cost)(1 — cost) dt
0

27
= 7"2/ cos’t —2cost + 1 dt
0

27
1 2t
2/ +COS —2cost+1dt
0

2t sen2t o
= — 4+ —2sent+t
2 0

Il
<

= 7r+27r)—37r7“ O

Exercicio 3.26. Determine a drea delimitada pelo astroide

— 3
{ T =rcos’t , t € [0, 2x].

y:rsen3t

Resolugao: Atendendo a Figura temos que

r 0 /2
A= 4/ y(x) doe = 4/ (rsen®t)(—3r cos® tsent) dt = 127“/ sentt cos? t dt.
0 /2 0

Conclua o exercicio mostrando que A = %’NT. O
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Curvas em coordenadas polares. Vamos, finalmente, determinar uma férmula que

nos permita determinar a area de uma figura cujos limites sao definidos por uma curva

expressa em coordenadas polares. Seja R uma regiao do plano limitada pelas curva definida

em coordenadas polares por p = f(f) e pelas rectas § = a e § = b. Suponhamos que

0 <a<b<2rmeque féuma fungao continua em [a,b]. Para determinar a medida da

area da regiao R vamos proceder como anteriormente para as coordenadas cartesianas.
Consideremos a particao

a=0y<b<---<b0,.1<6,=0,
como 0; — 0;_1 = Ab;. As rectas 0 = 0; dividem a regiao R em n sub-regices definidas por

Ri={(p,0):0<p< f(6),0;1 <60<86;},

n
cada uma com area A;, de modo a que A = g A;. Sejam m; e M; o valor minimo e o

valor maximo de f no intervalo (fechado) [#;_1,0;]. Como a medida da area de cada um
dos sectores circulares definidos pelas circunferéncias p = m; e p = M; e as rectas 0 = 6,1
e 0 = 0, é dada, respectivamente, por

1 1

a area A; da regidao R; é tal que
L Lo

Temos entao que
n

1 1
> §m?A9i <A<) §M3A9i.
i=1 i=1
Tomando a amplitude da particdo a tender para zero temos que, uma fez que f é continua
(assume, em [a, b], todos os valores intermédios),

1 b 1t
A:2/ f2(9)d9=2/ P db.

Exercicio 3.27. Determine a drea limitada pelo cardidide p = 1 + cos e pelas
rectas 0 =0 e 6 = 7.

Resolugao: Atendendo a Figura temos que

1 w/2
A = / (1 + cos )? d
2 Jo

1 71'/2
= / 14 cos? 6+ 2cosf df
0

w/2

3 1 3
[(29+286n9+4sen20>] —§7r+1. O

2
1
2 0
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p=1+cos6

1.5

-1.5

Figura 3.5: Area relativa ao Exercicio

Exercicio 3.28. Determine a drea no interior da circunferéncia p = 2cos@ e exte-
rior & circunferéncia p = 1.

Resolugao: Comecemos por calcular os pontos de interseccao das duas circunferéncias.
Temos que

2C0$0=1:>9::|:g.

Entao

w/3
Azl/ (20059)2—1d€:-~=—2+

O
2 ) ass 2

w3

3.4.2 Comprimentos de curvas planas

Seja f uma funcdo continuamente diferenciavel no intervalo [a,b]. Vamos procurar um
meio de calcular o comprimento da curva definida pelo gréafico de f e cujos extremos sao
os pontos A e B de coordenadas, respectivamente, (a, f(a)) e (b, f()).

Consideremos a partigao

a=z0<x1 < - <xp_1<xp =0,

com Azx; = x; — xi—1, © = 1,...,n. Seja P; o ponto de coordenadas (z;, f(x;)), com
1 =20,...,n,sendo Py = A e P, = B. Estes pontos definem uma linha poligonal que
comeca em A e acaba em B. O comprimento da curva definida pelo gréafico de f entre a e
b pode ser aproximado pelo comprimento da linha poligonal

L, =Y d(Pi1,P),
=1

onde

d(Pim1, P) = \/(wic1 — 20)? + (f(wiz1) — flx))%
Atendendo a que Ax; = x; — x;-1, 1 = 1,...,n temos, pelo Teorema do Valor Médio de

Lagrange, que existe y; €]z;_1,x;[ tal que

f/(yi) _ f(z;) ;;Ufi(xil)’
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uma vez que f é diferenciavel. Assim,

d(Pie1, P) = Azin/1+ (f'(9:))?
e, como tal,

=3 VI+ (Fy))PAa.

i=1

Note-se que L, é uma soma de Riemann para a funcao continua e, como tal, integravel,

g9(x) =1+ (f'(2))*

Podemos entao afirmar que se f for uma funcéo continuamente diferenciavel no intervalo
[a, b], o comprimento do grafico de f desde o ponto A de coordenadas (a, f(a)) até ao ponto
B de coordenadas (b, f(b)) ¢ dado por

b
— [ VIT @) d

No caso em que a fungdo f ndo tem derivada continua em [a,b] mas tem derivada
continua num numero finito de intervalos, podemos aplicar o raciocinio exposto em cada
um dos intervalos e, no fim, adicionar as parcelas obtidas.

Exercicio 3.29. Determine o comprimento das sequintes curvas:
1. f(z) ==z, z € [a,b];
2. f(z)=vV1—2a2 z€0,a], a €0,1].

Resolucgao:

1. Para f(x) = z temos,
b
Lg_/ VI+1de=V2(b-a).

2. Para f(z) = v1 — 22 temos que f/'(z) = \/j e, como tal,

/ 1/1 1—332 /0 mdmzarcsena.

Mas, fazendo arc sen a = 6, concluimos que, na circunferéncia de raio 1, o dngulo
0 (em radianos) coincide com o comprimento do arco com abertura igual a 6.
O

Tal como para as areas, vamos determinar uma férmula que nos permita determinar o
comprimento de uma curva em coordenadas paramétricas. Quando a curva é expressa em
coordenadas polares, o cilculo do seu comprimento resulta como um caso particular.
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Curvas em coordenadas paramétricas. Consideremos a curva C = {(f(t),g(t)),t €
[a,b]} que supomos ser suave (f e g sdo continuamente diferenciaveis em [a, b]) e que nao
se intersecta a si propria. Procedendo como anteriormente, prova-se que a distancia entre
a e b ao longo da curva, isto é, o comprimento da curva desde o ponto de coordenadas

(f(a),g(a)) a (f(b),g(b)), & dado por

/ VIOR+ GO dt

Exercicio 3.30. Determine o comprimento do astrdide

3
x =1rcos’t
t 27].
{y——rsen3t ’ € [0, 27]

Resolugao: Temos que

/2 de\ 2 dy 2
L27rz4 bt -
L) (%)

com )
d
(;) = (—3r (:os27§ser1t)2 = 9r2 cos* tsen’t
¢ 2
dy 2 2 2 2 4
g = (3rsen”tcost)® = 9r“ cos” tsen” t.
Logo

w/2
L = 127“/ costsent dt = 6r. [
0

Curvas em coordenadas polares. Seja agora C a curva definida em coordenadas po-
lares por p = f(0), 0 € [a,b]. Entao, x = f(0)cosf e y = f(0)sinh e, pelo que foi
visto,

/ \/ 0) cos 0)")* + ((f(0) sen 0)')? dt.

Mas,
((£(6) cos0))? = (f'(8))? cos 0 + f2(6) sen? 0 — f(6) f(B) sin 26
e
((g(0) sen6))* = (£'(0))* sen? 0 + £2(0) cos® 6 + f'(6) £(0) sin 26.
Logo ,
= [uer+ o)
Exercicio 3.31. Determine o comprimento da espiral logaritmica p = €,
6 €[0,7/2].

Resolugao: Temos que

w/2 /2
e [ [ e
0 0
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3.4.3 Volumes de sé6lidos de revolugao

Consideremos um s6lido S que esta definido entre os planos £ = a e x = b. Se a area da
secgao transversal de S no plano que passa por x € [a, b] e é perpendicular ao eixo dos zx
¢ A(x), onde A é uma funcao continua, pode demonstrar-se que a medida do volume do
solido S (que iremos designar apenas por “volume”) é dada por

V= / " A(r) de (3.9)

Nesta secgdo estamos interessados em calcular o volume de um sélido de revolucio,
isto é, de um sélido obtido pela rotacdo de uma regiao do plano em torno de uma recta
desse mesmo plano. A recta em torno da qual se efectua a revolucio é chamada recta de
revolu¢do. Notemos que ao rodarmos uma curva (em vez de uma superficie plana) obtemos
uma superficie de revolugdo (em vez de um solido de revolugao).

Consideremos o cilindro (Figura [3.6) obtido a custa da rota¢do de um rectangulo.
O volume do cilindro de revolucao gerado por um rectangulo de largura r e altura
h, cuja area é dada por A = rh, é dado por

V = nr2h.

Outro exemplo é o cone (Figura|3.7) gerado pela rota¢ao de um triangulo. O volume
do cone gerado pela rotagao do tridngulo de base r e altura h, cuja érea é A = %rh,
é dado por

f(x)=1 Gilindro

Figura 3.6: Cilindro.

Como determinar o volume de um soélido de revolugao conhecendo a curva que o deli-
mita? Para responder a esta questao, vamos considerar dois métodos: o método das fatias
e o método das cascas cilindricas.
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f(x)=x Cone

Figura 3.7: Cone.

Area de uma figura plana Sélido de revolugao

Figura 3.8: Sélido de revolugao.

Meétodo das fatias. Consideremos a regiao limitada pelo grafico de uma fun¢ao continua
e positiva f, pelo eixo dos zx e pelas rectas © = a e x = b. Notemos que, se y = f(a)
(fungdo constante), o volume do sélido de revolugao (cilindro) é

(f(a)*(b— a),

isto é, a area da base circular vezes a altura. E se f nao for constante? Neste caso,
consideremos a particao

a=20<T1 < < Tp_1 < Ty =0, (3.10)

com Ax; =x; — Ti—1 € y; € [Ti—1,%], 1 = 1,2,...,n, e os rectingulos de base z; — x;_1 e
altura f(y;). O volume do solido de revolugao gerado pela rotagao desses rectangulos em
torno do eixo dos xx é dado por

n

S 7(f () Aas,

=1

que pode ser visto como uma soma de Riemann para a funcao 7f2. Como f é continua,
a funcdo 7 f? é continua pelo que o seu integral existe sempre. Podemos entdo estabelecer
o seguinte método de calculo do volume de s6lidos de revolucao, que apresentamos sob a
forma de teorema.
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Teorema 3.16 (Método das fatias). Seja f uma fungao continua no intervalo |a, b).
O volume V' do sdlido de revolugdo gerado pela rotacdo em torno do eixo dos xx da
figura limitada pelo grifico de f, pelo eixo dos xx e pelas rectas © = a e x = b existe
sempre e € dado por

V:W/bfz(x) dx.

Note-se que nao é necessario impor que f seja positiva. De facto, se f for nula em
algum intervalo o valor do volume (como seria de esperar) é zero nesse intervalo; se f for
negativa, o volume é o mesmo que o respeitante a — f, como acontece na realidade.

Exercicio 3.32. Calcule a medida do volume dos sdlidos de revolugao gerados pela
rotagao das regioes delimitadas pelas sequintes curvas em torno do eixo dos rx:

1. f(z) =22, z €(0,1 (Figura[3.9);
1
2. f(z) = = x € [l,400] (Figura|3.10).
Resolugao:

1 e R
1. Para f(x):ac2 temosV—w/ 2tdr =7 [5] :g.
0

f(X)=x° Corneta

Figura 3.9: Corneta.

2. Para f(z) =1 temos

+00 ‘ 1
V= 7T/ r72dx=m lim [(—x)_l]l =m lim (— + 1) =.
1 t—+o00 t—+o00 t
too 1

Notemos que, neste caso, o volume é finito enquanto que a “area” A = / — dx
1 X

¢é infinita. [

Vamos agora calcular o volume do sé6lido de revolugao obtido pela rotagao da figura
limitada pelas rectas ¢ = a, * = b e pelos graficos de duas fung¢oes continuas f e g,
definidas em [a, b], que, para efeitos de compreensdao geométrica, podemos considera-las
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f(x)=x" Trombeta de Gabriel

1.5

Figura 3.10: Trombeta de Gabriel.

nao negativas. Suponhamos que f(x) > g(x), para todo o = € [a,b]. Podemos dizer, tal
como no célculo de areas, que o volume pretendido é dado por

V:W/abf2(a:) dm—ﬂ/ang(x) dxzw/abfz(x)—gz(m) da.

Tal como para o calculo de areas, é possivel obter, por mudanca de variavel, formulas
semelhantes as aqui obtidas quando se consideram sélidos de revolucao obtidos pela rotacao
de figuras planas em torno do eixo dos yy. Consideremos duas fungoes continuas z = f(y)
ez = g(y), com y € [c,d], tais que f(y) > g(y), para todo o y € [c,d]. Assim, o volume do
solido de revolugao obtido pela rotacao da figura plana limitada pelos graficos de f e g e
pelas rectas y = c e y = d é dado por

d
V=n / () — ¢*(y) dy.

Método das cascas cilindricas. Consideremos, de novo, a regiao limitada pelo gréfico
de uma funcdo continua e positiva f, pelo eixo dos xx e pelas rectas * = a e x = b.
Queremos determinar agora o volume do sélido que se obtém rodando essa regiao em torno
do eixo dos yy. Considerando, mais uma vez, a particao , com Ax; = x; — x;_1 €
= xﬁzﬁ (ponto médio de [x;, z4+1], i = 1,2,...,n, e os rectangulos de base x; —z;_1 e
altura f(y;). A rotagao desses rectangulos em torno do eixo dos yy d4 origem a uma casca
cilindrica, que é um soélido de revolugao com volume

27 x altura x raio médio x espessura = 27 f (y; ) y; Ax;.

Procedendo como para o método das fatias, podemos estabelecer o seguinte método de
calculo do volume de sélidos de revolugao, que apresentamos sob a forma de teorema.

Teorema 3.17 (Método das cascas cilindricas). Seja f uma funcao continua no
intervalo [a,b] (0 < a). O volume V do sdlido de revolugao gerado pela rotagdo em
torno do eizo dos yy da figura limitada pelo grdafico de f, pelo eixo dos xx e pelas
rectas x = a e x = b existe sempre e € dado por

b
V= 277/ xf(x) dx.
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Exercicio 3.33. Determine o volume do solido que se obtém pela rotagao em torno
do eizo dos yy da regido limitada por y = 22> — 2% ey = 0.

Resolucgao: Pelo método das cascas cilindricas temos que

2 16
V= 271/ z(22? — 2°) dox = 57 O
0

3.4.4 Outras aplicagoes do céalculo integral

As aplicagoes do calculo integral sdo muitas e variadas e podem ser encontradas em todos
areas da ciéncia e da engenharia. Vamos apenas referir algumas delas. Muitas mais podem
ser vistas em [, (6] [7].

Centro de massa. A primeira estd relacionada com o célculo do centro de massa de
uma placa plana (lamina) com densidade uniforme. Suponhamos que a placa com a forma
de uma regiao limitada pelo grafico de uma fungao continua f definida num intervalo [a, b],
pelas rectas verticais * = a e x = b e pelo eixo dos xx. Prova-se que o centro de massa (ou
centoide) da lamina é o ponto de coordenadas (Z, ), com

ff %f2(x) da:.
fff(x) dz

fff(:z:) dzx

T = 7=

Forcga hidrostatica. Na fisica define-se a pressao hidrostatica P, exercida por um liquido
a uma profundidade h, como sendo o peso do liquido contido numa coluna de altura h e
area de seccao transversal igual a uma unidade. A pressao também pode ser encarada como
a forga exercida pelo liquido por unidade de &rea. Denotando a densidade por p (peso por
unidade de volume) entao, a profundidade h, temos que P = ph, onde as unidades de p e
h devem ser consistentes.

Consideremos uma lamina com a forma da regiao do plano limitada pelos graficos
y=c,y=d,x= f(y) ex = g(y), onde f e g sdo duas fungdes continuas em [a, b] tais que
f(y) > g(y), para todo o y € [c,d]. Suponhamos que uma lamina foi submersa num liquido
de densidade p e que a superficie do liquido é dada por y = h. A forga (hidrostatica)
exercida pelo liquido sobre a placa é dada pelo produto da pressao pela area e prova-se que
é dada por

d
F=/ p(h—y) (f(y) —g(y)) dy.

Biodisponibilidade de um farmaco. A quantidade total de farmaco absorvido apoés
administracdo de uma s6 dose desta substéncia activa é considerado o mais importante
pardmetro na avaliagdo da sua biodisponibilidade. Esse parametro, expresso em mg/mL
x h, ¢ dado pela area sob a curva (ASC) de concentracao C, em mg/mL, do farmaco na
corrente sanguinea como fungao do tempo ¢ em horas, para t € [0, 4o00].
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Exercicio 3.34. Determine a ASC de um fdrmaco cuja concentragdo na corrente
sanguinea foi estimada como sendo dada por

C(t) = 15te %%,

Resolugao: A area pretendida é dada por

+o0o b
ASC =15 / te 92t dt =15 lim te 02t qt.
0 b—4o00 0

Usando a féormula de integragdo por partes tem-se que

b e—0:2t e 0.2t b
lim te %2 dt = lim t— / dt
b—+oc0 Jo b—+o0 —0,2 —0,2 0
e—0.2t b
= lim |-5¢ %%t +5
b—+o0 —0,2 0
= lim [-5e 0% — 250702
b——+oo
= lim (—56—072% _ 250020 4 25)
b—+o0
— Tim (—56*072bb)+25:25,
b—+oo
pois,
bggloo e0:2b - 0’

uma vez que, para valores suficientemente grandes, a exponencial cresce mais rapi-
damente que qualquer polindomio. A mesma conclusdo poderia ter sido obtida pela
Regra de L’Hospital. Concluimos entao que

ASC=15x25=375. O

3.5 Foérmula do trapézio (x)

Nesta seccao vamos obter e analisar uma férmula de quadratura numérica que permite de-
terminar, de forma aproximada, o integral definido

b
1(f) = / f(x) da (3.11)

de uma fungao real de variavel real f num dado intervalo real [a, b].
Em muitas situagoes, o calculo de (3.11)) ndo pode ser efectuado através do célculo de
uma primitiva de f, como é o caso de, por exemplo,

1 2
/ e " dx.
0

Neste caso a funcao integranda nao possui uma primitiva que se possa obter como soma
finita de fungbes elementares. Pode ainda acontecer que o valor de f seja conhecido apenas
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em alguns pontos do intervalo [a,b]. Podemos entao efectuar o célculo aproximado do
integral. Um dos processos para efectuar tal cidlculo aproximado designa-se por férmula (ou
regra) do trapézio.

Seja f uma funcao conhecida em n + 1 pontos a =g < 21 < -+ < Tp—1 < T, = b,
com z; = xg+ kh e h = (b— a)/n. Assim sendo, temos que

b n Tp
1= [ f@de=Y [ f)da.
a k=1"YTk—1
As formulas mais usuais permitem obter aproximacgoes a I(f) aproximando, em cada
intervalo Iy = [zx_1,2k], K = 1,...,n, a fungdo f por uma fungdo mais simples, normal-
mente um polinémio.
Vamos considerar o caso em que pretendemos aproximar, em cada intervalo I,
k=1,...,n, afuncao f, definida nesse intervalo, pela recta que passa pelos pontos

(Tk—1, f(zK-1)) e (2, f(zK)),

isto é,
B o T — Tp_q
f(z) = f(ﬂﬂk—l)imk_l - + f(z )73% E—
Assim,
b n T
f(z)de = f(z) d
J ).
N D[k T — Tk T — Tp_1
~ ; /ﬂfkl (f(l'kl)xk_l — + f(xk)ixk — )> dx
= Y (Flwrn) + F(w) = S1F(@) + 2 () + -+ 2f () + D)
k=1

Obtivemos, assim, a chamada férmula do trapézio (composta)

b
[ 1) dom G180 + 26 @)+ 4+ 25 ) + 1O

A férmula do trapézio (simples) é a que se obtém quando se considera n = 1, isto &,

b —a
[ f@)de =25 @) + 0, (312)

Exercicio 3.35. Seja

-1
I :/ xe®® dx.
)

Calcule, usando a formula do trapézio, o valor aproximado de I com n = 5.

Resolugao: Seja f(r) = ze?® en = 5. Assim sendo, necessitamos de 6 pontos igualmente

distanciados no intervalo [—2, —1| para obter uma aproximacao ao valor de I usando
a férmula do trapézio. Temos entao que,

I~ 01[f(=2)+2f(—1,8)+2f(—1,6) + 2f (—1,4) +2f(—1,2) + f(—1)] = —0,0788762.

Podemos escrever I ~ —0,079. [
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O valor do integral de uma determinada fun¢ao f num intervalo [a, b] pela formula do
trapézio pode ser dado de acordo com o seguinte algoritmo.

Algoritmo 3.1 Férmula do trapézio

Dados: f,a,ben

h:=({b—-a)/n

ri=a

s:=0

Para k de 1 até n — 1 fazer
r:=x+h
s:=s+ f(x)

IT := (h/2)(f(a) + 2s + f(D))
Resultado: I =~ IT

Prova-se que o erro que se comete na aproximacao I(f) ~ Ip(f), com Ip(f) o valor do
integral obtido pela férmula do trapézio (composta), é dado por
h2
Er(f)=1(f) = Ir(f) = = (b —a)f"(c),  c€a,b|.
Na pratica a formula do erro aparece, normalmente, em valor absoluto. E usual considerar

a expressao
h2
|E7(f)] < —=(b—a)My, com My = max |f"(z)|.
12 x€(a,b]

=il
Exercicio 3.36. Seja [ :/ ze?®dx. Calcule, usando a formula do trapézio, o

—
valor aprozimado de I com trés casas decimais correctas.

Resolugao: Seja f(r) = ze?®. Temos que, para x € [—2,—1], o erro para a formula do
trapézio é dado por

1 1
‘ET(:L‘) < 7h2M2 =

M
=12 12022

sendo

Mp= max |f'(@)l= max 1](—462’”(% +1)).

Se tomarmos g(x) = —4e?*(x + 1) temos que ¢’(z) =0 =z = —1,5. Logo
My = max{g(—Q),g(—l 75))9(_1)} = 2673'

Vamos entao determinar qual o menor valor de M que satisfaz

-3

€ -3
WSO,E)X].O N

Efectuando os calculos, concluimos imediatamente que n > 4,074 o que implica
n = 5. Necessitamos de 5 pontos igualmente distanciados no intervalo [-2, —1] para
obter uma aproximacao ao valor de I com trés casas decimais correctas. Assim, pelo
exercicio anterior, I ~ —0,079. [
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3.6 Exercicios praticos

1. F+ G € uma primitiva de f + g¥
2. FG € uma primitiva de fg?

3. F/G é uma primitiva de f/g?

Exercicio 3.37. Sejam F e G primitivas de f e g, respectivamente. E verdade que:

Exercicio 3.38. Seja F' uma primitiva de f. Prove que:
1. se F' é uma funcao par, entdo f € uma funcdo impar;

2. se I’ € uma funcao impar, entao f é uma funcdao par.

4.

7.

1. senx +

10.

15.

16.

19.

22.

25.

28.

1+x2’.

ln:z:.

)
T

sen T + cosx

COS &
sen 3z .
cos3 3z’

2 .
V1—4x2’

1 .
9 + 422’

COSs

7

z sec? (3 — 23:2);

x cosec? (31‘2) 5

a®* cosec (aQI) ;

2. (a+ ba*)?;

5.

e 87 4 xIn(l1+2%)+1

14 22

8. 42—3$ .

11.

14.

17.

20.

23.

26.

29.

etg x ;
2
COS® X

1
V16 — 922’

Cos
1+sen?2z’

a® cos (a®);
x .
cos? x2’

1

3 cos (556 — %) ’
23

sen? (3x4)

+ sec?(5z);

Exercicio 3.39. Calcule as primitivas das fungoes indicadas:

sen 2x

g, _Sm=r .
V1+sen?zx

12.

15.

18.

21.

2.

27.

30.

64$+:L'2+3 (Q: + 2)},

x
Va—

3

l'8+5;

sen(cos x) sen ;
cosec? (\/gx + 5) ;

V2 sec (52° +7);

1

z
Sena
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Exercicio 3.40. Calcule, utilizando o método de primitivacdo por partes, as primi-
tivas das funcdes definidas pelas expressoes analiticas:

1. e (2x+3); 2 (nz)(2zx+3); 3 2%lnz; 4. e*senx;

5. e"senbx; 6. Se;x; 7. xcosx; 8. wsec? x;

9. (1—2)e™*>; 10. In 1 f i 11 n(z+ 1% 12 In(a® +22);
13. In (Inz) ; 14. sen(Inz); 15. cos(lnz);  16. arc tg%;
17. sec? x; 18. xsenxcosx.

Exercicio 3.41. Calcule as primitivas das fungoes definidas pelas expressoes anali-
ticas:

3 4 3 4
1. sen” x; 2. sen”x; 3. tgox; 4. sec”x;

5. sen®xcos’x; 6. cos®zsen’x; 7. sen’zcos®x; 8. sh(3z)ch(6z).

Exercicio 3.42. Calcule as primitivas das fungoes definidas pelas expressoes anali-

ticas:

1 a:5+x4—8. T .9 2z -1 -y x? )
ot —dx T T 22 —br+6’ (e =2)(z=3)(z+1) T (z-1)%
5 ®+1 PR et a?+2x -5 p at —1
Coad — a3 —ax?2—-22" 7 (224 1) (z+1)% a2+l

Exercicio 3.43. Calcule, utilizando o método de substituicio, as primitivas de:

3° (et — 1) 21
1. 224 —22; 2. g L= 4o YET

32"’5—395—2; et +1 x

z1/? 1 1 1
5 2. —— . 7 8
1+ 21/2 VI3 - (x—2)/(z —2)2 -1 34 2cosz

Exercicio 3.44. Determine uma funcao F tal que

F'(z)=22"1, F'(1)=3 e F(1)=0.
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Exercicio 3.45. Para cada uma das fungoes definidas em R pelas expressoes

(2 7r) x
cos (22 — — e
4 1+ 24

obtenha, se possivel,
1. a primitiva que se anula em x = 0;
2. a primitiva que tende para 1 quando x tende para +0oo.

Se para algum caso for impossivel obter uwma primitiva que verifique a condi¢do
requerida, explique a razao dessa impossibilidade.

Exercicio 3.46. Mostre que, se f € integrdvel em [—a,al, entao

1. ’ fx) d:sz/af(x) dz, se f € par;
—a 0

a
2. f(z)dz =0, se f é impar.
—a

Faca uma interpretacdo geométrica destes resultados.

Exercicio 3.47. Aplicando o exercicio anterior, mostre que sdo nulos os sequintes
integrais:

1
1./ 2oVt + 1 dx; 2/
-1

-1

1
xrsen’x dx.

Exercicio 3.48. Calcule os sequintes integrais definidos:

4 3 1
1—4 1
1./ - 2/ — s d; 3
3 T—I 11+

dzx;

1 1 e2 2
t In (1
4. / zarc tgz? dz; 5. / are g; dx; 6. / - ( ne ) dx;
0 0 1 +x e X
3 i 2 -1
7. / 3z + 2% — 4z —5]) dz; 8. / tg2 x dx; 9. / —— dx;
—2( | ) 0 o (z—=3)(z+1)

dx;

11. /2 SBY e 12
0

e.l‘

4 1
10. /2 (x —1)(x+1)2

z 8

3 ™
135. /2 cos bx sen 2x dx; 14. SL dr; 15. / sen® z du;
0 0 Va?+1 z
2 2 5 4
2x° — 1 Ve —1
16. / oY g 1w / T 18 / Y de.
1 3@+ 1)(x*+1) T 0o Vr+l
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Exercicio 3.49. Calcule
27 2
1./ |cos x| dzx; 2/ x|z| dx.
0 -1
Exercicio 3.50. Calcule
/1 dx
0 (1+a2)?

usando a mudanga de varidvel x = tgt.

Exercicio 3.51. Mostre que se f(x) = senz, entao

2m
—27 < (z) dz < 2.
0

Exercicio 3.52. Prove as sequintes desigualdades:

xd r Inx 1 1

1 1 1 €
1. —— < de < —; 2. s dr< = — ——
10\/5_/0\/1—1—30 — 10 /1(1+:c2)2 —2 1+et

Exercicio 3.53. Determine uma funcdo f continua e uma constante a de modo
que, para todo o x real, se tenha:

1. /azf(t) dt:senw—ké; 2. /axf(t) dt = cos(2z) + 1.

Exercicio 3.54. Determine uma funcdo continua f de modo que
T
3 [ 10) dt =2 f(a)
0
e f(1)=2.

Exercicio 3.55. Aplicando o Teorema Fundamental do Cdlculo, calcule as derivadas
das funcoes a sequir definidas:

x /1 t4 T Inx
1. / t—; dt, x >0; 2 / €05y dy, x >0; 8. / sen(y + €¥) dy, = > 0.
1 2 Y 1

Exercicio 3.56. Sendo

F(x) = / e(tzﬂ)/t)% dt, x>0,
1

1
mostre que F <> = —F(x).
x
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Exercicio 3.57. Quais dos sequintes simbolos representam integrais improprios,

quais representam integrais definidos e quais nao representam mem uma coisa Nem
outra?

0 1 2 1 2 1 2
1. / —dx; 2. / —dx; S / — dz; 4. / senx dr;
) (1"‘33)\/5 ) 4 — 2 2T _92

2 1 2
5. / V4 — 22 dx; 6. / du; 7. / Va2 —4dz.
-2 — -2

Lu?—u

Exercicio 3.58. Averigie a natureza dos sequintes integrais e indique 0s seus va-
lores mo caso de serem convergentes:

—+o00 9 0 —+o00 1 1 1
1. / — dz; 2. / e dx; 3. / — dx; 4. / — dx;
1 z —00 4 x o T
0 +o0 1 +o0
1 1
d. / ——dx; 6. / LA} dx; 7. / —dx; 8. / e *dx;
-1 .1'4/5 0 1 + x 0 1— 132 0

1 1 1 2 1 +o00
9. e® dx; 10. dr; 11. dx; 12. senx dx;
/—oo / V 1—2z /O 11— s/[)

0
“+oo 1 +oo 1 +ool 2 “+o00
13./ S de: 14 — dz; 15./ D) 16./ e 17l dg.
oo T oo T

-1 X

—00

Exercicio 3.59. Mostre, usando a defini¢cao, que o integral improprio

1 .
€ convergente e de valor 1 se a > 1, e divergente se o < 1.
o —

Exercicio 3.60. Mostre, usando a defini¢cdo, que o integral improprio

b—a 11—« ‘
€ convergente e de valor (1), se a < 1, e divergente se a > 1.
o

Exercicio 3.61. Determine a natureza do integral improprio

+oo "
/ prarnpearn e
2 i +$+1

em funcao dos valores de n.
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Exercicio 3.62. Mostre que o integral imprdprio

400 1
i
oo 142

é convergente. Esboce o grdfico da fungao f(x) =

1122 e interprete o integral
x

1mproprio como o valor de uma drea.

Exercicio 3.63.

1. Mostre que os sequintes integrais improprios sao divergentes:

+o00 1 3 +o00 T
(a) /OO senx dx; (b) /1$da:, (c) /OO mdaz.

2. Calcule:
+o0 1 3 +o0 T
a) v.p. senx dx; (b) v.p. —dx; (c)v.p. —— dx.
W | wen. [ Zan @ve [
Exercicio 3.64. FEstude a convergéncia de cada um dos sequintes integrais:
oo e 2 1
1. / e " dx; (Sugestdo: e™" < — para x “grande”)
1 X
“+o0o
se se 1
2. / el dz; (Sugestao: el <—)
0 1+ cosx +e* 1+ cosx +e* ev
+o00 +oo
z+1 1
3. ——— dx; Sugestao: compare com — dac

~—

1
(Sugestao: compare com / ——dx
_ T

) _7(1
4 /oo\/x2—1 v

1

12 (1 — )12 )

1

1

. / — dz. (Sugestao: compare com /
12 V1—at

Exercicio 3.65. Determine o valor que A deve tomar para que o integral tmprdprio

/JFOO AT 1
— dx
9  222-1 6z—1

seja convergente.

Exercicio 3.66. Determine a natureza do integral improprio, efectuando a mudanca

de varidvel indicada:
L | 1
/ cos —dxr, == —.
0 X t
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Exercicio 3.67. Determine a medida da drea da regiao limitada por:

2
T
apcmibolay:? easrectasx =1, x =3 ey =0;

~

2. a pardbola x =2 —y — 4% e o eizo das ordenadas;
3. a curvay =shx e as rectas x =6 ey = —2;

4. as curvas y =senx e y = cosx entre dois pontos consecutivos das suas inter-
secgoes;

5. a pardbola x = 4 — y® e o eizo dos yy;
6. a curvay =1Inzx, o eixo dos yy e as rectas y =0 ey = 2;

7. a pardbola y = —a® + 4o — 3 e as suas rectas tangentes nos pontos (0,-3) e
(3,0);

2 2

8. a elipse I—Q + Y
a

Exercicio 3.68. Cualcule a drea limitada:

1. pelo cardidide a partir da sua equagao em coordenadas polares p = a(1—cosb),
a>0;

2. pela lemniscata de equagdo p? = sen(26);
3. pela curva de equacio p* = —2sen(26);

. pelas curvas de equagoes p*> = 4senf e p®> = 3send.
p P

Exercicio 3.69. Estabeleca os integrais que nos permitem calcular a drea da figura:
1. interior ao cardidide p = 4(1 — cos ) e exterior a circunferéncia p = 6;
2. interior as circunferéncias p = 3v/2cosf e p = 3sen §;

3. interior a cada uma das pétalas da rosa de quatro pétalas de equacdao
p = 6sen(20).

Exercicio 3.70. Diga qual o erro do seguinte raciocinio: “A drea da lemniscata
p? = a? - cos(20) € dada por

2

2 1 2m 1 1
A= / —p? df = / —a”cos(20) df = |~a’sen(20)| =0.”
0 0o 2 4 0

Exercicio 3.71. Calcule o comprimento das curvas:

1. y = arc sen(e~ ") desde o ponto de abcissa % até ao ponto de abcissa 1;

2. f(z) = 2 desde (1,1) até (2,2v/2).
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Exercicio 3.72. Determine o comprimento das sequintes curvas:

1.y=mux¢€lab]; 2 y=achi xecl0b];, & y=2%12¢cl0,1].

Exercicio 3.73. Determine o comprimento da curva de equagioy = /1 — 22, entre
0s pontos de abcissa x =0 e x = a (com a € [0,1]). Interprete geometricamente o
resultado obtido.

s$ao

Exercicio 3.74. Calcule o perimetro da circunferéncia cujas equagoes paramétricas

{ T =rcost ’ t € [0, 27].

Yy =rsent

1.

2.

. do segmento de recta p = 3sec(f — %) para 0 € [ + 5, -7+ 5]

Exercicio 3.75. Calcule o comprimento:

da espiral logaritmica p = € desde § =0 até 6 = =;
do cardidide p = a(1l + cosf), a < 0;

da espiral logaritmica p = 2¢?°, 0 > 0, que se encontra dentro do circulo p < a
com a > 2;

3T 2 21

37 3

1.

2.

Exercicio 3.76. Calcule a medida do volume do sdlido de revolucdo gerado por:

o semi-circulo y = Vr2 — 22, —r < x <, em torno do eiro dos xx;

a regiao Yy < P2ANO<z<2A y >0, em torno do eizo dos xx;

a regido limitada pela curva y = x°

do eizo dos yy;

, arecta y =1 e o eixo dos yy, em torno

a regido limitada pela curva y = 3

do eixo dos yy;

,arecta x =1 e o eizo dos xx, em torno

a rotacao em torno do eixo dos yy do circulo limitado pela circunferéncia
(r—a)?+y? =712 coma>r (o sdlido obtido chama-se toro);

a rotacio em torno do eixo dos xx da regiao dada pela condi¢ao
(x—1P2+12<1Az—y—1>0Ay>0;

a regido limitada pelas curvas y?> = 8z e x = 2: (a) em torno do eivo dos rx;
(b) em torno do eizo dos yy; (c) em torno da recta x = 2;

a regiao limitada pelas curvas y = senx para x € [0, 7] ey =0: (a) em torno
da recta y = —2; (b) em torno da recta x = —2;

a regido limitada pela pardbola y = ax? e pela recta y = h em torno da recta
y=nh, coma>0eh>0 (o sdlido obtido é chamado limdo de Cavalieri).
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Exercicio 3.77. Atribua, se possivel, um valor & drea da regido R e um wvalor ao
volume do sdlido obtido pela rotagiao de R em torno do eizo dos xx, sendo:

1
1. Rz{(x,y):le,OgyS:E},'

2. R=

(r,y):0<2<1,0<y<

1
)i —Ad<z<4,0<y< —— 4
i d<azaozys L)

1
8. Rz{(z,y):l<x§2,0§y§1}.

Exercicio 3.78. Um fluido escorre para dentro de um tanque & velocidade de 2t + 3
litros por minuto, onde t € o tempo medido em horas depois do meio-dia. Se o
tanque estiver vazio ao meio-dia e tiver a capacidade de 1000 litros, a que horas
estard cheio?

Exercicio 3.79. A densidade de massa de um fio é f(x) = x2e™* quilogramas por

centimetro. O fio tem 2 metros de comprimento. Calcule a sua massa sabendo que

ela é dada por
200
M = f(z) de.
0

Exercicio 3.80. Quando um gds se expande num cilindro de raio r, a pressdo num
dado momento é fungao do volume: P = P(V). A forca exercida pelo gds no pistao
¢ dada pelo produto da pressao pela drea: F = mr?P.

1. Mostre que o trabalho produzido pelo gds quando o volume expande de Vi para
Va ¢ dado por W = [2 P dV.

2. Numa mdquina a vapor a pressao P e o volume V' de vapor satisfazem a equa-
¢cio PVY4 =k, onde k é uma constante. (Isto é verdade para uma expansao
adiabdtica, que € uma expansdo onde nao ocorre transferéncia de calor entre
o cilindro e o seu exterior). Use a alinea anterior para calcular o trabalho
realizado pelo motor num ciclo quando o vapor comeca a uma pressio de 72
Kgf/cm? e um volume de 100 em® e expande até um volume de 800 cm?.

136




CAPITULO 3. CALCULO INTEGRAL 137

Exercicio 3.81. Uma particula de massa m movendo-se num fluido estd sujeita a
uma resisténcia de viscosidade R, que é funcao da velocidade v. A relagdo entre a
resisténcia R, a velocidade v e o tempo t € dada pela equacao

v(t) m
= / g,
v(te) B(w)
Suponhamos que R(v) = —v+\/v para um fluido particular, onde R é dado em newtons

e v em metros/sequndo. Se m =10 kg e v(0) = 10 m/seg calcule o tempo necessdrio
para a particula reduzir a sua velocidade para v =15 m/seq.

Exercicio 3.82. Uma substincia radioactiva decai exponencialmente. Assim, a
massa no tempo t é
m(t) = m(0)er,

onde m(0) é a massa inicial e k uma constante negativa. A “vida média" de um
dtomo na substdncia € dada por

M = —k/ teft dt.
0

Para o isétopo radioactivo de carbono “C, usado na datacio, o wvalor de k ¢é
—0,000124. Calcule a vida média de um dtomo de *C.

Exercicio 3.83. No método da diluiciao do contraste, usado para medir a capacidade
cardiaca, introduz-se uma substdncia (contraste) na corrente sanguinea e uma sonda
na aorta para medir a concentracao de contraste que sai do coracao em intervalos
de tempo regulares, durante o intervalo [0,T], até que o contraste esteja terminado.
A capacidade cardiaca do corag¢io (volume de sangue bombeado pelo coragao por
unidade de tempo), serd dada por

onde A € a quantidade de contraste (mg) introduzido e c(t) a concentra¢ao de con-
traste (mg/L) no instante t. Calcule a capacidade cardiaca quando A = 8 mg e
c(t) = $t(12 —t) mg/L, com 0 < t < 12.

Exercicio 3.84. A “velocidade média” das moléculas de um gds ideal € dada por

3/2 fo%)
s_ L (M / / B~ Mv/(2RT) g,
/7 \2RT o ’

onde M € o peso molecular do gds, R a constante do gds, T' a temperatura do gds e
v a velocidade molecular. Mostre que

_ [8RT
v = T_M.
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Exercicio 3.85. (x) A quantidade de massa que € libertada por um reactor num
dado periodo de tempo € dada por

M = Qc dt
t1

onde t1 ety sGo os momentos inicial e terminal, respectivamente. Usando a formula
do trapézio, Q =5 m>/min e os dados da tabela

t (min) 0 10 20 30 40
¢ (mg/m?) | 10,00 3500 54,73 52,16 37,07

aproxime o valor da massa libertada pelo reactor nos primeiros 40 minutos.

Exercicio 3.86. (x) A funcao

flx) = /Ox et at

€ usada com muita frequéncia em disciplinas tao diversas como a teoria das proba-
bilidades, distribuicao de calor, difusao de matérias, etc. Usando uma das regras de
integracdo com n = 10, calcule uma aproximacgdo para o valor do referido integral.

Exercicio 3.87. (x) Seja I = [ ze*"dx.

1. Qual o menor numero de pontos que deve considerar na férmula do trapézio
por forma a aproximar o valor do integral com uma casa decimal correcta.

2. Calcule o valor aproximado de I de acordo com a alinea anterior.

Exercicio 3.88. (x) A intensidade de luz com comprimento de onda A viajando
através de uma grelha de difragao com n aberturas a um dngulo 0 € dada por

1(0) = (n/k)?sen’ k,
onde
k = (mndsenf)/A\

e d € a distincia entre cada abertura. Um laser de hélio-néon com compri-
mento de onda A = 632,8 x 1079 m emite wma banda estreita de luz, dada por
—107% < 0 < 1075, através de uma grelha com 10.000 aberturas separadas por
10~* m. Obtenha um valor aprozimado para a intensidade de luz total que sai da

grelha
10-6
/ 1(0) db.
710—6




Capitulo 4

Equacoes diferenciais

4.1 Modelos

4.1.1 Crescimento de uma populagao

Consideremos uma populagao cuja taxa de crescimento é proporcional ao seu tamanho.
Entao, se P representar o nimero de individuos da populacao e k a constante de propor-
cionalidade, a taxa de crescimento é dada por

P'(t) = kP(t)
ou, noutra notagao e omitindo a dependéncia de t na fungao P,

dpP
& _ kP 4.1
=k (4.1)

Notemos que, uma vez que se trata de uma populagao, P(t) > 0, para todo o instante t.
Para saber qual o comportamento da populagdo a medida que o tempo aumenta, con-
sideremos dois casos.

Caso k > 0:

Neste caso, P'(t) > 0, para todo o t, o que significa que a popula¢ao esta sempre
a aumentar, a partir de um valor inicial P(0) = Fy. Além disso, & medida que a
populagao P(t) aumenta, a sua taxa de crescimento também aumenta.

Caso k < 0:

Neste caso, P'(t) < 0, para todo o t, o que significa que a populac¢ao esta sempre
a decrescer, a partir de um valor inicial P(0) = FPy. Além disso, a medida que a
populagao P(t) aumenta, a sua taxa de crescimento diminui.

Uma questao que se coloca é a de saber como determinar a solugao da equagao (4.1).
Se considerarmos

P(t) = CeM, (4.2)

temos que

P'(t) = Cke* = kP(t).

Logo (4.2)) é uma solugdo da equagao. A constante C' pode ser determinada pela condi¢ao
inicial P(0) = Py. Assim, considerando ¢ = 0 em (4.2)), sai que C' = F.

139
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O modelo de crescimento exponencial é também chamado modelo de Malthus. Apre-
sentado em 1798 por Thomas Robert Malthus (1766-1834), foi o primeiro modelo
do crescimento de uma populacao humana, onde a constante de proporcionalidade é dada
pela diferenca entre a taxa de natalidade e a taxa de mortalidade.

O modelo de Malthus descreve o crescimento de uma populacdo em condicoes ideais
mas nao nos podemos esquecer que, por exemplo, o ambiente tem recursos limitados o que
faz com que a populagdo nao possa crescer indefinidamente. Muitas populagoes comegam
por crescer exponencialmente mas o nivel da populacao comeca a estabilizar quando ela se
aproxima da sua capacidade de suporte S (ou a diminuir em relagao a S, se ela exceder o
valor de 5).

Vamos considerar uma populagao P cuja taxa de variagao verifica as seguintes propri-
edades: é proporcional a P, para valores de P pequenos e é negativa, para valores de P
superiores a capacidade de suporte S. Consideremos, por exemplo, um modelo cuja taxa

de variacao seja proporcional tanto a P como a 1 — 5 isto é,

dP P
—=kP(1——=]. 4.3
dt ( S> (43)
. P
Para este modelo temos que, se P < S entao g ~0e
dP
— =~ kP.
dt

P
Por outro lado, se P > S entao 1 — 3 < 0 e, como tal,

dP

dt

A equagao (4.3)) é conhecida por equacdo logistica. Esta equagao foi proposta por Pierre

Frangois Verhulst (1804-1849), em 1840, como um modelo para o crescimento da populagao
mundial.

Notemos que as constantes P = 0 e P = § sao solugoes da equagao logistica .

Estas solugdes sdo chamadas solugdes de equilibrio. Mais ainda, se P(0) = Py €]0, S| entao

dP
g > 0 e a populagao aumenta. Por outro lado, se P(0) = Py > S entdo g <0ea

populacao diminui.

< 0.

4.1.2 Movimento de uma mola

Segundo a Lei de Hooke, estabelecida por Robert Hooke (1635-1703), a forga elastica de
uma mola de comprimento z(t), dependente do tempo, suspensa na vertical e sujeita a

uma carga de massa m, é dada por
F = —kz,

com k > 0 a chamada constante da mola. Por outro lado, pela Segunda Lei de Isaac
Newton (1643-1727),

d*z
F=m—s
dt?
e, como tal, o comprimento da mola pode ser obtido pela equacgao
d’x k
— = ——u.
dt? m

Pode demonstrar-se que toda a solugao desta equacao se pode escrever como combinacao
linear de senos e cossenos.
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4.2 Caso geral

Uma equacio diferencial ¢ uma equagao que contém uma fung¢ao como incognita e
uma ou mais das suas derivadas. A ordem de uma equagéo diferencial é a ordem da
derivada mais alta que ocorre na equagdo. A equagao

y' () = f(z,y(2)), (4.4)

em que f : I xR — R, com I um intervalo real, ¢ uma equacio diferencial de
primeira ordem.

Uma funcao f é solucdo da equacdo diferencial se a equacdo é satisfeita quando y =
f(z) e as suas derivadas sao substituidas na equagao. Na equagdo 3y’ = zy, a fungdo
y = f(x) é solucdo da equacdo se f'(z) = zf(z). Na equagao (4.4), a x chamamos variavel
imdependente e a y variavel dependente (de x). Caso a variavel independente seja o tempo,
é usual nota-la pela letra t. Nesse caso, a equagao diferencial também se pode chamar
sistema dindmico.

Resolver uma equacio diferencial significa encontrar todas as suas solugoes (pode nao
ser facil...). Por exemplo, se 3/ = t3 temos que a solugdo ¢ dada, imediatamente, pela
primitiva y = t4/4 + ¢, ¢c € R. No entanto, se y' = ty, a solugao ja pode ser mais dificil de
obter. Nesta sec¢ao vamos considerar algumas técnicas (mais em [II, [§]) para determinar as
solugoes de uma equacao diferencial. Notemos que, tal como na primitivagdo, uma equacao
diferencial tem sempre mais do que uma solugéo.

A solugao equagao , se existir, nao é tinica pois, ao integrarmos, introduzimos
sempre uma constante de integracdo. A forma de contornar este problema consiste
em especificar y(z) num ponto qualquer do intervalo I, usualmente o ponto inicial
do intervalo xg. Ficamos assim com o problema de condi¢do inicial (PCl)

)

y/(x) f(x,y(m)), t E]LU(),X]
{ y(zo) = o (45)

também chamado problema de Cauchy, em homenagem ao matemético francés
Augustin-Louis Cauchy (1789-1857).

Exercicio 4.1. Mostre que y(t) = t>(e! — €) ¢ solugdo do problema de condigdo
inicial 5
{ y = vt t2et,  t€]l,2]
y(1) = 0

Resolugao: Basta ver que, como t # 0,
2
Y (t) = 2t(el —e) + t%e! = 7Y + t2e!

e que y(1) = 1(e! —e) =0, o que prova o pretendido. [
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4.3 Campo de direccoes

Consideremos uma equagao diferencial ordinaria de primeira ordem . Nas proximas
secgoes vamos considerar equacoes diferenciais que podem ser resolvidas explicitamente.
No entanto, na maioria dos casos, essas solugoes sao impossiveis de calcular. Uma forma
de poder ter uma ideia do comportamento das solu¢oes de uma equacao diferencial sem as
calcular explicitamente recorre a um método grafico que consiste em analisar o chamado
campo de direcgoes.

A equagao diferencial diz-nos que o declive da tangente a solucao da equagao
que passa pelo ponto (x,y) é dada por f(z,y). O campo de direccdes da equagao
diferencial é um grafico do plano (z,y), onde em alguns pontos aparece um vector
com declive igual ao valor de f(z,y) nesse ponto. Assim, as solugoes da equagao
diferencial deverao ser as curvas tangentes a esses vectores. Pela analise do campo
de direcgoes podemos ficar com uma ideia da forma das solugoes.

Vejamos alguns exemplos. Na Figura (esquerda) temos representado o campo de
direcgoes da equagao y'(z) = x + y e a solugdo da equagdo que passa pelo ponto (0,1).
Como pode ser visto, o campo de direcgoes indica claramente a forma das solugoes da
equagao diferencial. Outro exemplo é o dado na Figura (direita) onde se representa
o campo de direccdes da equacio 3/ (z) = 2% + y? e a solugdo da equacio que passa pelo
ponto (0,1). Mais uma vez, é claro que o campo de direcgoes indica a forma das solugoes
da equagao diferencial.

’
y'=y+x, y(0)=1 y'=y*+x% y(0)=1
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Figura 4.1: Campo de direcgoes e curva solugao.
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4.4 Equacoes separaveis

Uma equagdo separavel (ou de variaveis separaveis) é uma equagao diferencial de primeira
ordem que pode ser escrita na forma

dy
y'(@) = 9(@)f(y) & - = 9() f(y)-
De forma equivalente, se f(y) # 0, podemos escrever a equagao na forma alternativa

dy _ 9@ com h(y) = L

dz — h(y)’ (y)
Logo
M) = o) / (o) d = / o(z) dz / hy) dy = / o(z) da.

Obtemos assim y (implicitamente) como funcao de x.
Poderiamos ter chegado ao mesmo resultado se tivéssemos usado formas diferenciais.
Nesse caso

;Li/: — Z(é; & h(y) dy = g(z) dz < /h(y) dy = /g(x) dz.

Também poderiamos ter usado a técnica da primitivacdo por substituicdo. Assim

Jrwdy= [ nion do= [ note) 2 do= [ o) d

Exercicio 4.2. Determine a solucao do problema de condi¢cao inicial

622

2y 4 cosy
y1) = 7

Resolugao: Temos, sucessivamente,

2
dy = _ G & (2y + cosy)dy = 62%dz < /2y+cosy dy = /6302 dz.
dxr 2y + cosy
Integrando nos dois membros obtemos % +seny = 22>+ ¢, ¢ € R. Usando a condicio
inicial podemos determinar a constante ¢ na forma 72 +senm = 2 + ¢, o que implica
¢ = 2 — 2.. Concluimos que a solucdo pretendida ¢ dada implicitamente por y? +
seny =223+ 712 —-2. O

Problema das misturas. Um exemplo de um problema que pode ser resolvido pela
técnica da separagao de variaveis é o chamado problema das misturas. Consideremos um
tanque com capacidade fixa, preenchido com uma solugdo completamente misturada de
uma substancia. Uma solugdo de uma dada concentracao entra no tanque a uma taxa fixa
e a mistura, bem agitada, sai do tanque a uma taxa fixa, que pode ser diferente da taxa
de entrada. Se y(t) denotar a quantidade de substancia no tanque no tempo ¢ entao

y'(t) = taxa de entrada — taxa de saida.
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A titulo de exemplo, considere-se um tanque com 20 Kg de sal dissolvido em 5000 L
de dgua. Suponhamos que fazemos entrar no tanque agua salgada com 0,03 Kg de sal por
litro a uma taxa de 25 L/min. A solu¢ao é misturada completamente e sai do tanque &
mesma taxa. Que quantidade de sal permanece no tanque ao fim de meia hora?

Se representarmos por y(t) a quantidade de sal no instante ¢, com ¢ o tempo em minutos,
pelos dados do problema temos que y(0) = 20 Kg e queremos determinar y(30). Temos
que a variagao de sal no tanque é dada por

dy

i taxa de entrada (de sal) — taxa de saida (de sal).
Mas,
taxa de entrada (de sal) = (0,03 Kg/L) x (25 L/min) = 0,75 Kg/min
e
t t
taxa de saida (de sal) = <5y(§0)0 Kg/L) X (25 L/min) = ZE)(; Kg/min.
Logo
dy Y 150 — y
S ¢ . .
dt ’ 200 200
Para resolver esta equacao temos, sucessivamente,
dy 150 —y / 1 1
paC A = dy = — dt
dt — 200 150 —y Y 200
1
= —In|150 —y| = ——1 eR
= |150 —y| = e e~ (/200t e R
= 150—y= Ae~ (/2000 A — 4e7¢ R
= y(t) =150 — Ae= (/200 4 e R,

Para obter A notemos que, como y(0) = 20 entao A = 130. Assim, temos que

y(t) = 150 — 130~ 1/200% = 4/(30) = 150 — 130e~*/29) ~ 38,1080 Kg.

4.5 Crescimento e decaimento exponencial

Vimos que um modelo para o crescimento exponencial pode ser dado por

d
d—gz = ky, k € R (constante), (4.6)
onde y(t) ¢ o valor de uma quantidade y no tempo ¢t. Neste modelo supde-se que a taxa
de variagao de y em relagdo a t é proporcional a y. A esta lei chama-se lei de crescimento
natural (k > 0) ou lei de decaimento natural (k < 0).

Como a equagao diferencial (4.6)) é separavel temos

d
/y:/kdt:>1n\y|:kt+c¢]y\:ekHC, ceR.
)

Entao
y(t) = Aeft, A = £e.
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Notemos ainda que, se conhecermos uma condigao inicial y(0) = yo, o valor de A pode ser
dado por A = yy. Provamos entdo que a solucdo do problema de condicdo inicial

{ y'(t) = ky
y(0) = wo

¢ dada por y(t) = yoe*. Vejamos, agora, qual o significado da constante de proporcionali-
dade k. Temos que

dy 1dy

— =ky=~k=——.

at Y y dt
Assim, k representa a taxa de crescimento (decaimento) relativa, isto é, a taxa de crescimento
(decaimento) dividida pelo tamanho da populagdao. Podemos entao dizer que, no modelo
exponencial a taxa de crescimento (decaimento) relativa é constante. Por exemplo, se
% = 0,02y dizemos que a taxa de crescimento relativa é de 2%.

Um exemplo de grande importancia pratica é o do decaimento radioactivo. Como se

sabe, as substincias radioactivas decaem pela emissao expontinea de radiagdao. Sabe-se

experimentalmente que, se m(t) é a massa da substancia que fica da massa inicial mg ao
1 dm

fim de um tempo t, entao a taxa de decaimento relativa o é constante. Temos entao
que m

dm

— =km, k<0,

dt

o que implica

m(t) = moe™.

A taxa de decaimento é calculada em funcdo da meia-vida da substancia, isto €, do
tempo necessario para a massa inicial decair para metade do seu valor.

Exercicio 4.3. A meia-vida do rddio-226, §§6Ra, € de 1590 anos. Sabendo que uma

amostra de rddio-226 tem massa 100 mg, encontre a massa de §§6Ra que permanece

ao fim de t anos.

Resolugao: Temos que resolver o problema de condigao inicial

dm
20—k
di "
m(0) = 100
Como vimos, m(t) = 100e*. Falta-nos apenas determinar o valor da taxa de decai-

mento relativa k. Pelos dados do problema, m(1590) = 50 mg e, como tal,

In2

100e'9% =50 = k= ——_-.
‘ 1590

Entéo m(t) = 100e~(12/1590)t — 100 x 27t/1590 g O
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Decaimento radioactivo
100 ‘ ‘ ‘ ‘

801

601

40/

201

% 2000 4000 6000 8000 10000
t

Figura 4.2: Solugao do Exercicio

4.6 Equacao logistica

Como vimos, o modelo de crescimento exponencial de uma populacao s6 é valido nos
instantes iniciais. Assim, se y(¢) for o tamanho da populag¢ao no instante ¢ temos que

d
Y9 ky, y (pequeno).

dt
Isto que dizer que a taxa de crescimento relativa da populagdo é praticamente constante
quando a populagao é pequena.

No modelo que agora pretendemos estudar, a taxa de crescimento relativa diminui
quando a populagao aumenta e torna-se negativa quando o ntimero de individuos da po-
pulacdo ultrapassa a capacidade de suporte S. A expressdo mais simples para uma taxa de
crescimento relativa nessas circunstancias é

k-2 o (- 8)

Obtemos assim a chamada equagio logistica

dy Y
= 1— 2 4.
a =M ( S ) (47)
ou, de forma equivalente,
dy k
o = k(S -y, 1=3

Notemos que este modelo verifica o pretendido. De facto, se y < S entao % ~ 0 e,

d
SN ky. Por outro lado, se y — S entao Y s 1eassim & 0. Além disso, se

tal
comotal ) S dt
y €]0, S| entao ky (1 — %) > 0 e assim dfzt/ > 0, ou seja, a populacao aumenta. Se y > 5
d
entao ky (1 — %) < 0 e assim d—i < 0, ou seja, a populagao diminui.

Vamos agora ver como obter a solu¢ao analitica da equagao logistica (4.7). Como é
uma equacao de varidveis separaveis temos, sucessivamente,
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dy y /‘ dy /
—=ky(l-3%) = ———= [ kdt
dt y( S> y(1—1)
S
= dy—/k:dt
/yw—w
1 1
= [ -+ ——dy=kt
/y S—y
= Inly|—-In|S—y|=Fkt+c, ceR
= In|S—y|—Inly| = —kt —c, ceR
= lnS_y’:—k‘t—c, ceR
Y
= ‘S—y = ¢ ke, ceR
Y
:>‘S;y__Ae*ﬂ A=4e¢ ceR. (4.8)
Entao g g
Zol=Ae M= S =AMy =\
” e :>y e "+1l=y Aok 11

O valor de A pode ser obtido a partir da condi¢@o inicial. Se considerarmos y(0) = yo

temos que, de (4.8)),

A:
Yo

S — 1o

Assim, a solucéo do problema de condicgao inicial logistico

dy
5 -y
{ dt 4 S
y(0) = o
¢ S S
— Y0
)= ———— A= .
y(t) yP=T m
Logistica
100 ‘ ‘
80
601
>
401
20
O L L L L
0 5 10 15 20 25

t

Figura 4.3: Equagéo logistica (4.9) com S =100, k = 0,5 e yg = 1.

(4.9)
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4.7 Equacgoes lineares

Uma equacdo diferencial linear de primeira ordem ¢é aquela que pode ser escrita na forma

dy

2t Playy = Q).

onde P e @ sao fungdes continuas num dado intervalo.
Um exemplo é dado pela equacao

1
my'+y:2x©y'+5y:2.
Esta equagao ndo é separavel. Notemos, no entanto, que zy’ +y = (xy)’. Assim,
(xy)’:2:r<:>/(:ny)’ dac:/Q:Ud:r@:Uy:ﬁ—i—c@y(x) :ib‘—l-E, ceR.
T

Se tivessemos partido de
1
y +-y=2
x

teriamos que multiplicar ambos os membros por x por forma a obter zy’ + 1y = 2x e depois
resolver o problema. Nesse caso, diriamos que I(x) = x era um factor integrante da equagao.

Consideremos, de novo, a equagao
y + P(z)y = Q(x).
Vamos calcular o factor integrante da equagao, isto é, a funcao I(x) tal que
I(z)(y' + P(x)y) = (I(x)y)" (4.10)

Se conseguirmos encontrar I(z) nestas condigdes entao
(I(z)y) =1(2)Q(z) = I(z)y= /I(aj)Q(:v) dr+c, ceR
= y(:v)zl(x)</l(x)Q(:v)d:c+c>, ceR.

Vamos agora obter a expressao para I(z). De (4.10]) temos

I(z)(y + P(x)y) = (I(x)y) = @)y + I(x)P(x)y = I'(x)y + (z)y’
= I(x)P(z) = I'(x)

= D 1@)P)

N /I(lw)dl—/P(x)dx

= ln]I(x)|—/P(ac)dx+c, ceR
= I(a:):AefP(x)dx, A==+e ceR

Assim I(x) é um factor integrante qualquer que seja o A. Vamos escolher, por exemplo,
A =1. Entao,
I(CC) _ 6fP(z) dx
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Podemos estabelecer o seguinte algoritmo para resolver o problema de condigao
inicial linear de primeira ordem

{y’+P(ﬂf)y = Qxz)
y(zo) = Y

1. Obter o factor integrante
I(ZE) _ efP(:c) dac‘

2. Multiplicar ambos os membros por I(x)
I(z)(y' + P(x)y) = (I(z)y) = I(2)Q(x)
e resolver a equagao

(1) = 100Qw) = v(o0) = 115 ([ 1)@ dote) . cer

3. Determinar ¢ usando a condigao inicial.

Exercicio 4.4. Um circuito eléctrico simples consiste num medidor de corrente
eléctrica I (em amperes), uma resisténcia R (em ohms), um inductor L (em henries)
e uma voltagem aplicada E (em volts). Pela sequnda Lei de Kirchhoff, a corrente I
satisfaz

dl
L— + RI=F.
dt *
Determine a corrente I ao fim de t = 0,5 sequndos, sabendo que L =1 H, R =2 (),

E(t) =20sen6t VelI(0)=1 A.

Resolugao: A equacao dada pode ser escrita na forma

I
% + 21 = 20sen 6¢.

Assim sendo, o factor integrante é dado por
F(t) = el 2dt — 2t

Multiplicando ambos os membros da equagao pelo factor integrante obtemos

I
e?t <flt + 2[> = 20e? sen 6t < %(6%1) = 20e?! sen 6t,

0 que implica
I(t) = 20e~% / e* sen 6t dL.
Integrando por partes (prove!) obtém-se
I(t) = sen(6t) — 3cos(6t) +ce %, ceR.
Usando a condicao inicial concluimos que
1=sen0—3cos0+c&c=4.
Entdo, 1(0,5) = sen(3) — 3cos(3) + 4~ =4,5826 A. [
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4.8 Meétodo de Euler (x)

A solugao do PCI , caso exista, pode nao ser possivel de obter de forma explicita. Neste
caso, é usual recorrer a métodos numéricos que permitam obter uma aproximagao a sua
solugdo. O método numérico mais simples é o chamado método de Euler, em homenagem
a matematico sui¢o Leonhard Euler (1707-1783), e é baseado no campo de direcgoes da
equacao diferencial.

Para compreender o funcionamento do método, considere-se o PCI

o= y+t, t>0
{5(0) _ 3{ . (4.11)

Como 3'(0) = y(0) + 0 = 1, a curva solugao deste problema tem uma tangente com declive
igual a 1 no ponto (0,1). Assim, uma primeira aproximagao para a solugao do problema
consiste em considerar a aproximacao linear a y no ponto (0, 1), isto é, a recta Lo(t) = 1+t¢.

Como se sabe, a aproximacao linear s6 deve ser considerada localmente. Por esse
facto, a aproximagao linear s6 ird ser considerada em intervalos pequenos. Partindo de
to = 0, vamos considerar y ~ Ly(t) no intervalo [to, 1], com t; = ty + At, sendo At uma
quantidade pequena chamada medida do passo. Considerando At = 0,5, por exemplo,
temos que y(t1) = y(0,5) ~ y1 = Lo(0,5) = 1,5.

A partir desse ponto, o método calcula uma nova aproximagao linear. Uma fez que é
conhecido o declive da solu¢ao que passa no ponto (t1,y1) = (0,5,1,5), a aproximacao a
solugdo no ponto ty = t; + At = 1 é dada pela aproximagao linear da solucao da solugao
que passa no ponto (0, 1), isto é, a recta L1 (t) = 1,5+ £(0,5,1,5)(t —0,5) = 1,5+ 2(t —0,5).
Obtemos entao y(t2) = y(1) = y2 = L1(1) = 1,5+ 2(1 —0,5) = 2,5. O processo acabado de
descrever pode ser visto geometricamente na Figura [£.4. Prosseguindo de forma idéntica,
obtém-se as aproximacoes

Y(tiv1) = yig1 = Li(tiv1) = yi + f(ti, vi) (tis1r — ) = yi + At f(ti, y4), i=2,3,..

3.5

—Exacta
-O-Euler

b 0.2 04 06 0.8 1

Figura 4.4: Solugédo exacta e solugdo aproximada obtida pelo método de Euler.

Vamos agora apresentar o método de Euler de uma forma mais geral. Consideremos,
de novo, o PCI (4.5). O método de Euler permite obter aproximagoes yo, Y1, .. ., Yn para



CAPITULO 4. EQUAGOES DIFERENCIAIS 151

a solucao exacta (caso exista) yo = y(zo),y1 ~ y(x1),...,yn =~ y(x,) nos pontos distintos
da malha
To<x1 < < XTp1 < Ty = X.

As distancias h; = z; — x;—1, i = 1,...,n, da-se o nome de passos de discretizagdo (ou
medidas do passo) da malha. Se os passos forem todos iguais a malha diz-se uniforme ou
de passo constante. Caso contrario diz-se de passo variavel. Neste curso vamos apenas

considerar malhas uniformes, isto é, tais que z; = xg +th, i =0,...,n, onde h = %

O método de Euler permite determinar valores y; =~ y(z;) por meio de uma relagao
de recorréncia deduzida do PCI (4.5) de modo a que o valor de y;11 vem expresso
em funcao do valor de y;. Essa relagao de recorréncia é dada por

Yi+1 :yz+hf(xl’y2)a 1=0,1,...,n—1L (412)

\. J

Como, no método de Euler, y;+1 vem apenas expresso em fungao do valor de y; e nao
dos anteriores,. é chamado um método de passo. O método de Euler é, muitas vezes,
chamado método de Euler progressivo ou método de Euler explicito pois a determinacao o
valor de y;+1 pode ser feita directamente a partir de y; sem haver necessidade de resolver
qualquer equacao algébrica. A {yo,y1,Y2,--,Yn—1,Yn} chama-se solugdo numérica.

O seguinte algoritmo permite determinar a solugao do PCI (4.5) em = = X, usando o
método de Euler.

Algoritmo 4.1 Método de Euler

Dados: f, 20, X, y0en

h:= (X —20)/n

z:=x0

y:=1y0

Para i de 1 até n fazer
y:=y+hf(z,y)
r:=x+h

Resultado: y(X) =y

Neste capitulo nao iremos abordar a questao da convergéncia do método de Euler, isto
é, a questao de saber se, quando consideramos o problema de condigao inicial , as
solugoes aproximadas obtidas pelo método de Euler convergem para solugao exacta, caso
exista, do problema. No entanto, a convergéncia pode ser verificada reduzindo a medida
do passo e analisando o comportamento da solugao numérica obtida.

7

Exercicio 4.5. Considere o problema de condi¢do inicial

{d@ = —2y
y(0) =1

Determine, usando o método de Euler, o valor aproximado de y(1), fazendo h =1,
h=0.5 e h=0.25. Compare os resultados obtidos sabendo que y(t) = =2,
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Resolugao: A solugao exacta deste problema é y(1) = 0,135335283. Consideremos agora

as solugdes numeéricas para os trés casos propostos. Seja f(y) = —2y.
e h=1
y(0) =y = 1
yD) =y = yo+hfly)=1+1x(-2)=-1
Logo |y(1) — 1| = 1,135335283.
e h=20.5
y(0) =y = 1
y(05)~y1 = yo+hf(yo) =1+05x(=2)=0
y)=y2s = y1i+hf(y1)=0+0,5x0=0.
Logo |y(1) — y2| = 0,135335283.
o h =025
y(0) =y = 1
y(0,25) ~y1 = yo+hf(yo) =1+0,25x(-2)=0,5
y(0,5)~y2 = y1+hf(y1)=05+0,25x (1) =0,25
y(0,75) ~y3 = wya+ hf(y2) =0,25+ 0,25 x (—0,5) = 0,125
y(1)~ys = wys+hf(ys) =0,125+ 0,25 x (—0,25) = 0,0625.

Logo |y(1) — y4| = 0,072835283.

Nota-se que, quanto menor for a medida do passo h mais pequeno é o erro cometido
pelo método de Euler. [

A teoria e os métodos numéricos apresentadas nas seccoes precedentes podem ser facil-
mente generalizados para sistemas de equagdes diferenciais ordinarias de primeira ordem,
isto é, adaptados ao célculo da solugao aproximada do PCI

onde
Yi(z) Fi(z,Y)
Y(z) = YQ@ C Feyy= | eV
Yiv(x) Fy(a,Y)

Os métodos numéricos irdo, neste caso, determinar aproximacoes Y@ para Y(z;). O
método de Euler, por exemplo, é dado por

YD —y0 L p P, YD), i=0,...,n, YO =Y(x),
com h = % a medida do passo.

Uma situagao importante onde surgem sistemas de equagoes diferenciais é quando pre-
tendemos resolver uma equagao diferencial de ordem superior a um. Note-se que qualquer
equacao diferencial de ordem N pode ser escrita como um sistema de N equacgoes diferen-
ciais de primeira ordem.

A forma como essa passagem se processa é bastante simples e pode ser facilmente
compreendida com a ajuda de dois exemplos.
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Consideremos o problema de condigao inicial y” — 3y’ + 2y = 0, y(0) = 3/'(0) = 1.
Efectuando a mudanca de varidvel z = 3y’ obtemos o problema de condicao inicial de
primeira ordem (supondo ¢ a variavel dependente)

IS | R Py
-1 [t - (1]

Consideremos, agora, o sistema de equagoes diferenciais de primeira ordem o problema

y" —0,1(1—y*)y +y=0,  y(0)=1, y/(0)=y"(0) = 0.

Efectuando a mudanca de variavel z = 3/ e w’ = 3" obtemos o problema de condi¢ao inicial
de primeira ordem

y't) = =
Z(t) = w
w'(t) = 0,1(1—-y*)z—y
y(0) =1 '
z(0) = 0
\ w(O) = 0

Exercicio 4.6. Considere a equacio diferencial y" + 4ty' + 2y> = 0 com condicoes
iniciais y(0) = 1 e y/(0) = 0. Com h = 0,1, utilize 0 método de Euler para obter
aprozimagoes para y(0,2) e y/(0,2).

Resolugao: Seja z = y/. Assim o nosso problema é equivalente a

/
) = HCIE
Z(t) = —4tz—2y? “ —Atz =2y
=
2(0) = 0 [2}(0) = [0}
Seja
< )
F(t’Y)_[—4tz—2y2]’ com Y_[z]
e - -
o _|¥ _ |1
ro -0 [ : ]
Considerando o método de Euler temos
(v v [ 1]
Vo=v

YTon~y® = Y(0)+hF(t0,Y(0)):[ 1 ]

Ea 0.2
A v _ 3O Wy _ | 098
M (02) =Y YW 4+ hF (t,YW) [ 0392 |-

Temos assim que 4(0,2) =~ 0,98 e ¢/(0,2) ~ —0,392. O
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4.9 Exercicios praticos

Exercicio 4.7. Resolva as sequintes equagoes diferenciais de varidveis separdveis:

dy dy ¢

1. (14+t) = —y=0; AN 4) = 3-

1+ —y =0, =y =3
dy 2 +dy

5’dt Y- +4; 4edt ;

5. (4y 4+ ytP)dy — (2t + ty?)dt = 0; 6. senxcosyy’ + cosxseny = 0;

7. —x+yy =0.

Exercicio 4.8. Um projéctil € lancado da superficie terreste com uma velocidade
V. Supondo que nao hd arrasto a equagao do movimento €

Jdv B2
dr 92

onde v € a velocidade a distdncia r do centro da Terra que tem raio R. Considerando
g=981m/s?, R=16,37x10% m e V = 15000 m/s, determine o valor da velocidade
quando r = 2R.

Exercicio 4.9. Uma solugdo liquida flui de forma constante ao longo de um tubo
na direccao x. Alguns dos solutos contidos na solucao difundem-se através da parede
do tubo reduzindo a concentracdo z no tubo. A concentracao z € dada por

dz

=202+ Vz)e 2%,

Se tomarmos z = 1,5 em x = 2 determine o valor de z em x = 2,4.

Exercicio 4.10. Uma cultura tem inicialmente um numero Ny de bactérias. No ins-
tante t =1 hora, o nimero de bactérias é 3Ny /2. Supondo que a taza de crescimento
€ proporcional ao numero de bactérias presentes, determine o tempo necessdrio para
triplicar o niumero de bactérias.

Exercicio 4.11. Um tanque tem 1000 litros de dgua pura. Em cada minuto, uma
torneira A despeja 5 litros de dgua salgada com 0,05 Kg de sal por litro de dgua e
uma torneira B despeja 10 litros de dgua salgada com 0,04 Kg de sal por litro de
dagua. A solucao é completamente misturada e sai do tanque a uma taxa de 15 litros
por minuto. Indique a quantidade de sal que estd no tanque apds t minutos.
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Exercicio 4.12. Um certo medicamento é usado para tratar sintomas de angina
cronica e hipertensao. Como bloqueador dos canais de cdlcio, este farmaco faz au-
mentar o aporte de oxigénio ao miocdrdio e simultaneamente diminui a necessidade
geral de oxigénio mo organismo. Isto € conseguido através da reducdo do batimento
cardiaco e expansao do volume do sistema circulatorio, o que, por sua vez, provoca
uma diminuicao da tensao arterial. Testes experimentais mostram que a meia-vida
do referido medicamento, mo interior do corpo humano, € de 20 horas. Admita
que a taza de absor¢ao de um medicamento pelo organismo, num dado instante, é
proporcional ¢ quantidade de medicamento presente no organismo nesse instante.
Supondo que uma certa dose € administrada de uma s6 vez a um paciente, escreva
a equacao diferencial que descreve a taza de variacdo do medicamento no seu or-
ganismo e determine a constante de proporcionalidade. Determine a solugao da
equacao diferencial.

Exercicio 4.13. Um estudante portador do virus da gripe regressa a um colégio com
1000 alunos. Suponha que o colégio estd isolado e que o virus se propaga com uma
taxa de variagdo proporcional nao apenas ao numero y de alunos jd infectados mas
também ao numero de alunos nao infectados.

1. Determine o numero de alunos infectados apds 6 dias, sabendo que passados 4
dias eles sdo jd 50.

2. Calcule o valor limite da funcao y(t), quando t tende para +oo.

Exercicio 4.14. No processo de conservacdo de alimentos o ac¢icar de cana passa
por uma conversao na qual se transforma numa mistura de glucose e frutose.
Sabe-se que numa solucao diluida a taxa de conversio € proporcional a concentracdo
y(t) de agicar nao alterado. Sabendo que a dita concentracao no instante inicial
é igual a 1/50 e de 1/200 ao fim de 3 horas, determine a concentragao de agicar
alterado ao fim de 6 horas.

Exercicio 4.15. Descobriu-se um osso fossilizado com 1/1000 da quantidade origi-
nal de carbono-14. Sabendo que a meia-vida do carbono-14 € de 5600 anos, determine
a idade do fossil. Admita que a taza de desintegracao (ou decaimento) do carbono-1}
€ proporcional & massa existente em cada instante.

Exercicio 4.16. A populacdo de um pais foi de 12,1 milhées de habitantes em 1996
e de 13,268 milhoes em 2000. Supondo que a taxa de crescimento € directamente

proporcional ao tamanho da populacdo, estime o tamanho da populagao em 2005,
2006 e 2007.

Exercicio 4.17. Em 1626 os indios Lenape venderam a ilha de Manhattan ao Direc-
tor Geral da Companhia Holandesa das Indias Ocidentais e Colonizacao, o holandés
Peter Minuit, por 60 florins em quinquilharia, o equivalente a 24 ddlares. Se, nessa
altura, os indios tivessem colocado o dinheiro a render a uma taxa de 6% ao ano,
quanto dinheiro teriam agora?
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Exercicio 4.18. Para que um fdrmaco possa ser devidamente administrado, € ne-
cessdrio que se conheca o modo como actua no organismo e, em particular, a forma
como € absorvido. A relagao dose/resposta do organismo, estabelece uma regra vital
na determinacgao da quantidade a administrar em cada dose e do intervalo de tempo
entre doses sucessivas.

Testes experimentais a determinado tipo de antibidticos, permitiram concluir que
a taxa de variagdo da concentragdo destes fdrmacos na corrente sanguinea, num
determinado instante de tempo, € proporcional & sua concentra¢do nesse mesmo
instante. Suponha que y(t) representa a concentragao deste tipo de antibidticos no
organismo (isto €, o nimero de unidades por mililitro de sangue) no instante t.

1. Escreva a equagdo diferencial que descreve a taxa de variagdo destes antibio-
ticos mo organismo.

2. Hd vdrios métodos para combater uma determinada infeccio. Em situagdes
graves € necessdrio wm tratamento de choque, que consiste em administrar ao
paciente vdrias doses, igualmente espacadas no tempo, a primeira das quais
ja tem a concentracao mdxima requerida C,, e as sequintes permitem apenas
corrigir desvios a este valor devidos a perda de concentragdo por eliminacao.

(a) Determine a concentragao de antibictico apds um tempo prescrito T, de-
pois da administracdo da primeira dose.

(b) Se uma seqgunda dose é administrada nesse instante T, qual deve ser a
sua concentracao, de forma a repdr de imediato a concentrac¢do inicial

Cn?
(¢) Supondo que este procedimento se repete nos instantes 2T, 3T, 4T, fa¢a
um esbogo do grdfico da fun¢ao y no intervalo [0,4T].

(d) Determine o tempo que decorre desde a administra¢do da ultima dose até
que 99% do medicamento desapareca da corrente sanguinea, sabendo que
a sua meia-vida, enquanto no organismo, ¢ de 30 minutos.

Exercicio 4.19. Suponha que uma populacdo y evolui de acordo com a equagao

logistica

dy 2
— = 0,05y — 0,005
dt ) y ) y )

onde t € medido em semanas. Determine a capacidade de suporte da populagio e
valor da sua taza de crescimento.

Exercicio 4.20. Suponha que o modelo de crescimento de uma populacdo y € des-
crito pela equacao diferencial

dy 3y ¢

dt ~ 20 1600

Considerando y(0) = 15, determine o niumero de individuos da populagio no instante
t = 10.
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Exercicio 4.21. Um modelo para o crescimento da biomassa (massa total dos mem-
bros da populagao) de atum do Pacifico, dada em quilogramas, € dado por

Z—ZZ =ky (1 - %) , (4.14)

onde t € medido em anos, k = 0,71% ao ano e a capacidade de suporte foi medida
como sendo S = 8 x 107 quilogramas.

1. Sey(0) =2 x 107 quilogramas, calcule a biomassa wm ano depois.

2. Quanto tempo levard a biomassa a alcancar 4 x 107 quilogramas?

Exercicio 4.22. Suponha que uma dada populacdo estd dividida em dois grupos:
aqueles que sofrem de uma certa doencga infecto-contagiosa e aqueles que nao sofrem
dessa doenga mas que a podem contrair por contacto com uma pessoa infectada. Sabe-
se que a taza de propagacao desta doenca € directamente proporcional ao niumero de
contactos entre gente infectada e gente sa. Suponha que os dois grupos convivem
sem qualquer tipo de precaucdo.

1. Determine a equacao diferencial que descreve a propagac¢do desta doenca.

2. Se 1/4 da populagio estd infectada num determinado instante t = 0, esboce o
grdfico da funcao que descreve a propagacao da doenca, a partir desse instante.

3. Quanto tempo decorrerd até que toda a populagdo esteja doente?

Exercicio 4.23. Seja y uma solugao da equagao logistica .

(-9 (%)

2. Deduza que a populagcao cresce mais rapidamente quando ela atinge a metade
da sua capacidade de suporte.

1. Mostre que

Exercicio 4.24. Para algumas espécies existe uma popula¢do minima m tal que as
espécies se tornam extintas quando o tamanho da populacdo € inferior a esse valor.
Nesse caso, o modelo logistico deve ser substituido por

ﬁ:ky(l—i,)(l—?), y(0) = %o

1. Use a equagao diferencial para mostrar que qualquer solucdo € crescente se
m <y < S e decrescente se 0 <y < m.

2. Resolva o problema de condi¢ao inicial.

3. Mostre que se yg < m as espécies se tornarao extintas.
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Exercicio 4.25. Num modelo de crescimento sazonal, uma fun¢do periddica no
tempo € introduzida para considerar as variagoes na taxra de crescimento. Esse mo-
delo pode ser traduzido pelo problema de condicdo inicial

dy

— =kycos(rt—¢),  y(0)=1,

dt

onde k, v e ¢ sao constantes positivas. Determine a solucdo do modelo de cresci-
mento sazonal.

Exercicio 4.26. Resolva as sequintes equagoes diferenciais lineares de primeira or-
dem:

dy 6 dy

1. t—= —4y=1¢>; 2. —= 4+ 2ty =t;
dt Y ; dt+ Yy ;
dy y+t dy

LY vt Ay
dt r 4o YT

5. dy+ (ycosw —e " )dx = 0; 6. %y +(t +2)y = €';

1
7.y — Y=z + 8.t +t(t+3)y=et;

:L. .
1422’

CL‘2 e senT.

9.y + (cosz)y =

Exercicio 4.27. A Ana pesa 60 quilogramas e estd a fazer uma dieta de 1600
calorias por dia, das quais 850 sao usadas directamente no metabolismo basal. Mais,
a Ana gasta cerca de 15 calorias por dia e por quilograma do seu peso a fazer exercicio
fisico.

1. Supondo que um quilograma de gordura tem 10000 calorias e que a reserva de
calorias na forma de gordura é 100% eficiente, formule uma equagao diferencial
e resolva-a de forma a conhecer o peso da Ana em funcao do tempo.

2. Serd que o peso da Ana vai chegar ao peso de equilibrio?

Exercicio 4.28. Um tanque contém 100 litros de dgua. Uma solugcdo com uma
concentragao de sal de 0,4 Kg/L € adicionada a uma taza de 5 L/min. A solugdo
é mantida misturada e € retirada do tanque a uma taza de 8 L/min. Seja y(t) a
quantidade de sal (em quilogramas) ao fim de t minutos.

1. Tendo em conta que o volume do fluido no tanque ndo permanece constante
ao longo do tempo, mostre que y satisfaz a equagao diferencial

dy 3y

E‘2_1oo+2t'

2. Resolva a equacdo diferencial e calcule a concentracdo ao fim de 20 minutos.
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Exercicio 4.29. Seja L(t) o comprimento (em centimetros) de um determinado
peize no dia t. O modelo de von Bertalanffy diz-nos que a taxa de crescimento do
comprimento do peixe € proporcional ao comprimento que ainda lhe falta para atingir
o valor mdzimo M.

1. Obtenha a equacdao diferencial que descreve a evolucao do comprimento do
peixe ao longo do tempo.

2. Considerando M = 53 c¢m e sabendo que L(0) = 10 ¢m e L(2) = 12 cm,
determine o dia em que o comprimento do peive atinge 90% do seu walor
mdazrimo.

Exercicio 4.30. (x) Uma equagao de Bernoulli (em homenagem a James Bernoulli
(1654-1705)) € da forma
dy

7 @)y =a(@)y",

com n um numero inteiro. Observe que, sen =0 oun =1, a equacio de Bernoulli
¢ linear. Para outros valores de n, mostre que a substituicio u = y'~™ transforma
a equagdo de Bernoulli na equagdo linear

% + (1 =n)p(x)u=(1—n)q(z).

Exercicio 4.31. (%) Resolva as sequintes equagoes diferenciais de Bernoulli:

3

2
Loay +y=-—ay’ 2.4 +y=ay’ 3 y’+;y=%.

Exercicio 4.32. A Lei de Arrefecimento de Newton diz que taza de arrefecimento
de um corpo pode ser expressa por

dT
dt - —k(T - Ta)v

onde T e T, sao as temperaturas do corpo e do meio circundante (em graus Celsius),
respectivamente, e k é uma constante de proporcionalidade (por minuto). Considere
uma esfera de metal aquecida a 100° e que é mergulhada em dgua mantida & tem-
peratura constante de T, = 30°. Ao fim de cinco minutos a temperatura da esfera
desceu para 60°. Determine:

1. a temperatura da esfera ao fim de meia-hora;

2. o instante em que a temperatura da esfera atinge 31°.

Exercicio 4.33. As 23 horas John foi encontrado morto no seu apartamento. Cla-
xon chegou ao local do crime as 23h30m e tirou imediatamente a temperatura da
vitima: 30°. Uma hora depois, (as Oh30m) a temperatura do corpo era de 25°. Cla-
xon notou ainda que a temperatura da sala se mantinha constantemente igual a 20°.
A que hora ocorreu o crime?
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Exercicio 4.34. (x) Considere o problema de condigao inicial

{vo 21

Determine, usando o método de Euler progressivo, o valor aproximado de y(1), fa-

zendo h = 1, h = 0,5 e h = 0,25. Compare os resultados obtidos sabendo que a

solugdao exacta € y(t) = e'.

Exercicio 4.35. (x) Considere o problema de condigao inicial

{y’ = —50y
y(0) = 1

e 0 método de Fuler. Determine a solu¢do do problema em t =1 com h = 107",
n=1,2,3, comparando os resultados obtidos.

Exercicio 4.36. (x) Aplique o método de Euler a resolu¢ao do problema de Cauchy
y =sint+y, t€]0,1], y(0)=0,

comparando os resultados obtidos com a solu¢do exacta

y(t) = —%(sin(t) + cos(t)) + %et.

Exercicio 4.37. (x) Considere o problema de Cauchy
y =—te”?, t€]0,1], y(0)=0.

Aplique o método de Euler com h = 1/2,1/22,....1/21° e compare os resultados
obtidos na alinea anterior com a solu¢ao exacta
/2

y(t) =In(1 — 5)

Exercicio 4.38. (x) Considere o problema de Cauchy

y =10y, 0<t<2, y(0)=1,

e—lOt

cuja solugao € y(t) = . O que € que se passa quando se aplica um método de

FEuler com h =0,17
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Exercicio 4.39. (x) Compare as solugoes numéricas dos sequintes problemas com
condicao inicial:

Ly =1—-y, 0<t<2 y0)=0 e ¢y =1—y+01, 0<t <2,
y(0) =0,1;

2.y =y, 2<t<4, y2)=0, e y=y+0,01, 2<t<4, y(2)=0,1.

Exercicio 4.40. (x) Consideremos um corpo pontual de massa m e temperatura
interna T inserido num meio ambiente de temperatura constante T, = 295 K. A
transferéncia de calor entre o corpo e o exterior pode ser descrita pela lei de Stefan-
Boltzmann v(t) = oyS(T*4(t)—T2), com t varidvel temporal, o a constante de Stefan-
Boltzmann (5,67 x 1078 Jm™2K~*s71), 4 constante de emissividade do corpo, S a
drea da sua superficie e v a velocidade de transferéncia de calor. A taxa de variacdo
de energia E(t) = mCT(t) (onde C designa o calor especifico do material que cons-
titui o corpo) € igual, em valor absoluto, a velocidade v. Por conseguinte, fazendo
T(0) = Tp, o cdlculo de T(t) exige a resolug¢ao da equagao diferencial ordindria

ar — o(t)
dt  mC’
Suponha que o corpo em questdo € um cubo de lado 1 m e massa 1 Kg, Ty = 275

K,v=0,5 e C =100. Recorra a um método de Euler para comparar os resultados
obtidos com h = 20,10,5,1, para t a variar entre 0 e 200 segundos.

Exercicio 4.41. (x) Considere o sequinte problema de Cauchy
y =Xy, t>0, y(0)=1,

onde X é wm niimero real negativo. A solugio exacta € y(t) = e que tende para zero
quando t tende para infinito. Faca A = —1. Represente graficamente, no intervalo
[0,30], as solugées obtidas para trés valores diferentes de h: h = 30/14, h = 30/16 e
h =1/2, usando o método de Euler.

Exercicio 4.42. (x) Aprozime a solugao do problema
y'(t) = arc tg(3y) =3y +t, t>0, y(0)=1

usando o método de Euler progressivo, com h = 2/3 e h =2/3 4+ 0,1. Comente os
resultados obtidos.
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Exercicio 4.43. (x) A funcao y(t) indica a quantidade vendida de um determinado
produto ao fim de t meses apds ter sido introduzido no mercado. Suponha que y(t)
satisfaz a equacgao diferencial
dy 2y
dt — tt+1)
Ao fim do primeiro més foram vendidas 1000 unidades daquele produto. A solucdo
do problema € y(t) = 40002 /(1 +t)2.

1. Aproxime a solucdo do problema durante o primeiro ano, usando o método de
Euler.

2. Tendo em conta a evolugao da venda do produto mensalmente durante o pri-
meiro ano, aprorime o valor das vendas apds 8§ meses.

Exercicio 4.44. (x) A equagao de Van der Pol

y' =y —1)y +y=0,

com p > 0, € um modelo para o fluro de corrente num tubo de vdcuo com trés
elementos internos. Seja p = 0,5 e y(0) = 0, ¥/ (0) = 1. Aprozime y e y no
intervalo temporal [0,30] usando o método de Euler. Repita o exercicio considerando
p=—1000 ey (0) =2, ¥ (0) =0 e o intervalo temporal [0,3000].

Exercicio 4.45. (x) Uma quantidade de 10 quilogramas de material € despejada
num reservatorio contendo 60 quilogramas de dgua. A concentra¢do da solugdo, ¢
(em percentagem), vem dada em fun¢do do tempo, t (em segundos), por

k
(60 —1.2112¢)¢’ = 5(200 — 14¢)(100 — de),

onde k, o coeficiente de transferéncia de massa, € igual a 0,0589. A condi¢do inicial
emt=0 ¢éc=0. Determine a relacdo entre c e t.

Exercicio 4.46. (x) Consideremos um péndulo simples constituido por uma bola
uniforme de massa m e uma barra fina de comprimento | e massa negligencidvel.
Se considerarmos que a resisténcia do ar € porpocional ao quadrado da velocidade
angular do péndulo, a equacao do movimeto € dada por

0" + 2k (0')2 = —% sen 6,
sendo 6 o dngulo agudo que a barra do péndulo faz com a vertical. Considerando que

emt =0 setem 6 = % determine o valor de 6 e de 0" nos instantes (em minutos)
ti =1ih, com h=0,05e:=0,1,...,50.
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Exercicio 4.47. (x) A equagao quimica irreverssivel na qual duas moléculas de
dicromato de potdssio (K2CraO7) sdlido, duas moléculas de dgua (H20) e trés dto-
mos de enzofre (S) solido dao origem a trés moléculas de didzido de enzofre (SO2)
gasoso, quatro moléculas de hidrézido de potdssio (KOH ) sdlido e duas moléculas
ozido de cromio (CreOs) sélido pode ser representada, simbolicamente, pelo esquema

2K5Cr907 +2H50 + 35 — 4KOH + 2Cry03 + 350s.

Se existirem inicialmente nqy moléculas de 2KoCro0O7, no moléculas de HoO e ng
moléculas de S a equagdo sequinte descreve a quantidade x(t) de KOH ao fim de
um tempo t (em segundos)

dokfm =) (=3) (=)

onde k é a velocidade da reagdo (constante). Se k = 6,22 x 10719 ny = ny = 1000
e n3 = 1500, quantas unidades de hidrozido de potdssio serdo formadas ao fim de 2
sequndos?

Exercicio 4.48. (x) O estudo de modelos matemdticos para estimar a evolugao de
uma populacao de espécies que competem entre si teve a sua origem no inicio do
século com os trabalhos de A.J. Lotka e V. Volterra. Consideremos o problema de
estimar a populacao constituida por duas espécies, uma das quais € predadora, cuja
populagao no instante t é xa(t), e que se alimenta comendo a outra espécie, a que
chamamos presa e cuja populacao é x1(t). FEste problema é usualmente designado
por predador-presa. Vamos assumir que a presa possui sempre uma quantidade de
comida adequada e que a sua taxa de natalidade em todos os instantes € proporcional
ao numero de presas vivas nesse instante; isto €, a taza de natalidade (presa) é dada
por kix1(t). A taza de mortalidade das presas depende tanto do nimero de presas
como de predadores vivos nesse instante. Por uma questdo de simplicidade vamos
assumir que a taxa de mortalidade (presa) € koxyi(t)xa(t). A taza de natalidade
dos predadores, por outro lado, depende da quantidade de comida existente, x1(t),
assim como do numero de predadores existentes para fins de reproducao. Por essas
razoes vamos assumir que a taxa de natalidade (predador) € ksxy(t)x2(t). A taza de
mortalidade dos predadores serd tomada proporcionalmente ao nimero de predadores
vivos nesse instante; isto é, a taxa de mortalidade (predador) é dada por kyxzo(t).
A wvariacao da populagdo de presas e predadores pode ser dada pelas sequintes equa-
¢oes diferenciais
{ $/1(t) = klxl(t) —kg.rl(t)xg(t)
l',Q(t) = k‘gl’l(t)fl‘g(t) — ]C4£L’2(t)

Assumindo que a populagao inicial de presas € 1000 e a de predadores 200, e que as
constantes k1 = 3, ko = 0,002, k3 = 0,0006 e ky = 0,5, trace o grdfico das solugoes
deste problema e descreva o fendmeno fisico representado. Serd que o problema
possui alguma solugao estdvel? Se sim, para que valores de x1 e xo € que tal acontece?
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Exercicio 4.49. (x) Num livro intitulado ’Looking at History Through Mathema-
tics’, MIT Press, Cambridge MA, 1968, N. Rashevsky considerou um modelo para
um problema envolvendo o evolugao de nao conformistas na sociedade. (Confor-
mista € a pessoa que adopta ou seque o conformismo (anglicanismo).). Suponhamos
que uma sociedade tem uma populacao de x(t) individuos no instante t, em anos, e
que todos 0s ndo conformistas que acasalam com outros ndo conformistas tém uma
descendéncia que também € nao conformista. Por outro lado, para todas as outras
descendéncias, existe uma propor¢ao fixa r que sio ainda ndo conformistas. Se as
tazas de natalidade e mortalidade para todos os individuos se assumir como sendo as
constantes n e m, respectivamente, e se conformistas e nao conformistas acasalarem
de forma aleatdria, o problema pode ser expresso pelas equagoes diferenciais

{xw>= (n —m)a(t)
Y(t) = (n—m)y(t) +rn(a(t) - y(t)

onde y(t) denota o nimero de nao conformistas na popula¢ao no instante t.

1. Se a varidvel p(t) = y(t)/x(t) for introduzida para representar a propor¢ao de
nao conformistas na sociedade no instante t, mostre que o sistema de equagoes
diferenciais se reduz a

p'(t) = rn(1l = p(t)).

2. Assumindo que p(0) = 0,01, n = 0,002, m = 0,015 e r = 0,1, aprozime a
solugao p(t) para os primeiros 50 anos.

3. Resolva a equacao diferencial para p(t) de forma ezxacta, e compare o resultado
com a solu¢cao numeérica.
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Apéndice A

Tabela de primitivas imediatas

Funcao | Primitiva
a ar +C

, fm+1
| e mery-

!
f7 In|f|+C
f

fpo | 4 +
a’ f lna+c(aER \{1})

Fungoes trigonométricas

‘ ’ Fungoes hiperbolicas

Fungao Primitiva Fungao Primitiva
f" sen f —cosf+C f'shf chf+C
f' cos f sen f +C frehf shf+C
ftgf —In|cos f| +C fthf In(ch f) + C
f' cotg f In|sen f| +C f" coth f In[sh f|+C
f! secf In|sec f+tg f|+C f' sech® f thf+C
f' cosec f In | cosec f — cotg f| + C f' cosech® f —cothf+C
f! sec? f tgf+C f/ sech f thf —sech f +C
f' cosec? f —cotg f+C f cosech f coth f | —cosech f +C
/ I
f/secf tgf sec f +C f y arg sh f + C
f' cosec f cotg f | —cosec f+ C V1t f
/ i
\/lfij’? arcsen f +C  ou o1 arg ch f +C
—arccos f+C !
/ f 1ff2 argthf+C, |f| <1,
1ipf2 arctg f+C ou arg coth f +C, |f| > 1
—arc cotg f +C I
_ —arg sech f +C
fil arc sec f +C  ou VL= g2
flvf =1 fil arg cosech f + C
—arc cosec f + C' If] m g
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