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Apresentacao

Este trabalho sdo apenas anotacdes de aula de Trigonometria para o Ensino Médio
que tém como objetivo facilitar o aprendizado dos nossos alunos e em especial para aqueles
que precisem de faltar as aulas.

E resultado de uma pesquisa que visa tornar a Matematica mais simples, priorizando
o entendimento dos assuntos de maneira clara e a resolu¢ao de exercicios numa escala de
dificuldades crescentes.

Bons estudos para todos.
Prof. José Carlos.

(blog: josecarlosfs.wordpress.com)
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1 - INTRODUCAO
Esta apostila visa preparar os alunos do 2° ano parao PISM, dentro da proposta do contetdo de
RPM no colégio Marco Polo.

2 — Angulos na circunferéncia

2.1 — ANGULO CENTRAL

Todo dngulo cujo vértice é o centro de uma circunferéncia é chamado de dngulo central
dessa circunferéncia.

A
angulo central
arco daterminado
pelo dngulo central
B8

Define-se a medida, em grau, de um arco de circunferéncia como a medida do angulo central
gue o determina. Por exemplo:

m(ACB) = 60° «<» m(AH) = 60°

2.2 — ANGULO INSCRITO EM UMA CIRCUNFERENCIA



Todo angulo cujo vértice pertence a uma circunferéncia e os lados sao secantes a ela & chama-

do de angulo inscrito nessa circunferéncia.

A
. angulo inscrito
¥
arco determinado
pelo &nguln inscriio
a

Um éangulo inscrito e um angulo central que determinam o mesmo arco 5ao chamados de

angulos correspondentes nessa circunferéncia.

Propriedade

A medida de um angulo inscrito é metade da medida do &ngulo central correspondente.

Exemplo

Na figura abaixo, a medida do angulo central ACB é igual & medida do arco que ele determina
na circunferéncia, isto &, 140°. Como a medida o do dngulo inscrito é metade da medida do

angulo central correspondente, concluimos que: o = = o= 70"

2
A

1407

2.3 - RAZOES TRIGONOM ETRICAS NO TRIANGULO RETANGULO

Todos os tridngulos retangulos que t&m um dngulo agudo de medida o sdo semelhantes entre si.

Veja alguns desses tridngulos na figura a seguir.
Da semelhanga entre os tridngulos OAB, OCD e OFF temos:

A _CD_FF
0a 0OC OF !
08 _OD _OF

0A oc ©OF "
AB _CD _ EF _

FRUISTING

OB oD OF * ) ] 5 5

As constantes r,, r, e r, sdo razdes trigonométricas chamadas, respectivamente,
de seno de o, (sen ), cosseno de « (cos o) e tangente de o (tg o).

———

Dois triangulos sdo '

semelhantes quando |
os trés angulos inter- |
nos de um defes sio,
respectivarmente, con-
gruentes aos trés an-
qulos internos do ou-
tro. Em consequéncia,
as medidas das lados
de um desses tridngu-
los sdo propordonais
as medidas dos lados

‘. do outro.

——



Quando dizermnaos “ca-
teto oposto a o, es-
tamos nos referindo
a0 "cateto oposto ao
dngulo de medida
o”. E o mesmo vale
para o "cateto adja-
cente a a”.

[H

1)Calcule as razdes seno, cosseno e tangente do
angulo F do triangulo DEF abaixo.

D 12 E

15

2) No tridngulo retdngulo da figura, calcule
os valares de:

C
a) sen ¢
b) cos ¢ Sem
c)ig a o

A 12 em B

3) Calculexey. sen 30° = Loy =3

sen 30° = %=x =5

EALISTING

Y Como essas razdes sao as mesmas para todos os tridngulos retdngulos semelhantes entre si,
podemos defini-las a partir de apenas um deles. Veja:

medida do cateto opostoac b
sen o = . . =—
medida da hipotenusa a

medida do cateto adjacentea o _ €

Cos o = - - =—

medida da hipotenusa a

ta o = medida do catetoopostoa®  _ b

g medida do cateto adjacenteao. ¢ P

4) (Unama-PA) A figura abaixo representa um
barco atravessando um rio, partindo de A em
direcdo ao ponto B. A forte correnteza arrasta
o barco em diregdo ao ponto C, segundo um
angulo de 60°. Sendo a largura do rio de 120 m,
qual ¢ a distancia percorrida pelo barco até

o ponto C? 2a0m e cos6o = 22

N ———

i B - /” ':E

pA :

r‘"’ -

’f
J"
o

5) Calcule a altura do baldo de gas, conside-

rando3 = 1,7.&5m

h
2o 0
lo 60° = ok
=L
J3=4
1 7= mh=85

L
=1

50m



1) Considere o triangulo ao lado e responda as

seguintes questoes: P

a) Calcule o0 seno, do angulo Q.  12em 16cm
Q
6) Para auxiliar na sustentagio de um pos- o) Calcul do anaul e
te, fol fixado um cabo de aco de 6 m de ) Calcule o cosseno do angulo
comprimento formando um &ngulo de 60° Q

com o solo, conforme mostra a figura.

Qual a altura do poste?

c) Calcule a tangente do angulo Q.
43 m ou 6,928 m

2) No tridngulo retdngulo da figura, calcule
os valores de:

- C
a) sen A
§ )
3 g b) cos A 6 cm
c) th I
A 8 om B

7) Para calcular a altura de uma arvore, Mar-
celo construiu o esquema a seguir com
o auxilio de um teodolito. Qual é a altu- .
ra aproximada dessa Arvore? 3)Calcule o valor de x em cada um dos tridn-

3163 m gulos retdngulos.
sen 65° = 0,90; A
cos 65°=042; tg
65° =214 8
X
0° .
C B
I
%
1emI T : i
14 m




4) Qual € a altura do prédio?

7) Qual era a altura deste pinheira? (Conside-
rev3 =1,7.)

10m

5) Uma escada de 8 m & encostada em uma
parede, formando com ela um angulo de 60°.
A que altura da parede a escada se apoia?

8) Um copotem 12 cm
de altura e dentro dele
ha um canudinho. Qual
é 0 comprimento aproxi-
mado desse canudinho
sabendo que 6 cm dele
estdo fora do copo?

{sen 53°=10.8;
cos 53°=06 e tg 53°= 1,32)

6) Um avido levanta voo sob um 4ngulo de
30° em relagdo a pista. Qual serd a altura do
avido quando este percorrer 4000 m em linha

reta?
% 4 9) Em um shopping, uma pessoa sai do pri-
s : meiro pavimento para o segundo através
/', 1 de uma escada rolante, conforme a figu-
o } ra abaixo.
\ -
-~ 1
h&@ ! x

I’ |

- I

I

1

i
\
AY
\
0
g

Aconvo da edilom

|

A altura H, em metros, atingida pela pes-
soa, ao chegar ao segundo pavimento, é:

a)16 b)10 ¢)5 d)3 e)2




2.4 - ANGULOSNOTAVEIS

Para estudos posteriores de Trigonometria, convém conhecermos © seno, 0 COSseno e a tan-
gente de alguns dngulos. Escolhemos, pela facilidade das demonstracdes, os angulos de medidas

30°, 45° e 60°, que chamaremos de angulos notaveis.

Angulo de a5°
Vimos que a medida de cada diagonal de um quadrado de lado a é a2, e cada angulo in-
terno do quadrado é dividido, pela diagonal, em dois angulos de 45°.

Assirmn, temos:
., d 1 42

sen 45 =E=I{—T a
L ﬂr — .l —_2.

cos 435 _ﬁ_:ﬁ” > +
u--d_

tg 45 —3—1

Angulos de 30° e 60"

Conforme ja estudamos, a medida de cada altura de um tridngulo equildtero de lado a é

E-;E. Vimos que cada altura desse tipo de trigngulo também é bissetriz interna e mediana.

Como cada @ngule interno do trigngulo equilétero mede 60°, temos:

d
_ 2 _
s5en 3(}6—?"—_‘_ Ehii
NEY 5
._ 2 _ N3 af3 a
cos 30° = g =3 / s
d
tg30° = —2 _ 1B
a3 S 3 - 60"
) ]
]

Temos, ainda, que 60° é o complemento de 30°. Logo:

sen 60° = cos 30° =

cos 60° = sen 30% =

sen 60°
1g60° = o =2 = 3

FALISTING



Podemos entao montar a seguinte tabela com os valores das razdes trigonométricas dos an-
gulos notéveis:

Tabela trigonométrica dos angulos notaveis
30° 45° 60°
sen 1 Nz R
2 2 2
cos RER 4z 1
2 2 2
tg % 1 3
3 — CIRCUNFERENCIA TRIGONOM ETRICA
3.1 -0 RADIANO, UNIDADE DE M EDIDA DE ARCO E DE ANGULO
A
Mo estudo da Geometria plana é comum a utilizacdo do grau r
como unidade de medida de dngulo e de arco de circunferéncia.
MNeste capitulo, estudaremos outra unidade para medir arco e
dngulo: o radiano, definido a seguir. 8

Consideremos um arco AB, contido numa circunferéncia de
raio r, tal que o comprimento do arco AB seja igual a r.
Dizemos que a medida do arco AB é 1 radianc (1 rad).

Um radiano (1 rad) & a medida de um arco cujo comprimento € igual ao do raio da ‘
circunferéncia que o contém.

Um angulo AOB mede 1 rad se, e somente se, determinar numa circunferéncia de centro O um
arco de 1 rad.

8

\r(‘] rad)

i
A

10



3.1.1 - A MEDIDA DA CIRCUNFERENCIA EM RADIANO

Sabemos que uma circunferéncia mede 360°, Qual é a sua medida em radiano?

Para responder a essa pergunta, consideremos uma circunferéncia cujo raio tenha medida r.
Como o comprimento dessa circunferéncia & 2nr, podemos obter a sua medida x, em radiano,
por meio de uma regra de trés:

Medida do Comprimento
arco (rad) do arco
1 —_— r
X Ce— 2nr
2rr
Logo: x = Trad = 2x rad
Assim, concluimos:
( A medida de uma circunferéncia é 2x rad. J

3.1.2 - TRANSFORM ACOES DE UNIDADES

Dizemos que uma medida em radiano é equivalente a uma medida em grau se ambas forem
medidas de um mesmo arco; por exemplo, 27 rad € equivalente a 360°, pois sdo medidas de um
arco de uma volta completa. Consequentemente, temos:

( n rad € equivalente a 180° W

Essa equivaléncia nos permite transformar unidades, ou seja, dada a medida de um arco em
grau, podemos obter a medida desse arco em radiano e vice-versa.

3.2 — CIRCUNFERENCIA TRIGONOM ETRICA

Vamos considerar uma circunferéncia de raio r unitdrio (r = 1) cujo centro O coincida com a
origem de um sistema cartesiano ortogonal.




Essa estrutura, com as convengdes a seguir, constitui a circunferéncia trigonométrica.

O ponto A(1, 0) é a origem de todos os arcos a serem medidos na circunferéncia.

Se um arco for medido no sentido horario, entdo a essa medida sera atribuido o sinal
negativo ().

Se um arco for medido no sentido anti-horario, entdo a essa medida ser4 atribuido o sinal
positivo (+).

Os eixos coordenados dividem o plano cartesiano em quatro regides, chamadas qua-
drantes (Q) e numeradas no sentido anti-horario, a partir do ponto A, conforme a
figura:
¥4
1

na

N
[A
-1 0 x
na i@/ origem
dos arcaos

e Os pontos dos eixos coordenados ndo pertencem a nenhum dos quadrantes.

3.2.1 - ARCOS TRIGONOM ETRICOS

Aos pontos da circunferéncia trigonométrica associamos medidas em grau ou em radiano.
Cada medida associada a um ponto M indica a medida do arco AM.

Exemplos

4 3
BO‘ou-g- rad -2‘m'ou—%rad

A) 0° ou Orad =180° ou —nrad/ A —360° ou -2 rad

180° ou & rad 360° ou 2r rad 0° ou 0 rad
270° ou -325 rad ~90° ou - % rad

3.2.2 -

ARCOS CONGRUOS



Girando 30°, no sentido anti-horério, a partir do ponto A da circunferéncia trigonométrica
abaixo, paramos no ponto M; logo, 30° é uma medida associada ao ponto M.

A

M (30°)

Ha, porém, infinitas outras medidas associadas ao ponto M. Por exemplo:

e Girando uma volta completa mais 30°, no sentido anti-horario, a partir do ponto A, tam-
bém paramos no ponto M. Logo, 360° + 30°, isto &, 390° também € uma medida associa-
da ao ponto M.

e Girando 330°, no sentido horério, a partir do ponto A, paramos no ponto M. Logo, —330°
também é uma medida associada ao ponto M.

/ M (30°, 390°, —330°, ...)
A o

( Arcos trigonométricos que t&m a mesma extremidade sao chamados de arcos congruos. ]

Se o e P sdo medidas de arcos cdngruos, indicamos: o = p (lé-se: o é congruo a f).
Assim, no exemplo anterior, temos: 30° = 390° = —330°

13



Exemplo
Calcular as medidas x, em grau, associadas ao pon-
to B da circunferéncia trigonométrica abaixo, nas
quatro primeiras voltas positivas (0" = x < 1.440°).

F Y

o
.

3.3 - SIMETRIAS

B

Resolucdo

A medida em grau associada ao ponto B na 12 volta
positiva é 907, Assim, as outras medidas associadas
ap ponto B sio:

o na 2* volta positiva: 90° + 360" = 450°

e na 3% volta positiva: 90° + 2 - 360° = 810"

= na 42 valta positiva: 90° + 3 - 360° = 1.170°
Logo, as medidas dos arcos congruos procuradas
sao: 907, 450°, 810" e 1.170",

E de grande utilidade saber relacionar medidas de arcos trigopnométricos com extremidades
simétricas em relagdo a um dos eixos coordenados ou a origem do sistema cartesiano, pois isso
ajudard, mais adiante, a calcular senos, cossenos, tangentes etc. desses arcos.

Consideremos, por exemplo, o ponto M, da circunferéncia trigonométrica abaixo, associado
a medida 30°. Pelo ponto M, tracemos trés retas: a perpendicular ao eixo das ordenadas, a que
passa pela origem do sistena e a perpendicular ao eixo das abscissas. Essas retas interceptam a
circunferéncia nos pontos N, P e Q, respectivamente,

=

/;

[

M {307)

T

FI

Os pontos N, Pe Q sdo chamados de simétricos (ou correspondentes) do ponto M. Deter-
minemos as medidas x (com 0° = x < 360°) associadas a esses pontos: :

/

(1807 = 30°) N g
K 307 2

d/\/
300 [+

M (307)

2

F

(180" -+ 30%) £

RV

0 (360° — 30°%)



» Os sngulos NOE e MOF tém a mesma medida, pois os trigngulos NOE e MOF sédo congruen-
tes. Logo, o arco trigonométrico AN mede 180° — 30°, ou seja, 150°.

e Os angulos POE e MOF tém a mesma medida, pois sio opostos pelo vértice. Logo, o arco trigo-
nométrico AP mede 180° + 30°, ou seja, 210°,

o Os angulos QOF e MOF t8m a mesma medida, pois os tridngulos QOF e MOF sdo congruen-
tes. Logo, o arco trigonométrico AQ mede 360° ~ 30°, ou seja, 330°.

Generalizando esses resultados:

Sendo o uma medida em grau Sendo o uma medida em radiano

(180° — ) H// . (= —o) N/‘.\Mrm
ICI[EIED“—a] {ﬂ+uJP/

L]

(180° + @) P /

h__w
r
;

J/Q{Et_m}

3.4 — SENO E COSSENO DE UM ARCO TRIGONOM ETRICO

Com base na ideia de seno e cosseno de um angulo agudo de um tridngulo retdngulo, va-
mos estender o conceito de seno e cosseno para um arco trigonomeétrico.

Para entender a transicdo do tridngulo retdngulo para a circunferéncia trigonométrica, con-
sidere um arco trigpnométrico AM de medida «, com 0° < a < 90°.

A

M ()

Como o raio da circunferéncia trigonométrica mede 1 e a medida do dngulo central MOA é
igual & medida do arco AM, em grau, temos no triangulo retangulo OMP:

c05u=TﬂOP
PM
1

SEM o = = PM

15



Portanto, cos o e sen o sdo, respectivamente, a abscissa e a ordenada do ponto M.
Ampliamos esse conceito para qualquer arco trigonométrico pela definicao a seguir.

' ™
Dado um arco trigonométrico AM de medida o, chamam-se cosseno e seno de o a
abscissa e a ordenada do ponto M, respectivamente.
i
A M {ﬂ}
sen o { i
o L cos o, = abscissa de M
oS o sen o = ordenada de M

1 . —

Assim, na circunferéncia trigonométrica, podemos nos referir ao eixo das abscissas como eixo

dos cossenos e ao eixo das ordenadas como eixo dos senos.

Exemplo

Como o raio da circunferéncia trigonométrica é unitdrio (medida igual a 1), as coordenadas

dos pontos A, B, A’ e B' sdo:

Blo, 1}1

A(,0)
A{-1,0) i
a1, —1)
Entdo, pela definicio de cosseno e seno, temos:
o cos0° = o cos 180° = =1 ecos 360° =1 e sen 90° = 1
° cos 90° =0 o cos 270° =0 osen 07 =0 ogen 180° =0

H

Observe que, como a circunferéncia trigonométrica tem raio unitdrio, temos para qualquer

arca de medida x:

~T=cosx=1
-1T=senx=1

3.4.1 - VARIAGAO DO SINALDO SENO

16



Vimos que o seno de um arco trigonométrico € a ordenada da extremidade desse arco. Comao
os pontos de ordenadas positivas sdo os do 1° e os do 22 quadrante e os pontos de ordenadas
riegativas sdo os do 32 e os do 42 quadrante, temos o seguinte esquema de sinais para o seno:

SEMD

@ ®

Exemplo
Os arcos trigonométricos de 20°, 140°, 220° e 300° tém extremidades nos pontos C, D, Ee F,
respectivamente, conforme mostra a figura:

¥
D (1407)
C (207

E (2207

=y

F (2007)

Observando que:

* Ce Dsdo pontos do 1% e do 2% quadrante e que sen 20° e sen 140" sdo as ordenadas desses
pontos, respectivamente, temos sen 20° e sen 140° positivos;

» Fe Fsdo pontos do 32 e do 4° quadrante e que sen 220" e sen 300° sdo as ordenadas desses
pontos, respectivamente, temos sen 220° e sen 300° negativos.

3.4.2 - VARIAGAO DO SINAL DO COSSENO

Virmos que o cosseno de um arco trigonométrico é a abscissa da extremidade desse arco, Como
0s pontos de abscissas positivas s3o os do 1¢ e os do 42 quadrante e os pontos de abscissas negati-
vas sdo os do 22 e os do 3? quadrante, temos o seguinte esquemna de sinais para o cosseno:

A~




Exemplo
Na figura do exemplo anterior, observando que:

o Ce Fsdo pontos do 1¢ e do 4 quadrante e gque cos 20° e cos 300° sdo as abscissas desses
pontos, respectivamente, temos cos 20° e cos 3007 positivos;
» D e Esao pontos do 2? e do 32 quadrante e que cos 1407 e cos 220° sdo as abscissas desses
pontos, respectivamente, temos cos 140° e cos 220° negativos.

3.5 - REDUCAO AO 12 QUADRANTE

Mo estude da Trigonometria no triangulo re-

téangulo, deduzimos a tabela trigonométrica dos 30° ou % 45° ou % 60° ou -1:—:—
angulos notaveis.

Devido a igualdade entre a medida do arcoe a e 1 A2 el
do angulo central que determina esse arco na cir- 2 2 2
cunferéncia trigonométrica, se considerarmos 307, N3 JZ 1
45" e 60° como medidas de arcos trigpnométricos, cos 5 5 5

os valores dessa tabela permanecem os mesmos.

O objetivo do estudo deste tdpico é relacionar o seno e o cosseno de um arco do 2%, do 3% ou
do 4% quadrante com o seno e o cosseno do arco correspondente no 12 quadrante. Para exem-

plificar, utilizaremos a tabela dos arcos notéveis,

Observe que ela apresenta senos e cossenos de alguns arcos do 1% quadrante. Vejamos como
usar essa tabela nos demais quadrantes acompanhando os exercicios resolvidos a seguir.

Exemplo:

Usando a tabela dos arcos notaveis, calcular
sen 150° e cos 150°.

Resolugdo

A extremidade M do arco de 150° pertence ao 22 quadrante, Tra-
cando por M a perpendicular ao eixo dos senos, obtemas o ponto
P, correspondente de M no 1% quadrante, conforme a figura
ao lado.

Os pontos M e P tém ordenadas iguais e abscissas opostas. Logo:
3

sen 150° = sen 30° = % ecos 150° = —cos 30° = — *2—

3.6 - RELACAO FUNDAM ENTAL DA TRIGONOM ETRIA

Dado um arco trigonométrico de medida o, temos:

FEN0 &

\ P (180" — 150°

M {150‘}//—-

L]

\s

COESEND

[ senfo +ecosfa=1

)

Vamos demonstrar apenas o caso em que a extremidade do arco de medida « € um ponto do
1% quadrante; porém, & importante ressaltar que a relagdo continua verdadeira mesmo que essa

extremidade ndo esteja no 1% guadrante,
4 - TANGENTEDE UM ARCO TRIGONOM ETRICO

18
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Assim como fizemos para o seno e o cosseno, no capitulo anterior, vamos estender o conceito
de tangente para um arco trigonométrico tomando por base a ideia de tangente de um dngulo
agudo de um triangulo reténgulo. Para compreender essa extensdo, considere o arco trigonomeé-
trico AM de medida o, com 0 < o < 90%, e o eixo real ¢ de origem A, com a mesma diregao e a
mesmiorientaqﬁo do eixo Oy, conforme mostra a figura abaixo. Para determinar a tangente do
arco AM, tracamos a reta OM até sua interseccdo T com o eixo .

-
—

Mo triangulo retdngulo AOT, temos:

AT AT
tqo=t AL _,
9e=2a "1 T

Atangente de o é a medida do segmento de reta AT contido no eixo real ¢, que serd chamado,
de agora em diante, de eixo das tangentes. Ampliando essa ideia, vamos definir a tangente
para qualquer arco trigonométrico.

. ™y
Dado um arco trigonométrico AM de medi- eixo das tangentes

da o, com M ndo pertencente ao eixo das orde- S

nadas, chama-se tangente de « a ordenada !

do ponto T, que é a intersecgiio da reta OM

com o eixo das tangentes. 9
o

A

Observe que o ponto M nio pode coincidir com B nern com 8', pois os prolongamentos dos
raios OB e OB’ ndo interceptam o eixo das tangentes. Por isso dizemos que nao existe tangente
de um arco com extremidade em 8 ou em B'; ou seja, na 1% volta da circunferéncia trigonométri-
ca, ndo existe tg 90° nem tg 270°.

Exemplo
Para determinar tg 0° e tg 180°, marcamas na circunferéncia trigonométrica os

ILUSTRAGOES: FALSTRMG

MNote que a tangente
pode assumir qual-

' quer valor real.

o0

pontos associados a 0° e a 180°, conforme a figura ao lado.
Como as retas que passam por esses pontos e pelo centro da circunferéncia inter-
ceptam o eixo das tangentes no ponto de ordenada zero, concluimos:

tg0° = 0etg 180° =0

4.1 - VARIAGAO DO SINAL DA TANGENTE
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Se um arco trigonométrico tiver a extre- Se um arco trigonométrico tiver a extre-

midade no 12 ou no 3? quadrante, o prolon- midade no 2% ou no 4% quadrante, o prolon-
gamento do raio que passa por essa extremi- gamento do raio que passa por essa extremi-
dade interceptard o eixo das tangentes em dade interceptard o eixo das tangentes em
um ponto T de ordenada positiva. um ponto 5 de ordenada negativa.

i R fs]

A A

4

P
ente
positiva o

A
\ | fangents
j neqgativa

A

,} N

ol

N

Ou seja, a tangente & positiva para os arcos do 1° e do 3° quadrante e negativa para os arcos
do 2° e do 4* guadrante. Em resumo, essa variacao de sinal pode ser assim representada:

b tg

4.2 - ATANGENTE COM O RAZAO DO SENO PELO COSSENO

Mo estudo do tridgngulo retdngulo, vimos que a tangente de um dngulo agudo pode ser obti-
da pela razéo do seno pelo cosseno desse dngulo. E possivel generalizar esse fato para a tangente
de qualquer arco trigonométrico de medida o, com cos o # 0.

o ™
sen o |

Se um arco trigonométrico tem medida o, com cos o # 0, entdo: tga = P

20



4.3 - REDUGCAO AO 12 QUADRANTE

O fato de a medida de um arco trigonométrico ter a mesma medida do T P D
dngulo central correspondente garante que a tangente de um arco trigonomé- 30 oU-e =45t ou g |- 60- o 5
trico seja igual & tangente do dngulo central correspondente. Como conse- 1
quéncia, a tabela trigonométrica dos angulos notdveis continua vilida para sen - E £
arcos trigonométricos. Assim, acrescentando os valores da tangente & tabela 2 2 2
trigonométrica dos arcos notdveis, temos: 3 N3 1

Conhecida a tangente de um arco trigonométrico do 12 quadrante, po- cos - > 5
demos calcular a tangente do correspondente desse arco em qualquer qua-
drante, conforme veremos no exercicio resolvido a seguir. NEY '

|l B s
Exemplo
Consultando a tabela trigonométrica dos arcos i Ao
notaveis, determinar o valor de:
a) tg 120° ,
T
b} tg —
) tg—¢
c) tg 300°
M ] p L 1g BO°
- '\ L
Resolucdo a0 B0°
a) O correspondente, no 12 quadrante, da ex-
tremidade M do arco de 120° é o ponto P, o)
extremidade do arco de 60°, 0 Al

Como os tridngulos OTA e OT'A da figura
sio congruentes, os pontos T'e T tém orde-
nadas opostas. Assim, concluimos: - g 120°

tg 120° = —tg 60° = —/3

4.4 - EQUAGOES TRIGONOM ETRICAS

Retomando a situacdo da pégina de abertura, observe o esquema ao

lado.
A medida o do angulo agudo de inclinacdo da escada € tal que:

tgo = LN tgo =1
10

Como o é a medida de um &ngulo agudo, concluimos que o= 45",

Note que, ao determinar um valor de o, obtivemos uma solucdo da equa-
caotga=1.
. ™

Equacdes do tipo tg x = k, sendo k uma constante real, sdo cha-
madas de equagdes trigonométricas imediatas.

&,
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Exercicios
1) Converta 30° em radianos.

10) Quando um reldgio marca 17h, qual é a
medida do menor angulo formado entre os
ponteiros das horas e dos minutos em graus e em
radianos?

2) Converta 80° em radianos.

3) Converta 150° em radianos. 11) Em uma ciclo trigonométrico, represente a
extremidade dos seguintes arcos:
4) Convertaem grausg rad.

a) 30°
5) Converta em grausz—nrad. b)150°
8T
6) Converta em graus — rad.
9 c) 240°
d) 330°
7) Determinar a medida, em radiano, do arco.
AMB, de 20 cm, contido na circunferéncia
de raio 5c¢m, representada abaixo. e) -240°
\M
i f) -180°

12) Em umaciclo trigonométrico, represente a
extremidade dos seguintes arcos:

a) %ﬂ rad
8) Determinar a medida, em radiano, equivalente a
70°.

b) = rad

6
9) Determine a medida, em radiano, equivalente a
160°.
7T
c)— o rad

22



d) cos 210°

13)D ponto M, da circunferéncia trigonométrica e)tg 300
abaixo, estd associado 4 medida 36°7
Caleule as medidas x (com 0 =< x < 2r) associadas
aos pontos N, Pe (.
f) sen 300°

d o

[

p Q
a)senx = —1

14) Observe a circunferéncia trigonométrica abaixo e
calcule: b)senx =0

8(0, 1)

17) Resolva as equagdes, sendo 0° < x < 360°.

%

A-1,0)

>AU D} |

80, -1)

T n
a)cos — e sen — d)senx =
) 3 5 )

N |-

18) Resolva as equagdes, sendo 0 < x < 2.
b) cos 27 e sen 21

a)cosx = 3
2
15) Determine o seno e o cosseno de 240°.
16) Determine o0 que se pede:
b)tg x = V3
a) sen 120°
b) cos 120°
=1
C) COS X = >
c) sen 210°




4.5 - INEQUACOES TRIGONOM ETRICAS

4.5.1 - INEQUACOES TRIGONOM ETRICA DO SENO E DO COSSENO

Y

Inequacoes do tipo sen x < k ou cos x < k (ou com as relagdes =, >, = ou #), sendo k
uma constante real, so chamadas de inequacides trigonométricas imediatas.

Resolucdo de uma inequacdo trigonomeétrica imediata

Resolver, em um universo U, uma inequacdo trigonométrica significa obter o conjunto solu-
cao § formado por todos os valores pertencentes a U que, atribuidos a varidvel da inequacéo,
tornam verdadeira a sentenca assim obtida. Resolveremos as inequacées trigonométricas imedia-
tas pelo método gréfico, conforme mostram os exercicios resolvidos a seguir.

EXEM PLOS

1- Resolver a inequacio cos x < l,
a) para 0= x < 2m. 2
b) em R.

Resolucdao
a) Esquematizamos:

C0os

Considerando a 1* volta positiva, os pontos da
circunferéncia trigonométrica que tém cosseno

1 . .
MEenor que 5 3o aqueles associados s medi-

®  5m
das entre — e —.
3 3

LDEQ:5=[J¢:E[R]£<:;’€ZS—T:J

3 3

b) Para obter uma expressio que represente as so-
lugtes da inequagdo nas infinitas voltas da cir-
cunferéncia trigonométrica, basta adicionar a
cada extremo do intervalo obtido no item ante-
rior a expressio &k - 27, com & & Z. Assim, o con-
junto solugéo S da inequagdo é dado por:

5= xEIR|%+k-21t*:x< ETE -I—k-ZIc.cornkEEi}

24

3
2 - Resolver a inequaciio sen x < —, para

0=x<2m

Resolucdo

Devemos encontrar os pontos da circunferéncia
, P 3
trigonométrica que tém ordenada menor que =

considerando apenas a 1? volta positiva. Esses pon-
tos sdo:

2

A malor dificuldade dessa resolugio é a maneira
de escrever a resposta. Para entender o porqué da
forma da resposta, vamos “esticar” (retificar) a
circunferéncia:

2n 2n

Assim, percebemos que o conjunto solucio é a reu-
niio de dois intervalos:

o3[ o

S=[xEER|ﬂ€x€§ou%—{x{2n}

Logo:



EXERCICIOS

- i i oes, D==x<12m G
1 - Resolvaas seguintes inequagbes, para o ={IE R0 x s—;}nu %"e&x {zn}
a) senx > l’)@ b) senx = _--é- c) cosx=0

1
3 5 _ EENX = —
2 - Resolva, para 0 = x < 2, o sistema de inequagdes: 2

cosx =0 5.,{xE!H|%,;,.¢ST“}

3 - Resolver as inequacdes a seguir no universo [R:

£

ff 5n n
a) senx{:l b) cosx = 2 42‘.-,}5..-[#.'EIRIT+k—2n{x{?+k-zfq,t%rlkEE}
2 2 7n &
S " S Rlk-ZEEx=-—t k- g_m&%t-hixé k- 2r, com k € 2}

4.5.2 - EQUACOES TRIGONOM ETRICAS DA TANGENTE

Inequacdes do tipo tg x > k (ou com as relagdes =, <, = ou #), sendo k uma constante W
real, sio chamadas de inequacbes trigonométricas imediatas. _J!

Para resolvé-las, usaremos o método gréafico, como mostram os exercicios resolvidos a seguir.

EXEM PLOS
1 - Resolver a inequaciotgx=1, . Considerando apenas a 1? volta positiva, temos:
a) para 0 =x < 2. b) em R. T T an 3m
i 5= xElFCl—ﬁa:‘:—ou—SEx{—
Resolugao & 2 4 2

a) Em um esquema, determinamos os arcos trigono-
métricos que tém tangente igual a 1. A seguir, consi-
deramos todas as retas que passam pelo centro da
circunferéncia e pelos pontos de ordenada maior ou
igual a 1 no eixo das tangentes. As medidas associa-
das aos pontos de intersecgio dessas retas com a

b) Para obter as expressdes que representam as so-
lugides da inequacao, nas infinitas voltas da cir-
cunferéncia trigonométrica, basta adicionar
&+ 2m, com k € Z, a cada extremo dos intervalos
obtidos no item a, obtendo;

| [ bLs
cireunferéncia frigonométrica formam o conjunto 7y thrin=sx< o +k+2mou
solucdio da inequacio.
g ' St i kem=a<3® koo
4 2

MNotando, porém, que os arcos determinados por
essas expressoes na circunferéncia trigonométri-
ca sdo simétricos em relagio 4 origem do sistermna,
podemos substitui-las por urna dnica expressio:

L imsx<® v kn
1 2

Assim, uma das formas de apresentar o conjun-
to solugdo 5 da inequacio é

.d
S={xE[RIE+thxc:%+.hr,comkEZ}
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2 - Resolver a inequagéio tg x < u'r?T para
0=x<2m

Resolucdo
Analogamente ao exercicio anterior, construimaos o
esquema ao lado,

Considerando apenas a 1? volta positiva, temos:

b4 T 4
S=wxeER|0=x<—pu —<x<-— ou
{ | 3 2 3
3m
— <x<Ix
2 }
EXERCICIOS
X _Jr [1=] £ g .._-\_'E ﬂ. 3_?5
20, a) § :hxt'_—t r3==x 2ou 3 =x< >
""" s h35={“’:5 'Ewi"‘—‘f—%“”—%_?x“ﬂ% ‘:'”'35?':";-"‘5-2“}:——
1- Resolvaem R as inequacies para 0 < x < 2m: fai s a) Esboce um esquema que represente essa
| ﬁ i situacao Vier Suplemento com orentagdes parg
6 i | YO oprofesson. —s .
? a) tg x =3 c)tgx< T b} Admitindoqueareta AC seja harizontal,
i by tgx<l = [xEIH]E{x{Eous—nd x{ul;t_]r determine as possiveis medidas x para
2 6::iv2 6 que a distincia entre o barco e 0 ponto A

2- Resolvaem IR as equacdes dositensae bdoexerci- | seja maior que 2043 m. 30° < x < 50°

cio anterior. } i
3 - Resolva o sistema de inequacies,

i Do topo B de um farol vertical AB de 60 m de altu- tg x> 3

| ra, um barco Cé avistado sob um dngulo de medida paral =z < 2m - 1

% em grau, em relagio a vertical. el
""':'“’2I-‘-.:'-a:]'-"hu_;"{x_“E:I-Ff'['-g"‘l-'ki: E%?:"wz:—:—?‘-::c__n__n;?_ez.}“_”““_‘ e 5={.r E_IH:I-%.-‘:-_;;_,&%}--——.;- AT

b 5=]IEH.E%-:—.’c:{x{-sTn+kn,mmkEZ.}

5 — SECANTE, COSSECANTE E COTANGENTE

No tridngulo reténgulo, estudamos trés razies trigonométricas: o seno, o cosseno e a tangen-
te, que revisamos a seguir.

_ medida do catetoopostoaa b

3en o

medida da hipatenusa a
a b medida do cateto adjacentea o ¢
Cos o = ] - = —
medida da hipotenusa a
& : medida do cateto oposto a o b
C tgo= =—

medida do cateto adjacenteaoc ¢

As reciprocas (inversas) dessas razbes também sdo chamadas de razées trigonométricas e re-
cebem nomes especiais: a reciproca do seno é chamada de cossecante (cosser), a do cosseno é
chamada de secante (sec) e a da tangente & chamada de cotangente (cotg), ou seja:
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medida da hipotenusa
COSSEC @t = =

a
medida do cateto oposto a & b

medida da hipotenusa
medida do cateto adjacentea o

5eC o0 =

medida do cateto adjacente a o
cotgo = - =
medida do cateto oposto a

_a
C

c

b

Generalizando, podemos definir as razbes reciprocas do seno, cosseno e tangente de um arco
trigonométrico de medida w, desde que seja obedecida a condigao de existéncia de cada razao,

da seguinte maneira:

~
cotg o = s , para sen o = 0
sen o
sec o = , paracosa =0
COs 0
COSSEC O = , para sen o # 0
sen o
S— S — J
Observe, pela definic@o de cotg o, que, se além de sen o # 0 tivermos também cos « # 0, entdo:
1
cotg oo = ——
tg o

Observe no ciclo trigonométrico ao lado a re-
presentacdo geométrica dessas duas razoes.

Tragando uma reta v tangente a circunfe-
réncia pelo ponto M (extremidade do arco AM),
determinamos 0 ponto S, intersec¢do da reta v
com o eixo das abscissas e o ponto C, interseccdo
da reta » com o eixo das ordenadas.

A secante do arco AM é A abscissa s do ponto
5 e a cossecante do arco AM é a ordenada ¢ do
ponto C.

Note também que:

Wy,

cossecante

S{s 0)

® para arcos com extremidades em B e B, a
secante ndo existe, pois sdo arcos que tém
cosseno igual a zero;

e para arcos com extremidades em A e A}, a

cossecante ndo existe, pois sdo arcos que tém
seno igual a zero.

A

B,

secante

A representagdo geométrica do eixo das cotangentes é um eixo paralelo ao eixo dos

cossenos e que passa pelo ponto B(0, 1). Esse eixo contém todos os valores

das cotangentes dos arcos do ciclo.

27
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Observando o ciclo trigonométrico . 8ixo dos

ao lado, vemos que a cotangente do senos
arco AN é positiva, pois o ponto C esta .
a direita do eixo das ordenadas e a tan- mt;:;:n:::g
gente do arco AN, é negativa, pois o
ponto C, estd a esquerda do eixo das
ordenadas.
eixo dos
Cossenos
-1
EXERCICIOS
1) Calcule estas expressoes.
5t in
\ o OF EE.._ _El — sgf — — €05 —
a) tg%—-cmg—z— b) 1g 3 + cotg 3 sen 2
2) Determine o valor destas expressdes.
8n
1 3 o 20 _ og T I 4 cos 2R
a) 5-cos150° — 5 tg 30° + @ sen 330 b} tg 3 cotg 5 + sen g Cos 3
3 - Calcule estas expressoes. .
n T\ [sen 2% - _ﬂ]
a) sec BT“ — cossec ,EF {; 1_!—,—;_ z b) [sec & +eos -ﬁ-] [sen 3 COSSeC —

4 - Determine o valor destas expressoes.

?rt\l

6 J

5 Sn in n
a) [sen ELI. tg 2T 4 sec —3—] - [cos & cotg 5 + Cossec

b
T 2% i 3m 5t ki
b} (Ig 3 cotg —3—] - (sec T + cossec —= ] [sen 5 oS J

5 _ Construa um ciclo trigonométrico e determine a secante € a cossecante da 1% determinacao positiva do arco de

291
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6 — SENO, COSSENO E TANGENTE DA SOM A DE ARCOS

Neste capitulo vamos estudar importantes identidades trigonométricas que envolvem adigio
de arcos. Para entender a necessidade dessas identidades, analise a sentenga:

sen{g+ b)=sena-+senb

Ela é verdadeira para quaisquer valores reais atribuidaos as variaveis g e b7
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Vejamos o que acontece, por exemplo, ao atribuirmos as varidveis o e b os valores 1t e 5
' respectivamente:

b T
+—|= + — =0+
Sen [:n: 2] sen m+ sen 5 0+1

. sen [—3-%?-] =1 (Falso!)

Essa igualdade é falsa, pois sen [1: + %J = sen 32—ﬂ = —1. Concluimos, entdo, que a sentenca

sen (@ + b) = sen g + sen b ndo é verdadeira para quaisquer nimeros reais a e b.

ConclusGes andlogas sdo obtidas para o cosseno e a tangente,

A seguir apresentamos seis identidades, chamadas de férmulas de adigdo de arcos, que
nos auxiliarao em calculos do seno, cosseno ou tangente da soma ou diferenca de arcos trigo-
nométricos.

i ~
{I) sen{fo+b)=sena-cosb+senb-cosa
() sen{foa—b)=senag-cosb—senb-cosa
() cos{og+b)=cosa-cosb—senag-senb
(V) cos(g—b)=cosag-cosb+sena-senb

_ tga+tg b
V) tg (a+b) 1-tga-tghb
tga—tgh
Vi -y =-—397789°
VD) tg (a=5) 1+tgo-tgb
\ J

EXEM PLOS

1 - Calcular sen 75°.
Resolucdo

O arco de 75° ¢ a soma dos arcos notdveis de 45% e 30°. Assim, temos:

s5en75"” = sen (45" + 30°) = sen 45° - cos 30° + sen 30° - cos 457 =

N2 31 2 ff V2 Et2

2 2 2 2 ‘& & 4
2 - Calcular cos 15°,
Resolucdo

O arco de 15° é a diferenca entre os arcos notdveis de 45° e 30°, Entéo:

cos 157 = cos (45° — 30°) = cos 45° « cos 307 4+ sen 45° - sen 30° =
I T I SO N P (I £

2 2 2 .2 4 4 4
{(Nota: poderiamos escrever 15° como a diferenca enire 60° e 45°.)

b4 T
3 - Resolver, para 0 ﬁx‘imaequagiosen[?+x]+|:us[g+x]= JET
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Resolucdo
sen [-g-:—-i-x]+ cns{i;—+ x]=£=

b1 i3
=% sen %'cusx-t—senx*cus%+cosE'm5x—sen—ﬁ-'senx=v€

i
3 1
.uT-cosx+E~senx+T3-msx-%-saanJBT:a
=>2--v—;_3—-ms:c=u'r§ A

[=i=1-1
Leosx=1

Logo: 5 = {0}

4 - Calenlar tg 105°.
Resolucdo

O arco de 105° € a soma dos arcos notdveis de 60° e 45°, Assim, temaos;

1§ 105° = tg (60° + 457) = tg60° +1gd5°  JI+1 A +1

1—tg60°-tg45° 1-+3-1 1-+3

Racionalizando o denominador, concluimos:

V341 AT+l 1443 2

tg 105° = = . =—
s 1-V8 1-3 1+8
EXERCICIOS
A Caleule: oz 5x 7| Resolva a equagdo:
a) cos 75 p o) tg — 2+ i P T 2
b) sen 15° “ 12 H sen | x+— | +sen | x—— | = —
6 ~ 2 - 4 4 2
- 1 (=
‘2! Aplicando as férmulas de adiciio de arcos, determi- a) paral=x<IT 5= {'E‘, %

b) em[R. »

i
|
ne os valores de a, b, ¢ e d na tabela: | . il
i 5={xE,ﬂ'|a;zg-l-kznaux~?+k2n¢,cumkei%}
1 i

e T
B Calcule, parax = —, o valor da expressio:

JZ
I

E =sen 3x+cosx— senx - cos 3x

(Nota: Os valores apresentados nessa tabela sio 3_ Duas vigas retas, AB e CB, escoram uma parede
aproximados.) o = 0,54; b= 072 c= 0,84 d = 0,42 vertical, de modo que os pontas 4 e C do solo estio

i em uma reta horizontal que passa por um ponte D
3 Aplicando as férmulas de adicio de arcos, determi- da parede, conforme mostra a figura a seguir,
ne os valores de a, b e ¢ na tabela:

(Nofa: Os valores apresentados nessa tabela sio apro-
ximados) o=10,23% b=1,53c=272

SRR e e parede
a (X 07 b [+

. i B
A Sabendo quetgx = 3, calculetg [x - 3;—] % I
: 3m

B 3 b3 |
S| Sabendoquesena = = equel<a< —,
=4 5 t o B ]

caleule cos (1-;-‘;}, 4-35 i solo A 8m C §m o

3 10 i

. an | Calcule a soma das medidas o e [}, em grau, dos
6| (UFPR} A expressio sen (% + x] + cos [? - x) angulos agudos que as vigas formam com o solo.

¢ equivalente a: alternativa e [Sugestdo: Inicie calculando tg (0. + P)l o+ p = 45°

a) 2cosx d) senx — cosx
b) cosx e) cosx — senx
c) senx + cosx
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6 — SENO, COSSENO E TANGENTE DA SOM A DO ARCO DUPLO

Observe os arcos de medidas x e 2x na circunferéncia 1
trigonométrica ao lado.

A ordenada do ponto P é o sen x, e a ordenada do
ponto Q € o sen 2x.

Vocé acha que, para qualquer valor de x, o sen 2x é
o dobro do sen x, ou seja, sen 2x = 2 - sen x7

Facilmente se percebe que nao, pela figura.

Alids, para um valor conveniente de x, o sen 2x pode
ser até igual a sen x. Por exemplo, se fizermos x = 60°,
entdo 2x = 120°, e teremos: sen 120° = sen 60° ou seja,
sen Zx = sen x, para x = 60"

Conclusées analogas sdo obtidas para o cosseno e
para a tangente.

Vamos estudar trés identidades, em IR, conhecidas como formulas de arco duplo, que nos
auxiliariio nos célculos de sen 2x, cos 2x e tg 2x.

580 elas:
(
I (Hsen2x=2-senx-cosx
: (I) cos 2x = cos? x — sen? x
| 2tg x
i ) tg 25 = ————
L (g 1-1tg® x
Demonstracbes

[ Substituindo 2x por x + x e aplicando as férmulas de adicdo de arcos, temos:
(I) sen 2x = sen (x + x) = sen x + cos x + senx+c::|sx= 2sen x -+ cos x

(I cos2x=cos(x+ x) =cosx-cosx—senx-senx=cos’x— sen’x
tgx+tgx _ 2tgx

IMtg 2x =t +x|=
()tg 2x = tg (x +x) T—tgx-tgx 1 —tg’«x

Assime:

1- Sabendaquesenx=ieque£ﬂ:x{m, 5 3 4
calcular sen 2x. 5 2 | sen 2y = 2 5 178
Resoluca
KeSOLHER0 | - sen 2x = _ 2%
Sabemos que: sen 2x = 2+ sen x * Cos X; logo, para y 25
esse cdleulo necessitamos do valor de cos x. 1 .
Pela relacio fundamental sen® x + cos?x = 1, . 2-  Sabendo que cosx = —, calcular cos 2x.
temos: i i 3
3\ Resolugao
[—J tostz=1= ; Sabemos que; cos 2x = cos®* x — sen®x
5 i Substituindo sen x por (1 — cos® x), temos:
=a-cos’x=1—i=£ | cos2x =cos’x — {1 —cos?x) =2-costx— 1
25 25 ! Assim:
4 | 2
- — i
i m52x=2-[%] ~1
Como x & um arco do 22 quadrante, temos:
cosx = _.E. N | Scosde= -——gn
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3 - Resolver, para 0 = x << 27, a equagio Tl e posx=1
sen 2x = 2sen x. .

R do i
Substituimos sen Zx por 2 - sen x * cos x, obtendo: i A

2-senx-cosx=2-senx=2 *
=3 SEN X COSX = Senx i
Lsenx-cosx —senx=0=
=senx(cosx—1)=0 '

T“’m"“: —o Portanto:
SEnx = x=10
Loge: § = {0, 7}
. A 4 . Sendotgx =5, calcule tg 2x.
g Resolucio
g2z = T'tg:t = 2'5==—£
I-tg'x 1-5 24
Portanto: . Portanto: tg 2x = — >
x=0oux=n | 12
S5m0 3
R
e T 5n
h}5={,‘Em|x=7+k-:oux-?:*%-k-Z::uux==?+k-lﬂ‘.CDm‘fEZ]

1. Sabendo que senx = -5 eque 19

3. Sabendo que cosx = 3 equed<x< Lt
120 4 2
sen 2x = —— ;o8 2x = —

169" 169 x* %
R<x< i—'.culcdssenhe:nsh.ﬁ cclec0s o e
Dado tg % = 3, calcule tg 2x. -% 4. Resolva a equacio sen 2x = cosx,
a) paral =x<2x.
No quadrilitero ABCD, representado abaixo, cal- b) em R
cule o seno do dngulo BAD, %
8 5. (Cesgranrio-R]) Resolva a equacio:
cos2x — cosx = —meﬂﬂx-ﬁ}z % ® 38 5K
3‘eh 2y
6. Sabendo que tg @ = 0,4, calcule a medida do seg-
mento AD na figura seguinte:
B
E a
a :
¢ D A
{Sugestdo: Use o teorema do dngulo externo de um
N tridngule.) 3,15
2. Calcule o valor do cos x, sabendo que || 7.Um helicéptero, que decola verticalmente a partir de
x _ 3 7 l um ponto A de uma pista plana e horizontal, é obser-
BT s i vado de um ponto B da pista, localizado 2 28 m de A.

i Ao subir 21 m, até um ponto C, o helicdptero é visto

x
[.Euysﬂa::nsx-mi[?-'E] | sob um ingulo de medida ot com a pista; e, quando
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atinge wm ponto 1, & visto sob um ingulo de medida
20, conforme a figura abaixo. A que altura, em relacio

4 pista, estd o helicoptero ao atingir o ponte D? 05
m

21m |

A 2B m B |

6 — FUNGOES TRIGONOM ETRICAS

6.1 — FUNCAO SENO

A fungdo que associa a cada x real

(medida do arco AM do ciclo trigo- e B R

nomeétrico) o valor de seno de x é cha-
mada de funcio seno e definida por:

variagdo
do seno

fr[R— R tal que f(x) = sen x

B e

A tabela abaixo mostra alguns valores da funcéo seno.

8. Deum ponto P do espago, um astronauta véa Terra
sob um dngulo de medida 8, eonforme a figura:

Admitindo-se que o raio da Terra meca 6.400 km e
que cos 8 = —0,62, conclui-se que o ponto P estd,
em relacio 4 superficie da Terra, a uma altura de
aproximadamente: alternativa e

a) 300 km d} 623 km
b) 530 km e) 711 km
c) 580 km

eixo dos senos

Ma, b)

eixo dos
" COSSENnos

Medida x do arco Ponto em que a
eaz coare extremidade do Ordenada do ponto Valor de sen x
em radianos .
arco esta
0 A(1,0) 0 sen0 =10
T T _
5 B(0, 1) 1 sen o = 1
n A=1,0) 0 senm =10
3 3n
Tﬂ B,(0, -1) -1 sen TN =-1
n A(1,0) 0 sen2m =0
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* Dominio e conjunto imagem da fungdo y = sen x

O dominio da funcéo f(x) = sen x é D(f) = [R.
Observando os valores do sen x no ciclo trigonométrico, notamos que o conjunto imagem

da fungio seno ¢ Im(f) = [-1, 1] = [y ER| -1 sy =1]}.

e Periodicidade e sinal da funcdo seno
Dizemos que uma fungéo f: R — R é periddica se, para qualquer x € R, tivermos:
flx+p)=f(x),comp ER

O menor valor positivo de p de modo que se tenha f(x + p) = f(x), comp € R,
é chamado de periodo da funcéo f.

Assim sendo, como todos os valores do seno encontrados na primeira volta no ciclo se
repetem nas voltas subseqiientes, entdo, para qualquer x € R temos que:

— k é o numero de volias
sen (x + k+ 2m) = sen x
O menor valor positivo de k - 2t de modo que se tenha sen (x + k- 2n) = senxék = 1.

Trocando k por 1, enconiramos: Perfodo
—

s
sen (x +1-27n) = senx = sen (x + 27) = sen x

Dessa forma concluimos que: ﬁ'A funcdo y = sen x é periddica e tem periodo 2.
6.1.2 - GRAFICO DA FUNGAO SENO

Czlbserva.ndu 0 comportamento da ordenada de um ponto P que se move sobre o ciclo no
§Enﬁdo anti-hordrio dando uma volta completa, construimos a tabela abaixo, indicando os
intervalos onde a fungfo seno é crescente e onde ela é decrescente.

¥ 0 k3 n 13_1'1:._ - An I 7 d_‘
2 > M T | 2| T | "
senx 0 _\’E 1 £ 0 _ ,{'_2_ -1 V2
2 2 2 T2 °
Crescente Decrescente Cres:enia

Fizemos x variar de 0 a 27, levando em conta a0 é peri6di
1 : , azm, que a fungao é periédica de periodo 27. Vei
abaixo o gréfico da funcio i = sen x, que € chamado de senﬁige. F e
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canjunto
imagem 1

sendide

=1

periodo 2n

Observando o gréfico, podemos perceber que D(f) = ReTm(f) = [~1, 1]. No intervalo

[0, 2x], temos que:

* afungdo é positiva em 10, z[ e negativa em Jx, 2n[;

°* afungdo é crescente nos intervalos ]D, %[ e J—g—ﬂ—, ZTI:[;
° afuncio é decrescente no intervalo ] 5

tos T . . 3
* ovalor miximo da funcio ocorre para x = - eo valor minimo ocorre para x = _Z_:rc

EXEM PLO DE CONSTRUCAO DO GRAFICO DA FUNCAO SENO

X
¥ =23-sen [?)

x x . i
Como o arco mede > rad, vamos fazer > variar desde () até 21

Veja na tabela a seguir as colunas auxiliares colocadas,

r

n 3nf
21

2

consfrucao do grafico s3o os das duas tiltimas colunas.

¥

Os dados que seréo utilizados na

x * =3+sen| >
2 rad sen (—J x rad y ( 2 J
2 2 .
0 0 0 g
T 1 T 3
2
- 0 2n 0
S -1 3n -3
2
dis ﬂ 4x 0
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Veja o grafico:

conjuntp ___—
imagem

_1

periodo 4

Temos: D(f) = R, Im( f) = [—3, 3], periodo = 4n rad
Comparando o gréfico da fungio y = 3 - sen [%J com o da funcéo y = sen x, vemos que

o fator 3 que aparece na fungao dada puxou a curva para cima e para baixo. J4 o fator %

— que apareceu, multiplicando o arco — alterou o periodo de 2n rad para 4= rad.

De modo geral, p;ua uma funcao y = sen (kx), com k # 0, o periodo é dado por

—— rad.
|k|

Conferindo isso, no nosso caso, temos k = % Portanto, o periodo é E—IE rad = 47 rad,

conforme mostra o grifico acima. 2

6.2 - FUNGCAO COSSENO

eixo dos senos

A fung¢ao que associa a cada x real (me
arco AM do ciclo trigonométrico) o vi
cosseno de x é chamada de funcdo coss
definida por:

![: f:IR— R tal que f(x) = cos x

: &
! B, |_ raio 1
— -

~ variagao do cosseno
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A tabela abaixo mostra alguns valores da fungao cosseno.

. Ponto em que a :
Medida x d . .
ini ra dia_:: ::m extremidade do Abscissa do ponto Valor de cos x
arco esta

0 AQL0) 1 cos0=1
T

) B(0, 1) 0 Cos % =0
T A(-1,0) -1 cosmm=—1
3r 3n

= B , — 3 _
2n A(1, 0) 1 cos 21 = 1

e Dominio e conjunto imagem da fungéo cosseno

O dominio da funcio f(x) = cos x € D(f) = R. Observando os valores do cos x no ciclo
trigonométrico, notamos que o conjunto imagem da funcéo é:
Im(f)=[-1,1=lyER|-1=y=1}

e Periodicidade e sinal da fungdo cosseno

Do mesmo modo que na fungio seno, na funcio cosseno temos cos X = €03 (x+k-2n),keZ
para Vx € R. O menor valor positivo de k - 27 de modo que se tenha cos (x + k- 2m) = cos x

ék=1. N
Dessa forma concluimos que: E A fungiio y = cos x é peri6dica de periodo 27.

6.2.1 —- GRAFICO DA FUNCAO COSSENO

e Gréfico da funcdo y = cos x

Observando o comportamento da abscissa de um ponto P que se move sobre o ciclo no
sentido anti-hordrio dando uma volta completa, construimos a tabela seguinte, indicando
os intervalos onde a funcio cosseno é crescente e onde ela é decrescente.

xrad 0 kS .E 3_11: T ;5.11:_ S_TD z,ﬂ_ M
4 - 2 4 4 2 4
cos x 1 N2 1] — _'“_E_ -1 _ £ 0 _2 1
2 2 2 2
Decrescente Crescente
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Fizemos x variar de 0 a 27, levando em conta que a fungéo é peri6dica de periodo 2m. Veja

abaixo o gréfico da fungfio y = cos x, que é chamado de cossendide.

¥A ..
cossendide

.- -14
conjunto ~
imagem ~———s]

a

—1¢

periodo 2n "

Observando o gréfico, podemos perceber que D(f) = R e Im(f) = [~1, 1]. No intervalo

[0, 2], temos que:

» a fungdo é positiva em }D, %[ e em :|

3n
== 2
> T

[ e negativa em ]

ﬂ3_ﬂ[.
272 |

e a funcdo é crescente no intervalo |x, 2n[ e decrescente no intervalo 10, =[;

¢ 0o valor méximo da funcdo ocorre para x = 0 e para x = 2r e o valor minimo ocorre para

X =T

EXEM PLO DE CONSTRUGAO DE GRAFICO

Vamos ver alguns exemplos de como construir o gréifico e determinar o dominio, o con-

junto imagem e o periodo das fungdes trigonométricas a seguir.

=3 x
y=3 ccs[zl

x x . .
Como o arco mede > rad, vamos fazer 5 variar desde 0 até 2m.

Veja na tabela abaixo as colunas auxiliares colocadas. Os dados que serdo utilizados na

construgdo do gréfico sdo os das duas tiltimas colunas.

¥ x =73 x
Erad cas(z] x rad L y=3 ms[z)
0 1 0 3
lzt- 0 s 0
n -1 2n —3
3n 0 3% 0
2
21 1 4n 3
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Veja o grafico:

periodo 4

Temos: D(f) = R, Im(f) = [~3, 3], periodo = 4n rad

Comparando o grafico da fungao y = 3 - cos [%) com o da fungéo y = cos x, vemos que

. . 1
o fator 3 que aparece na fungdo dada puxou a curva para cima € para baixo. J4 o fator 0

— que apareceu multiplicando o arco — alterou o periodo, de 2x rad para 4 rad.

1?_—.$-_-.-- - o .
l, De modo geral, para uma fungao y = cos (kx), com k # 0, o periodo é dado por

1& % rad.

1 . 2T _
Conferindo isso, no nosso caso temos k = 7 Portanto, o periodo & 1T rad = 4nw rad,

2

conforme mostrava a figura.
6.3 — FUNCAO TANGENTE
A funcdo que associa a cada x real (medida do arco AM do ciclo

trigonométrico) o valor da tangente de x é chamada de funcio tan-
gente e definida por:

R1={1Eﬂ11xa&g+k-m cumkEZ}
* Dominio e conjunto imagem da fungao tangente

O dominio da funcdoy = tgx é R1={xeﬂ1|x%—%+k-n, cumkEZ},
O conjunto imagem da funcéo y = tg x é R, ou seja, Im(f) = IR.
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e Periodicidade e sinal da funcdo tangente

Veja a figura ao lado. Nela, o ponto L, € simétrico de
M com relagdo ao ponto O.

Notemos que, se AM mede x, entéio AL, mede x + .
Mas, apesar de terem medidas diferentes, esses arcos
possuem a mesma tangente, isto é, tg x = tg (x + w).

De modo geral, temos:

eixo dos \ eixo das
5enos langentes

. r'_l
 T11. 1)

A

tgx =tg(x + kn),comkEZ
Portanto, o periodo é n rad.

De modo geral:

Uma fungao do tipo y = tg (kx), com k #0,

tem periodo L rad.

k|

6.3.1 —- GRAFICO DA FUNCAO TANGENTE

eixo dos
COS58N0S

raio 1

Mesmo sabendo que a funcio tangente & periddica de periodo m, faremos x variar desde

0 até 27 rad.

Nessa primeira volta do ciclo, existem dois valores que xnéo pode assumir: x = - rad e
2

paralelo ao eixo das ordenadas. Observe a tabela:

3‘7!‘.- x o ol 7
=5 rad (ou seja, x = 90° e x = 270°), pois nesses dois casos 0 eixo das tangentes fica

% pad | ® | = 3n 3z | 3=
0 [I'-‘-.'x-f:z 2 2‘.‘:1‘:1’: 1 ﬂ{x<""2— —'2— —2—*::::’-:2?: 2n
tgx | 0 | crescede | ndo crescede |, 0 | crescede nio cresce de . 0
Opara +e | existe | —eo para0 Opara +e | existe | —oopara0

As informacdes contidas na tabela anterior permitem esbogar o grafico da funcgio

y = tg x chamada de tangentoide.
37\
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7 — RELAGOES ENTRE AS FUNCOES TRIGONOM ETRICAS

Ao estudarmos as razdes trigonométricas num tridngulo retingulo, vimos que, guandq x
representava a medida de um dos seus dngulos agudos, eram verdadeiras as seguintes afir-
sen x
cos x

E importante destacar aqui que a relagio sen’ x + cos’ x = 1 é verdadeira para qualquer
valor real de x, ndo importando se o tridngulo retdngulo existe oundo e nem importando se
x é positivo ou negativo.

macdes: sen’ x +cos’ x=letgx =

, - sen x
Também a relacdo tg x =———
cos X

cos x # (. .

é verdadeira para qualquer valor real de x desde que

= 2 2 .
Outras relacdes importantes sdo as que assoclam sec X COm tg"xe 2‘:'[5 que assoclam
cossec? x com cotg® x. Exprimindo o valor de sec” x em funcdo da tg" x e calculando

cossec” x, temos:

7. 2.
a 1 senx +cosx _ sen’ x pCOSET_SX g2y
sec” x = = - 2 2 2
cos” X cos® x cos” x s’x cos'x
. , , )
2 1 sen’ x +cos®x _ sem & COS X _ 4. ool
cossec’ ¥ = ——— = , == - g
sen” x sen” x ,sé x sen” X

Assim: sec® x = 1 + tg x e cossec’ x = 1 + cotg’ x )

Igualdades como essas, que sa0 verdadeiras para qua'isquer valores da variavel para os
quais as fungdes estdo definidas, 530 chamadas de 1den|1dade.s.

No quadro a seguir, temos um resumo das identidades ja vistas.

2 2 1 po y = SERLX
SEN X + COS X = £ 05 ¥
t te x 0S5 X
cotg X = co =
& tg x 8 sen x
y= 1
sec x = cossec x =
cos X sen x
2
1+tg’x =sec’ x 1 + cotg’ x = cossec” x
fl

7 — RESOLUGAO DE TRIANGULOS

Embora as razGes trigonométricas sejam definidas apenas em tridngulos reténgulos, é possivel

aplica-las também na resolugdo de tridngulos ndo retdngulos. Os teoremas a seguir mostram
como isso & feito.

7.1 — LEl DOS COSSENOS
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Sejam o, b e c as medidas dos lados de um tridngulo e & 2 medida do dngulo oposto ao lado
de medida a.

Mos trés casos acima, vale a relagdo: [ a*=pb*+ c? - 2bc+cos o j

7.2 — LEl DOS SENOS

Sendo AB = ¢, AC = b e BC = g as medidas dos lados de um
triangulo ABC, temaos:

em gque R € o raio da circunferéncia circunscrita ao tridngulo.

7.3 — CALCULO DA AREA DE UM TRIANGULO

Ja estudamos o célculo da drea de um trigngulo como a metade do produto da medida da
base pela medida da altura relativa a essa base. Neste item, o cdlculo dessa drea serd feito em
funco das medidas de dois lados e da medida do dngulo determinado por eles. O teorema a
sequir mostra como isso € feito,

- ~y
A area A de um trigngulo MNP, em que NM = a, NP = b &€ m(MNP) = a, é dada por:
A= l ab - sen o«
2
\
EXERCICIOS - 1

1) Determinar o valor de x na figura abaixo.

Resolugio
Pela lei dos cossenos:
*=3+8-2:3-8cos60°=

=>x3=9+64—48-%

LAT=A9=x=7
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2) Determinar o valor de x na figura abaixo.

Resolucdo
Pela lei dos cossenos: 42 = 22 + 4* — 2« 2+ 4 cos 120°
Lx=4+16— 16" (—%] =x*=128

Logo:x = 217
3)Determinar o valor do cos 0. na figura abaixo.

Resolucdo
Pela lei dos cossenos:
62=32+4—-2:3-4-coso=>
=36=9+ 16 — 24cos 0. = 24cos 0. = —11
Logo: cos @ = .

24

4) Determinar a medida x na figura:

Resolucdo
Aplicando a lei dos senos, temos:
x 10 il I 10
send0®  =nds” 1 2
27 2

x=5J2
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% Calcular a 4rea de cada um dos triangulos:

d) Toda corda de um circulo divide-o em duas partes
chamadas de “segmentos circulares” Calcule a drea
do segmento circular azul-escuro no circulo de
centro O, a seguir:

6} Para calcular a distincia entre um ponto A de uma
praia e uma ilhota B, um observador afastou-se
30 m de A, sobre a reta AB até o ponto C, e depois
caminhou 200m em linha reta até o ponto D, con-
forme mostra a figura. A seguir, mediu os dngulos
DEB e BOC obtendo, respectivamente, E0felln8
Adotando-se a aproximagio ==rl002=0,9%  qual é
a distincia entre 4 e 87



EXERCICIOS - 2

1) Calcule a medida x indicada nas figuras abaixo:

8cm

2) Calcule a medida x indicada nas figuras abaixo:

10m

3) No mapeamento de uma regido, uma top4-
grafa posicionou-se em um ponto A e visou
um ponto B, a 4 km de A; a seguir visou um
ponto C, a 8 km de A, tal que m(CAB) = 60"
Calcule a disténcia entre os pontos Be C.

#No tridngulo ABC representado abaixo, sdo dados
AC =20 cme cos o = 06. Calcule a medida x do
lado AB.

44

5)Determine a medida ¢ do dngulo agudo no triin-
gulo a seguir. 45°

6) Para calcular a distincia entre wm ponto A de uma
praia e uma ilhota B, um observador afastou-se
30 m de A, sobre a reta AB até o ponto C, e depois
caminhou 100 m em linha reta até o ponto D, con-
forme mostra a figura. A seguir, mediu os dngulos
DCB e BDC obtendo, respectivamente, 40° e 1107,
Adotando-se a aproximagfio sen 110° = 0,94, qual é
a distincia entre A e B? 158 m

7 Calcule a drea de cada um dos tridngulos:

5V3 cm

4cm
Toda corda de um circulo divide-o em duas partes
chamadas de “segmentos circulares” Calcule a drea
do segmento circular azul-escurc no circulo de
centro O, a seguir: (15z — 9) an?




1) Calcular o valor da expressio:
sen180° + cos180° — sen 270°

E= .
5en90° + cos 360°

2) Calcule o valor de cos @, sabendo que sen o = —%

eque‘n::‘:[x{ S—E —£
2 3

B)Calecular:
a) cotg30° b) sec 180° ¢) cossec90°
Resolucdo
V3
s o cos 30 o
kg 30° = =—= -3
a) cotg sen 30° 1 )
2
et 1
b} sec 180" = cos 180° = 1
¢) cossec 90° = ! 1 1
sen 90° 1

4) Calcular sen 75°.
Resolucdo

O arco de 75" é a soma dos arcos notdveis de 45° e 30°. Assim, temos:

sen75” = sen (45° + 30°) = sen 45° » cos 30° + sen 30° » cos 45" =
VLB LI VI 4T

2 2 2.2 4 4 4

5)Calcular de 15°.

6)Sabendo que sen x = 3 e que X <x<n,
calcular sen 2x. 3 2

Sabemos que: sen 2x = 2 - sen x * cos x; logo, para
esse calculo necessitamos do valor de cos x.
Pela relacio fundamental sen® x + cos’x = 1,
temos: .

2
[%J teoogfx=1=

=:,{:051x= 1- i = E
25 25
LED5x = ii
5

Como x é um arco do 22 quadrante, temos:

g
COEX = ——
5

7)Sabendo que cos x = %, calcular cos 2x.

Resolucao

Sabemos que: cos 2x = cos®x — sen®x
Substituindo sen® x por (1 — cos® x), temos:
cos2x=cos’x — (1 —cos®x) =2-cosx — 1
Assim:

2
:os?x=2-[l] -1
3

Lcos2x= ﬁ-?-

9

8) Sendo tg x = 5, calcule tg 2x.

Resolucdo
2-fgx 2-5 10
tg2x = = =—
g I—-tg*x 1-5° 24
Portanto: tg 2x = —i
12

9) Sabendo que tg o = 0,4, calcule a medida do seg-
mento AD na figura seguinte:

[

o

{Sugestdo: Use o teorema do dngulo externo de um
trifingulo.) 3,15



1)Calcule o valor numérico da expressao:

g = Senx —cos2x + cos3x

para x = 90°
sen 3x — cos x

Resp: -2

1 b
2) Dado quesen 0. = 5 com ‘E < o< 7, caleular o

valor de cos .

3) Calcular:

a) cotg 45°, b) sec 150°,

4) Calcule cos 75°.

5) Calcule sen 15°.

c) cossec 27(

o

46

6) Sabendo que sen x = —% e que

T<x= %,calc:ulesenlxecﬂsh.

119

(]
cos 2x = Te0

Resp: sen 2x = %;

7) Dado tg x = 3, calcule tg 2x.

R . _3
esp -

8) Um helicoptero, que decola verticalmente a partir de
um ponto A de uma pista plana e horizontal, é obser-
vado de um ponto B da pista, localizado a 28 m de A.
Ao subir 21 m, até um ponto C, o heliciptero é visto
sob um ingulo de medida o com a pista; e, quando
atinge um ponto [, é visto sob um angulo de medida
20, conforme a figura abaixo. A que altura, em relagio
& pista, estd o helicéptero ao atingir o ponto D?
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