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Part I
Introducao

Embora a Mecéanica Cléssica seja uma das disciplinas mais antigas da Fisica, os
conceitos e metddos introduzidos na Mecénica Classica formam uma base essencial
para o estudo mais avancado, mesmo para a drea de Fisica Moderna. Por exemplo,
nao seria possivel falar sobre o procedimento de quantizacao sem nocao sobre os
conceitos basicos da estrutura Hamiltoniana da Mecénica. Ao mesmo tempo, na
drea, da Mecanica Cldssica propriamente dito hd muitos desenvolvimentos com-
pletamente novos e, portanto, existem e estao surgindo muitos problemas funda-
mentais nao resolvidos. Desta forma, ao contrdrio do que o nome diz, a Mecdnica
Classica continua sendo uma das dreas de pesquisa de ponta mais importantes.
Os estudos sobre sistemas nao lineares, fenomémenos caéticos, fractais, etc. sao
destes exemplos.

Um dos objetivos principais deste curso de Mecanica Classica é introduzir
varios métodos matematicos para tratar certa classe de sistemas fisicos que sao
governados pelas leis de Newton. Na verdade, quase todos os fendmenos que obser-



vamos em torno de nés sao governados pelas leis de Newton. Assim, na Mecéanica,
usualmente tratamos apenas sistemas fiscos nos quais a lei de Newton por si é o
tnico elemento dindmico necessédrio para compreender seu comportamento. Isto
é, nao tratamos fendmenos que envolvem as propriedades da matéria, a origem da
natureza da interagao, os fendmenos eletromagnéticos, etc.

Um outro ponto fundamental que gostaria de enfatizar neste curso, além do
aspecto técnico-académico da matéria, é que a estrutura da Mecanica Cléssica é
um excelente exemplo para ilustrar o método cientifico utilizado na Fisica, que
¢ fundamental nos estudos da ciéncia em geral. Neste sentido, antes de iniciar o
curso, vamos refletir um pouco sobre o que é a Ciéncia, o que é o método cientifico,
e até, porque estudamos Ciéncia.

1. Ciéncia e Método Cientifico

O que distingue um estudo cientifico de uma ficcao cientifica? Devem existir
varios fatores. Mas, um dos mais fundamentais é que, enquanto uma ficcao cien-
tifica se propoe a curtir a imaginacao sem compromisso, a Ciéncia assume uma
responsabilidade sobre suas afirmacées. E claro, uma afirmacio cientifica pode
ter sua origem na imaginagao ou na criatividade. Mas, o que distingue a Ciéncia
de uma ficcao cientifica é que uma afirmacao cientifica deve, no final das contas,
ser sempre confrontada pelos fatos observacionais de forma universal.

Uma afirmacao cientifica nao é apenas afirmacao sem base, mas deve ser posta
como uma conclusao inevitavel baseada numa série de raciocinios logicos e obser-
vacoes experimentais. Neste sentido, se uma afirmagao cientifica contradiz o fato
observacional, entao a origem desta contradicao deve ser investigada mais cuida-
dosamente. Esta descrepancia tem como origem, por exemplo, a interpretacao
dos dados, ou a suposicao inicial do modelo, ou até o préprio principio que foi
utilizado. Muitas vezes, o que traz um novo salto no desenvolvimento da Ciéncia é
justamente esta discrepéncia entre uma previsao tedrica e os dados observacionais.
Em outras palavras, nos sempre aprendemos muito pelos erros. Mas para isto,
devemos sempre deixar bem claro a origem do erro.

Um outro aspecto importante é que uma afirmacao cientifica deve ser universal.
O que quer dizer que uma afirmacao é considerada universal? Naturalmente a tal
afirmacao deve ter uma sequéncia de raciocinios légicos universalmente aceitos.
Ou seja, deve ser expressa numa liguagem légica universal. No mundo das Ciéncias
Exatas, esta linguagem é a matemdtica. Um dos objetivos bdsicos do estudo
de Fisica é expressar matematicamente as leis que governam os fenomenos da



Natureza na sua forma mais geral possivel.

Os fenomenos da Naturaza sao infinitamente variados e as vezes extremamente
complexos. A Fisica busca uma descricao dos fendmenos em que esta complex-
idade possa ser entendida como combinagoes de certas leis bem mais simples.
Uma vez aceita essa posicao, o que devemos descobrir ¢ a lei universal por tréaz
dos fendmenos aparentemente complexos. S6 que as aparéncias dos fendmenos sao
também extremamente variadas e, portanto, a tentativa nao organizada de estu-
dar um determinado fendbmeno nao é produtiva. Além disto, as vezes, as novas
leis descobertas nao necessariamente tém uma interpretagao simples, nem compre-
hensivel. Como podemos construir uma lei fundamental atraz de um conjunto de
fendmenos completamente fora do conceito estabelecido? Deve haver um método
sistematico. Este método é em geral chamado o método cientifico.

Podemos dividir este método cientifico em trés fases. A primeira fase é de
observagoes organizadas para extrair certas regras sistemdticas que existem entre
os dados. Uma sistemdtica entre dados observacionais é referida como uma lei
empirica. Para uma classe de fendmenos podemos estabelecer varias leis empiri-
cas. Em geral, estas leis devem ser expressas quantitativamente na linguagem
matemadtica. Estas leis empiricas nao necessariamente sao todas independentes.
Algumas leis empiricas para uma determinada classe de fendmenos podem ser
reduzidas a outras leis empiricas com a introducao de hipéteses ou idéias simplifi-
cadoras. Este processo seria a segunda fase do estudo, onde tentamos organizar as
leis empiricas utilizando modelos para o sistema em estudo e buscamos as leis mais
fundamentais possiveis. Esta segunda fase é as vezes chamada de fenomenologia.
Quando estabelecemos a lei mais fundamental possivel e tendo uma imagem do
sistema (modelo), podemos entdo extrapolar esta teoria fenomenoldgica e fazer
previsoes sobre o comportamento do sistema numa condi¢ao que ainda nao tenha
sido testada. Isto induz uma nova drea de pesquisa experimental, estimulando
o desenvolvimento de métodos tecnoldgicos. Ao mesmo tempo, do lado tedrico,
a abstracao ou generalizacao da teoria fenomonoldgica pode ser introduzida, que
eventualmente unifica vérios modelos distintos ou conflitantes. Nesta terceira fase,
¢ fundamental encontrar um novo campo de fendmenos onde o sistema em estudo
ou a lei obtida nas fases anteriores manifeste-se de forma inteiramente diferente
daquelas até entao conhecidas. Como consequéncia desta terceira fase, junto com
os desenvolvimentos tecnoldgicos estimulados, em geral sao induzidas novas de-
scobertas e novos fendbmenos. Para estes, iniciamos novamente a primeira fase de
analise empirica, s6 que com um novo horizonte de conhecimento comparado com
a etapa anterior. Este é o processo de desenvolvimento da Ciéncia. Por exemplo,



na drea da Mecénica, o recém desenvolemento do estudo sobre sistemas nao lin-
eares deve essencialmente no desenvolvimento de computadores. Em particular,
quando encontramos uma contradi¢ao insolivel entre as conclusoes obtidas nestes
processos, pode surgir um conceito completamente novo que englobe de uma forma
natural os dois conceitos contraditorios. Este novo conceito estd certamente em
um nivel superior que dificilmente teria sido alcancado sem se ter explicitado o
conflito fatal dos conceitos anteriores. O surgimento da Mecénica Quéantica ¢ um
excelente exemplo desta dialética cientifica.

Naturalmente, as trés fases nao necessariamente sao claramente distinguiveis
uma da outra, e nem sempre cronologicamente ordenadas. As vezes, novas idéias
ou fendémenos podem surgir sem nenhuma correlacao com estudos bésicos tra-
balhosos. Mas estas sao excegoes e, via de regra, o metédo sistemdtico acima é
fundamental para o real e seguro desenvolvimento da pesquisa cientifica. Desta
forma, vemos claramente que o que é mais importante no estudo de Ciéncia é
o processo de encadeamento das idéias utilizadas para resolver um determinado
problema e nao os resultados individuais.

Assim, o estudo da Fisica, ou da Ciéncia em geral, nunca deve ser encarado
como o de simplesmente adquirir conhecimentos enciclopédicos sobre fatos, re-
sultados ou teoremas. O estudo da Fisica exige aprendiz a dada metodologia e
o processo de desenvolvimento de raciocinio. Os leitores devem ser bem cientes
do fato de que os problemas tratados num curso como este sao meros exemplos
utilizados so6 para ilustrar esta metodologia e o processo de desenvolvimento de
raciocineo. Saber apenas os resultados de certos problemas sem saber reconstituir
sua sequéncia légica e métodos utilizados serd completamente imitil. Neste curso,
enfatizaremos este ponto. Assim, os estudantes deste curso deve encarar os exerci-
cios nao como problema isolado mas uma ilustracao de idéias. Serd recomendado
que o leitor procure sempre exemplos andlogos ou contra-exemplos do problema
proposta.

2. Conceito de Modelo - Simplificacao, Idealizacao, Abstracao

Na segao anterior, mencionamos modelos cientificos. O que é um modelo cienti-
fico? Por exemplo, suponhamos que queremos estudar o movimento da Terra em
torno do Sol. Neste caso, estamos acustomados a pensar em uma massa pontif-
orme Mre., girando em torno de um ponto com a massa do Sol, Mg, fixo no
centro. Obviamente, esta imagem é uma simplificacao e, portanto, uma aproxi-
macao. Quais fatores fisicos deveriam ser considerados para descrigao mais precisa



do movimento da Terra? Existem varios, tais como: a presenca de outros plan-
etas, a presenca da Lua, o tamanho finito da Terra e do Sol, 0 movimento do
Sol, a rotagdo da Terra, a nao rigidez da Terra (efeito de maré), etc, etc... Para
cada aspecto, devemos introduzir as quantidades matemadticas para descrevé-lo
quantitativamente. Mas, neste exemplo, a imagem do Sol fixo no centro e a Terra
como uma massa puntiforme que se move em sua volta parece ser, intuitivamente,
aceitdvel como primeira aproximagao. Nesta imagem, apenas o vetor de posicao
da Terra em relagao ao Sol precisa ser especificado para a resolugao do problema.

Introduzir a simplificacdo (aproximacao) adequada para tratar um determi-
nado problema é muito importante para identificar o(s) parametro(s) principal(is)
do problema. Uma imagem aproximada de um sistema introduzida intencional-
mente a fim de identificar o(s) aspecto(s) mais relevante(s) dos fenémenos é
chamado de modelo. Um modelo é um espécie de caricatura que representa um ou
alguns aspectos do sistema fisico para especificar os graus de liberdades relevantes.
Assim, um determinado modelo para um sistema nao necessariamente representa
todas as propriedades deste sistema. Dependendo da complexidade do sistema é
necessario e, até melhor, introduzir modelos diferentes para representar aspectos
distintos do sistema. Uma nova visao, ou uma nova dimensao nas idéias, pode
surgir dentro dos esforgos para unificar vdrios modelos distintos atribuidos a um
dado sistema. Assim, um modelo e sua representacao matemdtica servem como
um meio de abstracao dos componentes essenciais da natureza do problema.

Por outro lado, um modelo nao é apenas uma caricatura. Um modelo deve
representar a realidade fielmente dentro de suas limitagoes e, portanto, deve ter
o poder de previsao. Note que a palavra “fielmente” acima nao necessariamente
significa “exatamente”. Dentro de um modelo cientifico vélido, as relagoes entre
quantidades observadas devem ser representadas corretamente. No sentido amplo,
qualquer descricao matematica de um determinado sistema é um modelo. Quando
um modelo deste tipo tem poder de descrever todas as propriedades do sistema,
aceitamos o modelo como representacao da realidade. Por exemplo, o Modelo
Padrao para descricao de interacoes entre particulas elementares tem atingido
um nivel de sucesso bastante elevado de forma tal que este modelo é atualmente
considerado a representacao correta da natureza, até que se prove o contrdrio com
experiéncias a serem realizadas.



3. Importancia da Linguagem Universal -Matematica

Para validar uma teoria fisica, devemos confrontar as previsoes desta teoria com
os dados experimentais. A ciéncia exige que a confrontacao seja feita nao apenas
qualitativamente, mas quantitativamente. Este é o aspecto fundamental da ciéncia
moderna.

Por exemplo, na epoca AD140, o astronomo da Alexandria, Ptolomeu esta-
beleceu um conceito que é conhecido como o Sistema de Ptolomeu no qual os
movimentos dos planetas (e do Sol) seriam explicados basicamente por uma com-
binacao de dois movimentos circulares uniformes. A filosofia por trdz disto é
uma crenca de que o movimento circular uniforme tem harmonia e, portanto, os
movimentos dos planetas devem obedecer esta regra. O principio inicial era um
dogma e nao uma lei empirica. Este tipo de pensamento dogmético muitas vezes
dificulta o caminho de encontrar o principio real. O pior foi que este sistema
funciona razoavelmente. Mesmo o Thyco-Brahe e o Kepler (Johanes Kepler) que
perceberam as falhas deste sistema Ptolemeu, nao se conseguiu librar da imagem
dos conceitos dogmaticos. O trabalho do Galileo (Galileo Galilei 1564-1642) foi
fundamental para a implementagao das bases da Ciéncia moderna, onde buscamos
as leis da Natureza baseados somente nos fatos observaveis e rejeitamos qualquer
imposicao dogmatica como ponto de partida. Foi o primeiro enfatizou explicita-
mente o uso de experimentos como o meio fundamental para verificar hipdteses
ou idéias. Assim, nao deve haver dogmas, mas hipotese de trabalho.

Para expressar qualquer idéia, precisamos de uma linguagem. A linguagem que
expressa os fatos observaveis numa sequéncia légica é a matematica. Note que a
matemdtica em si nao necessariamente reflete os fendmenos da Natureza. Ela é
uma linguagem que trata dos relacionamentos légicos entre diferentes afirmagoes.
Pode acontecer que a matemdtica pode concluir uma afirmacao nao é real se o
ponto de partida nao tem compromisso com o fendmeno real.

Em geral, os dados observados sao conjuntos de nimeros. Na Fisica, utilizamos
os modelos para encaixar estes dados numa sequéncia de 16gica matematica. Uma
vez expressos os fatos observados numa forma matematica, podemos extrapolar a
idéia dentro do racocinio légico da matematica. As conclusoes obtidas desta forma
serao universais no sentido de nao depender de quem utilizou esta linguagem.
Nas linguagens comuns, nao é ficil de garantir este aspecto. Descricoes feita em
uma linguagem comum dependem muito da pessoa e do modo que a utiliza. Na
verdade, este aspecto de subjetividade numa lingua é fundamental na literatura.
Mas a linguagem para expressar uma lei da natureza nao deve depender da forma
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como esta linguagem ¢ utilizada. Deve expressar puramente as ligagoes l6gicas
entre afirmacoes’.

Um outro aspecto importante da linguagem matemaética é a precisao e o poder
de quantificar as afirmacoes. Se ficdssemos satisfeitos apenas com argumentos
qualitativos baseados nas intui¢oes, nunca alcancarfamos o nivel da ciéncia de
hoje. Devemos também lembrar que, embora a intuicao seja um elemento muito
importante para compreensao, ela é as vezes bastante traidora. Por exemplo,
responda rapidamente o seguinte quebra-cabeca: “Suponha que existe um fio que
tem o comprimento certinho para fazer uma volta completa a Terra no equador
(cerca de 40.000 km). Naturalmente, utilizando um fio com comprimento um
pouco maior, teremos uma folga entre o fio e a superficie da Terra. Agora, se
este comprimento extra for de 1 (um) metro, a altura deste espaco entre o fio e
da Terra serd suficiente para que uma formiga passa (supondo que a Terra é uma
esfera ideal com superficie lisa e que seja possivel manter o espaco entre o fio e
a superficie constante em toda a volta) ?” E claro, fazendo uma conta simples,
podemos obter imediatamente a resposta correta, mas se dependesse somente da
intuicao, a maioria das pessoas ficariam na divida para responder esta questao
pela primeira vez. Este exemplo mostra que a intuicao nao ajuda muito mesmo
para uma questao tao simples e, imagine, nas situacoes mais complicadas.

Por outro lado, as intuigoes sao produtos de actimulo do nosso conhecimento
e das experiéncias de cada um. Isto significa que, quanto mais se treina e se
adquire experiéncia, o horizonte e a capacidade da intuicao aumentam. Sabemos
muito bem que a lingua materna ¢ melhor para apreciar a sutileza e beleza de um
texto literario ou uma poesia. Mas, dependendo de treino, podemos alcancar esta
capacidade em outras linguas. Desta forma, para entender o real significado das
leis da Natureza, devemos nos acostumar com o uso da matemdtica como uma
lingua materna. Considerando este aspecto didético, enfatizarei bastante o uso e
trainamento da matemadtica neste curso. Mas isto nao quer dizer que apenas as
contas que é importante. O objetivo mais importante é que saber expressar os
conceitos fisicos em termos de expressoes matematicas adequadas. Inversamente,
saber interpretar o significado de uma expressao matematica em termos de uma
imagem ffsica correspondente. Neste sentido, é fundamental se acustomar pensar
que, para cada etapa de uma deducao de uma férmula, sempre o significado do
cada resultado.

!Isto ndo quer dizer que os conceitos subjetivos ndo possam ser tratados em linguagem
matemadtica. Como tratar subjetividade numa linguagem cientifica é um dos assuntos de estudos
modernos.
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Part 11
Movimento Unidimensional

Neste capitulo, vamos fazer uma revisao da Equacao de Movimento de Newton,
isto é, a terceira lei, para os casos mais simples, ou seja os movimentos unidi-
mensionais. Vamos considerar o movimento unidemensional de uma particula
punteforme. Neste caso, a varidvel relevante seria a coordenada z da posiao. A
segunda lei de Newton relaciona a aceleracao, a massa e a forca através da equacao,

m—s = [, (3.1)

onde m é a massa da particula, f é a for¢ca que atua na particula. Quando a forca
f & conhecida, podemos utilizar esta equacao para determinar como a particula
se move em funao do tempo. Neste sentido, a segunda lei de Newton é chamada
de equacao de movimento.

4. Base Matematica

4.1. Equacao Diferencial Ordinaria

A Equacao de Movimento de Newton é apresentada na forma de uma equacao
diferencial, mais especificamente, de uma equacao diferencial ordinéria de segunda
ordem em relagao ao tempo. Aqui, vamos refletir sobre as equagoes diferenciais
ordindrias.

Uma equagao diferencial ordindria é uma equagao que relaciona uma fung¢ao
incognita, digamos x(t) e suas derivadas e a varidvel t. Com isto, podemos de-
terminar, em geral, a forma da fungdo » = x(t) quando especificada a condi¢ao
inicial. O propésito de uma equacgao diferencial é determinar a forma da funcao
x = x(t). Uma relagdo algébrica entre varidveis A, B, ..., X é expressa generica-
mente por

F(AB,C,..,X)=0, (4.1)

onde F' é uma certa funcao®. Consideramos aqui as equacoes diferenciais onde a

2Um exemplo de que a relacdo ndo ¢ algébrica é,

C(t)+ B(t) /OOO A(t)dt = 0.
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relacao entre as derivadas e a funcao é expressa em termos de relacao algébrica.
Assim, a forma mais geral de uma equacao diferencial que consideremaso tem a
forma;
dv d*z  d'x
T, —, =, .., ——, 1) = 0.
dt’ dt? dtm
Numa equacao diferencial, a ordem de derivada mais alta que aparece na equacao
é dita a ordem da equacao diferencial. Por exemplo, uma equacao difrencial da
forma,

P (4.2)

dv d*x
(xvavﬁat) 207 (43)

é a equacao diferencial de segunda ordem. Por exemplo, a equacao,

m [ dx

3 <E>2 +V(z)=E, (4.4)

onde m e F sao constantes e V' é uma fungao de x constitui uma equagao diferencial
de primeira ordem para z = x(t).

As equagbes, (4.2,4.3,4.4) sao as equagoes dadas na forma implicita. Em princi-
pio, podemos expressar as mesmas relacoes em termos de uma equacao explicita
para a derivada mais alta da equagdo. Por exemplo, a Eq.(4.4) pode ser escrita
como

dx 2
— =44/ —(FE — ) 4.
b2 v (1.5
A Eq.(4.2) pode, em principio, ser escrita como
d™x dr d*z A1z
ﬁ—f(l’,%,ﬁ,...,m,t) . (46)

Daqui por diante, consideramos a equagao diferencial na forma Eq.(4.6), sem
perder a generalidade. Isto é, a Eq.(4.6) é a forma mais geral da equagao diferencial
de ordem n.

Uma equacao diferencial de ordem n é dita linear quando tem a forma,

d™x dx dx a1z

- = at)z+a(t) o +ax(t) o+ (t) oo b)) (47)
= S 4t Cgtf +b(t), (4.8)

(2

Il
=)
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isto é, a derivada mais alta da equacao é expressa em termos de uma combinacao
linear de derivadas mais baixas® com coeficientes que dependem apenas em t. Ou
seja, os coeficientes sao fungoes conhecidas de t. Em particular, quando b = 0
nesta equacao, a equacao ¢é dita homogénea.

Podemos provar facilmente o seguinte teorema:

Teorema: Sejam x1(t) e xo(t) duas solugdes de uma equacao diferencial linear
homogénea . Entao sua combinagao linear com os coeficentes constantes,

x () = 11 (t) + caza(t)
¢ também uma solugao.

Prova: Seja a equacao diferencial expressa por

d'x dx d*x A1z
% —@0(15)1'4’@1( )a—i‘ag(t) di2 + - 1<t)m (49)
Se x1(t) e xa(t) s@o solugdes, entao,
d"xy dxq d?x4 d" 1oy
din = ag(t)$1+(11( )%—Fag(t)ﬁ—l—an ( ) dpn-1 ,(4 10)
dnl’g dZL’Q d2I2 dr— 11’2
dir = Clg(t) T2 + 0/1( ) dt + GQ(t) a2 + - a/nfl(t) W (411)

Multiplicando ¢; e ¢; nas Eq.(4.10) e Eq.(4.11), respectivamente, e adicio-
nando ambos os lados, temos

d"x; n d"xo ( n )+ n dn Iy + dn_ll’g
c Cco—— = ag (121 + o o c ,
1 g 2 0 (171 + cawo \aZmT Tegmt
ou seja,
d"x dx A’z d 1z
27— anlt — e () ——,
g~ @Bzt alt) ot alt) Zg + () o
com

= c121(t) + caza(t).

Portanto, © = c¢yx1(t) 4 co2(t) satisfaz a equagao diferencial, ou seja, ¢ uma
solucao da equagao. Assim, uma combinacao linear das duas solucoes é uma
solucao.

3 Aqui, convencionamos que
d’z
dt®
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Quando a dindmica de um sistema é escrita em termos de uma equacao difer-
encial linear, entao um estado de movimento deste sistema pode ser expressa
como a superposicao de outros dois estados diferentes. Este fato é dito a lei de
superposicao.

Exercicio: Verifique que para a Eq.(4.5) se a lei da superposigao das solugoes é
véalida ou nao.

4.2. Equacao Linear de Primeira Ordem

A forma mais simples de uma equacao diferencial é a equacao diferencial linear
de primeira ordem e tem a seguinte forma:

Cé—f =p(t)x + q(t), (4.12)

onde p e q sao fungoes de t.
Para obter uma solucao, vamos considerar primeiramente o caso mais simples
desta equagao. Suponhamos que ¢ = 0 ou seja, a equagao ¢ homogénea.

dx

i p(t)z.
Neste caso, temos a solucao imediatamente
dx
o =p (1) dt,
e, portanto,
z(t) = C el (4.13)
onde C' é o valor do x para t = t.
Agora, vamos considerar o caso ¢ = ¢(t) # 0. Neste caso, um método

conhecido é utilizar a forma da solucao da equagao homogénea, mas colocamos
C = C(t). O motivo deste pensamento ¢ que, sabendo a forma da Eq.(4.13)
resolva a Eq.(4.12) quando ¢ = 0, esperamos que esta forma pelo menos deve
cancelar o termo de p (¢) . Temos de fato,

de dC gt panar T p(t)a
a - a +Cp(t)et
dC 1t oy e
Tt elo P 4 p(t) a.
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Entao, substituindo esta tltima em

dx
— =plt t
L bl + qlt)
vejamos que o termo p (t) x se cancela, tendo

d t / /
d_feft(’ O = q(t).

Ou, equivalentemente,

d _ [t 1\ 4!
d_(; = q(t)e T,

Integrando em ¢, temos

t " N
c)= [ e O 1
t

0

onde Cy é o valor do C' quando t = ty. Finalmente, temos

t t!! 1 4! t 1 4!
z(t) = {/ dt” q(t")e S PO L Oy | elio PN (4.14)
t

0

Exercicio: Verifique que a Eq.(4.14) ¢ a solugdo da Eq.(4.12) diretamente pela
substituigao.

Assim, a equacao diferencial linear de primeira ordem pode ser obtida explici-
tamente na forma de uma integral. Isto nao quer dizer que a forma da funcao
é expressa analiticamente em termos de uma funcao conhecida de t, mas é sufi-
ciente para explicitar a sua dependencia em ¢t em termos de quadratura (integrais
de fungoes).

4.3. Expansao em Série de Taylor de Uma Fungao

Numa andlise de propriedade de uma funcao, um conceito fundamental é a ex-
pansao em série de Taylor de uma funcao. Seja f = f(x) uma fungdo arbitréria,
continua e suave. Gostarfamos de estudar o comportamento desta fungao em
torno de um certo ponto fixo, digamos r = xy. Naturalmente o valor da funcao
no ponto x = zo é f(xp). Queremos saber como o valor da fungao varia quando
x = xg + 0x, onde dx é uma quantidade bem pequena.

16



Para estudar este problema, vamos ver a figura abaixo.

y=f(x0) + f’(xo) (x-xo)

/
\XO X
Fig.1
A reta indicada é a reta tangente desta fun¢ao no ponto x = zy. Aqui,
df
!/
xg) = —
flwo) = - .

é a derivada no ponto z = xy. Esta figura mostra que, quando x é muito préximo
do g, a reta tangente praticamente coincide com a func¢ao f(z) em si. Isto é,

f(&) = f(xo) + ['(x0) (¢ — o),

ou seja

f(xo+dz) = f(xo) + [ (o) 0. (4.15)

Exercicio: Calcule o erro da expressao (4.15) nos seguintes casos:

1.

f(z) =exp(x), v9g =0, dx =0.2
2.

f(z) = cos(z), v =0, dx =0.2
3.

f(z) =sin(z), g =0, dx =0.2
4.

f(z) =sin(x), zg =0, 0x =0.5
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Vejamos que, de fato, a aproximacao (4.15) é bastante boa enquanto dx é pe-
queno. Mas, naturalmente a aproximagao vai piorando na medida que dx se torna
maior. Para melhorar a aproximacao, podemos incluir a dependéncia quadrética
em 0 como

f(xo+62) =~ fo+ f(x0)0x + C (6x)°, (4.16)

onde C' é uma constante a ser determindada. Naturalmente esta expressao ainda
¢ uma aproximagao e nao ¢ possivel que os dois lados se tornem idénticos como
fungao de dx. Por outro lado, a aproximacao linear (Eq.(4.15, ou os primeiros dois
termos da Eq.(4.9) acima) ja ajustava a curva no ponto x = x até a derivada.
Assim, para melhorar aproximagao em torno de r = 1z, é interessante que o
ultimo termo na Eq.(4.9) ajustasse a segunda derivada da curva no ponto x = xy.

Temos de( 5 )

o+ 0x "

| = e
e
d2 / 2
W (fo + f (1‘0)51‘ + 0(51‘) ) = 2C.
Escolhendo 1
C= §f”($0),
temos 1
f(wo +62) = fo + f'(w0)dx + 5 f"(0) (6z) (4.17)

como uma aproximacao melhor que a Eq.(4.15).
Exercicio: Calcule o erro da expressao (4.17) nos casos do Exercicio anterior.

Note que o termo quadrético em dx decresce rapidamente comparado com o
termo linear. Por exemplo, se dx = 0.1, ((5x)2 = 0,01, mas se éx = 0.001, entao
(6z)* = 0.000001, etc.

O procedimento acima sugere que podemos ir melhorando a aproximacao até
obtermos uma expressao polinomial em dx que seja idéntica & funcao original.
Vamos entao por

Flao+87) = fort £ (z0)6r 45 £ (w0) (52 + e (60)° +a (52)' 4+ -+ (62)" 4+
(4.18)
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Os coeficientes ¢;s podem ser determinados requerendo que todas as derivadas em
relacao a dx dos dois lados no ponto dx = 0 devem coincidir. Por exemplo, para
a terceira derivada no ponto dx = 0 do lado esquerdo fica

3

dox3

f(xo + o) = " (x0),

dx=0
no entanto, o lado direito fica
3-2- Cs,
e portanto, temos
1
C3 = 31 ®) (o), (4.19)

onde f(™ (x0) representa a n—esima derivada no ponto zy. Em geral,

Cn = af(”) (o) - (4.20)

Assim, temos

flao+02) = fot oo f @)ox + o (o) (60 4+ 4 - (wo) (5a)" + -

=1
= Z —'f(”)(a:o) oz". (4.21)
“—n!
Podemos escrever tambem como

F (2) = F (@o)+33/(50) (2 20)43(20) (2 = 0)* =+ £ (z0) (= )"+

A expressao acima é conhecida como a expansao em série de Taylor da funcao
f(z) em torno de x = x.

Exercicio: Obtenha as séries de Taylor nos seguintes casos:

1.

sin(x), cos(z), €*

em torno de z = 0.

2. As mesmas fungbes em torno de z = 7/2.
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In(1 — x)
em torno de z = 0.
4.
1
l1—2z
em torno de z = 0.
Exercicio: Verifique se as relagoes,
d .
—sinx = coszx
dx ’
d cosxr =— sinx
dx a ’
T odx
= —In(1-—
/0 1 — 7 n( x)?

sao validas nas séries de Taylor correspondentes.

Exercicio: Prove que

T 1 .
/0 e dr =tan™ "z, (4.22)

e usando a férmula acima, obtenha a expansao de Taylor da funcao

tan ' x (4.23)

em torno de x = 0.

Quando a variacao de z, dx for pequena, como vimos, podemos truncar a série
de Taylor dentro de uma aproximagao desejada. O truncamento de série de Taylor
em certa ordem de dz, digamos n = 2, é

Flao +62) = fo+ 317/ (0)dz + o " (x0) (52)° + O(5%),

onde O (623) significa “da ordem de §z* ”, mostrando que os termos desprezados
nao passam de uma quantidade pequena da ordem superior de dz3. Ou seja, se

dz = 0.01, o termo de correcao seria da ordem de 107,
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4.3.1. Raio de Convergéncia

A série de Taylor pode nao convergir. Por exemplo, a série de Taylor,

1
1—:1+x+x2—|—x3+--- (4.24)
— X

nao é valida para |z| > 1.

Exercicio: Calcule os dois lados da Eq.(4.24) para os valores de z = 0.1, = = —2,
exr =2.

Para uma dada série, o dominio de varidvel para o qual a série converge é
chamado de raio de convergéncia. No exemplo do exercicio acima, o raio da
convergéncia da série da Eq.(4.24) é |z] = 1. Os raios de convergéncia das séries
de Taylor para sin (x), cos(z) e exp(z) s@o infinitas, ou seja, a série converge para
qualquer valor de z.

4.3.2. Varidvel complexa

Vamos ver um exemplo interessante da aplicagao de série de Taylor. J4 sabemos
que

1 1 1

sin (z) = $—§$3+§$5—ﬁx7+---
1 1

cos(x) = 1—§x2+$x4—@x6+

z __ 1 1 2 3 1 4
e _1+ﬂ2+52 +§Z +EZ

Em particular, se

na ultima expressao, temos

; ) 1 1 1 1
e’ =1+1ir— ng - Zix?’ + ax‘l +zax5 +e (4.25)

A inspecao das expressoes acima mostra que vale a segunte relacao:
€' = cos (z) +isin (z). (4.26)
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Esta é conhecida como a relagao de Euler, e é extremamente 1itil para tratar as
funcgoes trigonométricas. Por exemplo,

ot oly — pilaty)
= cos(z+y)+isin(zr+y). (4.27)
mas
e’ . e¥ = (cosz+isinz)(cosy +isiny)

= coszcosy —sinzsiny + i (sinxcosy + coswsiny)  (4.28)

Igualando as partes reais e imagindrias das equagoes (4.26) e (4.27), temos as
férmulas de adicao,

cos(x +y) = coszcosy —sinxsiny,

sin(x+y) = sinzcosy+ coszsiny.

Podemos obter a inversa da Eq.(4.26) como

eix + efir
cos(x) = —
) eix e—z‘a:
sin(z) = 5

Exercicio: Prove as relacoes acima.
Exercicio: Obtenha a férmula que expressa
sin 3x

em termos de polindmio de sin (x) e cos ().

4.3.3. Forma polar de niimeros complexos

A relacao de Euler pode ser utilizada para expressar um nidmero complexo na
forma polar. Seja
z=x+ 1y

um nimero complexo, sendo x e y reais. Podemos sempre escrever,

:W{

+ )
$2+y2 L x2+y2}
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Se considerarmos um ponto (z,y) no plano XY, podemos identificar as quanti-
dades /2% + 42, z/\/2% + 2, e y//22 + y2 por

VIR = x

__r  _ cos 0,
Var+y?
i = sind,

onde r é a distancia entre o ponto (z,y) e a origem, e # é o angulo entre o eixo X
e o vetor da posicao. Assim,

z = r(cosf+isinf)
= re'.
A 1ltima forma é dita a representacao polar de um nimero complexo.

Exercicio: Obtenha as representagoes polares dos seguintes nimeros complexos:

1.
21 =141iV3,
2.
o = 1+ i,

3.

2122,
4.

21

22.

4.4. Equagao Diferencial Ordindria de Primeira Ordem (Geral)

Uma equagao diferencial ordindria de primeira ordem em geral tem a forma,

dx

onde f é uma fungao de t e x. O objetivo da equagao diferencial é encontrar a
funcao que satisfaz esta relacao. Em geral, ndo hd método analitico geral para
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se obter a solugao, mas, isto nao significa que nao exista solugcao. Pelo contrério,
se a funcdo f e sua derivada parcial, 0f/0z forem continuas em torno do ponto
(to, o) (chamada de Condigao de Lipschitz), é garantida a existéncia e unicidade
da solugao da Eq.(4.29) para uma dada condicao inicial z = zg para t = {.

Podemos entender a equagao diferencial como um exercicio de série de Taylor.
Seja x = z(t) a solugao procurada. Pela condicao inicial, temos

x (to) = xo.
Agora, pela série de Taylor,
z(to + 0t) = 3o + 2/ (to) 0t + O(51?).
Mas da Eq.(4.29),
' (to) = f(to, o)

é uma quantidade calculdvel, uma vez sabemos os valores de ty e xg. Assim,

Para 4t suficientemente pequena, a expressao acima pode ser utilizada para obter
o valor de x no ponto t =ty + dt. Em geral, este procedimento pode ser repetido
para obter o valor de x = x(t + kdt) pelo processo iterativo,

Ty = Tp—1 + f(tk_l, $k_1)(5t, k=1,2,... (431)

Ccom
th = tp_1 + OL. (4.32)

O método iterativo acima ¢é conhecido como o método de Euler.

Exercicio: Obtenha, pelo método de Euler, a solugao aproximada da equagao,

dv .
dt
com a condi¢ao inicial, t = 0, x(0) = 1, 6t = 0.1, até t = 1. Compare o seu
resultado com a solucao exata.
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5. Problemas

1. Fatorize as seguintes expressoes.

a® + b
a® —b"
at + a?v® + vt

2. Para um polinémio de ordem n,

fn(l.) = C +car+---+ Cnxna
se

entao, podemos fatorizar f,(z) por
fn(x) = (2 — a) foa(2)

onde f,_1(z) é um polindomio de ordem n — 1. Podemos construir f, ()

pela divisao,

fo1(x) = ful2)/(x = a).

Fatorize as seguintes funcgoes:
flz) =2 — 42+ 92— 6

fz) =

32t — 92 + 52 + 7w — 10
3. Seja y = ax? + bx + c.

1. Sejam « e [ os raizes de

y = 0.
Mostre que
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2. Prove que a condicao suficiente e necessdria para ter duas raizes posi-
tivos é expressa por

ab <0, ac>0, D="b*—4ac>0.

3. Prove que a condicao suficiente e necesséria para ter uma raiz positiva,
e outra negativa é
ac < 0.

4. Prove que
a® 4+ b* 4+ +ab + be + ca > 0.

4. Esboce os grificos das seguintes fungoes.

1.
y=ax + b,
2.
y=azr®+bx+c
3.
y=ax® +bx’ +cr+d
4.
= +b ,
y=ar + dr + e
5.
B 1
y= (x —a)?+0b%
6.
a b
Yy=—- + R
T oz
7.
y = Cveaerb7
8.
y = Ceaavz—l—bx—‘rc
9.
B 1
y= eaw+b + ]_
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5. Obtenha as expansoes em série de Taylor das seguintes fungoes em torno de
x=0.

1.
fla) =",

2.

J(x) = sin(z),
3.

/(@) = cos(a),
4,

f(@) = In(1 + 2),

5.

F@) = (1+a)"
6. Utilizando a expansao em série de Taylor, verifique a igualdade

e =cosx +isinz.

7. Para um niimero complexo,
z =T+ 1y,
podemos expressar na forma,
z=|z| .

Calcule |z| e 6 em fungao de = e y.

8. Para dois nimeros complexos, z; = r1e'1 e 2, = re"2, definimos
wy, = 21+ 29,
Wy = 21— 22,
W3 = Z1%2,
wy = z1/ze.

Expresse os w}s na forma polar, usando 7, 601,75 € 6.
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9. Usando a expressao acima, obtenha as férmulas de funcoes trigonométricas,

sin(a +3) =
cos(a+ ) =

sin(%) _

Q
cos (§> =
sin20 = |
sin3fd = |,
sindf = |

10. Deduza a seguinte férmula trigonométrica.
asinz + becosx = Va? + b?sin (x4 9)

onde

11. Calcule a derivada

Y

12. Quando a relagao funcional implicita entre z e y

f(z,y) =0

¢é conhecida, expresse a primeira e segunda derivadas de y em relagao a x.
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13.

14.

15.

16.

Calcule as seguintes integrais indefinidas.

o x dz
/dmx ’ /dx(a:2+a2)"’ /am—l—b’
/ dx /dx x /dx r+b
(ax +0b)’ Var +b \/x+a’

/dx\/a2 — 72, /dx\/CLZ + 22, dr———

)
—1’2

/<1+ﬁ>M’ /ﬁ

dx log x, /dx log? z, /dx log® z,

/dm xlogz, /dxx2logx, /d:tm3logx,

log x logzc /
xlogx’

2" sinx dzx, /dxsin2 x, /dxsin?’ x, etc

1 1 1
/dx /dx_Q,/dx':,,.
sinx’ sin” z sin” x

O método de Euler descrito no texto é uma aproximacao da solugao da
equagao diferencial baseada na expansao de Taylor da funcao até a primeira
ordem em Azx. Elabore um esquema para obter uma solucao de uma equagao
diferencial até a segunda ordem em Az.

O volume de um cone com a &drea da base S, altura h é dada por
1

Deduza esta férmula usando integral.

A drea do dominio num plano, cercada de dois circulos concentricos de raio
r er -+ dr, é dada por
dS = 2mrdr (5.3)

no limite de
dr < r. (5.4)
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Usando este fato, mostre que a drea de um disco de raio R é dada por

S = nR?. (5.5)

17. Deduza a férmula para a drea da superficie de uma esfera de raio R é

S = 4T R%. (5.6)
18. Deduza a férmula para o volume de uma esfera de raio R é

4
vzgm. (5.7)
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6. Exemplo de Modelagem de Problemas

Vamos considerar a queda de um paraquedista. Um fator crucial para a vida
de um paraquedista é naturalmente a existéncia do atrito do ar. O problema
real deste tipo é na verdade bastante complexo, e devemos tratar-lo dentro da
hidrodindmica, pois o movimento do ar causado por um péara-quedas reflete no
novimento da paraqueda em si. Aqui, também temos que idealizar o problema
para extrair a esséncia do problema.

O que seria a origem do atrito do ar? Vamos tentar construir uma teoria
(tentativa) sobre isto. Quando um pdra-quedas se desloca no ar com a velocidade
v, uma parte do ar é colocada em movimento. Os movimentos das moléculas do
ar sao bastante complexos perto do para-quedas, mas para efeito de estimativa,
podemos simplificar a imagem de seguinte forma: o para-quedas se choca com as
moléculas do ar, inicialmente em repouso em média, colocando-as em movimento
coletivo com a velocidade média (Av). A variagdo de momento por particula,
portanto, fica

D = mg(Av), (6.1)

onde m, ¢ a massa da molécula. Num intervalo do tempo pequeno dt, o péara-
quedas desloca a distancia vdt, e varre um volume vdt X S, sendo S a drea transver-
sal do para-quedas. Assim, o movimento do pédra-quedas com a velocidade v
transforma o momento total para as moléculas do ar,

Ap = p=my(Av) xn xvdt x S
= (Av)pvSdt, (6.2)

onde n é a densidade nimerica das moleculas do ar e
P = Man (6.3)

¢ a densidade massa do ar. Pela lei de Newton, sabemos que a taxa da variacao
do momento ¢ a forca. Entao a forca exercida pelo para-quedas nas moléculas no
ar é

fpdrafqueraSHar = <A'I}>pS’U (64)
Pela lei, acao-reagao, temos
farﬁpdra—quedas - —<AU>PSU7 (65)
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que mostra que a for¢a do ar para o para-quedas é proporcional a velocidade v, &
densidade do ar p e & drea do para-quedas S, desde que a velocidade média (Av)
seja constante e independente de v.

A quantidade (Av) nao pode ser determinada sem saber o detalhe da dindmica
do ar. Em principio, (Av) pode depender da velocidade da pdra-quedas. Mas,
enquanto v nao muito grande, podemos pensar a série de Taylor,

(Av) =co+crv+--- (6.6)
Assim, a forca de atrito do ar contra a queda de um péara-quedas tem a forma,
fatrito = —MNv—- 772U2 — (67)
onde
m = copS,
Ny = aps,
etc.

Em particular, para v bem pequeno, podemos aproximar

fatrito = —1mv. (68)

Sejam m a massa do paraquedista. Supomos que nao hd vento. Também a
forca gravitacional é constante. A equacao do movimento do paraquedista fica
dy  dy
Tar T M
onde y é a coordenada vertical do paraquedista num sistema de coordenadas.
Esta é uma equagao diferencial de 2* ordem, linear, nao homogénea. Mas
devido a auséncia do termo que contem y, podemos considerar esta equagao como
sendo uma equagao diferencial de 1* ordem em relagao a v = dy/dt. Temos

dv
E—l—bv—l—g—O, (6.10)

onde b = n;/m. Como tem a forma da equacdo de 1* ordem linear, temos a

solucao imediata,
t
v(t) = e (—/ gebt/dt'—l—v())
0

= —% (1—e®) 4+ vge™™, (6.11)

—my, (6.9)
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onde vy é a velocidade inicial.
Podemos considerar dois limites. Para b grande, a funcdo e~* decrece rapida-
mente em ¢ e a velocidade atinge rapidamente ao seu valor assintética,

V= Vg = —
b

mg

— . 6.12
s (6.12)
Podemos ver que a velocidade final é proporcional ao peso do paraquedista (in-
cluido o para-quedas), e inversamente proporcional a drea do péara-quedas.

Por outro lado, se b — 0, da Eq.(6.11), expandindo e~" em série de Taylor,
temos

v(t) =vo — gt + O (b),

recuperando a queda livre.

Exercicio I: Esboce o grifico da Eq.(6.11) e estude a variagdo da curva em re-
lagao ao parametro b.

Exercicio II: Integrando a Eq.(6.11) em ¢, obtenha y como fung¢ao do tempo.

Exercicio III: Na dedugao da Eq.(6.7), vérios fatores realisticos foram simplifi-
cados. Por exemplo, a forma do pdra-quedas nao foi mencionada. Sera que
a forma do pdra-quedas relevante? Aponte os outros fatores importantes
que devem ser considerados e discute como devem ser incluidos na teoria.

Exercicio IV: Discuta o movimento de um péara-quedas quando existe uma
vento.

Exercicio V: Um espaco nave de massa M entra com a velocidade inicial Vj
numa regiao onde hd uma concentragao de meteorites. A densidade de
meterotites nesta banda é n, e a massa média de meteorites é m. Obtenha
a variacao da velocidade do nave em funcao da distancia percorrida para os
seguntes casos: A) Cada meteorite adere na superfice do espago nave quando
choca. B) Cada meteorite choca elasticamente com a superficie. Considere
0 nave como um cilindro com drea transversal A.

Exercicio VI Quando a forca de atrito do ar é dada pela
fatm'to = —mv - 772@27 (613)
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Exercicio VII

obtenha a solucao para a equagao de movimento do para-queda,

dv

m% = f, (6.14)

e discuta o comporatmento da solucao. Nesta solucao, verifique que no
limite de 1, — 0, a solugao coincide com o caso obtido anterior. Compare
as solugoes nos casos de (n; # 0,1, =0) e (n; = 0,71, # 0) e interprete o
resultado.

Uma espago-nave de massa M (incluindo o peso do conbustivel) esta nave-
gando no espago a velocidade V. Num determinado instante, para acelerar
a nave, o conbustivel foi acendido, ejetando um jato durante um intervalo
de tempo dt. Durante este intervalo de tempo, a quantidade do jato lancado
tem uma massa total de dm, e tem velocidade relativa a nave q.

1. Usando a conservacao de momento, expresse a variacao da velocidade
dV da nave.

2. Supondo que o jato seja continuamente langado com a mesma taxa
de ejecao, (¢ constante, e dm/dt constante.), expresse a velocidade da
nave como fungao do tempo.
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7. Equacao de 2 Ordem

7.1. Sistema Massa+Mola - Oscilador Harménico Amortecido

Vamos considerar a dindmica de oscilagao de um carro correndo numa estrada
cheia de buracos como numa certa cidade que conhecemos bem. Queremos saber
as forcas que atuam num passageiro dentro do carro. Para estudar este problema,
vamos introduzir as simplificagoes. Em primeiro lugar, estamos interessados em
oscilagoes verticais, vamos concentrar o movimento vertical do veiculo. Abstraindo
o sistema (carro+roda) como na figura abaixo,

Fig. 2
queremos determinar o movimento do retdngulo quando a posicao vertical da
roda é colocada em movimento forcada devido ao movimento ao longo da super-
ficie irregular da estrada. Aqui, o carro serd abstraido como sendo uma massa
puntiforme.
Seja a forma funcional da superficie da estrada dada por

h = h(z), (7.1)

onde h é a altura da superficie medido em relacao a um plano fixo. Se o movimento
do carro na direcao de x ¢ um movimento uniforme com a velocidade V', entao a
posicao vertical da roda Ry (supondo que a roda sempre estd em contato com a
superficie da estrada) é dada por

onde z( é a posicao inicial do carro na direcao de .
Denotamos a coodenada vertical da massa M por y = y(t). Escolhemos a
direcao do eixo para cima. Pela lei de Newton, devemos ter

2
Y _ (7.3)

M2
dt?
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onde f é a forca total que atua na massa M.
Podemos pensar duas origens desta forca. A primeira, a forca gravitacional,
que atua em M para baixo,

onde g é a constante de aceleracao do campo gravitacional da terra, e a segunda,
a forca de contato atuada pela mola,

fmota = —k(y — Ro — 1), (7.5)
onde k é a constante da mola, [ o comprimento natural da mola. Aqui a quantidade
Al =(y — Ro) —

é a variacao da extensao da mola. A equagao de movimento fica

2
% Mg —h(y—Ro—1).

Na verdade, para simular o movimento vertical de um carro, esté faltando um
fator importante. O efeito de amortecedor. Sabemos que se nao tiver um bom
amortecedor, o carro pula com qualquer buraco no chao e perde o contato da roda
com a superficie da estrada. Em geral, o efeito de um amortecedor é gerado pela
viscosidade de um fluido (6leo) num cano, de tal forma que esta resista contra
movimentos rapidos. Isto é, quanto maior a velocidade do movimento, a forca se
torna maior para resistir ao movimento. Assim, a for¢a que atua na massa por
um amortecedor pode ser descrita aproximadamente

dy
famort — —77%7

onde 7 é o coeficiente do atrito, e o sinal negativo indica que a forca tem a direcao
contra a velocidade. Incluindo desta forca na equacao de movimento, temos
d*y dy
— =—Mg—k(y — Ro(t) — 1) — n—. 7.6
prE 9= kly = Ro(t) =) —n— (7.6)
Embora esta equacao parece um pouco complicada, podemos limpar-a um
pouco. Por exemplo, o comprimento natural da mola, [ e a forca gravitacional
M g podem ser absorvidos se escolhermos a varidvel adequada. Vamos considerar a
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situacao onde o carro esteja parado na posicao de equilibrio. Denotamos a posicao
de equilibrio 4. Neste caso, devemos ter,

d%y
@ 0, (7.7)
dy
= 0, (7.8)
dt Y=Yo
e portanto, -
—Mg — k(yo — Ro — 1) =0, (7.9)

onde Ry indica a posicdo da roda no local do carro esteja parado. A solucio desta
equagao para Yo, a posicao do carro em equilibrio, fica

Mg
.

Na Eq.(7.1) estd implicita que existe algum lugar a origem do sistema de co-
ordenadas que mede a altura. Podemos escolher esta origem arbitrariamente.
Podemos, por exemplo, medir a altura do carro em relacao a posicao de equi-
librio, yy. Para fazer isto, introduzimos a nova varigvel,

Yo = Ro+1— (7.10)

Z2=Y — Yo,
e reescrevemos a equacao de movimento em termos deste z. Temos

d?z dz

ou d2 d
z y4

onde denotamos que B
ARy(t) = Ro(t) — Ro

que ¢é a variagao temporal da altura da roda em relagao a posicao em equilibrio.
E importante analizar a forma da equagao (7.12) em relagao a equagao original

Eq.(7.6). Da Eq.(7.6) temos também praticamente a mesma forma da equagao,
dy  dy

M—"r‘ﬂa

e +ky=—Mg+ k(Ro(t) +1) (7.13)

exceto o lado direito.
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Exercicio I: Qual é a dimensao do constante n?

Exercicio II: Qual é a necessidade do amortecedor para carros?

A Eq.(7.12) tem a forma

d*z dz
ﬁ + 2[)% +wpz = f(t), (714)
onde
n
b = —/—
o2M’
_ ]k
Wy = M7

f@) = WgARo(t)
e, ¢ um exemplo de uma equacao diferencial ordindria de 2 ordem, linear.
Exercicio: Qual é a dimensao de b e wq?

Uma equagao diferencial ordindria de 2* ordem linear mais geral tem a forma,

d?z dz
T PO 4 Qu): - ) (7.15)

E eq.(7.14) é o caso particular desta para quual P e () sdo constantes.

7.2. Caso Homogéneo

Vamos estudar o caso homogéneo, isto é o caso em que f(t) = 0. A equagao de
segunda ordem homogénea mais geral seria,

d*z dz

— + P(t)— +Q(t)z = 0. 7.16

P+ Q) (7.16)
Muitas fungoes conhecidas, tais como, Polindmio de Legendre, Funcoes de Bessel,
Funcao de Hermite, funcgoes frigonométicas, exponencial, sao obtidas como solucao
de equacao diferencial deste tipo. No caso de coeficientes constantes, temos

d?z dz

ﬁ + QbE +cz = 0. (7.17)
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Como provamos anteriormente, se tivemos duas solucoes distintas da equagao
diferencial linear homogénea, sua combinacao inear é também uma solucao. Esta
afirmacao vale independentemente que os coeficientes da equagao sejam constantes
ou nao. Assim, se

21 = Zl<t),

Zo = ZQ(t)
sao duas solugdes independentes da Eq.(7.16) ou da Eq.(7.17),
2z = az(t) + Bza(t) (7.18)

é a solugao da respectiva equagao.

Para obter uma equacao diferencial de segunda ordem, o procedimento envolve
as integrais duas vezes, ja que é da segunda ordem em derivada. E a cada integral
deve introduzir uma constante de integracao. Portanto, a solucao geral de uma
equacgao diferencial de segunda ordem deve conter duas constantes arbitrérias.
Estas constantes devem ser especificadas pela condigao inicial do problema. Isto
é, para especificar uma solucao completamente, precisamos de duas condigoes que
determinam estas constantes de integracao. No caso de equacao de movimento
de Newton, estas duas condigoes correspondem a fornecer a posicao inicial e a
velocidade inicial do problema.

Inversamente falando, a forma da equagao Eq.(7.18) pode cobrir qualquer pos-
sibilidade da condic¢ao inicial escolhendo os coeficientes a e 3 apropriadamente.
Neste sentido, a forma da solugao (7.18) é chamada de solugao geral, e as duas
solucoes z; e 29 sao chamadas de solugoes particulares. Desta forma, se encon-
tramos qualquer duas solucoes particulares, z; e 2,, linearmente independentes®,

4Duas funcdes, f1(t) e f2(t) sdo ditas linearmente independentes quando a condicdo,
afi(t) +Bf2(t) =0
para qualquer valor de ¢t implica necessariamente @ = 0 e 5 = 0. Por exemplo,
at+ Bt =0,
para todos valores de t, entao, necessariamente temos

a = 0,
g =0,

e, portanto, as duas funcdes, f1 =t e fy = t2 sdo linearmente independentes.
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podemos obter a solugao mais geral pela combinagao linear destas duas fungoes.
Os coeficientes devem ser determinados em termos da condigao inicial do prob-

lema. Note que esta afirmacao é vilida sé para equacgoes diferenciais lineares
homogéneas.

8. Equacgao Diferencial de segunda ordem linear com coefi-
cientes constantes

Vamos estudar a equacao diferencial ordinario de segunda ordem com coeficientes
constantes. A forma mais geral é

d*z dz
— 4 2b— = f(t). 8.1
oz T2 ter= [ (1) (8.1)
Primeira, vamos estudar o caso homogénea, ou seja
ft)=0. (8.2)

8.1. Caso Homogénea: Método de Equacao Caracteristica

No caso de uma equacao linear homogénea com coeficientes constantes, um método
pardao de obter solucoes particulares é supor que a solucao tenha a forma?,

z =M, (8.3)
e substituir esta expressdo na equagao original, Eq.(7.17), o que resulta em
(A% 4 2bA + c)e = 0. (8.4)

Esta equagao mostra que existe um valor da constante A (independente de t) para
qual o anstaz Eq.(8.3) é de fato a solucao. Isto ¢, se A satisfaz a equacéo,

A 420\ +c =0, (8.5)

Para resolver uma equacio, as vezes supormos uma certa forma da solucdo a priori, deixando
alguns parametros incognitos. Substituindo na equagao a ser resolvida, obteremos a condicao
para estes parametros.

Este tipo de método é 1til e eficiente quando sabemos o comportamento da solugao a priori.
A solucao assumida é chamada “Ansatz”, a palavra da origem alema. Naturalmente a forma de
ansatz depende do problema. Se o ansatz nado for adequado, pode ter a condgao incinsistente
com o préprio ansatz.
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a ansatz se torna a solucao. Temos®
A =—-bt Vb —c. (8.6)

Assim, chegamos a duas solugoes particulares,

z, = et

z. = el
Estas duas solugoes sao linearmente independentes, se A, # A_. Neste caso,
podemos constuir a solucao geral,

z = ae™! + Bert, (8.7)

desde A\ # A_, ou seja, ¢ = Vb?> — ¢ # 0. Para ¢ = 0, as duas solugoes z, e z_
sao identicas e nao faz sentido de formar uma combinacao linear das duas. Neste
caso deverd tratado separadamente como se ver mais adiante.

8.2. Uso de método da algebra linear

O método da caracterisitica pode parecer uma técnica ad-hoc, devido a introducao
de “ansatz” Eq.Para uma equacao linear, existe um método de ragocineo bastante
geral para lever a solucao do problema. No caso do problema aqui, ¢é um pouco
exagerado introduzir o método, mas é interessante sempre ententender o método
complexo numa situacao mais facil.
Estamos considerando a equacao
2

(fle + 2b(fl—f +cx=0. (8.8)
E sempre possivel transformar a equacio de segunda ordem em um conjunto de
equagoes de primeira ordem como mostrado abaixo. Vamos introduzir uma nova
varidvel

dx
v=—. 8.9
o (8.9)
6Note que podemos escrever também
N = c
T VR ¢

Esta forma & 1itil quando ¢ — 0, devido ao grande cancelamento entre —b e v/b2 — c.
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Podemos re-escrever a Eq.(8.8) como

d
d_: = —cx — 2bw. (8.10)

Assim, a Eq.(8.8) é completamente equivalente a seguinte conjunto das equagoes
para os incognitos = e v:

dx

— = A1
dv

— = —czr — 2bv. A2
o cx — 2bv (8.12)

Vamos introduzir a nota¢do matricial. Escrevemos o conjunto de variaveis (z,v)
em termos de um vetor coluna ¥ como

f:<i) (8.13)

Podemos entao escrever as equagoes (8.11,8.12) na forma matricial,

7k ( e —b ) z. (8.14)
ou seja,
dzr
— = AZ 1
onde

A= ( L ) | (5.16)

Exercicio: Obtenha a matriz A nas sequiges relacoes:

{ 20+ 3y =1

or + 2y = 2, (8.17)

— AZ = < ; ) (8.18)

dx/dt = 4 — 2y,
{ dy/dt = 3z +y, (8.19)
— dZ/dt = AT (8.20)
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Mudanga de Variaveis Na dlgebra linear, aprendemos que a multiplicacao de

uma matriz constante, digamos S,
y =87 (8.21)

corresponde a mudanga de varidveis de (x,v) para (y,u) onde

g:(i). (8.22)

Multiplicando os dois lados da equagao vetorial,

d
Do = 2
e z, (8.23)

do lado esquerda, (importante o lado da multiplicagdo de uma matrix a um vetor)

d S
S%I = SAZ. (8.24)
Ja que
y = SZ, (8.25)
T S, (8.26)
temos d
—§=SAS™'§ 8.27
e v, (8.27)
onde utilizamos o fato de que a matriz S é uma matriz constante e, portanto,
d d
-7 = 287 2
Sdtx dth (8.28)
d
= —7. 8.29
e (8.29)
A Eq.(8.27) tem a forma
d
—i=Di 8.30
=Dy (8.30)
onde
D =SAS™! (8.31)



¢ uma nova matriz (2 x 2). A forma desta matriz depende, claro, de S. A
Eq.(8.31) ¢ considerada uma transformacao de matriz A pela matriz S e chamada
a transformacdo similar. E conhecido que, podemos escolher S adequadamente
de tal forma que a matriz D fica na forma diagonal. Tal matriz S é determinada,
dentro de um fator constante, quando A é dada.

D:&Mlz(%'i). (8.32)

Os valores A\; e Ay sao valores intrinsécos de A e sao chamados de autovalores
de A. Suponhamos que encontramos tal S e os autovalores de A. Neste caso, a
Eq.(8.30) fica explicitamente

%(z>:(ﬁi)(3)- (8.33)

Ou seja,
dy
— = A 8.34
dt 1Y, ( )
du
— = Au. 8.35
dt 2 (8:35)
Nesta forma, podemos resolver facilmente, tendo
y = yoe, (8.36)
u = uge . (8.37)

Em termos de varidveis originais, x e v, temos

7= 871, (8.38)
e escrevendo 8
-1 _ «
S—1— ( U ) , (8.39)
z\ (o B Y
(0)=(55)(0) (540
Explcitamente,
v = CieMt 4 Oy, (8.41)
v = CzeM'+ Cpe’, 8.42)



onde C1, Cs, C5 e Cy sao constantes que podem ser escritas em termos de ¥, ug, @, 3,7, 0,
mas como estes devem ser determinados por condicoes iniciais para x e v, nao pre-
cisam ser explicitados.

Agora vamos determinar A\; e \y. Da Eq.(8.32), temos

ASTt=5"'D (8.43)

(GO

Pela regra de multiplicagao de matriz, podemos verificar que a equagao acima
pode ser escrita como

() a(2)-0(5)2(5)) o
A(3) =~ (%) w45
A(5)=x(5)

Explicitamente

Ou seja,

) (8.47)
As ambas equacoes acima tem a forma,

AE = A€, (8.48)
onde A\ = \; ou \g, € E = 3 ou g , respectivametne. Aqui, E ¢ chamado
de autovetor de A. Note que a Eq.(8.48) pode ser escrita por

(A= XI)E =0, (8.49)

onde I é a matriz identidade,

1:((1) (1)> (8.50)

A equagao Eq.(8.49) é um sistema de equagOes linear e homogénea, e para ter
solucao nao trivial, devemos ter

det (A — AI) = 0. (8.51)
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Isto determina os possiveis valores de A. No nosso caso particular

0 1
AZ(—C —2b>’

A1
A_M:( —c —)\—2b)’

temos

e portanto,

det<_/\ 1 >:)\2+2b)\+c.

—c —A—2b

Assim, os valores de \; e Ay devem satisfazer a equacao,
A+ 20\ + ¢ =0,

que ¢é nada mais que a Eq.(8.5).

8.3. Comportamento da Solugao

(8.52)

(8.53)

(8.54)

(8.55)

Vamos investigar as propriedades das fungoes, 2z, e z_. Devemos tratar separada-

mente 0s casos,

a)

b > ¢,
b)
b <,
c)
v =c.
8.3.1. Caso a)
No caso a), ja que
A < A <0,

as duas solugoes sao fungoes que decaem exponencialmente em tempo t. Assim,
sua combinacao linear também é uma funcao que decai exponencialmente, a menos
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que um eventual crescimento na origem dependendo da velocidade inicial. Para
determinar as constantes, colocamos z(t = 0) = 2z e dz/dt(t = 0) = vy, tendo,

20 = a-+ ﬁ,
Vg = )\+Oé+)\_6

Neste regime, o movimento é dito superamortecido.

8.3.2. Caso b)

No caso b), vamos introduzir uma nova notagao

Wamt = V¢ — b2, (8.56)

e
Ar = —b+ twamt,
Al = —b—lwems.
Assim,
P e—bt (aeiwamtt + 56_iwamtt)

= " {a (cos Wamet + 18I0 Wamet) + 3 (COS Wamet — 7 SIN Wamel) }

= e " {(a+ B)cosWamit +i (@ — B) Sin wemit }

= e " {C} cos Wamt + Cosin wamt }

= Ae " cos (Wamit — }) (8:57)

onde A = /C? + C? e ¢ = tan~! (Cy/C1). Novamente, as constantes, C; e Cy, ou
Ae ¢ sao determinadas pelas condicoes iniciais. A solucao oscila indefinidamente
com a frequéncia wg,,;, embora sua amplitude diminua exponencialmente com o
fator e~*. Este ¢ o regime de oscilacio subamortecida.

Note que a frequéncia de um oscilador amortecido é uma funcao do coeficiente

do atrito,
_ 2
Wamt = \/wo_b2>

e, portanto, nao é exatamente igual ao caso sem atrito para qual a frequéncia
é wop = y/k/m. A frequéncia diminui com o aumento do coeficiente do atrito.
Assim, podemos pensar numa situacao em que o atrito se tornar tao grande que
esta frequéncia se torna exatamente nula, ou seja, nao oscila. Isto é o caso c).
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8.3.3. Caso c¢)

Quando
v =c, (8.58)

as duas raizes da Eq.(8.4) ficam degenerados e a solugao (8.7) se torna,
2= (a+ )M (8.59)
contendo apenas uma constante, e nao duas,
A=a+p (8.60)

na solugao. Portanto, a Eq.(8.7) ndo pode constituir uma solugao geral.
Por outro lado, o caso de b* = ¢ pode ser considerado como o caso de limite
de ¢ = vb?> — ¢ — 0. Sabemos que quando ¢q # 0,

AL = —b+gq,
A = —b—yg,
e podemos escrever,na forma,
z = e (aeqt + Be_qt)
— {(a ) o Lt ;ﬂt] -

Assim, vejamos como no limite de ¢ — 0, se a — [ nao for infinito, o segundo
termo dentro de [ | desaparece na equagao acima e resulta na Eq.(8.59). Mas,
nada impede que o coeficiente @ — [ pode tender infinito quando ¢ — 0. Ou
explicitamente, sempre podemos escrever,

t —qt t _ —qt

bt Aeqt +e N Beqt —e 1 |
2 2q

onde escrevemos

A = a+p,
B = q(a-p).

48



Agora, A e B sao os constantes de combinacao linear de duas fungoes linearmente

independenes,
_ e [T e
no = (=)

de tal forma que
2= At (t) + By (1) .

Note que esta forma preserva o papel dos dois constantes mesmo para o limite
q — 0, pois neste limite,

_ —bt
B = € )
_ —bt
Y2 = tle 7,
mantendo as duas fungoes linearmente independentes. Finalmente temos

z=e¢"[A+ Bt], paraq=0. (8.61)

Exercicio: Verifique que a Eq.(8.61) é a solucao da Eq.(7.17) diretamente pela
substituicao.

Finalmente, para o caso Ay = A_, ou seja wyer = 0, temos a Eq.(8.61),
z=e¢"(A+ Bt),

que é novamente uma fungao que decai exponencialmente, tendo, no méaximo, um
ponto de extremo. Como foi esperado, nao ha movimento oscilatério. Este é o
regime de amortecimento critico.

Exercicio I: Esboce os grificos das solugoes de cada regime, dependendo dos
parametros a e f3.

Exercicio II: Discuta os trés casos em relagao a variagao dos pardmeros fisicos
M,nek.

Exercicio III: Expresse as constantes ae  ou A e B em termos de posicao
inicial zy e velocidade inicial vg nos trés regimes.
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8.4. Caso Nao Homogéneo

Agora vamos estudar o caso f(t) # 0. Quando f(¢) # 0, nao vale a afirmagao
anterior de que, se z; e zo forem duas solucoes, sua combinagao linear arbitréria
nao é a solucao. Mas, vale a seguinte propriedade.

Para visualizar melhor a estrutura légica do ragocineo, vamos introduzir uma
nocao de um operador para uma funcao. Um operador, digamos O, é uma determi-
nada regra de mapeamento de uma fungao para uma outra fungao. Suponhamos
que uma funcdo f(t) seja mapeado (transformada) para a outra funcao F'(t)
com certa regra bem determinada. Por exemplo, construir a fungao F' (t) como a
derivada de f (t),

df

dt’
pode ser visto como um mapeamento de uma funcao f para outra funcgao F.
Escrevemos o mapeamento como

F(t) = (8.62)

f—F=0f
No exemplo de derivada, o préprio simbolo de derivada

d

O=—
dt

¢ um operador. Um operador aplica qualquer um dos elementos do espago cujo
elemento é fungao {f(¢)}. Certamente, a aplicacdo deste operador numa fungao
f arbitraria produz uma nova funcao F,

d
r=2y
f= i

Todas as derivadas de ordem superiores sao também operadores’.

"A operacdo de integral é um operador, pois a integral de uma funcéo f,

t
Plt) = / dt f(t).
pode ser considerada como uma regra de mapeamento

f—F.
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Um operador é dito operador linear se, para duas funcoes arbitrarias f e g,
O(af + Bg) = aOf + 0y, (8.63)

sendo « e [ constantes. Isto é, para operadores lineares, vale a regra de dis-
tribuicao. Os operadores diferencias sao operadores lineares. Uma equacao difer-
encial linear tipo (7.16) pode ser escrita na forma

Dlz] =, (8.64)
onde definimos um operador diferencial D por

d? d
D=—+P(t)— t 8.65
3PS+ QU), (5.65)
que é um operador linear. Podemos provar facilmente que, se existem duas fungoes
21 € zo que satisfazem

D[] = fi(1),
Dlz] = fa(t),
com
fi+ fa= f(1), (8.66)
entao,
Z2 =21+ 29

é a solucao da equacao diferencial,
Diz] = f. (8.67)

Exercicio I: Verifique se a afirmacao acima é verdade e confira a importancia da
propriedade linear do operador para valer este teorema.

Exercicio: Generalizando a afirmacgao acima, prove o seguinte teorema. Seja
{zpn,n =1,..., N} um conjunto de fungdes que satisfazem,

D[z, = fu(t), n=1,....,N.

Entao, a solucao da equagao



onde

N
F=> "t
n=1
é dada por
N
z = Z Zn-
n=1

Como um caso particular do teorema acima, podemos provar que para uma
dada solugao z = z(t), a adigao da solugao geral da equacdo homogénea é também
uma solugao. Isto é, seja z = z(t) uma solugdo da equagao diferencial linear nao
homogénea,

Diz] = f(1). (8.68)
Entao,
Znovo = Z + Zhom

¢ também a solucao, onde zy,,, ¢ uma solucao da equacao homogénea,
D[Zhom] =0.

No caso de uma equacao diferencial linear de 2 ordem nao homogénea, a
solucao mais geral serd entao,

2 = Znonhom + ozzl(i))m + ﬁzfi)m (8.69)
(1) (2)

onde Zponhom € Uma solucao particular da equagao nao homogénea, e 2., € 2
sao solucoes linearmente independentes da equagao homogénea. Assim, para obter
a solucao geral da equagao nao homogénea, é necessdrio ter uma solucao particular
nao homogénea, além de solucoes gerais da parte homogénea.

8.5. Fungao ¢ de Dirac

Para equacoes lineares, existe um método sistemdtico para obter uma solucao
particular da equacao nao homogénea a partir das solugoes da equacao homogénea.
Para vermos isto, vamos introduzir uma nova funcao, chamada de funcao ¢ de
Dirac®.

8Esta funcdo, como o nome indica, foi introduzido por Paul Maurice A. Dirac, para sua
construi¢ao da teoria da transformagao na Mecanica Quéntica. Inicialmente os matemdticos
nao aceitaram a idéia pois existem vérias dificuldades matematicas como uma fungdo normal.

Posteriormente, a fungdo ¢ de Dirac foi englobada numa teoria de distribuigdo (ou funcao
generalizada) pelo Laurent Schwartz.
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Vamos considerar uma fungao ¢, (x) definida por

0, t< —=A,
Oa () =< 1/2A, —A <t <A, (8.70)
0, t> A,

Como ver a figura abaixo, na medida que A se torna menor, esta fungao se torna

cada vez mais estreita e alta na origem.
o

1 1A=0.2

4 —|

A=0.5

2
\ \ \ \
2 -1 0 1 2

Note que para qualquer A, temos por construgao,

/OO O (z)de = 1. (8.71)

A condigao tipo acima é chamada de condicdo de normalizagao.
Vamos considerar o limite,

A — 0.

Neste limite, a funcao ¢, se torna co na origem, e zero em qualquer outro valor
de z, mantendo a condi¢ao de normalizagao, Eq.(8.71). Isto é, a drea abaixo desta
fungao é sempre 1. Isto deve ser mantido mesmo para A — 0. Assim, chegamos
o conceito da fungao d(z) de Dirac como o limite?,

é(z) — iiino o (). (8.72)

A funcao ¢ de Dirac tem as seguintes propriedades:

9Note que este limite é para ilustrar sua esséncia e, ndo é a definicio da funcio & de Dirac.
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z) = 0, z#0, (8.73)
/ de 6(x) = 1, (8.74)

onde 2 é um dominio qualquer que inclua a origem.
Uma propriedade fundamental da fungao d(x) é, para uma fungao continua e
suave, f(x),

/ dx §(z) f(x) = f(0). (8.75)
€

Podemos verificar a propriedade acima como seguir. J& que 2 é um dominio
qualquer que inclui a origem, podemos tomar escolher Q@ = [—¢,¢] e tomar o

limite e — 0. Queremos calcular a integral,
I=lim [ dzd(z)f(z). (8.76)

Quando o intervalo de um integral converge a zero, entao a fungao f(x) converge
ao valor f(0). Assim,

I = lim deé(ac)f(())

e—0 e
— /Q dz 5(z) = £(0). (8.77)
Podemos adotar a Eq.(8.75) como a defni¢ao da func¢ao § de Dirac.

Definigao: Chamamos de fun¢ao ¢ de Dirac que tem a propriedade,

| 3@ ola) do = o00), (8.78)
para qualquer func¢ao ¢(z) bem comportada.

As propriedades Eqgs.(8.73,8.74) resultam da defini¢ao acima. Uma outra forma
itil da fungao ¢ de Dirac é
d(z —a)
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que corresponde ao deslocamento do eixo x por a. Temos

/Q  dab(z = a)f(x) = fla). (8.79)

/¢Q dzd(z —a) f(x) = 0. (8.80)

Uma imagem intuitiva da funcao ¢ de Dirac na fisica é considerar a distribui¢ao
puntiforme de, por exemplo, carga, ou massa. Mas, matematicamente, a funcao
0 de Dirac sempre aparece quando calculamos a derivada de uma funcao de-
scontinua. Por exemplo, vamos considerar uma func¢ao #(x) que tem a seguinte
propriedade:

0, t<0,
0(t) = { s, (8.81)

Esta funcao é conhecida como a funcao degrau de Heaviside. A funcao de Heavi-
side tem uma descontinuidade em ¢ = 0 onde seu valor pula de 0 a 1. Como fica
a derivada? Quando t # 0, obviamente,

do(t)
dt
O que acontece em t = 07 Para ver isto, podemos considerar a fun¢ao degrau de
Heaviside como o limite de seguinte funcao continua,

=0.

0, t < —A,
Oa(t) =4 55 (E+A), —A <t <A, (8.82)
1, t> A,

o 0(t) = lim O (t).

A—0
Assim, a derivada da fungao degrau de Heaviside pode ser considerada como o
limite da derivada de 04 (t). Mas,

d 0, t< —A,
EHA@) =Q o=, —A<t<A,
0, t> A,

que ¢ exatamente a fungao ¢, (t) da Eq.(8.70). Assim, concluimos que

ao(r)
= = (@), (8.83)
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Podemos provar mais formalmente da seguinte forma. Consideramos a integral,

b df
I:lcﬁaf®

onde f(t) é uma fungdo continua e suave arbitraria, e [a < 0 < b] é um intervalo
arbitrario, contendo a origem t = 0. Aplicando a integral por parte, temos

= ool [ a oy

:f@—Aﬁ%
= f(b) = f(t)l—
= f(0).

onde da primeira para a segunda linha, utilizamos a propriedade da funcao degrau
de Heaviside, 0(t) = 0 para t < 0. Assim, para "2 > 0

do
| a0 - so)

impilca em

df
— =90(1). 8.84
D ) (8.54)
Exercicio I: Esboce graficos das fungoes 0(t) e 0 ().

Exercicio II: Esboce o grafico da funcao,

O(a —1).

Exercicio III: Calcule as derivadas,

do(t — a)
dt '

df(a —t)
dt

Exercicio IV: Prove que,
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f(x)o(x) = f(0)d(z)

Na verdade, o limite de védrias fungoes resulta em funcao §. Por exemplo,

lir% ! 26_’”2/2‘72 = d(x),
=0 /7o
r 1
roora? + 12 o),
1 1

m——— = 4(x)

020 o7 cosh (x/o)

etc.

Exercicio I: Confira os limites acima!®.

10Para integrar a funcio gaussiana,

/ e dy = / e~ dt

oo 0 J_oo
1 o 2

= / e—tzdt)
a — 00
1 oo oo

= \// eizzdz/ e~ ¥ dy
a —o0 —o0

= L /OO /OO dxdye—**—v*
Va\l ) o™
1 \/ 0o 27

= — rdr/ df e—?
)
V2 1 [

- Y —/ d(r2)e—r*
Va '\ 2 /g

— T

= -

5-

Bl

Bl




Exercicio II: Mostre que a funcao 6 é dado como o limites das seguites fungoes.

N A

ili%;tan T 0 (z),
. ex/cr
(1711%690/0—{—1 — 0.

8.5.1. Derivadas de funcgao ¢

A funcao ¢ de Dirac na verdade nao é uma func¢ao no sentido usual. Ela s6 tem
sentido quando estd dentro de uma integral,

[ st

onde ¢(z) é uma fun¢do bem comportada (derivavel até qualquer ordem) e tende
a zero para |r| — 0o, mais rapidamente que qualquer polinomio de z,

"¢(z) — 0, |z| — oo, Vn. (8.85)

Vamos introduzir a derivada da fungao 0 baseada na férmula de integracao por
partes,
/ dr P ) = )o@ — / O T ek GO S GO IR

dx o0 . dx dr |,._,

Assim, a derivada da fungao 4§, ¢'(x) é definida por

/00 dr §'(z — xo) f(z) = — ()

- (8.87)

—00 T=T0

Para a integral Lorenziana,

/°° dx B /°° dx

x24I R |

/”/2 d(tan 0)
_nyo tan?®(0) + 1
/2

Hl— Hl= A=

Il
T
3

~
o

U

>

Il

sl
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Analogamente, a derivada de ordem mais alta da fungao 0 é definida por

/_ " d56™ (2 — 30) f(2) = (=1)" d;J; (@) ) (8.88)

8.5.2. Derivada de uma Funcgao descontinua

A funcao 0 de Dirac sempre aparece quando derivamos uma funcao descontinua.
Por exemplo, seja f uma fungao que formada de duas partes,

. f1<t), t < a,
f<t) o { fg(t) t > a,

Neste caso, podemos escrever

f)=H®)0(@=t)+ )0 —a).

Assim,
Z_J; = C;—J;le(a—t)—fl(t)é(t—a)+C;—J;29(t—a)+f2(t)5<t_a)
= Dyt + Lo —a) +1h @)~ i @)5 00
— %e(a—t)+%e(t—a)+Aft:a5(t—a)

onde Af;—, é a descontinuidade da funcao na posi¢ao da menda, t = a.

Exercicio: Calcule a derivada das seguintes funcoes:

f(x):{sin:r, <0

cosr, x>0"7

fx)=el,
f(x) = sign (x) "

11

. 1, >0
s ={ 1 270
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8.6. Método de Fungao de Green

Uma vez introduzida a nogao de funcao ¢ de Dirac, podemos agora discutir o
método de funcao de Green para obter uma solucao particular da equagao nao

homogénea.
Seja D o operador diferencial linear dado por
d? d
D=—+P(t)— .
o+ )2+ Q)
A fungao de Green G(t,t’) deste operador ¢ difinida como a solugao da equagao,
DI[G(t, )] =o(t —t). (8.89)

Antes de discutirmos como obter G (t,t'), vamos ver para que serve. O ponto
fundamental do método de fungao de Green é que, uma vez obtida G (¢,t') podemos
calcular a solugao particular da equacao nao homogénea,

D[z(t)] = f(1), (8.90)
por

2 (t) = / TG (). (8.91)

A prova é quase imediata. E s6 verificarmos que esta expressdo satisfaz a
Eq.(8.90). Aplicando o operador diferencial,

D[z()] =D [ /_ Tat Gt f ). (8.92)

[e.9]

As derivadas do operador diferencial se referem a varidvel ¢ e ndo a t’ e, portanto,
s6 a parte da fungao G(t,t') que depende em ¢. Assim, temos

D[ (1) = / T DG £ (). (8.93)

—00

Mas por definicao da funcao de Green G,
D [G(ta t,)] - 5(t - t/)7

entao temos

D[z(t)] = / TSt — 1) £ (#)

—00

= f(t). (8.94)
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Isto &, verificamos que a Eq.(8.91) satisfaz a Eq.(8.90).
Adicionando a solucao geral da parte homogénea da equacao, a solucao geral
da equacao homogénea é formalmente dada por!?

2(t) = / at' G () f (') + az (t) + B (1) (8.95)
onde z; e 29 sao as solugoes linearmente independentes da parte homogénea da
equagao,

D [2172] = 0.

8.7. Construcao da Fungao de Green

Agora, vamos estudar como obter a funcao de Green G (t,t') a partir de solugoes
da parte homogénea da equagao. Da defini¢ao da fungao de Green

DGt ) =6(t—1) (8.96)

implica que
DI[G (t,t")] =0, t #t, (8.97)

devido a propriedade da funcao ¢ de Dirac. Isto significa que quando t # t/, a
dependéncia em t da func¢ao de Green G (t,t') é uma solu¢do da parte homogénea
da equagao. Por outro lado, a Eq.(8.96) sugere alguma descontinuidade da fungao
em t = t'. Assim, vamos separar em duas regices, t > t' e t < t’. Escrevemos,
entao,

N 0121 (t) s t <t
Gt 1) = { a sy (8.98)

onde z (t) e 23 (t) sdo duas solugoes linearmente independentes da parte ho-
mogeénea da equagao. A expressao acima pode ser re-escrita como

Gt t)=Crzr ()0t —t) + Coza (1) O (t — 1), (8.99)

12 Aqui, restringimos a discussdo ao caso da equacdo diferencial de 2° ordem, mas o argumento
vale para qualquer ordem. No caso de uma equacao diferencial linear de ordem n, teremos
n—solucoes linearmente independentes da parte homogénea da equacgao e, portanto, a solugao
geral tem a forma,

2(t) = / dt'G(t, t) f(t") + Zazzhom

onde {zl(]io)m t), i= 1,...n} é o conjunto de n solugdes linearmente independentes da parte

homogénea da equagao.
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onde 0 é a funcao degrau de Heaviside.
Vamos calcular o resultado do operador diferencial D[] aplicado a esta ex-
pressao. Utilizando a expressao de derivada da funcao degrau de Heaviside, temos

iG (t,t") = Cy dz (t)e (t' —t)+Cy dz2 (1) 0(t—t)+{Coza (t) — Crza (t)},_p 0 (t = 1),
dt dt dt
d? )
@G (tvt ) -
dQZl (t) ’ d2Z2 (t) ’ dZQ (t) le (t) ’
01 dt2 9(t —t)—FCQT@ (t—t)+ {Cg dt —Cl dt }t:tlé(t—t)
dé (t —t')

+{Caoz (t') = Cr21 (V') },—y —
e, portanto, para D = d?/dt? + P(t)d/dt + Q(t), temos
DIG(tE)] = CiD [z (8]0 — 1)+ CaD [z (8)] 6 (¢ — t)

+ {02 dza(t) _ o da () }t:t, 5(t—1t)

dt dt
, d(t—t
1 {Cozs () — o (), %
+P(t") {Cazo (t) — Chrz1 () },_p 0 (£ — 1) (8.100)
O lado direito da primeira linha anula, pois z (t) e 25 (¢) sdo solugdes da equagdo,

D [2172] =0.

Queremos escolher € e Cy de tal forma que a Eq.(8.100) seja igual a §(t — t').
Assim, a terceira linha nao deve aparecer. Isto implica

0222 (t,) - 0121 (t,) = 0, (8101)

e esta condigao elimina também a tltima linha da Eq.(8.100). Agora basta escol-
her,

dz () dzy (')
O — == = 1. (8.102)
A solucao do sistema {Eq.(33.32),Eq.(33.33)} fornece,
Z9 (t,)
¢, = , 8.103
LS W (). ) (109
2 ()
Cy = , 8.104
2 = W)= 0) (100



onde W no denominador é uma quantidade conhecida por Wronskiana, definida

por'?

W), 2] = 2020 @Bl
21 (t) 2 (1)

det (8.105)

Finalmente, obtivemos a expressao de fungao de Green para a equagao diferencial
linear de segunda ordem por

, 1 29 (t/) 21 (t) , t<t
G (t,t ) = W [Zl (t’) 2 (t’)] { 2 (t/) 2 (t) : Mt (8.106)

onde, como foi dito, z; e 23 sao quaisquer duas solugoes linearmente independentes
da equacao homogénea.

Exercicio: Prove que a Wronskiana de duas funcoes linearmente dependente é
nula. Prove também que se a Wronskiana é identicamente nula, entao as
duas funcoes sao linearmente dependentes.

Note que a fungao de Green nao é univoca. Em primeiro lugar, qualquer duas
funcdes 2 e 2 podem ser utilizadas desde que elas sejam solucoes linearmente
independentes da equacao homogénea. Isto é equivalente dizer que se Gy (¢,t') é
uma funcao de Green da equagao, entao,

G (t,t") = Go (t,t") 4 2hom (1)

é uma outra funcao de Green, também.

Esta nao-unicidade pode ser utlizada para escolher a melhor combinacao das
solucoes z(M) e 2 de acordo com a condicdo de contorno do problema. Vejamos
em seguida um exemplo deste questao.

13Em geral, a Wronskiana de duas funcdes f e g ¢ definida por

Wlif,9l=fg' —gf".

Genericamente, a Wronskiana de n funcoes é definida por

f1 f2 R
fi f2 o fn
W[f17f27'"7fn] = det . :
- (n—1) (n=1) :f(n—l)
1 2 n
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8.8. Fungao de Green de Oscilador Harménico Amortecido

Como um exemplo, vamos calcular a fungao de Green de um oscilador harmoénico
amortecido,

Il Gt t)=6(t—t)
P T AL '

Podemos escolher as duas solugoes homogéneas por
2 (t) = eM,

2 (t) =

onde como antes,

Ay =—bEVb —c.

Aqui, vamos supor, por simplicidade, que as duas raizes A\, e A_ nao sao degen-
eradas (b* # ¢). A Wronskiana fica

Wz, 2] = A_eMiert — A etltet!
_ ()\7 . )\+) 6()\++/\7)t.
Assim, a funcao de Green correspondente é
1 e+ (=) t<t
A )
GO (t’t) - A — )\+ { 6)\,(15725/) tl <t

Exercicio I: Esboce o gréfico de Gy (¢,t") em func¢do de ¢ com ¢’ fixo nos dois
regimes de a) superamortecido, b) oscilagdo amortecida.

(8.107)

)

Exercicio II: Esboce o gréfico de Gy (t,t') em fungao de ¢’ com t fixo nos dois
regimes.

Exercicio III: Obtenha a funcao de Green no caso de amortecimento critico.

Esta é, de fato, uma funcao de Green, satisfazendo

Lol Gy —s—1)
ae g e o\t = ’

mas existe uma inconveniéncia. Como vimos, para obter uma solugao da equacao
nao homogénea,

P P

—_— R C —

dt? dt ’

64



devemos calcular a integral,
z (t) :/ dt'G (t,t") f(t) (8.108)

Utilizando a Eq.(8.107), temos

(1) = ﬁ [/t dt'e)“(tftl)f(t') n /OO dt,eAJr(t—t’)f ] . (8.109)

—00 t

A inconveniéncia da escolha da func@o aparece na segunda integral desta ex-
pressao. No caso de oscilador amortecido, sabemos que

oAt

é uma funcao cuja amplitude decresce exponencialmente para ¢ > 0 em todos os
regimes, pois
Re{A\;} <. (8.110)

Por outro lado, com a mesma razao,

_ !
oMt

é uma fungao cuja amplitude diverge exponencialmente para t' — oo. Assim, se
a funcdo f (#') ndo for uma funcdo decrescente mais rapida que e +*, a integral
diverge. Usualmente, numa situacao realistica, nao podemos nao podemos esperar
esta propriedade para f, porque f (t) é uma func¢ao arbitrdria. Para a primeira
integral na Eq(8.109) nao tem este problema, pois o fator

A= (t=t)

decresce exponencialmente para t' — —o0.

Podemos eliminar a segunda integral utilizando a liberdade de somar a fungao
de Green uma solugao da equacao homogénea sem estragar a propriedade de ser
uma funcao de Green. Se define a nova funcao por

Gt t) = Go(t,t)— ——eMt1)
( ) ) 0( ) ) A — )\+€
1 0, t<t
= X——:TXI'{ A (t=t) _ Ai (=) vy (8.111)
podemos checar diretamente que este G (t,t') ¢ uma func¢ao de Green, satisfazendo,
d? d , ,
o5t 2 e Gt1) =d(t 1), (8.112)
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Exercicio I: Prove diretamente a Eq.(8.112).

Exercicio II: Esboce o grifico de G (t,t') em fungao de ¢ com ¢’ fixo nos dois
regimes de a) superamortecido, b) oscilagdo amortecida.

Exercicio III: Esboce o grifico de G (t,t') em fungao de ¢ com t fixo nos dois
regimes.

Utlizando a fun¢ao G na Eq.(8.108), temos

1 t 1 )\ ! !
e —(tft) _ )‘+(t7t) /
)= 37— /_OO dt (e e )f(t). (8.113)
A solucao geral é
1 t , ,
At) = —— / dt’ (070 — MO) £(1) 4 aeM! 4 gt (8.114)
Al — >‘+ —0o0

Uma certa escolha da funcao de Green corresponde & escolha da solugao par-
ticular com determinado comportamento nos limites de ¢ — +oo. Em geral,
escolhemos

G(t,t') — 0, t' — oo, (8.115)
de modo que a integral na Eq.(8.108) convirja para dada funcdo f (¢) nao diver-

gente.

Exercicio: Obtenha a fungao de Green da equagao,

2 2d ((l+1) ) )
ﬁJFF%_T G(r,rf'y=0(r—17"),
que satisfaz a condic@o de contorno, a Eq.(8.115), onde [ € um nimero inteiro
nao negativo'?.

14Note que a ansatz,
At

z(r)y=e
nao funciona neste caso. Experimente o ansatz,

z(r) =,

onde « é a constante a ser determinada. Encontre um motivo de porque esta forma de ansatz
funcionaria.
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8.9. Ressonancia

Vamos considerar o caso em que a forca externa tenha a formal!?,

f(t) — eiwt‘
Queremos resolver a equacao,
d? d ,
{ﬁ + Qb% + c] 2,(t) = ™. (8.116)

A primeira vista, esta forma da forca externa pode parecer estranha, pois e™?
nao é um real, mas um complexo. Nenhuma forca na natureza seria um nimero
complexo. Mas, pelo teorema geral que provamos para a equacao diferencial linear,
se tivermos as solugoes das equagoes,

d2 d wt
{% + 2b% —l—C] 2,(t) = e,

d2 d —iwt
l@ + %% + c} 2 ,(t) = e,

sua combinagao linear,

¢ a solugao da equacao,

d—2+2bi +c¢| z:(t) = coswt
dt? dt e '

Esta é uma forca oscilante, que corresponde, no exemplo de carro, & superficie
também ter a forma senoidal,

h(z) = cos (k (x — xg)),

onde w = kv. Na prética, a forma exata senoidal raramente se encontra como a
forma da superficie de uma estrada. Mas, tém certa situcao em que a sucessao
de buracos de tamanhos similares pode ser aproximada pela senéide. Além disto,

15Nao pode confundir w e w, na Eq.(8.56).
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pelo teorema de Fourier, podemos expressar qualquer fungao geral como uma
combinaca@o linear de sin e cos. Assim, se resolvermos a Eq.(8.116), podemos
expressar a solucao da equagao

L}‘l—; + 25% —i—c] (t) = (¢)

para quaquer f (t).

Exercicio I: Expresse a solugao da equacao,

d? d :
{ﬁ + 2b$ + c] Zim(t) = sinwt

em termos de 2z, (t) e z_, (1).
Exercicio II: Prove que, quando b e ¢ sao niimeros reais, entao
2 () =2, ()",
onde z* é o complexo conjugado de z, ou seja, se z = x+1y, entao, z* = r—1iy.
Exercicio III: Mostre que, quando b e ¢ sao niimeros reais, entao

2z (t) = Rez,(t), (8.117)
Zim (t) = Imz,(t), (8.118)

onde Re(z) e Im (2) s@o a parte real e imagindria do complexo z, ou seja,
se z = + iy, entdo, Re (z) =z, e Im (z) = y.

Exercicio IV: Se a funcao f (t) for expresso pela série de Fourier,

f) = Z (@ sinwy,t + by, coswyt) ,

expresse a solucao da equagao,

L}‘l—; + 2b% + c] (t) = f(t)

em termos de combinagao linear das solugoes das equacoes,

d? d ,
2 — zwnt'
{dt2+ bdt—i—c} Zon(t) =€
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Voltando & Eq.(8.116), a solugao particular é dada pela Eq.(8.113),

t
2,(t) = #/ dt' <6>\7(t—t’) _6A+(t—t’)) ciwt!

)‘— - )‘+ —00
B 1 1 _ 1 gt
[ N Wi [ N 7 R W %
_ 1 wt
(=Ml Fiw) (<A +iw)
Substituindo
A = b Vb —c,
temos

1
e
—w? + 2ibw + ¢
A mesma expressao pode ser obtida diretamente da Eq.(8.116), se soubermos que
existe uma solucao da forma,

iwt

ZW(t) =

2, (1) = Ae™",
Substituindo esta expressao na Eq.(8.116), temos diretamente

1
—w? 4 2ibw + ¢

Vamos estudar o regime subamortecido. Neste caso, temos

)\:I: =—b=* iwamta

e
c=w?  —b.
Assim,
1
A= . 8.119
w2 —w? — b2+ 2ibw ( )

Para facilitar o visual e o cdlculo, vamos adotar a representacao polar desta am-
plitude complexa. Podemos escrever

A=A e?
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onde

1

\/(cuZ — w2 4 12) + 4b2w?
1
- , (8.120)
\/(w2 — w3)2 + 4b2w?
2bw

t = . 8.121
an ¢ w2 —w? .+ b2 ( )

Al =

Exercicio: Verifique as expressoes acima.

Podemos entao expressar a solucao particular como
2z, (1) = |A| @), (8.122)
para o caso que a parte nao homogénea tenha a forma
f(t) =™
Por outro lado, como discutimos, se f () = coswt, a solucao é

alt) = Rels (1)
= |A]cos (wt + ), (8.123)

onde |A| é dada pela Eq.(8.120) que tem a forma,
|A| = F (w; wame, b) -

A amplitude da oscilagao desta solucao particular é uma funcéo de w que varia
com Wey € b.
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A amplitude |A| mostra um comportamento interessante como fungao de w.
Para ver isto, escrevemos

Al = :
\/(w2 — w2)? 4 4b2w?
B 1
B Vw?t =2 (wE —20?) w? + wi
B 1
V162 = (@2 — 2020 + 482 (w3 — 1)
1

Io? = (@3 — 26 + 42 (w3 — 82)

E ficil de ver esta funcao cresce de w? = 0 até atinge ao seu méximo quando para

2 2
w - wres

= wi— 2%

e decresce monotonicamente depois. A forma da amplitude em torno do maximo
¢ mais aguda para menor valor de b, tendo

1
2/ (w2 — 2b2)

Quando dizermos que b pequeno, é necessdrio dizer comparado com quem.
Neste caso, estamos falando que b pequeno comparado com wg. Assim, é conve-
niente introduzir um parametro adimensional, € para expressar b por

|A‘Maa: =

b= cwy.

Em temos de quantidades originais, temos

Exercicio: Verifique que £ é uma quantidade adimensional.
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O fato de b ser pequeno é expresso em termos de £ por

e L
Temos
1
A = :
\/[WQ — (w3 — 2wpe?)]” + dwie? (Wi — wie?)
1 1

Y

2
0 [la? — (1 22) + 422 (1 - &2)
onde introduzimos a varidvel adimensional,

r=—
Wo

para expressar w. Na figura abaixo, mostramos a funcao
1

F(z;e) =
Vle? = (1—2:2)P 1422 (1 - e2)

para e =1/3, 1/7 e 1/10.
6_

|A(w)]

O pico agudo para os casos € < 1 em torno de x ~ 1 mostra que a solugao partic-
ular corresponde a oscilagao com enorme amplitude. Este fenémeno é conhecido
com a ressonancia.
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Exercicio I: Obtenha a expressao para a solugao particular para f(t) = sinwt. O
comportamento da amplitude muda comparado com o caso de f(t) = cos wt?

Exercicio II: Obtenha a expressao para a solucao particular para f(t) = Cy sinwt+
C5 coswt.

Para obter a solucao geral, basta adicionar a combinacao linear da equagao
homogénea. Para f (t) = coswt, temos

2, () = Re{|A4]e“" +aeM! + pet'}
= |A|cos (wt + &) + Ce™ cos (Wamit — ), (8.124)

onde C' é ¢ sao constantes a serem determinadas pela condigao inicial do problema.

Exercicio: Obtenha a expressao para a solugao geral para f(t) = sin wt.

A solucao geral, a Eq.(8.124) mostra a natureza da solucdo particular obtida
pela fungao de Green com a condi¢ao de contorno escolhida. Na Eq.(8.124), vamos
estudar quando t bastante grande. Neste caso, o segundo termo que depende
da condicao inicial diminui exponencialmente devido o fator e=*. Assim, existe
sempre um tempo, t.q., depois o qual, o segundo termo se torna desprezivel
compaparado com o primeiro termo, isto &,

|A] > Ce ™, t > treas.

t Nlln E
relax — b |A| .

Assim, para t > t,¢q,, 0 movimento do sistema tende a

Por exemplo, pode escolher

2, (t) — |A] cos (wt + 0) , (8.125)

independentemente da condicao inicial. Este é o aspecto geral e o ponto impor-
tante de um sistema com a forca dissipativa. Em geral, um sistema com a forga
dissipativa, a meméria da condigao inicial serd apagado com o tempo t. No caso
de um oscilador subamortecido com a for¢a solenoidal, o sistema oscila com a
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mesma frequéncia para t > t,.,, neste regime assintético e sua amplitude é de-
termindada completamente em termos dos pardmetros que sao caracteristica do
sistema, tais como M, k, e 1, independente da condicao inicial.

O movimento entre 0 < t < t,.qq, ainda reflete o efeito da condicao inicial.
Este regime ¢ dita o regime transiente.

Vamos voltar ao problema inicial de determinar as forgas que atuam para
os passageiros dentro do carro. Agora tendo a solugdo do problema, onde z(t)
representa a variacao temporal da altura do carro, podemos calcular as forgas que
atuam para quem fica dentro deste carro. A lei de Newton pode ser utilizada nao
s6 para determinar o trajétoria quando a for¢a é dada, mas também para calcular
a forca quando o movimento é dado. No caso de oscilacao subamortecida, a forca
que atua para um passageiro que tem a massa m ¢é dada por

d?z
fo= mae
= m (—wg(z —AR(t)) — 25w0%> .

Sabendo a forma de z = z (t), podemos calcular f.

Exercicio: No verao, o asfalto das estradas derrete e acaba criando uma super-
ficie ondulatéria. Supondo que esta ondulagao tem a forma senéide com
comprimento de onda A. Para um carro cuja frequéncia prépria é wg, qual é
a velocidade que o carro entra em resonéncia com a ondulacao da superficie?
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8.10. Péndulo

Como 1ltimo exemplo da revisao do sistema unidimensional, vamos analizar o
movimento de um péndulo. Consideramos um péndulo de massa m, pendurado
por uma barra de comprimento [, cuja massa é desprezivel. Por simplicidade,
consideramos também que o péndulo s6 oscila num plano. Veja a figura abaixo.

U f =-mg+Tcos6
y g

Fig. 5

8.10.1. Escolhe das varidveis e Equacao de Movimento

Nesta figura, (x,y) s@o as coordenadas da massa do péndulo, T" é a tensao na barra
que suspende a massa m e # é o dngulo da inclinacao do péndulo. Estao indicadas
as forcas aplicadas na massa. Escolhendo a origem do sistema de coordenadas,
temos!®

= I[sind, (8.126)
= —lcosf. (8.127)

Naturalmente
2?42 =12 (8.128)

16Note aos sinais. Os sinais dependem da convencdo de escolher as direcdes para medir
quantidades. Aqui, como ¢é de costume, = cresce de esquerda para direita, y cresce de baixo para
cima, e # cresce na dire¢do anti-horaria. Por exemplo, na configuragao da figura acima, 6 < 0 e,
portanto, x <0, e y < 0.

75



Primeiro, vamos definir as varidveis para descrever o movimento deste sistema.
Poderfamos utilizar as coordenadas (x,y) da massa do péndulo. Neste caso,
terfamos as equacgos de Newton para cada varidvel,

d*y

onde f, e f, sao as componentes da for¢a atuando no péndulo, como indicadas na
figura. Isto é,

T
[
T
fy = —mg+Tcost =—mg— 7Y (8.132)

onde utilizamos as Eqgs.(8.126,8.127).
Temos entao as duas equagoes de movimento para x e vy,

d*x T
d*y T

que parece que as duas equagoes diferenciais lineares com coeficientes constantes,
e poderiam ser resolvidas utilizando os resultados da secao anterior.

8.10.2. Presenca de um vinculo entre varidveis

Mas, isto nao é correto. Primeiro, sabemos a massa m e o comprimento [ mas qual
é o valor de T7? Em geral, T" depende do estado dindmico do péndulo. Isto é fécil
de imaginar, pois quando o péndulo tem a velocidade maior, a forga centrifuga
fica maior, gerando a tensao maior na barra. Isto é, T depende da velocidade do
péndulo. Segundo, mesmo supondo que 7' é uma constante, as solugbes x = x(t)
ey = y(t) das Eqgs.(8.133,8.134) ndo garantiria a condigao Eq.(8.128).

Na verdade, a Eq.(8.128) deve ser utilizada para saber justamamente quem
¢ T. Em outras palavras, temos trés equacoes, Eqs.(8.133,8.134 e 8.128) para
determinar os trés incégnitas, z,y e 1.

A condicdo Eq.(8.128) nao é uma equagao diferencial, mas uma relacao entre
as varidveis x e y. Uma condicao entre varidveis escrita na forma de uma relacao
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algébrica como a Eq.(8.128) ¢ chamada de vinculo holénomo. Um método direto de
tratar um problema com vinculo holénomo é eliminar uma das varidveis utlizando
este vinculo. Por exemplo, vamos eliminar primeira 7'. Para isto, multiplicando
y na Eq.(8.133) e x na Eq.(8.134), e subtraindo os dois lados, temos,
d*x d*y
MY — MT—y = MY (8.135)

Do vinculo, Eq.(8.128), podemos expressar y em termos de z,
y=v l2 - $2,

e substituindo esta expressao na Eq.(8.135), podemos ter uma equagao diferencial,
contendo s6 z,

2 2
mV1[? —xQd—x —mxd— 12 — 22 = mgx.

dt? dt?
cuja aparéncia ¢ um pouco complicada.

8.10.3. Representagao parametrica

Para um vinculo tipo (8.128), ¢ ttil introduzir a representacao paramétrica de
x e y. Em outras palavras, podemos utilizar o angulo # como a varidvel para
descrever a configuracao do péndulo. Neste caso, utilizamos as Eqs.(8.126,8.127)
para expressar x e y em termos de #, que automaticamente satisfazem o vinculo
(8.128). Temos

dx
i [ cos 9%’
dy . df
il [ sin 9%’
e
d?x _(do\? %0
e —lsinf (%) + lcoseﬁ,
d2y AN A,
o lcos@<a> —i—lsm@w
Substituindo estas expressoes na Eq.(8.135) temos ,
_(do\? d?0 , doN? . d%6
—ml cos 0 <—lsm€ (E) + [ cos 9@) —ml sin 6 (l cos (E) + [sin Hﬁ)
= mglsinf,
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ou simplificando, temos finalmente,

ml2ﬁ = —mglsind (8.136)
ou ainda cancelando os fatores comuns,
d*0 g .
ﬁ = —7 sin 6. (8137)

Exercicio: Verifique a Eq.(8.136).

8.10.4. Primeira Integral

A Eq.(8.136) é a equagao de movimento de Newton para o angulo 6. Discutiremos
a origem desta equacao mais em detalhe no proximo capitulo. Mas antes, vamos
analizar a solucao da equagao.

A Eq.(8.137) é a equacao diferencial de segunda ordem, mas nao € linear, pois
o termo sinf nao é linear em . Assim, o teorema de superposicao linear das
solugbes nao vale mais aqui. Mas a Eq.(8.137) tem a forma,

d*0
— = f(0). 1
= 10) (5.139)
Nesta situacao, o método geral é multiplicar df/dt aos dois lados,
df d?0 do
A —_ 1

e observar que

dod?0  1d <d9>2

dt d2 — 2dt \ dt
€
o d o
FO) =~ (0") dor.

Assim, a equacao Eq.(8.139) fica

1d (do\*> d [, , .
5%(%) _%/ F(0)ado'.

Agora podemos integrar os dois lados em ¢, obtendo simplesmente,

AN
%<%> :/ f(0)do' +C, (8.140)

onde C' é¢ uma constante de integracao.

78



8.10.5. Segunda Integral

Independentemente de que a integral

/ "t

seja feita analiticamente ou nao, sabemos que isto é uma funcao de . Assim,
denotamos

wmzi/ﬂmwc

onde o sinal — foi introduzido por mera conveniéncia posterior!”. Desta forma, a
Eq.(8.140) fica

1 /do\*

=) ==V(@)+C. 8.141

5 () ——vor+ (8.141)
Resolvendo em relagao a dfl/dt, temos

do

— =£/2(C =V (0)).

=20V 0)

O lado direito desta equagao ¢ uma funcao de # apenas. Assim, podemos escrever,

do

= +dt,
2(C—=V(0))
cuja integral é imediata:
V2 (C=V(0))

onde ty, ¢ a outra constante de integracao. Novamente, independentemente de
que a integral do lado esquerdo desta expressao seja feita analiticamente ou nao,
a equacao diferencial é em principio foi resolvida, pois a equagao acima tem a
forma,

F(0) = £(t — to),

1"Mesmo que nao podemos expressar a forma de V () analiticamente, podemos sempre calcu-
lar V' () para qualquer valor de 6, se quiser, por exemplo, pelo método numerico. Neste sentido,
podemos considerar que a fungao V () é uma fungdo conhecida.
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onde

v dx
Flo)= / 2(C V()

e esta estabelece uma relacao entre t e f. A forma de F pode ser obtida nimeri-
camente mesmo a integral nao pode ser feita analiticametne.

Vamos aplicar o método acima para a equagao (8.137). Multiplicando df/dt
aos dois lados desta equacao, temos

ou )
2dt \ dt [ dt
Integrando os dois lados, temos

2
% (%) = %COSH +C. (8.142)

Agora resolvendo em df/dt, temos

Z—z ::I:\/2 <%COS¢9+C>.

J& que o lado direito é uma funcao sé de 6, podemos integrar, obtendo,

t
— i/ dt + ', (8.143)

/9 do
\/ 2 (4cosf +C)
onde C’ é a constante de integracao.

8.10.6. Analise do comportamento da solugao

Do ponto de vista matematico, a equacao diferencial é considerada resolvida for-
malmente pela Eq.(8.143), pois o resto é s6 executar a integral. A integral nao ¢
sempre capaz de ser expressa em termos de fungoes analiticas conhecidas. Neste
caso em particular, a integral do lado esquerdo se torna uma funcao chamada de
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integral elitica. Mas de qualquer forma, como estd, nao é transparente o com-
portamento da solucao. Assim, vamos analizar certas situacGes para obter uma
imagem geral da solucdo. Primeiro, reescrevemos a Eq.(8.143) por

0 do [2g
—— =t/ = (t —19), 8.144
/\/cose—i-a l( 0) ( )

onde

Cl
a = —,
9

N

Pela forma da Eq.(8.144), podemos notar que temos que considerar certos casos
separadamente. J& que sempre

lcos @] < 1,
a solucao fisica para 6 s6 pode existir para
a>—1,
se nao, a integral do lado esquerdo fica imaginério.
8.10.7. Movimento Oscilatério
Com a mesma razao acima, se
—1l<a<l,
entao, o integrando fica real somente para
cosf > —a.
Isto implica que os valores de 0 sao limitados por
—0y < 6 < 0, (8.145)

onde (veja a figura abaixo)
0y = cos ™t (—a).

81



x=-a +

Fig.6: O limite de # permitido.
A limitagao Eq.(8.145) implica o movimento também limitado entre estes limites.
Vemos abaixo, o movimento do péndulo é oscilatério.

8.10.8. Regime Harmonico

Para ver mais em detalhe, vamos analizar uma situagao em que a é bem préximo

de —1. Escrevemos )
a=—1+ 552, (8.146)

onde 0 < €2 < 1. Neste caso, podemos ver pela figura acima, o limite de 6, 6,
também fica pequeno. De fato,

1
0y = cos! (1 — 552>

Exercicio: Prove que

para € < 1.
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Assim, o movimento fica limitado dentro de uma regiao pequena de 6, signifi-
cando sempre
0] < 1.

Nesta situagao, podemos aproximar cos 6 por sua expansao de Taylor em torno de
0 = 0, ou seja,

1
cosf ~ 1 — 562. (8.147)
Substituindo as Eqs.(8.146) e (8.147) na Eq.(8.144), temos

/9
\/1—%92—1-1-%82 ¢

ou

/9% _ :I:\/%(t—to). (8.148)

A integral fica
=sin~* o (8.149)

/9 do
1/52_92 €

e, portanto, temos
0 (t) = +esin \/% (t —to) (8.150)

onde ¢ e tg devem ser ajustados em termos de condicao inicial do péndulo. Os
sinais + correspondem nada mais que a direcao inicial da oscilagao como pode ser
visto no exercicio seguinte.

Exercicio I: Determine ¢, e ¢ para as seguintes condigoes iniciais:

a) No tempo ¢t = 0, o péndulo foi solto de uma inclinacdo 6y, ou seja,
0(0) =60y edd/dt =0.

b) No tempo ¢t = 0, o péndulo foi solto da mesma inclinagao |0y| mas do
outro lado, ou seja, 0 (0) = —6,.

Exercicio II: Estime o dngulo 6, para qual a aproximagao tenha o erro menor
que 1%.
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Vejamos que o movimento do péndulo é de um oscilador harmonico para 0 < 1.
Na verdade, para ver isto, nao precisava a teoria completa para integrar a equacao
de movimento, mas podemos introduzir a aproximacao

<1

desde inicio. Por exemplo, na equagdo de movimento, a Eq.(8.137), podemos
aproximar
sinf ~ 6.

O erro associado a esta aproximacao seria da ordem de 6 /6. Assim, para § = 0.5,
o erro ¢ da ordem de 2%. Nesta aproximacao, a equagao de movimento fica
d*0
0 _ g4
dt? l

que é nada mais que a equacao de um oscilador harmonico, com a frequéncia,

tendo a solugao exatamente dada pela Eq.(8.150).

8.10.9. Movimento Nao Harmonico - correcao perturbativa

Quando a for maior, a aproximacao 6 < 1 nao valeria mais. Neste caso devemos
avaliar a integral, (8.144) sem a aproximagao, Eq.(8.147). Como mencionamos,
esta integral é expressa em termos de uma integral elitica. O movimento do
péndulo se torna oscilatério, mas nao harmoénico. Mas, podemos estudar o com-
portamento de movimento nao harmonico ainda analiticamente quando o desvio
do movimento harmoénico é pequeno. Ou seja, tratamos o sistema essencialmente
harmonico, mas com pequena correcao. Este tipo de abordagem é chamado aprox-
imacao perturbativa.
Na Eq.(8.144), para a < 1, podemos parametrizar a como

a = — COSE. (8.151)
Entao, o movimento ¢ limitado por

—e<f<e.
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Ja que
. O+ . -0
cosf) — cose = 2sin 5 Sit——,

podemos escrever

/9 df /9 df
0 Veosf+a 0 /2sin 2 sin 2

ds

/0 \/2sin5 (%) sine (%)7

onde s = 0 /e.
Expandindo em ¢ o integrando acima, temos

1 1 2 1+s%, 7+2282+7st,
“Nice\!'T T T T )
V2sin(e (52))sine (552) VIS A4l

Desta forma, podemos integrar em s pelo termo a termo.

Exercicio: Efetue a integral acima até a segunda ordem em ¢ e estime a correcao
para o periodo do pénculo até esta ordem.

8.10.10. Movimento Nao Oscilatério

Quando
a>1,

entdo para qualquer @ existe a integral do lado esquerdo da Eq.(8.144). O inte-

grando

f(0) = ﬁ (8.152)

é uma funcao sempre positiva, oscilando, como ilustrada na figura abaixo.
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integrando f(0)

0
Fig. 7 O integrando

Agora, a integral é uma fungao crescente em . Na figura abaixo, ilustramos
o comportamento da integral, e como 6 fica determinado como funcao do tempo
t. Nesta figura, escolhemos o sinal + na Eq.(8.144). O angulo 6 é uma fungao
indefinidamente crescente no tempo t. Isto é, o péndulo tem a energia inicial tao
grande que, em vez de oscilar, fica rodando em torno do ponto fixo.

ot

Fig. 8
Como vimos, o movimento de um péndulo muda o seu comportamento com

o valor da constante a. Queremos entender o significado desta constante. Certa-
mente esta quantidade deve estar associada com a velocidade inicial ou a energia
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inicial. Vejamos em seguida este ponto.

Exercicio: Discuta o movimento de 6 () para o caso com o sinal — na Eq.(8.144).

8.11. Forga Conservativa e a Energia Potencial

O método aplicado para obter a Eq.(8.140) pode ser utilizado na Eq.(8.136) dire-
tamente. Multiplicando df/dt para os dois lados da Eq.(8.136), temos

d (mi% [do\? d [? .

2 2
% (%) = mglcosf + E, (8.153)

onde E ¢é uma constante da integracao. Naturalmente, esta expressao é a mesma
coisa da Eq.(8.140) ou Eq.(8.141), afora uma constante multiplicativa. Mas, nesta
equagao, os termos tem significados fisicos diretamente. Por exemplo, o termo

mi? (d6"
2 \dt

¢ nada mais que a energia cinética associada a massa do péndulo. Para ver isto,
podemos calcular a energia cinética no sistema de coordenadas Cartesiano,

1 dz\® 1 dy 2

e substituindo as Eqs.(8.126,8.127), temos

1, [do\?

Por outro lado, o primeiro termo da Eq.(8.153) é

ou

mgl cos = —mgy, (8.155)

que ¢é a negativa da energia potencial gravitacional do péndulo que esté na posicao
y. Assim, a Eq.(8.153) fica
T+V =FE, (8.156)
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onde
V =mgy

¢ a energia potencial do péndulo. A Eq.(8.156) representa a conservagao da ener-
gia, pois I2 é uma constante.

A lei de conservagao de energia é bastante geral para sistemas com forcas
conservativas. Para ver isto, vamos considerar a equacao de movimento que tem
a forma,

m—s = f(z), (8.157)

onde f é a forca que somente fun¢ao da posicao e nao depende nem em ¢ nem em
v. Neste caso, novamente, multiplicando aos dois lados dx/dt, e temos,

%{% (%’)2} _ %/ dz f(x). (8.158)

onde xg é um certo valor de z arbitrario. Aqui, a integral do lado direito

/I f(z) dx (8.159)

é o trabalho que a forca f exerce ao sistema quando a massa for deslocada da
posicao xy até x. Em outras palavras, a quantidade

Viz) = / Y ) do = — / f(x) da (8.160)

¢é o trabalho que precisaria se recolocar ao sistema da posicao x até xy contra a
forca f. Este trabalho é chamado de energia potencial. Por exemplo, no caso
de uma massa m sob a forca gravitacional constante, precisaria a quantidade do
trabalho,

Y
/ mgdy (8.161)
0

para colocar a massa, contra a forca gravitacional —mg, na altura y da posicao

inicial de y = 0. Neste caso,
V = mgy. (8.162)

Temos da Eq.(8.158),

d
7 (T +V)=0, (8.163)
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onde
dx

T:%m(a>2 (8.164)

é a energia cinética. Integrando a Eq.(8.163), temos
T+V=E, (8.165)

onde F é a constante de integracao. Desta forma, obtemos a lei da conservacao
de energia.

Para um movimento unidimensional de uma particula, podemos entender o
comportamento geral do sistema pela lei de conservacao de energia, sem resolver
problema completamente. Suponha que o potencial V (z) tem a forma como
ilustrado na figura abaixo.

V(x)

E<0

Fig. 9 Exemplo de V(x)

Para um movimento real, a energia cinética T' tem que ser nao negativa. Isto
implica
E-V>0.
Assim, no exemplo acima, se ¥ < 0, entao, o movimento € restrito para o intervalo

de =z,
T, < < qy.
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Da Eq.(8.165), podemos expressar o valor absoluto da velocidade como

=\2m(E-V),

e, portanto, a velocidade atinge seu valor maximo quando atravessa o fundo do
potencial V' (z), e se torna nula quando

E=V(z). (8.166)

dx
dt

No exemplo da figura, x, e z;, sao exatamente as raizes desta equagao e sao
chamados de ponto de retorno. Nestes pontos,

da
dt

=0, (8.167)

T=ZTa,Tph

ou seja, a velocidade se anula. O movimento ¢ um movimento oscilatério entre

dois pontos de retorno.

Exercicio: Discuta o movimento do exemplo quando £ > 0 (veja a figura abaixo).

E>0

Fig. 10
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8.12. Oscilacao Harmoénica em torno do ponto de Minimo do Potencial

No problema do péndulo simples, vimos que quando a amplitude é pequena, o
movimento do péndulo se torna um oscilador harménico. Iste nao é por acaso.
Para um potencial geral, V(z), se a energia £ é muito préxima do valor minimo
do potencial Vj, os dois pontos de retorno ficam préximos do ponto minimo z e,
portanto, o movimento fica restrito a préximo deste ponto (veja a figura abaixo).
Naturalmente quando E = V;, a particula nao pode movimentar, e fica no ponto
minimo do potencial. Este o caso que a particula estd em equilibrio.

Num sistema realistico, em geral, sempre existe atritos mesmo que seu efeito
nao seja muito apreciavel no movimento. Mas com tempo, o sistema perde a
energia gradualmente devido estes atritos, e acaba ficando num estado que tenha
a energia menor possivel. Este é o ponto de equilbrio.

x
> X X
0 0
E~ VO
Vo
Fig. 11

8.12.1. Expansao de Taylor do Potencial na visinhangca do ponto de
equilibrio

Quando a energia for ligeiramente acima do minimo do potencial, a particula
oscila em torno deste ponto. Como o movimento é limitado bem préximo do
ponto minimo do potencial, podemos aproximar a forma do potencial em termos
dos primeiros termos da expansao de Taylor. Vamos expandir o potencial em
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torno do ponto x = xy. Temos

1 d?V

f— — — — — — —_— 2 DY
Vig) =Vo+ 1 dx |, (= 0) 2! da? |, (= 0)" +
Mas, como xy é o minimo do potencial, sabemos que
av
= 0.
To
Entao,
1 d*V 2
V(x):%—|—§ 2 mo(x_x()) +
Assim, a forga f fica
d
= ——V
[= Vi)
>V
~ — W . (.I’ — m[)) .
A equagao de movimento da particula fica,
d*x
mW = —C<$—I0),
onde C' = d*V/dz*(z = x). Mudando a varidvel
Yy =T — Xy,
temos P
Y

que é nada mais do que a equacao do oscilador harmoénico. A constante da mola é
dada pela segunda derivada (curvatura) do potencial no ponto de equilibrio. Note
que se xg ¢ o minimo, entao, C' > 0.

Assim, concluimos que o movimento de uma particula bem préximo do ponto
de minimo do potencial é sempre aproximado como um oscilador harmonico, com
a constante de mola iqual a curvatura do potencial no ponto minimo.
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8.13. Estabilidade do movimento em torno do ponto de equilibrio

Em geral, um ponto de equilibrio é o ponto em que se o sistema esteja em repouso
neste ponto, ele permanecerd a toda vida. Ou seja, num ponto de equilibrio, a
forca deve ser nula. Mas um ponto de equilibrio nao necessariamente corresponde
ao ponto minimo do potencial. O ponto méximo do potencial também é o ponto
de equilibrio. Veja a figura abaixo.

V(x)

C

X
Fig. 12

Neste exemplo do potencial, existem 3 pontos, A, B e C, onde a forca ( negativa
da derivada do potencial) se anula. Assim, se coloca uma particula nestes exatos
pontos com a velocidade exatamente nula, a particula permanecerd sempre no
mesmo lugar, desde que nenhuma perturbagao atue na particula. Como vimos,
nos pontos A e C, mesmo que a particula esteja nao exatamente no ponto, ou
tendo a velocidade nao exatamente nula, o movimento é um oscilador harménico
em torno destes pontos. Assim, os pontos A e C sao pontos de equilibrio estdveis.
Mas, no ponto B, se tiver qualquer deslocamento, ou a velocidade inicial nao
nula, a particula comeca a se afastar do ponto B e nao volta ao ponto. O ponto
de equilibrio B é instdvel.

Matematicamente, podemos ver a situacao de ser estavel ou instdvel através
do sinal da curvatura do potencial no ponto. Independentemente de estdvel ou
inestavel, o movimento da particula bém préximo de um ponto de equilibrio é
descrito pela Eq.(8.168), pois na dedugao desta equagao, utilizamos apenas o fato
de que o movimento é bém préoximo do ponto do equilibrio, e a primeira derivada
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¢é nula.
Quando o ponto de equilibrio corresponde a um minimo local do potencial,
entao a curvatura no ponto é positiva,

%

T da?

C > 0, (8.169)

o

onde zg é o valor do = do ponto de equilibrio. Assim, a Eq.(8.168) corresponde a
um movimento de oscilador harménico.
Por outro lado, se o ponto de equilibrio corresponde a um médximo local, entao
a curvatura no ponto é negativa,
d*v

=—| <0 (8.170)

o

Neste caso, a solugao da Eq.(8.168) é escrita por

y(t) = cre™ + cpe™, (8.171)

oo T
m

e ¢; e co sao constantes. Estes exponenciais sao as mesmas de um oscilador
harmoénico, mas com a frequéncia imagindria como pode ser visto da seguinte
forma,

onde

okt — Fi(iw)

Exceto uma condigao inicial muito peculiar, a Eq.(8.171) mostra que y cresce
rapidamente no tempo t e, portanto, a posicao da particula afasta do ponto xg
rapidamente (y = = — o). Este é a representacao matemadtica do fato de que o
ponto méximo local do potencial é o ponto de equilibrio instével.

Como pode ser visto acima, num problema unidimensional a relacao entre a
estabilidade de um ponto de equilibrio e o sinal da curvatura do potencial deste
ponto é bastante simples. Para um sistema com mais de um grau de liberdade,
nao é sempre facilmente visivel a forma de potencial. Neste caso, uma analise
em termos de frequéncia de oscilagao perto do ponto de equilibrio é um método
poderoso para saber a estabilidade do sistema. Voltaremos a este problema mais
adiante.
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9. Espaco de Fase

9.1. Momento Linear vs. Velocidade

Vamos voltar a analizar o problema de um para-quedas. Suponha que, ao invéz de
os dtomos do ar serem empurrados pelo para-quedas, vamos considerar que todos
as atomos aderem a ele completamente. Neste caso, naturalmente

(Av) = v,
e, portanto, a equacao de movimento do para-quedas fica

dv 9
m— = —mg - pSv*. (9.1)

pSdx ( dm>
dt dt adere

é justamente a quantidade da massa do ar que adere ao para-quedas por unidade
de tempo. A massa do sistema, isto ¢, a massa do para-quedas inicial mais a
massa do ar aderidos a ele até o tempo ¢, é fungao do tempo m (). Substituindo
Eq.(9.2) na equagdo de movimento (9.1), obtemos

Mas a quantidade

d
< (m{t)o) = —m, (93)
ou p
p e
onde
p=mu (9.5)

¢ o momento linear do sistema (pdra-quedas + o ar aderido). A Eq.(9.4) tem
a forma da equagao de Newton, sem a forca do atrito. O efeito do atrito do ar
contra ao movimento da para-quedas fica absorvido como a variacao da massa do
sistema.

A equagao (9.4) sugere que a equacao de movimento que envolve a variagdo
da massa do sistema é mais conveniente escrever

d
Loy,

- - (9.6)
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do que
dv

"
onde o tltimo termo representa a forca que atua ao sistema devido a absorcao ou
a emissao da massa. Utilizando o momento no lugar de velocidade, o efeito da
mudanca da massa fica automaticamente incluido na equacao de movimento.

Em principio, para uma particula cuja for¢a nao depende da velocidade, nao
h& diferenca essencial entre o momento e a velocidade, exceto o fator constante
m. Assim podemos utilzar o momento linear no lugar da velocidade para especifi-
carmos o estado de movimento de uma particula. Vejamos posteriormente, o par
(x,p) é mais conveniente do que o par (x,v) para especificar o estado de movi-
mento. No momento, consideramos o momento linear como sendo apenas uma
varidvel equivalente a velocidade.

dm
=f— U (9.7)

9.2. Espaco de Fase e o Retrato do Movimento no Espaco de Fase

Um estado de movimento ¢ especificado pelo par de variavel (z,p). Por exemplo,
a condigao inicial de uma particula em movimento unidimensional é especificada
pelo este par,

(x7p)to .

O movimento da particula é nada mais que a sucessao deste par como funcao
do tempo. Podemos considerar um espago bidimensional abstrato, onde estes
dois nimeros (a coordenada = e o momento linear p) como as duas coordenadas
deste espaco. Este espaco artificialmente introduzido é chamado de espago de
fase. Assim, um “ponto” no espaco de fase P = (z,p) representa um estado de
movimento de particula, nao apenas a posi¢ao mas seu momento, também. Desta
forma, o espaco de fase é formado todos os estados de movimentos do sistema em
consideragao.

Um movimento particular, correspondente a uma condigao inicial corresponde
uma trajetoria neste espaco,

P =P(1).

Vamos considerar um oscilador harmoénico de massa m, a frequéncia w. Neste

caso, sabemos que'®

Loy, 1 5,
— —mwr® =F
2m + 2 ’

18 Fxercicio: Prove.
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onde FE é a energia do oscilador. Neste caso, a trajetéria no espaco de fase é dada
pela um elipse, como ilustrado na figura abaixo.

Q

\2mE

NZE/(m ®%)

~
N

J X

Fig. 13

O ponto no espaco de fase corresponde ao estado do movimento do oscilador
circula com o tempo em cima deste elipse com a frequencia angular w. Para uma

fixa energia F, as diferentes condigoes
em cima deste elipse.
Quando varia E, o retrato no espaco

iniciais correspondem aos pontos iniciais

de fase é um elipse, variando seu tamanho

de acordo como indicado na figura abaixo.

Q

I

3
2

TE

N

—/

Fig. 14



Nesta figura, obviamente
Fi < Ey< Eg.

Na verdade, estas curvas sao nada mais que as curvas de niveis da funcao de
duas varigveis, H = H(x, p), onde, no caso de osculador harmonico,
1 1
H(z,p) = —p* + —mw?a>.
2m 2
A funcao H é chamada de Hamiltoniana. Para um sistema com a forga conserva-
tiva, a Hamiltoniana é nada mais que a energia vista como funcao da posicao x e
0 momento p, e

1
H=H =—p*+V
(2,p) = 5—p" + V()
para uma particula de massa m submetida num potencial V().

Vamos considerar o caso de um péndulo simples. Neste caso, escolhendo 6
como a coordenada, pela Eq.(8.153) temos

1 2
E=-ml? <d—9> — mgl cos 8.

Observe que nesta expressao, o fator mi? estd fazendo o papel da massa para o
movimento angular do péndulo. Isto é, se comparamos a energia cinética

1, (dO?

1 dz\?
il V(e
(%)

o fator ml? corresponderia a M. Mas devemos lembrar que a velocidade angular
df/dt nao tem dimensao da velocidade usual. Mesmo assim, em analogia do
momento linear, podemos definir o momento angular por

do

=ml*—.
Po =1

por

Desta forma, a Hamiltoniana do péndulo simples fica

= ﬁpg —mgl cos 6.
m
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Vamos esbocar as curvas de nivel desta Hamiltoniana. A curva de nivel é dada

por

1
sz —mglcost = E.

Quando E > mgl, para qualquer ¢, podemos resolver py por

po = ++/2mi2 (E + mgl cos 0)

que ¢é a curva ondulatéria na dire¢ao horizontal. (Ver as curvas abertas na figura
abaixo). Por outro lado, auando F < mgl, s6 existe o valor de py para

E 4+ mglcost > 0,

e a curva de nivel fica uma curva fechada como ilustrada na figura.

Fig. 14

Exercicio I: Porque aparecem varias regioes de trajetérias de elipse na figura
acima? O que correspondem estas regioes, fisicamente?

Exercicio II: Existe uma curva que separa as regices ondulatorias e eliticas. O
que corresponde esta curva fisicamente? Qual é a situacgao fisica no ponto
que esta curva curza o eixo 07

Exercicio III: Esboce as curvas de niveis da energia nos casos das Figs. 9-10-11
e Fig. 12.
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10. Problemas
1. Calcule a constante da mola para seguintes casos:

1. Duas molas com constante da mola k; e ko ligadas em serie.

2. Duas molas com constante da mola k; e ko ligadas paralelamente.

3. Quando corta na metade uma mola de constante da mola k.

4. Quando corta uma mola de constante de mola k£ em duas partes, com

proporcao de [y : ls.

2. Uma massa m estd ligada com as duas molas de constantes de mola k; e
ko, um do lado esquerdo, e outro, do lado direito, como ilustrado na figura
abaixo.

K+

m

Considere apenas o movimento horizontal.

1. Obtenha a equacao de movimento da massa.
2. Obtenha a solugao do problema acima com condi¢ao inicial adequada.
3. Analise os seguintes casos:

1. Coloque em oscilacao a parede direita com a frequéncia wj.

2. Coloque em oscilagao a parede esquerda com a frequéncia wo.

3. Coloque simultaneamente em oscilagao as duas paredes com fre-
queéncias wj e wsy, respectivamente.
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3. No problema do pédra-quedas, discuta o caso em que a variacao média da
velocidade dos atomos do ar seja proporcional a velocidade do para-quedas,

(Av) = Cv.

Analise também o caso
(Av) =1+ (v

e discute os comportamentos de cada caso comparativamente.

4. No problema do carro com a mola, supusemos o tempo todo, a roda esta
sempre em contato com a superficie da estrada. Na realidade isto nao acon-
tece. As rodas também pulam. Determine quando o tratamento no texto
falha, e discuta como tratar o problema.

5. Calcule o Wronskiano dos seguintes casos:

W [sinz, cos x|,
%% [eiz7 efi:r] 7
W ax + b, cx +d],

e no tltimo caso, verifique que a condi¢ao de o Wronskiano nao nulo garante
a independéncia linear das duas funcoes.

6. Considere um péndulo simples, pendurado por um fio de comprimento [.
Durante a oscilagao, variamos o comprimento do fio, puxando através do

ponto de suspensao. Veja a figura abaixo.
 —

M

A variagdo do comprimento do péndulo é dada por [ =1 (t).

1. Obtenha a equagao de movimento.
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2. Obtenha a expressao do trabalho necessério para puxar o péndulo do
comprimento inicial [y a Iy.

3. Calcule a taxa de variacao da energia do péndulo, dE/dt, onde
E= %l292 —mgl cos 6. (10.1)

7. Considere uma massa m colocada numa mesa plana, mas nao lisa. Discuta
o movimento da massa quando a mesa oscila horizontalmente.

8. Sabemos que

eix _ e—ix

sinx = _—

2

eiz + efim

cCoOSsTrT = ————
2

Em analogia destas expressoes, definimos as funcoes hiperbdlicas por

et —e
sinhx =
2 )
et +e”
cosh = ——,
2
sinh x
tanhz =
cosh x

1. 1. Esboce os graficos destas fungoes.
2. Prove seguintes relagoes:

cosh’z —sinh*z = 1,
cosh(a +b) = coshacoshb + sinh x cosh z,
sinh(a +b) = sinhacoshb+ coshasinhb,

ete.

3. Expresse as fungoes hiperbolicas em termos de fungoes trigonométri-
cas com argumento imagindrio.

4. Deduza as relagoes de derivadas e integrais das fungoes hiperboli-
cas.
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5. Mostre que

sinh™'z = In(z+ Va2 +1),
cosh™'oz = +ln(z+ Va2 -1),

1 1+¢
tanh 'z = §ln1jt.
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Part 111
Movimento Tri- Dimensional

Na se¢ao anterior, estudamos os problemas de movimento unidimensional. Muitos
conceitos e métodos introduzidos para casos unidimensionais podem ser general-
izados facilmente para os casos mais de uma dimensao. Incluisve, o uso de notacao
vetorial permite tratar, com certo cuidado, as quantidades multidimensional como
se fosse uma inica quantidade. Neste capitulo, vamos estudar os movimentos de
uma particulas num espaco tridimensional, principalmente sob a forca conserva-
tiva.

11. Vetor e Espaco Vetorial

Para representar a posicdo de uma particula no espaco tridimensional R em ter-
mos de quantidades mensuréveis, precisariamos estabelecer um sistema de coorde-
nadas. Para escolher um sistema de coordenadas Cartesiano, precisamos definir
um ponto como origem, e as trés direcoes ortogonais. Uma vez estabelecido o sis-
tema de coordenadas, podemos representar a posicao de qualquer ponto no espaco
em termos de 3 valores de coordenadas, (x,y, ), como ilustrado na figura abaixo.

P(x,y,2)

al

A seta OP é o vetor de posicao do ponto P e denotamos por 7. Aqui, os valores
T,y € z sao os projecoes do vetor 7 para cada eixo, X,Y e Z. Usualmente uti-
lizamos a convengao de sistema dextrégiro. A norma do vetor 7 é definida como
o comprimento desta seta, OP e denotada por |7]. Assim,

7] = /22 + y% + 22 (11.1)

Um vetor cujo norme é um é chamado vetor unitdrio. A partir de um vetor
arbitrdrio 7, podemos sempre obter o vetor unindrio 72, dividindo o vetor original
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pelo seu norme,
— 1 —
n=-—rT
7]
O procedimento de obter o vetor unidrio na direcao do vetor original é dito como
" ‘normalizagao do vetor 7’

O espaco tridimensional R® ¢ o conjuto de todos estes vetores.
R® = {7} (11.2)

Um vetor nao é um nidmero e, portanto, ¢ essencial distinguir-lo pelos nimeros.
Por exemplo, até neste momento, nem estao definidas as operacoes de adicao dos
vetores, de multiplicar nimeros a um vetor, ou fazer produtos entre vetores. Um
vetor 7 pode se tornar uma entidade matemética que permite fazer algum tipo de
calculos, s6 quando introduzimos a estrutura algebrica no conjunto R®).

Primeiro, para dado 7, consideramos um vetor que é paralelo a 7, mas o com-
primento é a vezes de 7. Denotamos este vetor por

—

ar.

E claro que este novo vetor ¢ um membro do conjunto R®),
ar € R®).

Em outras palavras, estamos introduzindo uma operacao de multiplicar um vetor
7 por um nimero . Em contraste ao vetor, este iltimo, em vez de “ntimero”, é
chamado escalar. Quando « < 0, convencionamos que o vetor resultante inverte
a dire¢do, tendo o comprimento |a| vezes do vetor 7.

Note que quando a = 0, o vetor resultante a7 para qualquer vetor corresponde
a origem. Denotamos o vetor corresponde a origem por 0, pela razao obvia acima.

Agora, consideramos dois vetores quaisquer, 7 e 75. Denotamos os pontos
correspondentes a estes vetores como P; e P, (ver a figura abaixo).
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P
, P,
P, iz
o\ y
o)
X
Fig. 15

Estes dois vetores representam duas diregoes, com respectivos comprimentos.
Podemos sempre construir o vetor 7 (a seta tracejada) corespondente ao ponto P

que esteja localizado na posicao onde a seta Pl—P> seja paralela ao vetor 75 com o
mesmo comprimento. Isto é, desta forma, a partir de dois elementos do conjunto
R®) estamos construindo um outro elemento 7 do conjunto R®. Denotamos esta
construcao por simbolo +, e temos

T=71+17T € R®),

Isto é, estamos introduzindo a operacgao de adi¢cao de dois vetores.

Exercicio: Prove geometricamente que a operacao de adi¢ao acima definida é
comutativa, isto é,
71+ To = To 4+ 7.

Com duas operacdes acima, o conjunto R® se torna um espago vetorial linear.
Note que para quaisquer dois nimeros reais a e [3,

Y7, 7 € R®) — 7= af, + 7, € R®). (11.3)

Note que, até aqui, nao tem o conceito de sistema de coordenadas. Vamos
formular matematicamente o conceito de sistema de coordenadas. Dado um ponto
O como origem, um sistema de coordenadas é determinado por 3 vetores unitarios,

€1, €2, €3,
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que determinam as direcoes de trés eixos'®. Sabemos que qualquer ponto no

R®) pode ser alcancado a partir da origem, descolando-se, primeiro ao longo da
direcao €; por uma distancia, digamos r;, em seguida deslocando-se na direcao
és por uma distancia, digamos 5, e por 1ltimo, deslocando-se na direcao €3, por
uma distancia, digamos r3. Pela definicao de adicao dos vetores e multiplicacao
de escalares, isto significa que qualquer vetor #* contido no conjunto R® pode ser
escrito por

r o= 7'151 + 7“252 + 7“353
3
= Y . (11.4)
=1

Assim, o vetor 7 é especificado pelos 3 nimeros, (71,79,73). Estes trés nimeros
sao referidos como coordenadas e, é dito que os trés vetores (€7, €y, €3) formam
uma base. Geometricamente, estas coordenadas sao nada mais de projecoes do
vetor 7’ nas diregoes respectivas.

Note que nenhum das trés diregoes €7, €5, €3 pode ser alcancadas em termos de
combinacao linear de outros dois vetores. Isto é, nao existe as constantes a, (3,
que satisfazem

0451 + 652 + ’}/53 = O,
exceto
a=p3=v=0.

Assim, os vetores €, €, €5 sao ditos linearmente independentes. No espaco R,
s6 pode ter, no médximo, 3 vetores linearmente independentes. O mimero maximo
de vetores linearmente independente num espago vetorial linear ¢ dito a dimensao
do espaco.

Exercicio: Qual é a dimensao de um plano?

11.1. Produto Escalar

Vamos denotar a projecao de um vetor arbitrédrio 7 na diregao de um destes vetores
€; unitarios por

ri = (8- 7). (11.5)

19Neste caso, os trés vetores ortogonais. Mas o conceito de ortogonalidade ainda nio ¢ definido.

107



Aqui, a notagao (€; - 7) significa que a projecao é um nimero formado de dois
vetores, €; e 7, mas note que nao estd dito como calcular este mimero. Podemos
operacionalizar o conceito de projecao a partir do conceito intuitivo sobre ortog-
onalidade. Posteriormente, reformulamos o conceito. Primeiro, a projecao de um
vetor unitdrio para sua propria direcao deve ser um.

(@ -8) = (& &) = (&) = 1. (11.6)

Segundo, a proje¢ao de um vetor na direcao ortogonal a ele deve ser nula. Por-
tanto,

(61-6) = (é1-&)= (6 6)=0,
(€2-€1) = (€5-€1) = (6 é)=0. (11.7)
As propriedades de projecoes Eqgs.(11.6,11.7) se resumem na seguinte forma:
@) = by, (11.8)

onde d;; é a delta de Kronecker, definida por
51’]’ = 1, se 1= j,
= 0, sei#j. (11.9)

Para operacionalizar o cédlculo para obter a projecao de um vetor sobre uma di-
recao, vamos considerar a expressao

(€ -7) =
como sendo uma operacio sobre um vetor 7 que é um elemento do espaco R
para mapear um nimero ;. Ou seja, consideramos um objeto,

@ 0)

como uma operagao que mapeia um qualquer vetor a ser inserido no lugar [J &
um nimero. Podemos postular que esta operagao ¢é linear,

Vi, € RO (& - [afy + Bi)) = a (8- 7)) 4+ B(& - 7). (11.10)
Com esta propriedade da operacao de projecao, podemos mostrar facilmente que
a Eq.(11.5) é a consequéncia das Eqs.(11.6,11.7). De fato, da Eq.(11.4),
(€i-7) = (€ [r1€1 + re€s + 13€3))
= 11(€-€1)+ro(€-er) +r3(€;-es)
= 7101 + r20i2 + 7303
= 7. (11.11)
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A tltima linha vem da propriedade de § de Kronecker, pois dentro de trés termos
da penultima linha, s6 um dos termos sobrevive, de acordo com cada caso de
t=1,2 ou 3. E conveniente acostumar escrever na forma mais compacta,

@7 = (Z)

J=1

= (11.12)

Podemos extender a nocao de projecao para incluir os vetores nao unitarios.
Para isto, postular a reciprocidade dos dois vetores na operacao de projecao.

YFe R® (F &)= (¢ -7),i=123.
Com este postulado, podemos calcular a quantidade,
(a-9)

para quaisquer dois vetores a e b no R®. Expressando

a a1€1 + az€s + asés,
b - bléi + b2€2 + b3€3,
temos
(a- 5) = (@~ [b1&) + by + byés)])
= by(@a-é)+by(a-ey)+bs(a-es)
= by(€1-a)+by(er-a)+bs(er-a)
= by (€ - @€ + a2y + a3es))

—

‘H)Q (62 . [a151 + aggg + (1353])

‘H73 (63 . [a1€1 + (1252 + (1353])
= a1b1 + Clgbg + a3bg. (1113)
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Esta conta fica mais compacta se usarmos o simbolo de somatério,

- (5 5]
Y @a)

i=1 j=1

3 3
= Z Z aibjéij

i=1 j=1

3
= Zazbz = a1b1 + a262 + agbg. (1114)

=1
&

é um escalar (um nimero) formado de dois vetores d e b e é chamado de produto
escalar.

Quando um dos vetores é um vetor unitdrio, entao este escalar é a projecao
do outro vetor na diregao do vetor unitario. Assim, se escrevemos

A quantidade

a=|al m,

—

onde 7 é o vetor unitério na diregao do vetor @, (|@| é a norma do vetor @). Neste

caso,
(a-z?) — |d| (ﬁ5> .
Ja que a projecao do vetor b na direcao do vetor 77 é dado por
<ﬁ . E) = ‘5) cos b,
onde 6 é o angulo entre dois vetores, temos uma férmula 1itil,

(a- 5) — |a] ‘5’ cos 6. (11.15)

A Eq.(11.15) mostra que para quaisquer dois vetores, @ e l;, o produto escalar
deve satisfazer a seguinte desigualdade,

o< (a-5) < fa

— |a]

5‘. (11.16)
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Esta desigualdade é conhecida como a desigualdade de Schwartz. Ja que em
termos de projegoes nas diregdes, (€7, €, €3),

3
@ = ) ad,
=1
3
b= ) b,
=1

temos,

(6-5) = a1by + asbs + azbs,

ﬁ

2 2 2
ay + a3 + as,

= /0] + b5+ 13,

e, portanto, a desigualdade de Schwartz é equivalente a desigualdade algebrica,

b

(a1by + asba + azbs)? < (a? + a2 + a3) (b7 + b2 +b2). (11.17)
Exercicio I: Prove algebricamente a Eq.(11.17), i.e., sem depender da relagao
Eq.(11.15). Mostre também que a igualdade acontece somente para o caso,
ap Gz as
by by bs
e discuta o que significa esta condicao geometricamente.

Exercicio II: Prove que para um tridngulo com lados de a,b e ¢, o &ngulo entre
lados a e b é dado por
a?+ b — 2
l=—. 11.18
Ccos 500 ( )

Podemos calcular o produto escalar de um vetor com o préprio.
(@-d) = a2 +a2+a2=al, (11.19)

isto é, o produto escalar de um vetor com o préprio é a norma do vetor ao
quadrado. Note que isto é também coerente com a Eq.(11.15), pois neste caso,
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naturalmente o angulo entre dois vetores iguais ¢ nulo (# = 0). Frequentemente
abreviamos a notacao de produto escalar neste caso e escrevemos simplesmente,

(@- @) = a>. (11.20)
Na linguagem matematica, a operacao de produto escalar ¢ um mapeamento
R® x R®) - RW (11.21)

onde R®) x R®) ¢ o produto direto®® de R® e R®). Isto implica que nio h4 inverso
da operagao de produto escalar. Agora vamos definir o produto escalar mais
abstratamente, sem depender do conceito intuitivo de projecao e ortogonalidade.
O produto escalar num espaco vetorial V é um mapeamento de um par ordenado
de dois vetores a um mimero € R, onde R é o conjunto de nimeros reais,

"2y eV,

(#,9) — (@-9)€R,

satisfazendo as seguintes propriedades (para quaisquer 7 e i € R):
1. Reciprocidade:

(@-9)=(y-7). (11.22)
2. Linearidade e distribuitividade:

(T af+B2) = a(T- )+ B(& - 2), (11.23)

onde « e 3 sao nimeros reias arbitrarios.
3. Positividade:
(Z-7) =0, (11.24)

onde se vale a igualdade, entao, necessariamente implica

Z=0. (11.25)

200 conjunto produto direto C' de dois conjuntos, A e B é

C’:{(x,y);szA, VyEB}.
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Qualquer regra de associacao internamente consistente que satisfaz as trés pro-
priedades acima é aceito como produto escalar. Por exemplo, podemos verificar
que a definicao comun de produto escalar,

3
(Z-y) = leyl (11.26)
i=1

de fato satisfaz as trés propriedades acima como o produto escalar. Mas podemos
também definir o produto escalar como

3
(&) =) gimiyi (11.27)
=1

onde g1, g2 € g3 sao 3 nimeros positivos.
E interessante provar a desigualdade de Schwartz, Eq.(11.16), usando somente
as propriedades do produto escalar. Seja A um nimero real. Para YZ i € R,
construimos
7=+ 7.
Obviamente
7€ R.

Utilizando a linearidade do produto escalar, temos

(2:2) = NX@J-D+AE-D+AG-D)+ (2 T)

onde a reciprocidade (propriedade I) foi utlizada. A express@o acima pode ser
considerada como uma funcao quadratica em \. Agora, da terceira propriedade,
devemos ter

(7-2) >0, (11.28)

que deve ser vélida para qualquer valor de A\. A condigao necesséaria e suficiente
para uma fun¢ao quadratica

f=AN+2BAX+C >0

para qualquer \ é
B*— AC <0.
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Assim, temos

)

(&) < (- 7)

(-
16
R, é garantida sempre a relagao,

obtendo a desigualdade de Schwartz, Eq.(11.16).
Assim, para quaisquer dois vetores @, b €
G )
<1 (11.29)
]
e, portanto, podemos definir o dngulo 6 por
(@b
cosf) = ———=. (11.30)
jal |b

Quando cosf = 0, ou seja, (Ei . 5) = 0, os vetores da, b sdo ditos ortogonais.

Exercicio: Na prova de desigualdade de Schwartz acima, em que situacao que
vale a igualdade?

11.2. Forma de Vetor Coluna

Uma vez que a base for especificada (ou seja, um sistema de coordenadas Carte-
siano), um vetor qualquer 7 € R® pode ser escrito por

r= T'léi + 7’252 + 7’353,

e como os vetores base (€, €, €3) sao fixos neste caso, o vetor 7 é completamente
determinado pelos trés nimeros, (r1,r2,73), ou, equivalentemente, escrevendo na
forma de uma coluna,

™

T2

T3
e vice versa. Em outras palavras, um vetor 7 é equivalente a uma quantidade

expressa em termos de coluna de 3 niimeros,

™
e | m |. (11.31)
T3
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Aqui, dizemos que o vetor ¥ € R®) & representado em termos de vetor-coluna na
base (€1, €2, €3). O vetor-coluna na Eq. (11.31) é a representagio do vetor 7 na
base (€7, €, €3). Os nimeros r1,ry e r3 sdo chamados de componentes.

Quando uma quantidade for representada numa forma, as operagoes que en-
volvem esta quantidade devem ser representadas nesta forma. Por exemplo, como
fica a multiplicagdo de um escalar o com um vetor 7° na representacao de vetor
coluna? Para ver isto, usamos a definicao dos componentes

r= T'léi + 7’252 + 7’353.
Ja que

ar = « (7‘151 + 7“252 + 7“353)

= (047“1) 51 + (Oé’l“g) gg + (Oé’l“g) 53,

a representacao do vetor a7’ na forma de vetor coluna fica

ary
ar «— | ars
ars
Assim, podemos escrever
™ ary
0% T2 = QATo
T3 QaTs

Da mesma forma, a operacao de adicao de dois vetores fica representada como

ay bl ay + bl
ag |+ b | =1 aztb |,
as b3 as + bg

pois

ST
+
S

(alé'l + a2€2 + Gggg) + (blé'l + bgéé + b3€3)
== (a1 + bl) 51 + (CLQ + bg) 52 + (ag + bg) 53.

Em geral, temos

ay bl Taq + yb1
T [25) + Yy bQ = Tag + be
as bg Tas + ybg



Devemos enfatizar que, quando representamos um vetor na forma de vetor
coluna, estamos assumindo implicitamente uma base. Os vetores da base sao
tembém podem ser representados por

1
51<—> 0 )
0
0
é)2<—> 1 )
0
0
€3 «—— 0
1

Exercicio: Justifique a associagao acima.

As vezes fica esquecido este fato, mas o papel da base se torna crucial em
certas situagoes, como por exemplo, quando escolhemos uma base que varia no
tempo. Este ponto serd discutido mais em detalhe posteriormente.

Um vetor coluna pode ser considerado como uma matriz (3 x 1). O produto
escalar dos dois vetores é escrito como

<5' 5) =(araza3) | by |,
bs

e se aplica a regra de produto de matrizes (1 x 3) e (3 x 1). Neste sentido, as
vezes utilzamos a notacao matricial para expressar o produto escalar como

(a-E):aTZ

onde T representa a operacao transposta. Isto ¢, para um vetor coluna,

ai
(7: = a9
as
sua transposta fica
T
a = (a1 az asz).
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Note que enquanto

por reciprocidade,
mas

Note também que a quantidade
b’

¢ uma matriz (3 x 3) e ndo é um escalar.

Embora um vetor 7 e sua representacao numa base em termos de vetor coluna

X

Y
z

sejam equivalentes, nao sao a mesma coisa. Um vetor 7 existe independentemente
do sistema de referéncia enquanto o vetor coluna correspondente precisa uma base.
Mas quando utilizamos uma dada base fixa, podemos identificar as duas quan-
tidades como se fossem as mesmas. Assim, frequentemente utlizamos a notacao
que nao distingue as duas, ou seja, escrevemos

T

Y
z

=
I

Neste caso, deve lembrar sempre que o vetor ¥ é um vetor coluna matematico
representando um vetor fisico ¥ no espaco fisico R, utilizando um sistema de
referéncia fixo.

11.3. Produto Vetorial

Como foi dito, o produto escalar entre dois vetores ¢ um mapeamento de espaco
produto direto, R® x R para escalar. Podemos construir outros tipos de mapea-
mento, por exemplo, um mapeamento do espaco produto direto R® x R®) para
o espaco R® préprio. Um deste tipo de mapeamento frequentemente utilizado é
o produto vetorial.
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O produto vetorial é uma regra de associagao de dois vetores @ e b para um
outro vetor ¢ denotado por
c=axb.
Na figura abaixo, ilustramos geometricamente como construir o vetor resultante

¢ = a x b. O vetor ¢ é perpendicular ao paralelogramo definido pelos vetores a e
b, tendo a norma igual a drea deste paralelogramo.

%

C

(i

\
%
a

Isto é, o produto vetorial é definido pelas seguites propriedades.

1. O vetor ¢ é perpendicular ao plano formado de @ e b. Isto é,
c‘[-[a’xl?]:l?- [axg}:o. (11.32)

2. A norma do vetor é dado pela drea do paralelogramo formado de dois vetores,
a e b. Ou seja,

A = |d] ‘5 sin 6, (11.33)

onde 6 é o angulo entre @ e b.

3. A direcao do vetor ¢ é na direcao dextrégira do vetor @ para o vetor b.

_ Podemos verificar imediatametne que o produto vetorial ¢ antisimétrico em a
eb, . .
axb=-bxd (11.34)



Uma consequéncia imediata desta propriedade ¢ o produto vetorial de um vetor

com ele mesmo ¢é nulo,
axa=0.

Para os vetores de uma base (€}, €3, €3), temos

¢ X € =éy, (i,j,k) ciclica (11.35)
ou seja
51 X gg = 53,
€y X €3 = €y,
gg X 51 = 52.

Devido a propriedade antissimétrica, temos também,

€y X € = —€3,
gg X 52 = —51,
51 X 53 = —52,
€1x€1 = €2X€2:é'3x€3:0.

Uma outra propriedade importante é que o produto vetorial é linear em l;,
valendo a distribuitividade, ou seja,

Com esta propriedade e a propriedade antissimétrica, o produto vetorial também
é linear em @, valendo a distributividade,

—

($61+y62)X52I<61Xg>+y<51Xb>

Assim, se
3
a = Zaiah
i=1
3
i=1
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- Zzaibj & x &)]. (11.37)

11.4. Simbolo de Levi-Civita

Para uso futuro, vamos introduzir uma quantidade,
eijp = (G- [ x &]), i,j,k=1,2,3 (11.38)

Por definicao de produto vetorial, vemos que se quaisquer dois indices entre os
trés (i, j, k) coincidem, esta quantidade é nula, ou seja,

Eijk = 0,

exceto nenhum dos ¢, j e k nao coincide com outro. O que restam sao seguintes
casos, que podemos avaliar facimente o valor de ¢;;y.

Eijk
1
—1
1 (11.39)
—1
1
-1

W W NN =
N — — W W NS,
N W N W

Todas as possibilidades acima citadas sao as possiveis permutagoes dos trés niimeros,
(1,2,3). O nimero de todas as permutagdes de n niimeros é n!. Para n = 3, temos
3! = 6 permutagoes.
Em geral, qualquer uma das n! permutagoes de n nimeros pode ser obtida a
partir da ordenacao natural,
(1,2,3,....,n)

por uma sucessao de transposi¢oes entre um par de nimeros. Por exemplo, a
permutacao

(3,4,2,1)
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pode ser obtido da ordenacao natural pela seguinte serie de transposigoes:

(1,2,3,4) Y (4,2,3,1)
29 (4,3,2,1)
Y (3,4,2,1)

Neste exemplo, sao precisas 3 transposicoes para obter a permutacao final. Quando
o nimero de transposicoes necessdrias para se ter um dada permutagao a partir
da ordenacao natural for par, entao é ditao que a permutagao é par. Quando este
numero for um inpar, é dito que a permutacao é impar. Assim, a permutacao
(3,4,2,1) é impar.

Com este conceito de paridade da permutagao, podemos notar que a Eq.(11.39)
resume na seguinte forma:

{ +1,  (igk) : par
Eijk =

=1, (igk) : impar
= 0, resto.

eijr € chamado o stmbolo de Levy-Civita. Utilizando este simbolo, podemos escre-
ver o produto vetorial @ X b por

3 3 3
a x g: Z <Zzgijkajbk> gk (1140)
k=1 \i=1 j=1
Exercicio I: Demostra que a validade da Eq.(11.36).

Exercicio II: O simbolo de Levy-Civita acima ¢é o caso do espaco tridimensional
R3, ou seja n = 3. Podemos definir analogamente o simbolo de Levy-Civita
para o espaco de dimensao n, em geral. Obtenha explicitamente o simbolo
de Levy-Civita paran =2 en = 4.

12. Problemas

1. Das propriedades de produto vetorial, Eqs.(11.36, 11.34, 11.35), calcule as
componentes do vetor resultante ¢ = d X b em termos das componentes dos
vetores @, b, completando o calculo da Eq.(11.37).
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. Prove que para trés vetores a, b, ¢ arbitrarios,

(a-[z?an:(E.[axa]):(a [axz?]). (12.1)

. Mostre que para trés vetores a, b, ¢ arbitrarios, a quantidade

b,

(- [<4])

é o volume do paralelepipedo formado destes trés vetores.

. Podemos considerar as propriedades, Eqgs.(11.36, 11.34, 11.35) como a defini¢ao

de produto escalar. Neste caso, prove as Eqgs.(11.32, 11.33) somente usando
esta definigao.

. Mostre em geral que,
a x [5><8] #+ [6><5] X C.

Usualmente convencionamos que

-

c‘[xbxc“:c?x[bxc}.

. Prove que
6x5x5:5(d-5)—5(6-5>. (12.2)
As Eqs.(12.1) e (12.2) podem ser utilizadas para provar Eq.(11.33) sem de-

pender da representacao. Para isto,

@ = [foxil|= (<] =)

= |d sin .

g‘ V1 —cos?0 = |d] ‘l;

122



13. Analise Vetorial

Para discutir o movimento de uma particula no espaco tridimensional R®, deve-
mos considerar a posi¢ao da particula como uma fungao do tempo. Assim,

7= r(t).
Isto é, estamos considerando uma fun¢dao cujo valor é um vetor, ou func¢ao veto-

rial. Se denotamos o vetor de posi¢ao da particula num sistema de coordenadas
adequadamente estabelecido por

T
r=1\{vy |,
z
onde
x x(t),
y = y(t),
z = z(t),

sao as coordenadas da posicao. Lembramos que o significado do vetor-coluna
acima é

7(t) =z (t)er +y(t) e+ 2(t)es,
onde {é7, €5, 3} é uma base.

J& vimos que, num espago vetorial existe uma estrutura algébrica. Assim,
podemos introduzir a nocao de derivada para fungoes cujos valores sao vetores.
Vamos definir a derivada de uma fungao vetorial por

dar ~ im r(t + dt) — F(t)’

dt dt—0 dt
que é uma completa analogia ao caso de uma fungao usual. Utilizando a regra de
adigao (subtragao) vetorial, temos

dr L[ zt+d)er+y(t+dt)ex+z(t+dt)és
& { (1) &~y (1)@ — = (1) & (13.1)

% dtIHO dt

z(t + dt) — x(t)
= lim — (t 4 dt) —y(t) (13.2)
aodi | (t+dt) — Z(t)
dx/dt
= dy/dt | . (13.3)
dz/dt
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Assim, a derivada de uma funcao vetorial é o vetor com as derivadas das com-
ponentes do vetor. Note que, aqui foi implicitamente assumido que os vetores da
base {€1, €, €3} sao fixos e ndo variam no tempo. No caso em que a base varia
com o tempo, a expressao (13.3) tem a contribuigdo pela mudanca da base. No
momento, até nos acostumarmos com os conceitos basicos, consideramos o caso
em que a base ¢é fixa no expaco, mas voltaremos a tratar mais adiante o problema
de uma base que varia com o tempo.

A derivada temporal do vetor de posicao 7 de uma particula é a velocidade. A
velocidade é, entao, um vetor. Geometricamente, a velocidade é o vetor tangente
da trajetéria da particula no espaco, como ilustrado na Fig. 17. Nesta figura,

X

Fig. 17
a trajetoria da particula estd indicada pela curva sélida e os vetores de velocidade
de 3 instantes diferentes sao ilustrado pelas setas pontilhadas.
Vamos denotar o vetor de velocidade por v. Em geral, o vetor de velocidade é
uma funcao do tempo,

7= (). (13.4)

Sua derivada temporal
dv
dt
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é novamente um vetor, que é chamado de aceleragao. Assim, a aceleracao de uma
particula no espaco tridimensional é um vetor. Vamos denotar este vetor por a.

i &

Q1

Note que os trés vetores, 7,7 € @ nao necessariamente sao paralelos.

13.1. Problemas

1. Obtenha a trajetéria dos seguintes movimentos e desenhe-a no plano (z — y).

1.
r = t—2
2t+1,
2.
r = 3+t,
= 1+t Ly
y - 2 )
3.
r = Rcoswt,
= Rsinwt,
(R, w : const.)
4.
2R coswt,
= 3Rsinwt,
5.

r = 2Rcos<wt+%),
y = 3Rsin (wt),
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el + et
x =
2 )
el —et
y = T>

2. Prove as seguintes igualidades (6 =angulo entre dois vetores).
— T — 7 —12
(a+b>~<a—b> = |a|" -
— T — T —12 2 - 7
(@+8)- (a+8) = laP+[p] +2(a-5).

(5_5).(@'_5) = 2(1—cosf), se |6|:‘I;‘:1.

b

3. Expresse a condicao de que os tres pontos expressos por vetor posicao
71, Ty € T3 estejam numa reta.

—

4. Para dois vetores arbitrdarios @ e b com mesmo moédulo, mostre que os
seguintes vetores,
1/, =
= - (a + b)
2

e

sao ortogonais entre si. Represente geometricamente esta situacao.

gy

<y

13.2. Exemplo de Uso de Vetor

Para demonstrar o uso de notagao vetorial, vamos considerar o seguinte problema.
Da posicao 7y, uma bala é langada com a velocidade vetor ¥. Tem um observador
estd na posicao d. Qual é a distancia mimina entre o observador e a bala? Para
resolver esta problema, vamos expressar a trajetéria da bala como

F(t) = 7+ 17,

onde t é o tempo. A distancia d entre o observador é dada por



Temos portanto,
d(t) = (F(t)—a)-(F(t) - a)
= (tv+710—a)- (tv+7o—a)
= PPR42ATdy+ d2, (13.6)

onde introduzimos um novo vetor

—

dOZTO—a.

A Eq.(13.6) tem a forma de uma simple funcio quatratica em t. Assim, d (t)°
assume o menor valor quando

t=— = (13.7)
tendo
2 ) Lo 2\?2
B =&~ = <v - d0> . (13.8)
Vamos utilizar a notagao matricial. Temos
1 N\ 2
_2 —
B = == (7 )
— 1 —
7 .
= didy— = (df 9) (" ).
Nesta notacao matricial, podemos utilizar a propriedade associativa,
A(BC) = (AB)C, etc,
portanto,
-1 -
7 .
2. = didy— U;dg (70" do
= didy— diQ do, (13.9)
onde 1
_ -
= L)

é uma matriz (3 X 3) com a propriedade,
Q*=Q.
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Uma matriz que tem esta propriedade é dita projetor (ver a questdao 7 nos prob-
lemas abaixo) . Ainda podemos escrever a Eq.(13.9) por

&y, = dy Tdo—dy Qdy
= dy (I-Q)do
= dgpdg)a
onde
P=(1-Q)

e I é a matriz de identidade. A matriz P é novamente um projetor. Usando as
propriedades deste projetor (ver as questoes 8, 9 nos problemas abaixo), podemos
escrever

= dI'Pd,
AN\NT o
- (Pdo) Pd,

N2
- (Pdo) ,
Assim, a menor distancia é igual a norma do vetor Pd},
diin = ‘Pdo‘ .

Por outro lado, sabemos que (ver as questoes) vetor PdB é o vetor c% projetado
na direcao perpendicular ao vetor ¥, ou seja, a menor distancia é a distancia da
reta normal dada do ponto d a reta trajetéria da bala (ver a figura abaixo).
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14. Derivada de um produto escalar, produto vetorial

Vamos ver a regra de cadeia da derivada, d/dt para produtos de vetores. No caso
de produto escalar,
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Assim, a regra de cadeia da derivada para um produto escalar fica

d (4 g) i N (a db

—|a- — R a - — ,

dt dt dt
ou seja, a regra analoga no caso de derivada de duas fungées, mas mantendo o
produto como o produto escalar. Em particular, se @ = b, entao,

i(ﬂﬁ)_ di -\ (g.90
YT\ “a
da
_ 9(g. X 14.1
(-5 (14.)

j& que pela propriedade do produto escalar,

da _\ _ (. da
a )T\ )

A Eq.(14.1) é a analoga da férmula para uma funcao

Podemos aplicar a regra acima de derivada de um produto escalar para o
exemplo anterior de calcular a minima distdncia entre uma reta e um ponto. De
fato, a disténcia minima ocorre quando o vetor

—

d(t) =7(t) —a

é perpendicular ao vetor v pode ser visto de forma mais simples. O minimo da
disténcia occorre quando

Efeturando a derivada, temos

(r(t) —a)- — (7 (t) —a) =0,



ou seja

(7 (tmin) — @) - T =0, (14.2)
ja que
d -
7 (F(t)—a) =17
A Eq.(14.2) mostra que
i - T=0,

ou seja os dois vetores, afmin e ¥ sao perpendiculares entre si.
No caso de um produto vetorial, utilizando a Eq.(11.40), temos

% (a(t) X 5(t)> = % {Z (ii&jk@jbk) 5k}

Eod
—
S
Il
—_
<
\
—

I
SIN EM“ i
(] =
(] -
O
<
ol
N
QA
S
>
Eal
~__
~_—
=~
+
e
e
(] -
e
O
<
=
7 N
Q@
QL
=&
~__
~_—

Temos novamente a regra de cadeia,
d (., da - . db
a(ax%))—(axb)—l—(axa), (14.3)
mantendo o produto vetorial para cada um dos termos.

14.1. Funcao de vetor, Gradiente

Existem quantidades fisicas que dependem da posicao espacial. Por exemplo, va-
mos pensar em a pressao do ar. A pressao do ar depende da posicao. Obviamente,
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quanto mais alta, a pressao deve diminuir. Nao sé da altura, mas também de-
pende do local. Assim, a pressao do ar p pode ser considerado como uma funcao
do vetor de posicao 7,
p= pl). (14.4)
Se utlizamos uma base (sistema de coordenadas), o vetor de posi¢ao 7 é repre-
sentado pelos 3 numeros, (z,y,2) e, portanto, a Eq.(14.4) fica uma fungao de 3
varidveis,
pP=D (37, Y,z ) :

Assim, uma quantidade que depende da posicao é necessariamente uma funcao de
3 varidveis quando expressamos a posicao em termos de um sistema de coorde-
nadas.

Podemos imaginar também uma quantidade () que depende da velocidade de
particula, por exemplo, a energia cinética. Neste caso, esta quantidade é também
uma funcao de vetor, mas agora o argumento é a velocidade,

Q = Q(1),

que fica a func@o de trés varidveis (v,,vy,v,) quando expressamos o vetor de
velocidade num sistema de coordenadas.

Em geral, uma fungao de vetor no espago tri-dimensional é funcao de 3 var-
idveis. Vamos considerar uma fungao f,

f= 75
= [flz,y,2). (14.5)
Se o vetor de posi¢ao é uma funcao do tempo ¢,
F=7(),

entdo, naturalmente f(7') ¢ uma fungao do tempo ¢. A derivada da fungao f em
relacao ao tempo t é dada pela regra de cadeia de derivada,

df _0fdr  Ofdy  0fdz
dt  Oxdt Oydt 0Ozdt

E interessante notar que esta expressao pode ser vista como um produto escalar
entre dois vetores,

of oz

Of /0y

af )0z
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% = | dy/dt
dz/dt
Entao, podemos escrever,
af dr
— = - — 14.
(v %) (14.6)
onde introduzimos uma notacao,
of/ox
V=1 95/0y
of )0z

O vetor acima introduzido é chamado de gradiente da funcao f.

Exercicio: Sendo @ e b um vetor constante e um escalar constante,

1. calcule o gradiente de seguintes fungoes;

Uma forma de visualizar a funcao de vetor é considerar a superficie de f =

constante. No caso de 2 varidveis,
(14.7)

f=1(zy),
a condicao de
f = Const.
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estabelece uma relagao funcional entre x e y. Variando o valor de Const, esta
relagdo gera uma familia de curvas no plano (x,y). Estas curvas sdo as curvas de
nivel da funcao (14.7.
Da mesma forma, no caso tridimensional, para a fungao de 3 varidveis (14.5),
a condigao
f(z,y,2) = Const. (14.8)

corresponde uma superficie no espaco R®). Nao é sempre trivial visualizar a
superficie de f constante para uma dada funcao f, mas é importante ter certas
nogoes para os casos simples. Por exemplo, considere

() =7".
Neste caso, a superficie
f(@y,2)=C

é uma esfera com raio vC.

Exercicio: Quais sao as superficies de f constante das seguintes funcgoes:

fo=lF=al,
o= @
f = 7:2+C_i'_"7
f e—bFQ

onde @ é um vetor constante e b e uma constante.

O vetor gradiente tem um significado geométrico. Para fixar a ideia, vamos
considerar o exemplo da pressao do ar em funcao da posigao,

p = p(7)

= p(z,y,2).

O vetor gradiente
Op/0x
Vp=| 9p/oy
Op/0z

num ponto 7 aponta a direcao em que a pressao cresce mais rapida, e perpendicular
a superficie de f constante. Para ver isto, vamos generalizar a expansao em série
de Taylor de uma funcao com mais de uma varidvel.
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Seja
f=[f(zy,z)
uma funcao de trés varidveis. Queremos uma expansao da funcao em pequenos
deslocamentos (Ax, Ay, Az) das varidveis,

(7,y,2) = (v + Az,y + Ay, 2 + Az).

Fazendo a expansao em série de Taylor em cada varidveis sucessivamente e arru-
mando os termos em ordem de (Az, Ay, Az) temos

B af of
flaz+Azy + Ay, z + Az) = f(z,y,2) + 57 A+ a9y

(3o () (e

02 f 02 f 02 f
+2 (8x8y) AzAy + 2 (8@82) AxzAz + 2 (8y8z) AyAz}

8fA

A YJ
y+8z :

Exercicio: Deduza a equacao acima.

A expressao fica um pouco extensa. Mas se introduzimos o conceito de oper-
ador diferencial vetorial,
0/0x
v=1| 9/oy |, (14.9)
0/0z

podemos expressar a expansao em série de uma fungao com 3 varidveis na forma
mais compacta. O operador V é o andlogo ao operador d/dz mno caso unidi-
mensional e chamado de nabla. A aplicagao deste operador nabla & uma funcao
resulta o gradiente da fungao, do mesmo modo que a aplicacdo do operador d/dx
a uma fungao de = produz a derivada da funcao.

Com este operador, o termo

of of of
(%A:c + ayAy + &zAZ

pode ser escrito como

(AT V) f,
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onde A7 é o vetor de pequeno deslocamento,

Ax
Ar=1| Ay |.
Az
Analogamente,

( -
_ {(Ax)2 (8%22) + (Ay)2 (aa—;) + (Az)2 (53_;)

ety (<2 bonnas (22 congas (2N 1y
vy Oxy 2%\ 0zaz yes Oy0z ’

etc.
Note que no caso unidimensional, usando esta nocao de operador diferencial,
a expansao de Taylor é expressa por

2 3
1+Axi+i(Axi> —i—i(Axi) +--

flo+ Ar) = de 2! dx 3! dx

/().

Da mesma forma, no caso tridimensional, a expansao de Taylor fica

FHAR) = J@) + (AT 9) f(7) + 5 (A7 V) £7) 4 55 (A7 9 F0) + -+

_ [1+(AF-V)+%(AF-V)2+%(AF-V)3+---]f(F). (14.10)

Exercicio: Obtenha a expansao em série de Taylor até a terceira ordem das
seguintes funcoes em torno da origem.

£(7) = €,
£) = =

onde @ é um vetor constante.
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Quando o vetor de deslocamento A7 é infinitesimal, podemos manter apenas
a primeira ordem da expansao e temos

7+ A7) = () + A7 V().
Assim, a variagao da fungdo Af = f(7+ A7) — f (7) fica
Af =A7-Vf(r). (14.11)

Se o deslocamento A7 estd na superficie de f =constante entao Af = 0 e, por-
tanto,

AF -V £(7) = 0.

Ou seja, o vetor de deslocamento e o vetor gradiente sao ortogonais, quando o
deslocamento ¢é feito na superficie de f constante. Isto é, o vetor gradiente V f é
perpendicular a superficie de f constante.

Agora, da Eq.(14.11) e da propriedade do produto escalar, temos

Af = |Ar [V f(7)]cosb,

onde 6 é o angulo entre o vetor de deslocamento Ar e o vetor gradiente Vf.
Para um dada norma do deslocamento |Af7], a variagdo Af fica méximo quando
cosf = 1, ou seja # = 0. Em outras palavras, a variacao mdxima é realizada na
direcao de V f. Isto é, o vetor gradiente estd apontando na dire¢ao da méxima
variacao da funcao f.

15. Problemas

1. Para dado vetor unitdrio 77, o operador

0 0
+ nyﬁ_y + nz_

n-V = ER

" o

é dito a derivada direcional na direcao 7. Mostre que para uma funcao f
do vetor 7, a diferenga 0 f dos valores desta fungao entre os pontos pontos
infinitesimalmente separados, 7 e 7+ en é dado por

5f = eii - V(7).
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2. Prove que a afirmacao abaixo é errada.
Se para um a # 0, (EL’- 5) =0, entao, b= 0.

3. Prove que
Se ¥, (6~ E) =0, entao, b=0.

4. Calcule os seguintes valores:
3
Z 51']'7
i=1
3 3
Z Z 5ij>

i=1 j=1

3 3
E E €¢jk5jk7

k=1 j=1

3

E 5z'j5jka
i=1

3

E EijkElmk
k=1

5. O procedimento de transformar um vetor 7~ em vetor 77 unitdrio, mantendo
sua direcao é dito “normarlizar” o vetor. Normalize os seguintes vetores.

1 2 —2
1|, =3, 2
1 1 1

6. O método de obter a matriz inversa iterativa tem problema quando um
dos elementos diagonais se torna nulo durante o processo de transformacao.
Como resolver o caso?

7. Seja 7 um vetor unitdrio arbitrdrio. Podemos construir uma matriz @)
(3 x 3) por
Q = ini’.
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10.

11.

O que é o resultado da multiplicacao desta matriz sobre um vetor 7,
= QF 7

Para P da questao anterior, mostre que

Q = Q,

Q" = Q.
Seja P a matriz definida por

P=1-0Q.

T

sendo () = nin’ com 77 um vetor unitdrio.

1. Prove que

P? = P
PQ = QP=0.
2. O que é o resultado
Pr?

Demonstre que a expansao de Taylor de uma funcao

f=171)

até a segunda ordem em pequeno deslocamento Ar"em torno do ponto 7 fica

f(F4+AF) = f(7) + AFTVf + %AT_THAT‘,

onde
02f/0x*  O*f/0xdy O*f/0x0z
H= | 02f/0xdy 0?f/0y*> O?f/0ydz
O2f 020z O>f/Oydz O*f]02>

A matriz H é chamada de Hessiana da funcao f.

Mostre que para uma funcao suave f, podemos escrever

f(F4+a) ="V f (7).
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16. Movimento de Uma Particula no Espaco 3-Dimensional

16.1. Equacao de Newton na forma vetorial e Sistema de Equacoes
Acopladas

Consideramos uma particula com massa m se movendo no espago tridimensional.
Precisamos 3 coordenadas, digamos (z, y, z) para especificar sua posi¢ao. O movi-
mento de uma particula entao é determinada pelas trés fungoes no tempo t,

ro= x(t),
= y(1),
z = z(t).

Assim, o nimero de graus de liberdade é 3. Consequentemente, a equacao de
movimento é um conjunto de 3 equacoes diferenciais, uma para cada coordenada,

d*x
— = F,, 16.1
e (16.1)
d*y
d?z
— = I, 16.3
m—s (16.3)
onde F,, F,, e F, sao os componentes da for¢a que atua na particula.
Podemos escrever as trés equacoes na forma vetorial,
v =
— =F 16.4
onde introduzimos a forga vetor F ,
— Fm
F=1 F,
F,

Em geral, as trés equagoes, (16.1,16.2,16.3), ou na sua forma vetorial, (16.4),
nao sao equacoes separadas de um a outra. Os componentes da for¢ca em principio,
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dependem de todas as coordenadas, x,y e z e suas velocidades e o tempo ¢,

dr dy dz
Fx = Fx s Yy < ) ) ) )
(“’Z dt’dt dy )
dr dy dz
E, = F, —, —, 1
Yy y(x7y727 dt’dt’dy’ >7

dr dy dz
FZ - Fz <x’y7z’a’$7d_y7t>‘

Desta forma, as trés equagoes sao acopladas, no sentido de nenhuma delas podem
ser resolvida independentemende de outra.

17. Exemplos Simples

Para acostumar com as notacoes vetoriais, vamos estudar os casos mais simples e
triviais.
17.1. Movimento na Ausenca da Forca - Sistema Nao acoplado

Se nenhma forga aplica a particula, entao, a equacao de movimento fica

&7

Ty,
e

Podemos introduzir o vetor de momento linear,

o dF
=m—.
P=m

Em termos do vetor de momento, a equagao de movimento fica

d—)
)
dt
Isto é, em termos de componentes,
d Dz
- =0
at \ v ’
P-
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que fornece as trés equacoes,

dpy

— =0
dt ’
dpy _
dt 0,
dp.
7 0.

Estas trés equagoes nao sao acopladas e, portanto, podem ser resolvidas indepen-
dentemente de outra. Temos

Pz = Doz,
py - pOya
P = Doz,

onde pog, Poy € Poy s@0 constantes de integracao. Assim, temos

P = Po,
onde
Doz
_)O = Doy
Po-
€ o vetor constante.
A dedugao acima se resume em
dp
— =0 17.1
|
P = Do (17.2)

mostrando a solugao da equagao diferencial vetorial Eq.(17.1) é dada por um vetor
constante.

e Na ausénca de forca, o vetor de momento linear de uma particula é um vetor
constante.
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Este resultado é referido como a lei de conservacao do momento. Note que a
conservacao de uma quantidade vetorial implica a constanca da quantidade como
vetor, isto é, o seu modulo e sua direcao sao mantidos. Isto é, o movimento
¢ uniforme e retilinear. Podemos obter a trajetéria da particula integrando a
equagao,

ar
m% = Po,
em relacao ao tempo t. Aqui, novamente esta equagao vetorial constitui as trés
equacoes em seus componentes e neste caso, as equagoes sao desacopladas. Isto
é, as trés equacgoes podem ser resolvidas independentemente de outras. Este fato

permite escrever

—,

1
t) = 1 —py (t—1
7(t) 7"0+mp0( 0)

onde 7 é o vetor da posicao quando t = ty. Naturalmente, os dois vetores con-
stantes 7y e pp devem ser determinado em termos da condicao inicial do problema.

17.2. Queda Livre

Consideramos agora a forca gravitacional constante. Por enquanto, desprezamos
o efeito de atrito. Para explorar a notacao vetorial, vamos indicar a direcao em
que a forga gravitacional pelo vetor unitdrio 7. Assim, a equagao de movimento
de Newtom na forma vetorial fica
d*r .

Mg = mgh.
O lado direito desta equacao é um vetor constante. Portanto, podemos integrar
imediatamente em ¢ tendo

dr
— = gnt + 17.3
onde vy é a velocidade da particula no instante ¢t = 0.

Exercicio: Obtenha a Eq.(17.3) integrando a equagao de movimento para cada
componente.

A Eq.(17.3) ainda pode ser integrada em ¢ e temos
1
Aqui, 7 € o vetor da posi¢ao no instante ¢ = 0.
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Exercicio: Obtenha a Eq.(17.4) integrando a Eq.(17.3) para cada componente.
Exercicio: Esboce o grafico da trajetoria, 7(t) nos seguintes casos:

(1,0,0), 7% = (1,0,0) , % = (0,1,0).
(0,1/v2,1/v2) 7% = (1,0,0), 7 = (1,-1,0).

1.7
2.7

18. Forcas Centrais

Nos exemplos anteriores, as equacoes para as componentes da Equagao de Movi-
mento sao desacopladas e por isso foi facil de integrar. Em geral, isto nao acontece.
Por exemplo, vamos considerar uma particula com massa M ligada a extremidade
de uma mola cuja outra extremidade é fixa num ponto O no espago, permitindo
rodar em qualquer direcao em torno deste ponto. Vamos supor que a mola nao
se curva. Aqui, por simplicidade, supormos que nao existe a forca gravitacional,
nem atrito. Veja a figura abaixo.

Fig. 18

Para construir a equacao de movimento de Newton neste caso, vamos escolher

a origem do sistema de coordenadas no ponto que a mola estd presa. Vamos

denotar o vetor de posicao da massa M por 7. Pela lei de Hook, sabemos que,

independente da direcao do vetor 7, a forga da mola atua na direcao deste vetor,

com o modulo proporcional a variagdo do comprimento da mola. Assim, o vetor
da forga é

F=—k(r—1)é, (18.1)
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onde, como sempre, [ é o comprimento natural da mola, r a norma do vetor 7, e
€, € o vetor unitario (|€,| = 1) que tem a diregao do vetor 7. Temos

1
g =2 F, 18.2
€r=—T (18.2)
e naturalmente
(€. -7)=r. (18.3)
Assim, a equagao de movimento da massa na ponta da mola fica
d*7 r—1
— =—k . 18.4
e r (184)

Em termos de coordenadas Cartesianas (x,y, 2),

T

=y
I
<

= Vr2+y?+ 22

portanto, as equacoes de movimento para cada coordenada fica,

Az arz 2+ 22—
—k x,

-7 - 18.

mos R (18.5)
d*y Va2 y?+ 22 =1

e = N JEi e v (186)
2 \/W_
d°z _ gy +y +=z lz. (18.7)

"ar Va2 +y? + 22
Como foi dito, estas sao equagoes acopladas e aparrentemente bastante compli-
cadas. Parece que impossivel de ser resolvidas.

Entretanto, este sistema possui uma propriedade particular que permite re-
solver o problema, pelo menos formalmente. Esta propriedade vem do fato de que
a diregao da forga é sempre a mesma da sua posi¢ao. O problema acima é um
caso particular do tipo da forga,

F=f(re, (18.8)



onde f(r) é uma func¢ao qualquer da norma do vetor 7. No caso do exemplo acima,
flr) =lr=1].

No problema de forca central, a aceleracao é sempre paralela ao vetor da
posicao em cada instante e o modulo da forca é uma funcao apenas da distancia
da particula da origem e nao depende da direcao.

Alguns exemplos de problema de uma forga central occorem na natureza. A
forca central historicamente mais conhecida ¢ a forca gravitacional. Considerando
o Sol imovel na origem do sistema de coordenadas, a forca gravitacional que atua
numa planeta de massa m na posigao r é

- mMg
FSol—Planeta = _GTQQM (189)
onde My (= 1.989 x 1033¢g) ¢ a massa do Sol, G (= 6.672 x 10 8dyncm? g~2) é a
constante gravitacional. Assim, a equacao de movimento da planeta em torno do

Sol fica . u

r me

m— = —G—-—¢€,. 18.10

dt? r2 ( )

Um outro exemplo de uma forga central é a forca de Coulomb que atua no
elétron que gira em torno de um préton,

2

- e

Felétron—proton -

g (18.11)

-7 5Cr
dregr?

onde e (= 1.60217733 x 1079C') ¢ a carga do elétron medido na unidade eletrosta-
tica. Se a dindmica de um elétron do dtomo hidogéneo fosse descrita em termos
de Mecanica Cléssica, a equacao de movimento do elétron seria!,

d?v ez
m—=———¢
dt? Aregr?

onde m é a massa do elétron. Aqui, o proton do d&tomo hidrogéneo foi considerado
imovel na origem.

(18.12)

18.1. Momento Angular

Vamos escrever a equagao de movimento como

dp

E =

2'nfelizmente, no mundo microscépico, a lei dindmica nao é dada pela lei de Newton. Mesmo
assim, o conceito de forca central continua valendo para este problema.

f(r)e:, (18.13)
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onde P
T

) = m— 18.14

p=m (18.14)

é o momento da particula. Se tomamos o produto vetorial desta equacao com o
vetor 7, temos
X — =7Xx(f(r)e,).
L rx (f)e)

O lado direito desta equacao anula, pois €, // 7.

dp
rx — = 0. 18.15
Por outro lado, usando a regra de cadeia da derivada para o produto vetorial, a

Eq.(14.3), temos

L dp d ar
X —=—|[FXp —— Xp.
g g <P
Mas o ultimo termo é zero, pois
ar ,,
- /1P
Assim, concluimos que
d
— [ x p] = 0. 18.16
I (18.16)
Um resultado immediato €, o vetor
rXp

¢ um vetor constante no tempo. Lembre que a Eq.(18.16) é uma equagao vetorial,
fornecendo 3 equagoes diferenciais.
Definimos o vetor de momento angular por

E:Fxﬁ.

Assim, temos um resultado extremamente importante para o movimento sob uma
forga central,

e O vetor de momento angular de uma particula é uma quantidade conservada

sob a forca central.

d -
—L=0 18.17
dt Y ( )

147



ou equivalentemente,
L= LO?

onde Ly é o vetor constante.

O resultado acima é referido como a lei de conservaciao do momento angular
no caso de uma forga central e, é bastante geral no sentido de nao depende a forma
da func@o f(r) da forca, a Eq.(18.8).

18.2. Plano de Movimento

A conservacao do momento angular tem uma consequéncia bastante forte. J& que
o momento angular

- L dr

L=m [r X —

dt

¢é o vetor perpendicular ao plano formado de dois vetores 7" e sua velocidade v =
dr’/dt, a constanga do L implica em a invaridncia deste plano no tempo. Em outras
palavras, a trajetdria da particula nunca sai deste plano, ou seja, o movimento
fica limitado neste plano. Assim, o movimento se torna bi-dimensional.

Podemos provar a afirmacao acima mais rigorosamente. Seja 7 e U 0s vetores
da posigao inicial e da velocidade inicial, respectivamente. Seja 7 o vetor unitario
perpendicular ao plano formado® de dois vetores, 7 e . Os trés vetores (7, ¥y, 77)
formam uma base. Desta forma, podemos escrever o vetor 7 de posi¢cao no tempo
t arbitrario pela combinacao linear destes vetores.

(t) = er(t)o + ¢z () Vo + 3 () 7, (18.18)

onde ¢, ¢o, c3 sao funcao do tempo t. Naturalmente pela definicao,

C1 (0) = ]_,
Co (0) = O,
63(0) = 0.
Queremos provar que
C3 (t) =0.

Da Eq.(18.18), temos
d’l? dCl 5 ng - ng 5

% = %TO—'—%UO—}_E?I'

22Supormos que 7 € 7y sdo linearmente independentes.
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Calculando o momento angular com estas expressoes, temos

= dr

L = rx—
ST
( _,+ _,+ _,)X dCl_,_i_dCQ_,_Fng_,
= C1T CoU c3n —T — —nN
170 200 3 dt 0 dt 0 dt

dCQ dCl - - dCl ng 5 ng dC3 -
= Cl% — ng (T’O X 'Uo) +lcg— —ci— | nXrg+ | c3—— —co— | n X 1vg.

Agora, o vetor do primeiro termo
(7?0 X 170)

é exatamente o momento angular Ly no t = 0. Os vetores

estao no plano formado de 7y e 7y e, portanto, s@o perpendicular ao vetor Lg.
Assim,

implica em

d62 dCl .

<01% — CQE> = 1, (1819)
dCl ng -

<03% - Cl%) = O, (1820)
ng ng B

<C3% — C2E> = 0. (1821)

Exercicio: Justifique as Eqgs.(33.36,33.37,33.38).

Da Eq.(33.37) temos

dCl ng

ERy
e, portanto,

C3 = Oy,
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onde v € uma constante. Analogamente da Eq.(33.38), concluimos que
c3 = Py,

sendo 3 é uma constante. Se a # 0 e  # 0, entao, podemos eliminar c3 e temos
acy = Pey,

e portanto ¢; e ¢y ficariam linearmente dependente. Mas, isto, obviamente con-
tradiz com a Fq.(33.36), pois o lado esquerda é a Wonskiana das fungoes ¢; e ¢y, €
se ¢ e ¢o fossem linearmente dependentes, a Wronskiana seria zero. A Eq.(33.36)
implica ¢; e ¢ devem ser linearmente independentes. Assim, devemos ter

a=[0=0.
ou
63:0.

Isto é, o vetor da posicao da particula nunca terd o componento fora do plano
inicialmente determinado pelo 7 e 5. O movimento da particula sempre estd
restringido dentro deste plano (Ver a Fig. 19).

Fig. 19
Uma vez provamos que o movimento da particula sob a agao de uma forca central
¢ um movimento plano, podemos escolher o sistema de coordenadas adequado
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tal forma que o plano de movimento coincide com o plano XY do sistema de
coordenadas. Nesta escolhe, a equacao de movimento fica

2 (7 T
0 0
pois
1 T
gr === Yy
T r
z

e z = 0. Assim, podemos eliminar a coordenada z. A equacao de movimento neste

plano fica ,
d 1
mes ( ;” ) = f(r)- ( ‘;” ) . (18.22)

Para tratar o problema de forca central no plano XY, é conveniente utilizar o
sistema de coordenadas polares, pois a forca sé depende da parte radial.

x(t) = rcosb, (18.23)
y(t) = rsind, (18.24)

onde 7 = r(t) e § = 0(t). As equagdes acima constituem a transformagao de
varidveis. Isto é, em vez de especificar a posicao 7 por 2 coordenadas cartesianas,
(x,y), estamos especificando em termos de 2 coordenadas polares, (r,6). Temos

dx dr . df
= = & cosf — rsin QE, (18.25)
dy dr . do
T sin @ + r cos HE, (18.26)
e
2z d2r . drdf AN . %0
ol w0089—2sm«9%a—r0089(—t) —rsm@w,
a2y d2r dr df do\? 420
Rl A 2cosfl—— —rsinf [ — —.
72 e sin 6 + cos@dt I 7 sin 6 (dt) +7"cos€dt2
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Assim, a equagao de movimento fica

) 2 2
{%cos@—?sm@é—fl—e— cos@(i—f) —rsm@z—tf} = f(r) cof18.27)

, 2 2
{%sm@%—Qcos@%fl—e—rsm@(flz) —l—?“(:os@ili—tg} = [f(r)sin(#8.28)

Multiplicando cos 6 na Eq.(18.28) e sin # na Eq.(18.27) e subtraindo os dois lados,

temos 20 g db
r
2—— ) =0. 18.29
" < e T dt) (18.29)
Por outro lado, Multiplicando sin 6 na Eq.(18.28) e cos # na Eq.(18.27) e somando
os dois lados, temos
d*r o\’

Podemos utlizar as Egs.(18.29) e (18.30) no lugar das Eqgs.(18.28) e (18.27).
A expressao do lado essquerdo da Eq.(18.29) pode ser simplificada. J& que

(PO drd) 1 (0 drdd
Yar T atdr "ae dt dt
(it
T ora\ @t
da Eq.(18.29) temos
d d9
Dai, temos de immediato,
m7’2ﬁ = Const. (18.32)

dt
Aqui, propositalmente mantivemos o fator m explicitamente no lado esquerdo. A
quantidade acima é exatamente o modulo do vetor de momento angular L, que
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pode ser calculado da seguinte forma:

dr

- (L85 CD))
. W o (4.4 — () (1839

onde utilizamos as férmulas ja conhecemos,

A (BxC) =B (CxA),

Exéxé:é(ﬁ-@) —(7(/?5).
Agora, das Eqgs.(18.25) e (18.26), temos
d_F d_F B dx 2 n dy 2
dt dt) dt

do dr do\ >
—cosH—rsdet) (%sm@—i-rcos&di)

e )

dr do dr df
o cos@—r&n&dt) +rsind (% Slnﬁ—l—rcosé’dt)

S

Il
/‘\ /'\/—\/_\

L dar
(ra> = 7rcosf

dt
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Sustituindo estes resultados na Eq.(18.33), temos

- dr\ 2 do\ dr\ 2
_ 2 _ 2 _ _ _

L= myr ((dt) T (dt)) (rdt>
—

Assim, a Eq.(18.32) é
‘I_;‘ = Const.

que ¢ o resultado que ja obtevimos pela discussao anterior.
Em resumo, a conservacao do momento angular implica em

1. o movimento da particula esté restringido num plano, e

2. o moédulo do momento angular conserva, i.e.,

- db
L| = mr2£ = Lo = Const. (18.35)
Exercicio: Mostre que se escolhemos o plano do movimento como o plano XY,
entao
. 0
L= 0 ,
|L|

isto é, a Eq.(18.35) é o componente z do momento angular.

18.3. Base Comovente (Bi-dimensional)

Para representar um vetor 7 em termos de coordenadas Cartesianas, a base fixo no
espago (€, €, €,) foi utilizada. No caso de movimento bi-dimensional, precisa-se
a base (€;,€,). Mas, se utilizamos as coordenadas polares, existe uma base mais
adequada para isto. Para cada instante ¢, de acordo com o vetor da posicao 7,
introduzimos o vetor unitdrio €, na direcao de 7. Introduzimos um outro vetor
unitério €y, perpendicular a €,.. Escolhemos a diregao deste ultimo vetor como a
direcao em que o dngulo 6 cresce.
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3]
Fig. 20

Obviamente, em cada instante, os dois vetores (€, &) formam uma base para
representar qualquer vetor no plano XY. Isto é, qualquer vetor no plano XY
pode ser escrita como a combinacao linear destes vetores. Em particular, temos

T =Té,.

Note que a base (€, €y) variam com o tempo ¢, acompanhando o movimento
da particula. Tal base é chamada a base comovente (com a particula). Em termos
de coordenadas Cartesianas, estes vetores podem ser representados por

> _, [ cos 0

er sinf /)’
RN sin 0
c cos '

Verificamos que os dois vetores formam uma base ortonormal,
(€ - €)) = b5,

sendo os indices 7, j referem se r e 6.
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Com estas expressoes, temos imediatamente,

d (—Siné’)dQ do
H

%er cos 6 dar aeg,
ie . —cos ﬁ B _@5
dt’ —sind ) at @t

(18.36)

(18.37)

As relagbes acima sao bastante iteis para simplificar os cdlculos das derivadas

temporais do vetor 7. Por exemplo,

T = Lee)
TP T
= dTG +Td
AR
_drdo
= gt

(18.38)

Esta expressao mostra que o vetor de velocidade da particula tem o componente
radial (na dire¢do de €,) dr/dt, e tem o componente tangencial (na diregao de ép)

rdf/dt. O quadrado do modulo do vetor da velocidade ¢
ar\t (A dr
dt) — \dt dt
_(dr 2 P d 2
- \dt dt)
que ¢é exatamente a Eq.(18.34).

A aceleragao pode ser obtida da Eq.(18.38),

d*r d (dr dao )
— = — | e +r—

dt? dt \ dt dt
B ﬁ_, dr d d?“ de n d?0 _ +Td9 d
= BT aar T aa T Ee Ty

(@ (N L (pdrde 0
=\l \%) e wa e )@

Desta forma, a equacao de movimento fica

ﬁ_ d_92"+ Qﬁd_‘9+ﬁ* —f<)"
"Y\ae " "\@) | atdar ae )T e
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Ja que os vetores (€, &) sao linearmente independentes, temos
d*r A
m <E—T(a) ) = f(r),
dr df d*0
2— — — ] =0
( G e ) ’
que sao identicas a Egs. (18.30) e (18.29), respectivamente.

18.4. Velocidade Areolar

A conservagao do componente z do momento angular L., Eq.(18.35) relaciona
a velocidade angular df/dt com a distancia da particula com a origem. Pela
definicao do momento angular, sabemos que

rzﬁ 7 X dr
dt dt
1
= = |7 x dr, (18.39)
onde
|7 % dr]

é a drea do paralelograma formado do vetor 7" e dr. Portanto,
1 —
dA = 5 ’7“ X dFI
é a drea do triangulo formado de dois vetores, 7 e 7+ dr.

Exercicio: Verifique a afirmacao acima.

Assim, podemos definir a velocidade areolar, i.e., a drea varrida pelo vetor 7
por unidade do tempo,

dA 1 = dr
at 2| Cat|
A Eq.(18.35) fica escrita em termos desta quantidade como
dA Ly
E = % = Const.

Desta forma, a conservagao do momento angular para um movimento de uma
particula sob uma forca central acarreté equivalente a constanca da drea varrida
por unidade do tempo (velocidade areola). Esta lei foi observada pelo Kepler no
estudo de movimento planetario em 1608.
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18.5. Movimento Radial

A Eq.(18.35) pode ser usada para expressar a velocidade angular em termos de
LO er.

do Ly
—=—. 18.40
dt  mr? ( )
Substituindo esta expressao na Eq.(18.30), temos
d2T LQ 2
m (@—T (m—) =),
ou » 12
r 0
Se transferimos o segundo termo do lado esquerdo para o lado direito, temos
d*r L2
mﬁ = f(?“) + ﬁ, (1842)

que tem a forma como se fosse uma equacao de Newton de uma particula uni-
dimensional. Esta é a equagao de movimento radial. O movimento radial é o
movimento da particula em relagao a apenas distancia radial, independentemente
da direcao. Ou seja, esta equagao de movimento correspondente ao movimento
aparente da particula de um obervador que gira junto com a particula acompan-
hando seu movimento angular. Neste caso, como é de se esperar, além da forca
radial f(r), aparece uma outra for¢a devido a momento angular Ly que é a forga
centrifuga. A forga centrifuga é dada por

2
Lo
mr3’

Jer. =+ (18.43)

com o sinal positivo. J4 que L > 0, a for¢a centrifuga atua para accelerar a
particula para crescer a distdncia da origem.

Note que a forca centrifuga nao aparece na equacao original de movimento
na forma vetorial, Eq.(18.13). A forga centrifuga aparece como uma forca efetiva
para o grau de liberdade do movimento radial apds ter eliminado o movimento
angular. Isto é, quando olhamos o movimento radial da particula, acompanhando
seu movimento angular, o observador ver que como se fosse existe uma forca
extra a Eq.(18.43) além da forca central f(r). Podemos interpretar a forga cen-
trifuga como uma for¢a aparente que aparece quando descreve o movimento de
uma particula num sistema nao inercial. Teremos outras oportunidades de falar
sobre este tipo de forca efetiva.
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18.6. Energia Cinética Radial e a Lei de Conservagao da Energia

Ja que a Eq.(18.42) tem a mesma forma de uma equagdo de movimento unidi-
mensional, podemos aplicar o método de obter a lei de conservagao de energia que
discutimos no Capitulo anterior.

Multiplicando
dr

dt
aos dois lados da Eq.Eq.(18.42), temos

d (1 [dr\? d d (L2

Viry=—= [ f(@"dr.

onde

A Eq.(18.44) pode ser integrada de forma imediata,
1 (dr\® L2
- - ) = _ S F 18.4
5 (dt) V(r) <m7’2) +E, (18.45)
onde F é uma constante. Escrevemos
1 dr\? L2
— — — =F. 18.4
5 (dt) + (mr2) + V(r) (18.46)

Podemos re-escrever esta equagao ainda como

1 dr\? L2

2" [(E) i (m2r2> tVE =5,
ou usando a Eq.(18.40),

1 dr\?> , (do\?

Mas a quantidade dentro do [...] é exatamente o modulo quadrado da velocidade,
a Eq.(18.34). Finalmente® temos

%m (%’Z) +V(r)=E, (18.47)

B Tome cuidado para distinguir r e 7. Igualmente para dr/dt e di'/dt.
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que é a lei da conservacdo de energia. Isto é, a soma da energia cinética (uma
quantidade escalar) e a energia potencial (também uma quantidade escalar) é
mantida constante durante o movimento. A energia potencial V (1) é o trabalho
que a particula consome contra a for¢a (neste caso, a forca central, a Eq.(18.8)).

A primeira vista, a Eq.(18.47) pode parecer estranha, pois a parte a energia
cinética contém as velocidades tanto radial quanto angular, no entanto a energia
potencial depende apenas da posicao radial. A razao disto é que, a forga central
nao exerce trabalho para um movimento puramente angular, sem deslocamento
radial. Estudaremos este aspecto mais detalhadamente na secao seguinte

Exercicio: Introduzimos o sistema de coordenadas esfericas,

x =rsinfcos ¢
y = rsinfsin ¢

z=rcosf,
onde 7,60, ¢ sao funcoes do tempo t. Expresse o modulo da velocidade,
(%)
dt
em termos de coordenadas esfericas.

Exercicio: Vamos introduzir a base comovente tridimensional. Definimos

. T
€r = -
r
— aé;”
Cp = ——
0 89 Y
. 1 Oe,
(& = .
¢ sinf 96

1. Prove que os vetores (€, €p, €5) forma uma base ortonormal, e um sis-
tema dextrégiro na ordem acima.

2. Expresse os seguintes vetores nesta base.

e, dé, dé, d%, ¢, d?c,
dt’ dt’ e’ A2 drr de?

160



3. Expresse o vetor de acceleracao
d*r
dt?
em termos desta base.

4. Existem 3 pontos fixos no plano, P4, Pg e Pg, cujos vetores posicao sao
T4, TB,€ To,respectivamente. Seja 7 o vetor posi¢ao de um corpo @), que
estd ligado aos trés pontos P4, Pp e Po pelas molas cujas constantes de
molas ki, ko e k3, e os complimentos naturais 9, 19 e I3, respectivamente
(veja a figura abaixo).

1. Expresse a forca f que estd atuando no objeto ) em termos dos
vetores posigao.

2. Expresse a condicao para o vetor posicao 7 pela qual o corpo )
esteja em equilibrio.

3. Vamos supor que todas as molas sao muito pequenas de tal forma
que os complimentos naturais sejam despresiveis. Além disto, se
todas as constantes de mola sao iguais, qual é a posicao do equi-
librio?

4. Continuamos supor que os complimentos naturais sao despresiveis.
Qual seria a condigao para as constantes de mola pela qual a

posicao de equilibrio seja no centro da massa do tridngulo, Px-
Pg-Pg?

5. Calcule, com justificativa, a constante de mola do sistema final quando
as molas distintas sdo conectadas nos casos a), b) e ¢) como mostrados
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abaixo.

6. Obtenha a forca f necessdria para puxar o objeto O até na posicao x
como ilustrada na figura abaixo. As duas molas sao idénticas e tém
constante de mola k, o comprimento natural /g,
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Part IV
Conservacao de Energia em 3D

Na se¢ao anterior, vimos que o papel de lei de conservacao é fundamental para
compreencao do movimento da particula. Nesta secao, vamos estudar a lei de
conservagao de energia no caso tridimensional.

19. Energia, Trabalho e Potencial

19.1. Forcas Conservadas e Energia Potencial

Inicialmente vamos introduzir o conceito de trabalho. No caso de movimento
unidimensional, o trabalho feito pela forca f para deslocar uma particula por
pequeno deslocamento Ax é dado por

AW = f Az,

Podemos generalizar esta definicao para o caso tridimensional. Consideramos uma
particula sob a influéncia de uma forca f . Se esta forca desloca a particula na
direcao A7, entao, o trabalho feito pela forca é

AW = f- A7,

Isto porque, se

fi

2 |
f3

A?“l
ATQ s
ATg

entao, na direcao de cada componento, o trabalho fica

S~
Il

AT

AW, = fiAr;,
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e considerando o trabalho é aditivo, temos

3
AW = Y AW,
=1
3
= > fildr; = f AV
=1

Suponha que a forca f dependa em 7 i.e., f = f (7) e a particula seja deslocada
do ponto 74 ao ponto 75 ao longo a uma trajetéria (uma curva no espaco) C. O
trabalho total feito pela forca é a soma dos trabalhos dW correspondentes aos
deslocamentos infinitesimais dr’ da particula alonco a essa curva. Escrevemos esta
soma ao longo a curva C' por

Wasg :/CdF-f(F), (19.1)

onde a integral é feita ao longo ao caminho C'.

dw(r)

A integral Eq.(19.1) pode ser escrita como
Wa.p= / (dx fo(x,y,2) +dyfy, (x,y,2) +dzf, (x,y,2)), (19.2)
c

onde f, ¢ o componente x do vetor forca. A integral acima NAO pode ser con-
fundida como a soma das trés integrais independentes,

WAHB#/dxfx(x,y,z)+/dyfy(x,y,2)+/dzfz (l‘,y,Z).
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Isto porque, os deslocamentos dz,dy e dz nao sao independentes mas tem que
estar na trajetéria C'. Se quiser separar os 3 termos, devemos escrever

Wap = /dxfx(rﬁ,y(x),Z(ﬂf)H/dyfy ( (y),y,Z(y))vL/dez (z(2),y(2),2),

onde {y:y(ac) {x:x(y) {x:x(Z)

z=z() " z=2() L yv=y()
representam a mesma curva, C'.
Uma forma mais conveniente é expressar a curva C' no espago tridimensional
por
F=7(t), {ta<t<tp}

onde t é o parametro. Devemos ter
7(ta) = Ta,
’F(tB) — FB-
Em outras paravlas, a curva C' ¢é especificada pelas 3 funcoes = (t),y (t) e z (t)

com (t)

t) |, {ta<t<tp}.

(t)

Desta forma, as variacoes dx, dy e dz sao espressas por

7=

N e R

dx
de = Edt,
dy
dz
A Eq.(19.2) fica
tp dx dy dz
— = 5 Je\ Y, It ) ETREANSRS 19.
Wa_p 5 dt(dtf(xyz)+dtfy(a:y2)+dtf(rcyZ)) (19.3)
te dr -
= dt | — - f 7‘)
Kars
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Em geral, o valor da integral Eq.(19.3) depende do caminho, ou seja da tra-
jetéria da particula. Por exemplo, se

fx(fj = Z,
fy(fj = T,
() = v,
€

0
Ty = 01,

0

1
rg = 1

1

0 1 1 1
Cy O]l —-10)]—=10]—=1]1
0 0 1 1

C

1

X

Neste caso, a integral fica decomposta em trés partes,

1 1 1
Wap (C) = / def,(x,0,0) + / d=£.(1,0,2) + / dyf.(1,y.1)

1
= /dyzl.
0
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Por outro lado, se integramos ao longo ao caminho Cs,

0 0 0 1
Cy: O|l—-11]—=(1]|—=1|11,
0 0 1 1

temos

Wa_p(Cy) = /Odyfy(O,y,O)—f—/O dsz(O,l,z)—l—/o def.(x,1,1)

1 1
= /dz—l—/dx:2,
0 0

WA—>B (Cl> 7é WA—>B (02) .

e, portanto,

Por outro lado, se

fﬂc(F) = I,
fy(F) =y, (19.4)
() = =z

independentemente de caminho, vemos

1 1 1
3
WAHB(C’):/ xdm+/ ydy+/ zdz = =.
0 0 0 2

Um outro exemplo da forga que a integral Eq.(19.2) seja independente de caminho
é

fo = 204+y+=2
fy = 2y+ax+=z (19.5)
f: = 2z4+2+y.

Exercicio: Calcule as integrais W4 g (C1) e Wa_p (Cs) no caso acima.

Podemos perguntar em que caso a integral do ponto A ao ponto B se torna
independente de caminho. No caso do exemplo da Eq.(19.4), temos

0 (1, J (1, o (1,
fzdm—l—fydy—l—deZ—dxax(2x>+dyay(2y)+dzaz<2z)
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Se colocamos

1
F:§(x2+y2+z2),
entao podemos escrever
fodx + fydy + f.dz = dx 3F +d EF +dz 3F
’ y® T 02 = oz Y dy 0z
= dr-VF.
J& vimos que
dr'- VF = dF,

onde
dF = F(F+dr) — F (7).

Desta forma, para a Eq.(19.4), podemos escrever

B
Wap(C) = /A (fedx + fydy + fdz)

B
- [ ar
A

Mas

A ATr—0 y
[ F(7) — F(Fa)+ )
+F () — F (7)
= lim +F(F3) = F () % = F(fg) — F(F4).  (19.6)
L —I—F(FB) — F (Tn—l)

onde 7; = 1;_1 + Ar. A equagao acima mostra que o trabalho feito pela forca é a
diferenga dos valores da funcao F' () nos pontos final e inicial, independentemente
do caminho que passa no meio.

Exercicio: No caso do exemplo da forga dada pela Eq.(19.5), descobra a razao

pela qual porque o trabalho nao depende do caminho. Encontre a expressao
de F' (1) analoga da discussao acima.
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Os exemplos acima mostra que se existe uma funcao da posigao F' (1) e o vetor
forca seja escrita como o gradiente desta funcao,

f=VF (7, (19.7)

entao, o trabalho feito pela forca fica

Wap(C) = /Cdf'f?

= /df’-VF
c
B

= / dF
A

= F (i) = F(Ta), (19.8)

isto é, a diferenca dos valores da funcao F' nos pontos final e inicial, independen-
temente do caminho no meio. Em resumo, quando a forca é dada pela Eq(19.7),
o trabalho feito pela forca para deslocar a particula de um ponto inicial a outro
ponto final nao depende de como chegar no ponto final. Neste caso, a forca é
chamada a for¢a conservativa.

Para uma forga conservativa, por conveniéncia, introduzimos a fungao negativa
da funcao F

V(F)=—-F(7),

e chamamos de energia potencial, ou simplesmente, o potencial. A forca é dada
pela negativa do gradiente do potencial,

f=-vV(m. (19.9)

O razao deste sinal vem do seguinte raciocineo. Vamos considerar o trabalho feito
pela for¢a para mover a particula por um deslocamento infinitesimal dr. Temos

AW = f-dF
= —dr-VV.
Mas
dr-VV =V (F+dr) =V (r) =dV,
e, portanto,

AW = —dV,
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ou
dW +dV = 0.

Isto é, a soma das variacoes da energias, uma é do trabalho feito pela forca sobre
a particula, e outra, a energia potencial da particula, ¢ sempre nula. Podemos
considerar a relagao acima como a energia do trabalho feito pela forca é compen-
sado como a diminui¢ao da energia potencial. Ou seja, a energia potencial que
“paga o preco” do trabalho. Como veremos abaixo, para o movimento de uma
particula, o trabalho feito pela forca é utilizada para aumentar a energia cinética
da particula. Assim, para o movimento de uma particula sob a forca conservativa,

vale a seguinte relacao.
dT = dW = —dV.

Exercicio: Calcule a integral

para os seguintes casos:

1.
B ax
=1,
cz
sint -
C 7(t)= | cost |,0<t<—,
2
t
onde a, b, ¢ sao constantes.
2. mesma f acima, mas
t
C:Ft)=| 1-t |, 0<t<1
t2

Exercicio: A forga acima é uma forca conseervativa? Se for, prove.

Exercicio: Analize os seguintes casos se a forga é conservativa ou nao.
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20. Analise vetorial 11
Como o operador V tem a estrutura vetorial, podemos considerar as seguintes
operagbes para uma fungao vetorial, f (7), correspondente ao produto escalar e

produto vetorial, respectivamente.

1. Divergéncia

_— (@ o a) Jo (2,9,2)

V f — a 919 0 o fy(l’,y,Z)
0v 0y 02) \ ¥ (w,y,2)
Af.  0f,  0f.
or "oy 0z
2. Rotacional
Vxf = (a2 te fot oty + st

= 8 + €5 8 61 >+ € y e f-

_ 8z__f 3fz &t ofy  0f s
oy Oz or oy )~
3fz _Ofy

_ afy a‘aﬁ

ox By
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Podemos verificar facilmente que para uma funcao vetorial f regular,
V(fojza (20.1)
e para uma funcao esclar f (z,y, z),
Vx(Vf)=0. (20.2)

As propriedades acima sao analogas a dos vetores normais,

a@xéza
ax (af)=0.
Exercise 20.1. Prove as Egs.(20.1) e (20.2).
A divergéncia de gradiente, V - (V f) fica escrita como

of oz
o 0 0
o = () ()

= V*f

e o operador diferencial (de segunda ordem) V? é chamado Laplaciano.
Valem as seguintes férmulas em relagao a expressoes que envolve o operador

V.
V2 (@) = oV +2(V9) - (Vi) + V7,

.
Y

+5x(§x&’)+6x<ﬁxb>

<
VS
]
[yl
N——
I
VS
S
<
N————
y
+
/N
]
<
N——
o



Vx (ax5)=(V-5)a—(V-a)b+(5-V)a-(a-V)E
Exercise 20.2. Verifique as formulas acima.

20.1. Teorema de Stokes
Vamos considerar uma integral de linha tipo
Io = 7{ dr- f,
c

onde C' é uma curva fechada. Para lembrar que a curva C' é fechada, usamos
o simbolo, 7{ . Como um caso particular desta integral, vamos escolher a curva

C' como uma pequena (infinitesimal) retanglo, no plano (z —y) (veja a figura
abaixo).

y

D(x,y+dy) Clx+dx,y+dy)

A(x,y) B(x+dx,y)
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Neste caso, podemos escrever a integral por

Ie =Iap+1Ipc+Ic—p+Ip_c,

onde

z+dx
Ii.p = / fo (2, y) da’,

y+dy
IBHC = / fy (I + dlC, y/) dy/v
Y

IC—»D - f:r (x/ay—i_dy) dx,?
r+dx
Y
Ipa = fy(z,y) dy'.
y+dy

Considerando que dzx e dy sao infinitesimais, temos até a segunda ordem,

_ 10f: (z,y)
Laep = [o(z,y)de + 5——5= (dx)®+ -+,
1
e = fy @) dy+ Loz 4 22D e
_ B 3fx (2,9) C10fe(zy) o
Iep = —fo(z,y)dz 2y dxdy 5" 9p (dy)” +
10fy (z,y
Ipa = —fy(:v,y)dy—§%(dy)2+---,
Portanto,

fo- (Yofet) _Ofefo)

g Dy ) dzxdy.

Note que

<3fy8(?y) B 3fxa(;“>y)) _ (ﬁ o f)/

e introduzindo um vetor normal ao plano (z — y) com o modulo dzdy,
do = dxdy e3,
podemos escrever
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C(r +du+dv)
D( ¥ +dv )
dv B(r + du)
du
A(F)
X
Figure 20.1:

A expressao acima mostra que para uma drea retangular infinitesimal, temos

fdf-f:da-(ﬁxf).

c

Podemos mostrar que este resultado vale, nao s6 para um retangulo, mas também
para um losangulo, como na figura abaixo.Podemos provar que

j{dﬁf: dé - <6xf), (20.3)

C

onde
dd = du x dv. (20.4)

Exercise 20.3. Mostre que vale a Eq.(20.3) para um losangulo, com a defini¢ao
do elemento da drea, Eq.(20.4).
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Agora, vamos pensar um drea €2 qualquer e o contorno desta area C. Dividi-
mos esta drea ) em pequenas plaquetas. Denotamos o contorno e o elemento de
drea da plaqueta i por C; e dd;, respectivamente. A soma das integrais Eq.(20.3)
para todas as plaquetas fica

3y fdf-f: 3 d&i-(ﬁxf). (20.5)

plaquetas . plaquetas
1

Note que se duas plaquetas possuem um trecho comun, as integrais sobre deste
trecho cancelam entre as duas plaquetas, pois as direcoes das integrais sao opostas.
Desta forma, a soma das integrais de linhas das todas as plaquetas se cancelam
dentro da drea €2, exceto para os trechos pertencente a apenas uma plaqueta, ou
seja, o contorno da drea §2. Assim, o lado esquerdo da expressao acima pode ser
escrita como a integral de linha alongo ao contorno C' da &rea.

> %d?-f—> %d?-f. (20.6)
C

plaquetas C;

Por outro lado, o lado direito da Eq.(20.5) se converge para a integral sobre a drea

total €2,
> g (Vx f)— [[dd(Vxf). (20.7)
o < X ) /Q/ 0( X )

plaquetas
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Temos portanto,
fdf.f://da(ﬁxf). (20.8)
c Q

A Eq.(20.8) é chamado o teorema de Stokes. Aqui, mostramos que o teorema no
caso de um area {2 num plano, mas é facil de demostrar que o teorema vale mesmo
para qualquer superfice curvada tridimensional e seu contorno fechado C'.

Exercise 20.4. Argumente que a Eq.(20.8) vale também para uma superficie
curvada.

21. A forga Conservativa

As Egs.(19.7) e (19.8) mostram que quando a forga é derivada de um potencial pela
sua gradiente, o trabalho feito pela forca nao depende do caminho, ou seja a forga
é conservativa. Inversasmente, podemos postrar que se a forga é conservativa (i.e.,
o trabalho nao depende do caminho), deve existir uma fungao potencial V' (7), tal
que a forca é obtida como derivada deste potencial.

Seja f a forca conservativa. Para os dois pontos 7; e 7y arbitrarios, consider-
amos os dois caminhos quaisquer distintas, digamos C(7; — 7) e Ca(1; — 77F),
que liguem estes dois pontos. Sendo f conservativa, temos

/ dr- f = / dr- f.
C1(Fi—7r) Ca(Fi—7%)

Mas, se invertemos o ponto inicial e o ponto final, temos

/ dit f = — / di'- f
Co (7 —7y) Ca(7—77)

pois o deslocamento tem o sinal contrario. Temos entao,

/ A7 f = — / 7 - f,
C1(Fi—7y) Co (7 —75)

/ dF~f+/ a7 f = 0. (21.1)
C1 (Fi—7y) Co (Fp—7)

Esta equacao mostra que, se f é uma forga conservativa, o trabalho feito da forca
indo de um ponto 7; até um outro ponto 7y alongo a um camilho qualquer C

ou
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e volta de novo do ponto 7y ao ponto inicial 7; alongo a uma outra caminho Cj
qualquer ¢é exatamente nula. Ou seja, o trabalho feito da forga alongo ao caminho
fechado conectando dos ponto 7; e 7y é nulo. Mas ja que tanto os dois pontos 7;
e 7y como os caminhos C; e Cy sao arbitrdrios, concluimos que para uma forga
conservativa, o trabalho feito alongo a qualquer trajetéria fechada seria nulo.

%ﬁﬁf:@

C

para qualquer curva fechada, C'. Agora, usando o teorema de Stokes, a conclusao

acima pode ser dita como
//d&(ﬁxf) =0,
Q

para qualquer drea €). A tnica possibilidade disto é que o integrando é identica-
mente nulo. Temos portanto,

Vx f(®=0, " (21.2)

Assim, mostramos que o rotacional de uma forga conservativa é identicamente
nulo. Agora, podemos mostrar que se o rotacioal de f é identicamente nulo,
sempre existe uma fungao F'(7) tal que

f=VF.
Exercise 21.1. Prove que para uma forga f tal que
Vx f(/) =0,
entao exite uma func¢ao escalar V (7) tal que

—

f=-VV.

22. Conservacao da Energia

Seja f a forga conservativa, ou seja, o trabalho feito pela esta for¢a nao depende
do caminho. Comecamos com a lei de Newton,

m—s = f. (22.1)



Sendo f a forga conservativa, vale a Eq.(19.9). Isto é, deve existir a funcao
potencial V' () tal que
f==VV (7). (22.2)

A Eq.(22.1) é uma equagao vetorial e, portanto, um conjunto de equagoes
acopladas. Podemos construir uma equacao escalar, tomando o produto escalar
de dois lados com dr/dt = v,

di PR\ (AP 2

Usando a propriedade de derivada de produto escalar, o lado esquerdo da Eq.(22.3)

pode ser escrito por
dF BF\  d (1 (dF
AN AT 22.4
(dt ”ﬂﬁ?) dt <2Wl(dt) ) (22.4)

Por outro lado, usando a Eq.(22.2), o lado direito da Eq.(22.3) fica

ar - dr
= - _(Z.vyv
(G 7) = - (&)
= —iV (7) (22.5)
S dt ’ '
onde utilizamos a propriedade Eq.(14.6) da derivada para a fungao V (7).
Substituindo as Eqs.(?7?) e (22.5) na Eq.(22.3) temos

(i (5)) -

% (%m (Z—jf—kV(F)) =0.

Definindo a energia cinética T' por
1 dr
T=- —
2" <dt> !

% (T+V)=0. (22.6)

ou seja,

temos
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Quando integramos em t a equacao acima, temos
T+V=F, (22.7a)

que ¢é a lei da conservacao de energia para o movimento de uma particula sob a
acao de uma forca conservativa.
Uma forca central é uma forga conservativa. Isto porque, se

f=rwe,

entao, podemos escrever

f: _VV(TL
onde

V(r):—/Tf(r)dr.

Exercicio: Confira a afirmacao acima.

Assim, a lei da conservacao de energia no caso de uma forga central fica

1 [dr
L <E> V() = E. (22.8)
re-obtendo a Eq.(18.47).

Exercicio: Prove que se o deslocamento dr for tangencial (na diregao de €p) entao
o trabalho feito pela forca central é nula.

23. Importancia da Funcao Hamiltoniana na Mecénica -
Equacao de Hamilton

O ponto fundamental da Mecénica é expressar a funcao Hamiltoniana do sistema
em termos de varidveis apropriadas. Para um sistema conservativo, isto é, se
as todas as forcas atuam para o sistema sejam conservativas, podemos obter as
equacoes de movimentos para todas as varidveis partindo da Hamiltoniana do
sistema. Para ilustrar, vamos considerar uma particula com a massa m sob a acao
de uma forca conservada. Neste caso, a Hamiltoniana é dada por

1
H=—pP+V 23.1
57+ V(). (23.1)
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onde ' é o momento linear da particula e V' (') a energia potencial da posigao 7.
Consideramos em geral a Hamiltoniana de um sistema como fungao de momento
p e as coordenadas. Neste caso, temos

H= H<xay7zvpx7py7pz)'

Se a Hamiltoniana é dada nesta forma, podemos calcular explicitamente as derivadas
para cada um destas varidveis,

OH 0H OH
ox’ Oy’ 0z’
OH OH 0H
Op.’ Opy’ Op.
Note que da EQ.(23.1), temos
oH _ oV
ox Oz’
o 1

Comparando com a defingao de momento p, = m, e a equagao de Newton para
0 componente x, temos

. 0H
YT op
oOH
e = ——. 23.2
p 5 (23.2)
Analogamente, temos para outros componentes,
;o
Opy’
oH
Dy = ———, 23.3
Y ay ( )
e
dz  0H
dt — Op.
. oH
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Note que as equagoes (23.2,23.3,23.4) tem a mesma forma. Isto é, se denotamos

as varidveis x, y, z genericamente por

{¢:;, 1=1,2,3}
isto é,
G = T,
@2 =Y,
qg = Z,
€ 0s momentos por
{pi> 1= 172a3}>

e escrevendo a Hamiltoniana na forma

H = H(q1, 2, 43; P15 P2, P3),

as equagoes,(23.2,23.3,23.4) podem ser expressas por

G =94
{ S %y i=1,2,3.
pi__a_q,v

7

Estas equagoes sao conhecidas pelo nome de Equacao de Hamilton.

(23.5)

Quando estendemos o sistema cuja Hamiltoniana é dada pela EQ.(31.9), as
equagoes de movimento ficam expressas novamente pela equacao de Hamilton,

q‘_a_H

T 9p; ) L

{ .':_gﬁ 1=1,..,6,
onde, por exemplo,

g1 = T1, 42 =Y1, 43 = z1,

qas = T2, ({5 = Y2, (ds = 22,

P1 = DPiz, P2 =Py, P3 = Pl
Pa = P2z, P5s =Py, P6 = D2z
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Exercicio: Verifique que as equagoes (23.6) sdo equivalentes com as equagoes de
movimentos de Newton, junto com a definicao de momentos.

A equacao de Hamilton é equivalente a equacao de Newton para um sistema
conservatio, mas tem uma vantagem no sentido de que todas as equacoes de
movimento sao deduzidas a partir de uma quantidade escalar, a Hamiltoniana.
Em outras palavras, para um sistema conservativa, a Hamiltoniana contém toda
informagao sobre a dindmica do sistema.

23.1. Mudanga de Varidveis numa Hamiltoniana e Momento General-
izado - Péndulo Esférico

O que acontece se introduzimos uma mudénca de varidveis, for exemplo, em vez
de um conjunto de coordenadas Cartesianas, utilizamos o sistema de coordenadas
esfericas. Para fixar a idéia, vamos considerar o problema de péndulo esférico. Um
péndulo esférico € um péndulo cujo movimento nao é limitado num plano. Isto
é, uma massa m pendurada por um barra sem massa com comprimento [/, cujo a
outra extremidade estd fixo num teto, permitindo qualquer movimento angular.
Escolhendo um sistema de coordenadas Cartesianas, onde escolhendo a direcao
vertical para baixo como o eixo z, podemos escrever a Hamiltoniana como

1
H= %]52 —mgz, (23.7)
pois
V = —mgz

é a energia potencial. O sinal é negativo, pois na convencao que escolhemos
(a direcao do eixo z para baixo), para z > 0 obviamente a energia potencial
gravitacional reduz.

As equacoes de movimentos de Newton para as coordenadas x, y e z sao andlo-
gas as Eqs.(8.133) e (8.134), mas aqui, temos que lembrar que além do fato de
que o eixo z representa a direcao vertical, existem os compontentes da forca para
xr e y também.

Vamos denotar o vetor de projecao do 7 no plano x — y por p. Temos

p = xez—i—yey,
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Figure 23.1: Fig.33 Pendulo esferico
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A equagao de Newton para o vetor p fica andloga a Eq.(8.133),

d*p ]
m=L = _TsinoL, (23.8)
dt? 0
onde T é a tensao da barra que atua na massa. Em termos de componentes, temos
d2
mEZ = _Tsinf : (23.9)
dt2 .132 + y2
d2
Y= Tsing—2 (23.10)

m—-;:r y—
dt? /12 + y2

A equagao de movimento na diregao z fica (lembre novamente que a dire¢ao do
eixo z aponta para baixo),

m@ =—Tcosf+m (23.11)
i g. :

As coordenadas x,y e z nao sao independentes. O fato de que o comprimento do
brago do péndulo ¢ fixo (= [), maturalmente existe um vinculo,

2yt =1 (23.12)

Esta equacao pode ser utilizada para eliminar o incognito 7', como foi abordado
no problema de péndulo. O procedimento ser4,

1. Construir zxEq.(23.10)—yxEq.(23.9), o que elimina 7" no lado direito. Temos

d?y d*x

2. Construir xxEq.(23.9)—yxEq.(23.10). Com isto o lado direito fica
—Tpsind,
pois 22 + y? = p*.

3. Construir psin xEq.(23.11)— cos 8 x (o resultado do item acima), o que elim-
ina 7', tendo

d? d? d?
mp sin Hd—; — mcos 6 (xd—g + yd—t‘g) = mgpsinf (23.14)
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As Eqgs.(23.13) e (23.14), junto com a equacdo de vinculo, Eq.(23.12) con-
stituem um sistema fechado de equagoes para 3 incognitas, x,y e z.
Se introduzimos o sistema de coordenadas esfericas,

xr = Isinfcos ¢,
= [sinfsin ¢,
z = lcos®b,

podemos expressar as trés variaveis junto com o vinculo a Eq.(23.12) em termos
de duas varidveis 0 e ¢. Temos

% = [cosfcos qﬁé — [sin @ sin ¢¢,
dy Y. . y
gl [ cos 0 sin ¢0 + [ sin 0 cos ¢,
dz .
pril —[sin 60,
e
d*x . . 52 Yy
proi [ cos 6 cos pf — [ sin O cos 0 — 2l cos 0 sin ¢pO¢
—1sin 0 cos ¢gf>2 — [ sin # sin gzﬁg.z.S,
d? . ) .
d—tg = [cosfsin ¢l — [sin f sin ¢92 + 2l cos 0 cos pO¢p
—I[sin#sin gzﬁgiﬁz + ['sin  cos gzﬁg%,
d2 . .
d_tj — —Isin0h —lcosod’,

Assim, podemos substituir estas expressoes nas Eqs.(23.13) e (23.14), teremos as
equagoes de movimento para novas varidveis, 6 e ¢.

Exercicio: Obtenha as equacoes de movimento para 6 e ¢.

Como vemos, a dedugao de equagoes de movimento ficou bastante trabalhosa,
em particular, quando o sistema possui um vinculo. Uma das grande vantagens da
Equacao de Hamilton reside de fato de que a forga de vinculo (no exemplo acima
de péndulo esferico, a for¢a de tensao T') ndo faz trabalho ( 0 movimento é sempre
perpendicular a forga de vinculo), e portanto, ndo aparece na Hamiltoniana.
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Se escrevemos a Hamiltoniana em termos de varidveis 6 e ¢, a parte do poten-
cial fica
—mgz = —mgl cos 0,

e a parte da energia cinética fica

2 /do? do\?
T:%{(%> +sin29<d—f) } (23.15)

Assim, a Hamiltoniana do pendulo nestas varidveis fica

mi® [ (doN? ., [do\?
H= > { (E) + sin“ 0 (E) — mgl cos 6. (23.16)

Queremos aplicar a equagao de Hamilton para as varidveis 0 e ¢. Mas existe
um problema. A expressao acima, como uma expressao de energia total de um
péndulo, é correta. Entretanto, nao podemos aplicar diretamente a equacao de
Hamilton, pois H nao estd expressa em termos de varidveis e seus momentos.
Precisamos expressar a Hamiltoniana em termos de 6 e ¢ e seus momentos, py e
Dg-
No caso de uma coordenada Cartesiana, digamos x, o momento linear é definido
por
Pr = M. (23.17)
Mas esta nao é uma relacao universal. Quando se trata de uma varidvel ndo
Cartesiana, precisamos uma nova definicao de momento. Por exemplo, o que
seria 0 momento py correspondente a varidvel 6 no sistema acima?

Para responder esta pergunga, vamos considerar como obter a relagdo Eq.(23.17)
a partir da expressao da energia. Vemos logo que

_ar

P or

Em analogia, podemos definir os momentos correspondentes a € e ¢ a partir da
expressao da energia cinética nestas variaveis, Eq.(23.15) por,

or
06
= ml*0, (23.18)

Do
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oT
¢
= mi%sin6 . (23.19)

Dy

Note que o momento p, é o componente z do momento angular,

L dr
L=mrx—.
dt
Podemos expressar ¢ e 8 em termos de seus momentos. Temos

1

h = —— 23.20
¢ mi2sinZ - ( )
. 1
Substituindo estas expressoes na Eq.(23.16), temos
) 1 2 L,
H = H (0, ¢; pg, ps) = 572 \ Do + 7 6p¢ — mgl cos . (23.22)
Vamos escrever a equacao de Hamilton. As equagoes sao
. oH 1
= = 23.23
¢ dps  mi%sin gl ( )
oH
y, = ——0 = 23.24
e
. oOH 1
) = —— — 23.2
8])9 ml2p0’ ( 3 5)
OH cos
y = ——=—mglsind + ———p2. 23.26
be 06 Mgt s ¥ miZsin? ¢ ( )

As Eqs.(23.23) e (23.25) sdo exatamente iguais a equagoes (23.20) e (23.21), respec-
tivamente, assim, verificando a consisténcia da definigdo de momento, Eqs.(23.18)
e (23.19).

Podemos verificar que as equagoes (23.24) e (23.26) s@o equivalentes a aquelas
obtidas no Exercicio acima.
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Exercicio: Verifica a afirmacao acima.

Exercise 23.1. Definimos os vetores,

. r
e = —,
r
— _ 8é;"
€p = Oé% s
— 6€T
ey = B 8—¢ )

onde (1,0, ¢) sdo as coordenadas esfericas e o e 3 sao constantes de normalizagao.

1. Determine « e 3 tal que €y e €, sejam normalizados.
2. Prove que os vetores (€, €y, €,) forma uma base ortonormal, e um sis-

tema destrogiro na ordem acima.

3. Expresse o vetor velocidade

dr

dt

nesta base.
4. Expresse a aceleracao
d*r
dt?
nesta base.

24. Simetria e Lei de Conservacao

Da Eq.(23.24), vemos logo que
Dy = const.

Isto ¢, o momento correspondente ao dngulo ¢ ¢ uma constante de movimento.

Por outro lado, da Eq.(23.23), temos
pg = ml*sin® ¢

mostra que este ¢ o momento angular em torno do eixo z. Assim, a conservagao
do componente z do momento angular é a consequéncia imediata do fato de que

a Hamiltoniana nao depende de ¢ !
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A nao dependéncia em ¢ da Hamiltoniana é a mesma coisa de dizer que a
escolhe da origem da varidvel ¢ nao influencia nenhum para a Hamiltoniana. Isto
¢, a Hamiltoniana permanece exatamente mesma quando deslocamos a varidvel ¢

¢ — ¢+ ¢y, (24.1)

onde ¢, é uma constante arbitrdrio. A equagao acima corresponde a uma rotacao
do sistema. Assim, podemos dizer que o sistema é mesmo se rodamos um angulo
arbitrdrio em torno do eixo z.

A consideracgao acima leva para seguinte conclusao:

e O sistema de péndulo esferico tem a simetria rotacional em torno do eixo
z e, portanto, o momento p, correspondente ao angulo azimutal ¢ ¢ uma
constante do movimento.

A conclusao acima é extremamente importante, e teremos oportunidades de
rever o assunto mais adiante.
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25. Problemas

1. Vamos considerar o movimento de um sistema expressa pela seguinte equacao
de movimento.

27 kv 00
0 0 ks

Desenhe um exemplo do sistema que obdece a equacao acima. Resolva as
equacoes de movimento e discuta as possiveis movimento do sistema.

2. Uma particula se move com a velocidade variada ao longo a uma curva
qualquer num plano (x — y). A posigao da particula é especificada em termos
da distancia percorrida ao longo a curva a partir do ponto inicial. Seja & o
vetor unitdrio tangente a curva no ponto s, na direcao em que s aumenta.

1. Mostre que
do o
ds  R(s)’
onde 7i; é o vetor unitdrio perpendicular a curva no ponto s e R(s) é
o raio de curvatura da curva?:.

2. Mostre que a velocidade e acceleracao da particula sao expressas como

dr _ ds,
dt  dt '
d%r d?s

L 1 [/ds 2 N
= ﬁa + E E n,.
3. Uma bala é lancada na direcao 17, com a velocidade inicial vy. Existe o vento

homogéneo na direcao m, com a velocidade W. A forca de atrito do ar é
proporcional a velocidade relativa entre o ar e a bala, com o coeficiente b.

ar?

1. Descreva a equacao de movimento.

2. Calcule a posigao (r,y) onde a bala cai ao chdo em primeira aproxi-
macao em b. Escolhe a posi¢ao inicial como a origem.

240 raio de curvatura é definido como a distancia da intersecdo de dois retas normais a curva
infinitesimalmente separadas.
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4. Determine os quais das seguintes forcas sao conservativas.

6abz3y — 20bx3y?

f = 6abrz® — 10bzty
18abx 2%y
B 18aby 3 — 20bx3y?
f = 18abxz?
6abxyz?
B F(x)
f=1 Gl
H(z)

onde a base é {€;, €, €. }.
5. Determine o potencial para cada caso de seguintes forgas se for conservativa.

B 2az (2% + 1°)
fo= | 2ay(z® + %) + 3ay? (+* + ¢?)
3az? (% + y?)
= —2arsin b cos g€, — ar cos 0 cos ey + ar sin 0 sin pej,
F(r)e,
— Fxa)F @),

Ty TR TRy

onde, @ é um vetor constante arbitrario, e F'(s) é uma fungao de s, escalar.

6. Calcule a forca correspondente a seguintes potenciais.

V(F) = axy’s’,

1
V() = §4TAF+5TF,

onde A é uma matriz constante simétrica e b é um vetor constante.

7. Uma planeta estd bem proximo da sua orbita esferica. Mostre que a distan-
cia radial desta planeta do Sol oscila como um oscilador harmonico. Mostre
também que a frequéncia desta oscilacao é igual a frequéncia de revolucao
dela em torno do Sol.
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8.

10.

11.

Uma particula de massa m se move sob a acao da forca cuja potencial é
dado por
V()= Kr*, K > 0.

Determine a energia e o momento angular para quais a orbita da particula
seja circlo de raio a. Quando este particula tiver uma energia ligeiramente
superior que o valor determinado acima, discuta o movimento da particula
e determine o perfodo da oscilagao radial.

Discuta qualitativamente os possiveis movimentos de uma particula sob a
acao da forca cuja potencial é

V(r)=K

3’
de acordo com varios valores de K e o momento angular L.

Faga o mesmo da questao anterior para o potencial,

onde 4 > 0 é uma constante. O potencial desta forma é chamado de poten-
cial de Yukawa e foi introduzido para explicar a forca nuclear.

Uma particula com a carga elétrica e num campo magnético B recebe a
forca

f=eUx B,
onde U ¢ a velocidade da particula (a forga de Lorentz). Um elétron foi
injetado num campo magnético constante,

B = BU€Z7
com a velocidade inicial,
0
Vo — Voy
Voz

Obtenha a trajetéria deste elétron.
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12.

13.

Estime a massa da terra, supondo que a terra é esfericamente simétrica com
o raio R = 6,398km. Use o valor da aceleracao gravitacional na superficie
da Terra g = 980.665cm/sec? e a constante gravitacional de Newton,
G = 6.672 x 10~ 8dyncm?g—2. Calcule a densidade média da terra.

A figura abaixo é a famosa explicacao pelo Newton, mostrando a equivalén-
cia entre a trajetéria de uma satelite e a trajetéria balistica. Supondo que
a Terra é uma esfera perfeita e nao ha atrito do ar, calcule a velocidade
minima de uma particula para qual a particula orbita em torno da terra
quando langada paralelamente a superficie da terra, da altura de 10,000m
da superficie.
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26. Forgca Gravitacional Newtoniana e Movimento Kepleri-
ano

Vamos aplicar o método geral até aqui desenvolvido para resolver o caso de movi-
mento Kepler como um exemplo. Como ja discutimos, no caso onde a massa do
Sol é muito grande comparado com a de planeta, podemos considerar o Sol como
ponto fixo, e a equagao de movimento de uma planeta fica

d*r GMQm .
m—s = —G——¢,,
dt? 72

onde G ¢ a constante gravitacional de Newton, M é a massa do Sol, m é a massa
da planeta e

é o vetor unitdrio na direcao de 7.
Este problema é o caso de forga central e, portanto, valem

e Conservagao de energia,
e Conservacao de momento angular,

e Movimento planar.

Sendo o movimento planar, podemos escolher o plano (z —y) como o plano
de movimento. Utlizando as coordenadas polares neste plano, temos

1. Equagao Radial:

d*r Mom L?
—_— = —_— 26.1
mdt2 r2 + mr3’ ( )
2. Equacao angular:
db
=L 26.2

3. Conservacao de Energia:
1 dr\®> L2 Mom
it - — =F. 26.
2m<<dt) +m2r2> ¢ r (26.3)
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Na verdade, a Eq.(26.3) ¢ a primeira integral da Eq.(26.1). Podemos escrever

na forma )
1 dr
— — =F
2m<dt) + Veyy (r) = E,
onde u Iy
Verr (7") =-G r omZ 2

Resolvendo em relacao a velocidade radial, temos

dr 2K 1 L?21

dt m2r?

— =4 2GM - — ——.
m r

(26.4)

(26.5)

(26.6)

Os duas possibilidades de sinal + mosram que existem duas possiveis movimentos
relacionados com a inversao temporal. O sinal + representa o movimento afas-
tando da origem e o sinal — representa o movimento aproximando para a origem.

Como discutimos anteriormente, os possiveis movimentos podem ser analiza-
dos graficamente comparando a energia E e a curva de potencial efetivo em funcao

de r (ver a figura abaixo).

GMm L2
E1Veff=_ r +2mr2

\L2

/2mr2

] E>0

——
/
E<0

[-GMm/r

Fig. 24 Potencial efetivo e possiveis valores da energia

26.1. Movimento Circular

Na figura acima, note que sempre o minimo do potencial efetivo para qualquer
L # 0. Para um dado momento angular L, o minimo do potencial efetivo é dado
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por

L2
= 26.7
o GM@m2 ’ ( )
1 (GM@)2 m3
Eoin (L —_— 26.8
(L) = 53— (26.5)
Nao ha movimento fisica para
E < Eqnn(L).
Para E = F,,;,, temos sempre
ar_y
dt

ou seja a velocidade radial é nula. Diferente do caso unidimensional, a velocidade
radial nula nao significa que o objeto estd parada. A velocidade tangencial nao é
nula. Assim, concluimos que para E = FE,;, o movimento é circular, com o raio
ro. Neste caso, podemos expressar o valor de momento angular em termos de seu

raio de movimento, r = ry,
L =m~/GMgry.

No caso de movimento circular, a velocidade angular fica constante, dada por

L @7“ 0
Weircular = 2 \/ @ 3/27

’TTLTO

que ¢ equivalente a terceira lei de Kepler,
T? o< 13,
onde T' é o perfodo de revolugao.

Exercise 26.1. Sabendo a distancia média entre Sol-Terra (unidade astronomica)
aproximadamente 149 milhoes de km, estime a massa do Sol, usando G = 6.672 x
10-8dyncm?g =2
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26.2. Estado Ligado
Para E > Fu;, (L), devemos separar dois casos,

a) Fun < E <0
b) E >0.

Para o caso a), o movimento ¢é limitado, e os valores de r devem ficar dentro do
intervalo,
Tmin S r S Tmax;

onde 7min, max SA0 as rafzes da equacao,

E = Vess (1),
e chamados de ponto de retorno. Temos
1 L?1
E = —GM@m— -+ PYSCE
r o 2mr
Introduzindo 1
u=—,
’
temos Mo 5
Esta equacao ainda pode ser reescrita como
2m
2
(U — U()) — ﬁ (E — Emin) = O,
onde
1
Ug = —.
To
Assim, temos
1 2m
= min — - — (E — Emin s 26.9
Tmax ! o \/L2 ( ) ( )
1 2m
— = Umax — Up + \/ﬁ (E - Emin)‘ (2610)

O movimento da planeta é limitado. O valor maximo da distancia do Sol que a
planeta atinge é .y, € a mdxima aproximacao ao Sol é dada por ry;,. A forma
da trajetéria serd discutida na proxima sessao.
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26.3. Estado Nao Ligado

Para E > 0, nao ha dois pontos de retorno mas apenas um. Isto porque, para
E > 0 na expressao acima, Eq.(26.9),

Umin (E = 0) = 0,

e, por consequente, Tmax — 00. A expressdo de Umax = 1/Tmin, a Eq.(26.10)
continua valendo. Neste caso o movimento nao ¢ mais a de planeta. O objeto em
discussao faz um percurso que vem de infinito, aproxima ao Sol com sua méaxima
aproximacao Tmi,, € vai embora a infinito e nunca volta mais. Um classe de
cometas tem este tipo de trajetéria.

Exercicio: A energia F e o momento angular . sao constantes de integracao
e, portanto, sao determindados pela condicao inicial. Expresse F e L em
termos de posicao inicial 7; e a velocidade inicial,

- ﬁ e + ﬁ e,
e\ ) T\ ),

Exercicio: No problema anterior, a condigao inicial é especificada pelos 3 nimeros,

o (40) (%
“\dt ), \dt ),

para determinar 2 pardmetros, F e L, sobrando um grau de liberdade. O
que corresponde este grau de liberdade fisicamente?

26.4. Trajetoria

O movimento de um objeto com a massa m na volta do Sol fica reduzida na forma
de equacao diferencial de primeira ordem em r e em 6,

dr 2F 1 L2 1

T eI YE1.Y A 26.11
dt m + Op  m2r2’ ( )
do L

= = = 26.12
dt mr? (26.12)

Em principio, poderia integrar este sistema de equagoes pode ser integrado.
Em particular, a Eq.(26.11) fica escrita na forma quadratura,

/ dr —+ / dt, (26.13)
\/% +2GMot - £ 5

m2 r2
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. r=R(t), (26.14)

onde R ¢é a funcao inversa da fungao,

[1]

(26.15)

" dr
(r) = _
VE 2oL~
A parte angular pode ser obtida pela integral da Eq.(26.12), substituindo a Eq.(26.14),
obtendo

L (" dt
oty =— | —— 26.16
0=+ [ =5 (26.16)
Neste sentido, dizemos que a equacgao é resolvida matematicamente.

Exercicio: Discuta como especificar os valores da posigao inicial (rg,6y) para
t = to nas Eqs.(26.14) e (26.16).

Embora nao é dificil de avaliar o valor de = para um dado r arbitrario, a
integral para a fungao = acima nao fica numa forma analitica de funcao simples.
Por outro lado, para saber a forma geométrica da orbita, nao precisa a dependéncia
temporal da posicao da planeta. Para ter uma idéia da naturaza da orbita, até
melhor eliminar ¢ das Egs. (26.14) e (26.16), obtendo

r=r(0). (26.17)

Naturalmente a eliminagao de ¢ diretoamente das Eqgs. (26.14) e (26.16) nao
seria possivel se nao souber as formas destas equagoes. Mas podemos utlizar a
equacao de movimento para obter a forma da Eq.(26.17). Tomando a derivada da
Eq.(26.17) em relagao a t, temos

dr _dras
dt — dfdt’
Assim,
dr  dr  df
a6~ @’ @
Substituindo as Eqgs.(26.11,26.12), obtemos
dr 2FE 1 L?1 L
T L eGM - - L
de m 26 O m2r2” mr?

2mkE 2Gm2M
_ j:\/ 722 i TZQ O3 _ 42
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Esta equacao pode ser escrita na forma quadratura,

/ _ / do = (0 — 0), (26.18)
\/2mE 4 2Gm M@ r3—r2 0;

onde denotamos o valor de r quando 6 = 6; por r;.
A integral do lado esquerdo agora pode ser calculada analiticamente. Para
isto, introduzimos uma mudanca de varidvel,

1
—_ — u)
r
1
—ﬁdr = du

Temos

(26.19)

/ 2G M, / 2G 2 ’
\/2mE m ops \/QZLZE + m=Meg U — 2

Utilizando o resultado da analise anterior, vejamos que esta integral tem a forma

du

/\/ (E — Euin) — (u—uo)®

Esta integral é real s6 quando

Umin < U; < Umax,

onde

2
Umin = Uo — L_n; (E El’l’lll’l) E < 07

Umin :0, FE 2 0.

26.5. Estado Ligado (£ < 0)

Vamos analizar primeiro o caso £/ < (. Neste caso,

Umin S U S Umax-
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Sabendo que

7z (E — Emn) >0,
podemos introduzir a mudanga de varidvel, u — ¢ tal que
2m

u—uo =175 (E — Ein) c0s ¢. (26.20)
Temos portanto,

du = —\/QL—T (E — Emin) sin ¢db.
e a integral do lado esquerdo da Eq.(26.18) fica

/ r dr I ¢ singde
. \/27LnQET4 + 2Gﬂz22M® 3 2 ; \/m
- (Cb - ¢z> )

onde o sinal diplo + na Eq.(26.18) pode ser eliminado junto os possiveis sinais
da relacao
+4/1 — cos? ¢ = sin ¢,

dependendo do valor de ¢. Assim, da Eq.(26.18), temos

ou
cos¢p =cos (0 —0; + ¢,).
Substituindo a Eq.(26.20), temos

u_uoz\/QL—”;(E—Emm)COS(Q—QHr@)-

Ainda retornando a varidvel original r, temos

1 1 2m
7T =\ 7z (B~ Bmin) 008 (0 = 0; + ;). (26.21)
A constante de integracao ¢, pode ser determinado agora. Sabemos que por
definicao,
T (9 = (9@) =T,
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temos
0 = cos (¢;) .

Por outro lado, sempre podemos escolher
T
91' )
2

e temos

1 1 2m
e | ) (E — Emin) cos (0) , (26.22)
onde agora r; = [ é a distancia radial quando 6 = 7/2.
Temos

1/1+ \/ (E — Emn) cos (6)

1+l\/ (E — Emin) cos (0)

Assim, sem perder a generalidade, podemos escrever a trajétéria de uma planeta
por

l

= 26.23
14 €ecosf’ ( )
onde
2m

No caso E < 0, todos os valores de 6 é permitido. A Eq.(26.23) representa um
elipse com a ecentricidade €. Este parametro estd associado com os valores limites
de 7, rmin OU T'max POT

I =(1+€)rmin = (1 — €) Tmax- (26.25)
Dai, podemos extrair [.

Exercicio: Mostre que [ = ry.

Exercicio: Mostre que a Eq.(26.23) representa uma parabola. Obtenha as coor-
denadas dos dois focos.

Exercicio: Prove a Eq.(26.24).
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26.6. Caso £ >0

A condicao de E > 0 é equivalente a
e>1.

Exceto esta condigao, a expressdo Eq.(26.23) continua valendo. A Eq.(26.23)
representa uma parabola para € = 1 e uma curva hiperbdlica para € > 1.

Exercicio: Discuta a forma de trajétoéria representada pela Eq.(26.23) parae > 1.
Identifique os focos e as retas asimtéticas no caso € > 1.
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Part V

Complemento Matematico

27. Integracao Miiltipla e Jacobiana da Transformacao de
Varidveis

Como uma aplicagao de analise vetorial, vamos deduzir a lei de transformacao de

varidveis nas integrais multiplas.

27.1. Integral Dupla

Vamos considerar a integral,

1= [ [asdysio.),

onde {2 representa o dominio da integral no plano x — y. Esta integral é o volume
do pilar com a base €2, e o teto dada pela superficie,

z:f(x,y)

A quantidade dzdy é chamada de elemento de drea. Queremos expressar esta
integral introduzindo a mudanga de varidveis, (z,y) — (u,v) de tal forma

r = xz(u,v),
y = ylu,v). (27.1)

Para isto, devemos notar que o elemento da drea dxdy nao é um mero produto de
dois infinitesimais, dx e dy. Se for, da Eq.(27.1) teriamos

ox ox

dr = %du + %dv,
_ Yy dy
dy = %du + %dv,

e, portanto, seria

drdy = (ﬁdu + %dv) <@du + @dv)

ou v ou ov
Oz Jy 9 Oxrdy Ox 0y Ox Jy 9
ou Ou (du)” + (81} ou + ou Ov dudv + ov Ov (dv)”
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Mas isto é obviamente errado, pois a quantidade tipo

Oz 0
| | 5o

Ou Ou
nao teria sentido. Numa integral dipla, nunca apareceria a quadrada de infinites-
imal, (du)®.

Onde estd o erro? O ponto béasico a ser lembrado é que o elemento da drea
dxdy é de fato a drea do rectangulo, formado de dois vetores,
dFl = d!L‘é;/-,

dFQ = dygy
e a drea do retangulo formado destes vetores de fato fica

ds = |dF1 X dF2|
dzdy |€; X €|
= dxdy.

A primeira linha é sempre verdade para calcular a drea do rectanglo formada de
quaisquer dois vetores dry e dr, mas a tltima linha acima sé vale quando os dois
vetores sao ortogonais e, portanto, nao é sempre verdade. Se utlizamos as novas
varidveis, devemos recalcular a drea do elemento associada a variacao de u e v.
A mudanga de varidveis Eq.(27.1) pode ser escrita também na forma invertida,

U - u('r7 y)?

= v(z,y).

Neste sistema, u = uy = const. representa uma curva no plano x — y, e analoga-
mente v = vy = Const. Vamos considerar um ponto (g, yo) onde estes duas curvas
curzam. Veja a figura abaixo.
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V=V, u=u,

X

Assim, um vetor unitério €, ao longo a curva v = const. e analogamente €, ao
longo a curva u = const. Note que eles nao necessariamente ortogonais. Devemos
expressar os vetores infinitesimais associados a variacoes de u e v, respectivamente.

O vetor associado a variacgao de u para u + du é definido como um vetor
cujo comprimento é du, tendo a direcao de deslocamento da posicao tal que se
conserva o valor de v. Isto porque, se consideramos u e v como duas varidveis
independentes, durante a variagao de uma das varidveis, digamos v — u+ du, nao
deve alterar a outra, v. Assim,

dit = dué,, (27.2)

onde €, é o vetor tangencial a curva v(u,v) = vy (ver a figura acima). Como

calucular o vetor €,?
N d.??l
du = )
< dy )

Escrevemos
Sabemos que estes variagoes em x e y acarretam as variacoes em u € v COmo

L Ou ou

du = Vu-du= %dxl + 8_ydy1’
L Ov ov

dv = Vov-du= %dxl + a—ydyl.
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Por defini¢ao, dv = 0. Assim, temos um sistema,

0 0
8_del+8_Udy1 = du
ov v
a—dl‘1+a—dy1 = 0

ou Ou

5= B dx > ( du )

g Qv L) = . (27.3)
( = o ) ( dy 0

Vamos denotar a matriz da coeficiente acima por

A Eq.(27.3) pode ser resolvido por

(o) = () ()
1
J

( _g—é )du, (27.4)

oz
onde
O0(u,v)
J = d

'3(96,?4)

du  du
= det <ggj %y )‘ (27.5)

oz Oy

¢ a quantidade conhecido como Jacobiana da transformagao, (z,y) — (u,v).

Exercicio: Prove que

O(u, v) 9(,y)

det det =1
NEE I ‘aw,v)
O vetor na Eq.(27.4) é nada mais que du. Assim, temos
1 v
di = = ( oy ) du, (27.6)
I\ ~%



e da Eq.(27.2), concluimos
1 v
&=~ ( dy ) . (27.7)

Esta expressao pode ser entendido geometricamente da seguinte forma. O vetor
tangencial a curva v(u,v) = vy é sempre perpendicular ao gradiente da funcao
v(u,v).

€, Vv =0.

Desta forma, é facil de concluir que

S ov/dy
u X ( —0v/0x ) '

Pelo procedimento andloga, temos

dv = dvé,,

=3 ( %)
61):_ 6uy .
JN\ &

Agora podemos calcular a drea do paralelograma, formado de dois vetores
infinitesimais du e dv. Temos

dS = |di x do]

1 (00 oudn
)2 \0z0y Oyox

sendo

Assim, a integral dipla fica escrita como

1= [ [dsiysia)
- /Q/dudv O y)

J (u,v)

f (2 (u,0), y(u, v)) .
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27.2. Integral 3-dimensional

No mesmo sentido do caso de integral diipla, uma integral tripla,

I= / / / dedydz f(z,y,2) (27.8)

deve ser considerada como a integral sobre volume espacial, com o elemento de
volume

dV = dxdydz.

As vezes escrevemos este elemento de volume 3-dimensional por
dV = d°F.
O elemento de volume deve ser considerado como um produto

dV = di - (dif x dZ) ,

onde
di¥ = dré,,
dy = dye,,
dz = dze,,

sao os vetores que caracteriza o elemento de volume. dV é o volume do paralelepipedo
formado pelos trés vetores, dz,dy e dz.
Quando introdizimos uma transformacao de variaveis,

(z,y,2) = (u,0,w),

de tal forma que

u = u(x,y,z),
v o= v(z,y,2),
w = w(x,y,=2),

podemos mostrar que o elemento de volume em u, v, e w fica

o(z,y,2)

w—|
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Prova: A prova é bem andlogo ao caso de integral diipla. Introduzimos os vetores,

di = due,,
dv = dve,,
d = dwéy,,

onde a direcao de cada vetor unitdrio €,, €, e €, é definido como a direcao
em que os outros varidveis sejam mantidos constantes. Assim, por exemplo,
escrevendo

dl’l
diu = dyl
le

na base Cartesiana, (€, €, €,), devemos ter
u(x +dry,y+dy,z+dz) —u(r,y,z) = du,
U(:L’—i—dxl,y—l—dyl,z—i—dzl)—U(I,y,z) = 07
w(x +dry,y+dyr, z+dz) —w(z,y,2) = 0,

ou
Vu-di = du,
Vuv-di = 0,
Vw-di = 0.

Em termos da forma matricial, a equacao acima fica

Ou/0x Oufdy Ou/dz dxy 1
ov/dx Ov/dy Ov/dz dyy | =du| 0 (27.9)
ow/0x Ow/dy Ow/0z dz 0

Vamos introduzir a notagao

ou/0x Ou/dy Ou/dz
M = | ov/ox Ov/dy Ov/Oz
(@,y.2) ow/dx Ow/dy Ow/0z

Na mesma notacao,
(8(m,y,z)) - Ox/O0u Ozx/Ov Ox/O0w

e Jy/Oou 9dy/Ov y/ow
9 (u, v, w) 0z/0u 0z/0v 0z/0w
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Exercicio: Prove

(gt (stey (914

Utilizando o resultado acima, a Eq.(27.9) fica escrita por

N oy [
dyl = ﬁ 0
dzy U, UV, W 0
ou p
L (O(z,y,2) .
= . 27.1
= (i) X (27:10)
Analogamente, podemos mostrar que
0
L (O(x,y,2)
= =——""= d 27.11
7= (5 vl @)
0
ai = (25w DN g (27.12)
0 (u,v,w) dw

Exercicio: Prove as Eqgs.(27.11,27.12).

O elemento de volume (o volume do paralelopépido formado dos vetores, di, dv, dif
fica
dV = di - (di x dw) .
Podemos mostrar facilmente que, utilizando as Eqs.(27.10,27.11 e 27.12), o
lado direito da expressao acima fica

0 (x,y,2)

IORRTIE (27.13)

di - (di x dw) = dudvdw det

Exercicio: Prove a Eq.(27.13).

212



Finalmente

9 (z,y,2)
0 (u,v,w)

e a integral tripla fica sob a transformacao de varidveis,
9(x,y,2)
dg_, — d t ) Y
[ Jarrna= [ [ a5
Q Q

onde

dV = det dudvdw,

dudvdw f (z(u,v,w),y(u,v,w), z(u,v,w)),

(27.14)

0(z,y,z2)
0 (u,v,w)

¢ chamada de Jacobiana da transformagao.

J = det

27.3. Integral n dimensional

Podemos generalizar os resultados acima para a integral miltipla do tipo

]://.../dxl---dxnf<x1,$2>-->$n)?
Q

n

onde a integral é feita dentro de um dominio {2 no espago n—dimensional. Quando
introduzimos a transformacao de varidveis,

(xla T, ..., *Tn) - (yb Y2y ey yn) )

tal que
B o= (1'1,1'2,...,37”),
Y2 = 12 (ffl,l‘g,...,xn),
Yn = Un (xlvaJ”'axn)v

a integral fica escrita em termos de y.s por

I://~--/dy1---dyn det
Q

n

8(1'1,1'2, ,l‘n)

D (00, o s ) f@(y),z2(y), .20 (y)),
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onde

8(m1,x2, ,ZL‘n)

J = det
a(y17y2a 7yn>

— det 8?2/891 8x2/8y2

é a Jacobiana da transformacao.

Exercicio: Prove que

0 (1,9, ..., xy)

0x1/0y1 0x1/0ys -+ Ox1/0yn

Or, /Oy -+ 0y /Oy,

0 (ylv Y2y --ey yn)

det det

a<y17y27 Jyn)

Exercicio: Calcule a Jaconiana da transformacao,

0(z,y,z)
J(r, 6 = —" -
(r7 7¢) a (T" 97 ¢) )
onde
= rsinfcos ¢,
= rsinfsing
z = rcosb.

27.4. Integral miiltiplas com vetores

Num estudo de Mecénica, muitas vezes encontra-se integrais multiplas sobre ve-
tores. Por exemplo, vamos calcular a energia potencial gravitacional de um objeto

massivo (uma estrela).

Para calcular a energia potencial gravitacional de uma estrela, lembramos, em
geral, que quando duas massas m; e mo colocadas numa distancia d, a energia

potencial deste sistema (o par das massas) é

mymse

d

V(ml, maoj; d) = -G
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Para um sistema exenso como estrela, devemos introduzir o conceito a distribuicao
de massa. Seja p () a densidade da massa do objeto. A matéria com o elemento
de volume dr’ na posicao 7 tem a massa

dm(7) = p (7) d°F. (27.15)

Podemos considerar o sistema como sendo uma agregacao destas massas infinites-
imais. Portanto, a massa total do objeto ¢ dado por

M:///&mm.

Muitos vezes, o simbolo de integral tripla [[[ pode ser abreviado por [, pois o
elemento de volume d®7 j4 indica que a integral é tripla. Isto é,

M:/f@@.

Agora, a energia gravitational total do sistema pode ser calculado como a soma das
energias potenciais entre todos os pares das massas infinitesimais acima. Desta
forma, podemos escrever

Viotat = Z V(ml,mz;dm)
par(1,2)
mime

= -G ,
> oL
par(1,2)

onde dq» é a distancia entre duas massas m; e mg, € a soma deve ser feita sobre
todas os pares dos pontos (71,75) do sistema. Em geral,

> = %Z (27.16)

par(i,) i#]
onde a soma do lado direito é a soma dipla em i e j.

Exercicio: Prove a Eq.(27.16).

Utilizando os elementos de massa infinitesimais (Eq.(27.15)), podemos escrever

Viota = —=G )
= =50 SO
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A distancia entre duas massas nas posicoes 7] e 75 € dada por
dig = |7‘1 —7”2|,

isto ¢, o médulo do vetor de diferenga i* = 7 — 5. Utilizando a expressao (27.15)
e substitindo o simbolo de somatério pelo simbolo de integral (as quantidades
dentro do somatério sdo infinitesimais), temos

‘/total G/drl/ _’ p Tl r2) (2717)

|7”1—7‘2|

Exercicio: Obtenha a expressao da energia potencial eletrostdtica de um objeto
carregada elétricamente, cuja distribuicao ¢ dada por

p (7).

Como no caso de varidveis escalares, podemos introduzir a transformacgao de
varidveis vetores. Por exemplo,

tal que
. 1.
R = 5 (7“1 + 7”2)
F = FQ - F17
e inversamente
— =4 1 —
rn = R - 5 s
— = 1 —
r, = R+ 57

Neste caso, a integral tipo

I://df’ldfzq)(f'l,f‘g)

pode ser calculada em novas varidveis como

I—//derdet AGHD PSSy
o (1) ?
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onde a Jacobiana é o determinante da matrix 6 x 6,

0x1/0R, Ox1/0R, Ox1/OR, Ox1/0ry Ox1/0r, Ox1/0r,
Oy1/OR, Oy1/OR, Oy1/OR, Oy1/0ry Oyi/0r, Oy1/0r,

det 9 (11, 7) — det 0z1/0R, 0z /OR, 0z1/OR, 0z/0r, 0z/0r, 0z/0r,
a(ﬁ F) O13)0R, 0x3/0R, Oxy/0R, 013)0r, 0xy/0r, Oxy/Or.
, 0y2/OR, 0y2/OR, Oya/OR, Oya/Or, Oyz2/0r, Oys/0r,

022/0R, 0z/0R, 0z/0R, 0z/0r, 0z/0r, 0z/0r,

100 -1/20 0
0100 —1/20
B 0010 0  —1/2
=t 012 00 0
0100 12 0
0010 0 1/2
B I —1)21
= deth 1

onde I é a matrix de identidade (3 x 3),

()

Podemos provar que se uma matriz A (6 x 6) tenha a forma,

_ apl a1
A_<a21[ a221)’

O = O
_ O O

entao, ,
dﬁw:{®t2122}. (27.18)
Exercicio: Prove a Eq.(27.18).
Em geral, temos
air a2

CLHI a12 I .
det < ] gy ) = {det

se I é a matriz de identidade (n x n).

b,

Q21 Q22

217




Exercicio: Calcule a integral,

Vo = =30 [ s [t IEEE

para uma distribuicao de massa homogénea num esfera de raio R.
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Part VI
Sistema de Dois Corpos com
Forcas Conservativas

28. Acao e Reacao e Lei de Conservacao do Momento do
Sitema do Centro de Massa

Neste sessao, vamos estender o nosso estudo de um sistema mecénico para tratar
a interacao entre dois corpos. Representamos as duas particulas pelo indice 1 e 2,
respectivamente. Necessitamos dois vetores para especificar as duas particulas,

1,72,

e temos as equacoes de movimento para cada uma destas varidveis,

d?m -

mlW = f17 (281)
d?7% -

my— = fo. (28.2)

Aqui, my, my s@0 as massas e fl e f; representam as forcas que atuam nas partic-
ulas 1 e 2, respectivamente.

Suponha que as duas particulas sejam completamente desvinculadas do resto
do mundo e nao existe nenhuma fonte de forca além destas particulas 1 e 2
proprias. Neste caso, dizemos que estas duas particulas forma um sz'.itema 180-
lado®, e a fonte da forca f: deve ser da particula 2 e a fonte da forca f, deve ser
a particula 1. Ou seja,

fl = f2~>17
f? = f1—>27
onde a notacgao
fAHB

25Restritamente falando, ndo ¢ possivel ter um sistema isolado completamente. Mas dentro
de uma aproximagao, vérios sistemas podem ser considerados na prética como sendo sistema
isolado. Por exemplo, o Sol e uma planeta, a Terra e a Lua, o 4tomo hidrogéneo, etc.
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representa a forca que atua de A para B.
Como é bem conhecida, a terceira lei de Newton estabelece a igualdade das
forgas de acao-reacao, . .
fo1=—fi0. (28.3)

Assim, as equacao de moviento Eqs.(28.1,28.2) ficam

&7

mlW = ﬁ—d; (28-4)
dF -
m2ﬁ = —f2—»17 (28-5)

e, portanto temos imediatamente,

d*7 d?7%
mi1———5

a2 Mg =

Esta equacao pode ser reescrita como

d dri dry
- - —Z ) =0. 28.

A quantidade dentro da parentese é a soma dos vetores de momento linear das
particulas. Definimos entao o momento linear total P do sistema por

—

P = p1 + pi.

Assim, vemos que a terceira lei de Newton de agao-reacao é equivalente a conser-

vacao do momento total,

d —
—P =0.
dt 0

Graca a lei de conservagao do momento total, vejamos em seguida que a dindmica
de um sistema isolado de duas particulas é essencialmente igual ao problema
de uma particula. Note que a conservacao do momento total nao depende da
natureza da forca. Ela é a consequéncia direta da terceira lei de Newton. Assim,
mesmo existindo a forca dissipativa entre dois corpos, o momento total do sistema
conserva.
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29. Centro de Massa e Coordenada Relativa

A conservagao do momento total do sistema isolado é a consequéncia direta da
terceira lei de Newton. Alias, a terceira lei de Newton é uma outra forma de dizer
que o momento total de um sistema isolado é conservado.
A forma do momento total,
— dry dry

B=m ars
Mgy T

mostra que a coordenada do Centro de Massa,

m1F1 + mgf’g

R

(29.1)

myi + Mo
se realiza o movimento retilinear uniforme, ou seja, o vetor velocidade do Centro
de Massa é um vetor constante.

— = Vo = Const. (29.2)

7

Assim, o movimento do Centro de Massa ¢é resolvido trivialmente. Inicial-
mente tinhamos 2 vetores incognitos, 7} e 5 cujas equagoes a serem resolvidos.
Isto significa que existem 6 coordenadas incognitas. Mas de fato de que o vetor
de coordenada para o Centro de Massa do sistema é resolvido significa que ja
temos 3 varidveis conhecidas entre as 6 incognitas. Isto sugere que, em vez de
tratar o problema em termos de dois vetores, 77 e 7, podemos introduzir uma
transformacao de varidveis,

T él c1171 + €127
— — g - — — 29.3
{ T2 { Ry { C21T1 + C2T2 (20.3)

e escolhe um de novos vetores como sendo o vetor de coordenada do Centro de
Massa, R, Eq.(29.1). Isto é, vamos escolher

mq
C = —
1 mi + Mo
mo
c = — 29.4
12 mi + Mo ( )

Para R,, ou seja, os coeficientes ca1 € a9, a escolhe sao livres, exceto uma condicao
de que os vetores
R17 R2
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sejam linearmente independente quando 7 e 75 sao linearmente independentes.
Para isto, basta garantir que

det (Cll Cl?) #0.

Co1  C22
Exercicio: Prove que a condicao necessaria e suficiente para que os dois vetores

Ry | curi+ ciars

Rs C21T1 + C29T2

sejam linearmente independentes quando 7 e 75 sao linearmente indepen-

dentes é
C11 C12
det # 0.
C21 C22

Uma possivel escohe é
C11 Ci2
det =1.
Co1 C22

C11C22 — C12C21 = 1.

Isto é,

Substituindo a Eq.(29.4), temos

my mg
Co9 — Co1 — 1.
mq + o ma + meo

Podemos escolher

= 1,

Cy1 = —1.

C22

Assim, a transformacdo de um par de vetores {7, 7} para o outro par, {R, F}

dada por
~ m m
R = L F 27, (29.5)
my + Mo my + Mo
F = FZ - Flv
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tem a Jacobiana 1 (um). Esta transformacao pode ser escrita na forma matricial,

B\ _( wbm! minl Y (7
7 -1 I Ty )’
A transformagao inversa fica
— mi mo -1 =4
7;1 — m1+m2I m1+M2I R .
T2 —I I F
Em geral, para as matrizes que tem a forma,
. an[ a12[
A= ( asil  agl ) ’
B byl biol
b= ( bal bl )

podemos mostrar que as operagoes matriciais (produto, soma) podem ser feitas
como se fosse nao existisse a matriz de identidade I. Por exemplo,

AB: ( 611[ 612] )’

621[ CQQI

com os ¢;; sao determinados como sendo o produto matricial sem a matriz 1

C11 Ci12 . 11 Q12 bii b2
C21 C22 Q21 (22 ba1 oo
Exercicio: Confira a afirmacao acima.

O resultado acima mostra que a matriz inversa de uma matriz
alll a12[
A=
a21[ CLQQI

pode ser obtida primeiramente calcule a matriz inversa (2 x 2)

-1
11 A2 . 1 Q22  —A12
Q21 Q22 a1 Qs —Q21 Q11

det
Q21 Q22
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e em seguida, podemos construir a matriz inversa A~! por

1 _
A = ( ol -l ) . (29.6)
det air a9 21 11
a21  A22
Exercicio: Verifique que da Eq.(29.6)
ATMA = T6x6)

onde I(sx¢) ¢ a matriz de identidade (6 % 6).

Usando o resulatdo acima, temos

m m -1 m
m1+1mz I m1+2m2 I — Y _mlTQTnzI
-1 -1 I mL_ | ’

mi1-+ma
Assim,
B I ——22_7 3
(D-CEOE e
T2 I m1—|—m2] r
. ( i —)
R + m1+lm2T
Isto é, 2°
Fo= R——"2 5 (29.8)
mi + Mo
7 o= R—2 7 (29.9)
my + Mo

Podemos expressar a energia cinética total do sistema em termos destes novos
varidveis. Para fazer isto sistematicamente, vamos expressar a energia cinética
total na forma matricial,

1 fdn\? 1 (diR)?

= gm (E) g (E)
L faRT dR" (ol 0 dr, /dt
o2\ dt ' adt 0 mol diy/dt )’

26Naturalmente, este resultado pode ser obtido, talvez mais facilmente, da Eq.(29.5), inver-
tendo diretamente. Aqui, foi feito desta forma para acostumar o uso de calculo matricial.
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onde o elemento nao diagonal da matriz acima 0 deve ser interpretada como matriz
0 de (3 x 3). Substituindo a Eq.(29.7), temos

U S | G I (i | (e

mi1+me
5\ 2 N 2
1( +my) dR +1 miMma dr
= —(my+mg) | — —— = | .

2 dt 2 my + me dt
A energia cinética é descrita como a soma das energias cinéticas associadas aos
movimento do centro de massa, e o movimento relativo, respectivamente. A massa
associado ao movimento do centro de massa é a massa total do sistema, como no

caso de momento linear, e a massa associada ao movimento relativo é a massa
efetiva, dada por

1 @T @T (my+mg) 1 0 dR/dt
o2\ dt at 0 —mLm- | dr/dt

mims

mi + mo .

A origem da massa efetiva para o movimento relativo é obtida de outra forma.
Dividindo a Eq.(28.4) por m; e a Eq.(28.5) por ms e subtraindo a primeira da
segunda, temos

2
% (2 —71) = mi2f1—>2 - milfg—»l-
Escrevendo ~
fica==fra =T,
temos
r (1 1\ =
@@ (H i m_> |
ou

o)
po=(—+—
1y mo

dR/dt
7/ dt
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a equacao de movimento para o movimento relativo fica
&> -
— = f. 29.10
pg =1 (29.10)
A Eq.(29.10) tem exatamente a mesma forma de uma equacao de Newton para
uma particula cuja coordenada é 7. Portanto, o momento correspondente a coor-
denada relativa 7 é dado por

. dr
b= ME'
Exercise 29.1. Mostre que o momento angular total do sistema
L= I_:1 + I_;2
é escrito por L .
L=Lr+L,,
onde
Lrp = RxP,
L, = Fx p.

30. Problema de dois corpos com a forga externa

Podemos considerar um sistema composto de 2 massas m; e ms, interagindo entre
si, mas ao mesmo tempo, recebe o efeito da forca externa. Por exemplo, vamos
considerar o sistema Terra-Lua, sob a influéncia gravitacional do Sol. Aqui, por
simplicidade, consideramos que a massa do Sol é infinitamente maior que da massa
da Terra ou da Lua. Temos as equagoes de Newton para cada uma destas massas,

d?7 M
ml—T; = G%é}z — G?fn;lé'l, (301)
dt |71 — T2 71|
d?7 M
mg—r; = —anl—rri?zglg — Gf—,r;hé)g, (302)
dt |7 — 7% 7]
onde
€ = =
. ™
€1 = =,
|71
€y = —.
2 |75
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Num problema geral, as equagaoes tem a forma,

&7,

mlm = fzal + ﬁe(ii, (30.3)
RIS - -
de—21 = fio+ F2), (30.4)
13
onde novamente . .
fia=—fau (30.5)

pela 3% lei de Newton (agao-reagao) e ﬁe(;g e FZQ sao as forgas externas que atuam
para as massas 1 e 2, respectivamente.
Devido a Eq.(30.5), a soma das duas equagoes (30.3,30.4) elimina as forgas
internas fﬁlﬂg e féﬂl, tendo
2= 2=
ml% L, F) L @) (30.6)

Introduzindo o vetor de coordenadas de Centro de Massa, ﬁ,

my o mo

R’:

7‘1—|— 7?2,
mi + Mo mi + Mo

e a forca total externa F.,; que atua ao sistema como todo,

Flon _ B L F@

ext ext ext)

temos a equacao de movimento do Centro de Massa,

2 (tot) d2_R _ itot)

dtg - text > (307)

onde
M = my + my

¢ a massa total do sistema. A Eq.(30.7) mostra que o movimento do Centro de

Massa do sistema parece que a equacao de movimento de Newton, como se fosse

todas as massas esteja concentradas no ponto R. Entretanto, note que, em geral

esta equagao nao necessariamente resolvida da mesma forma de problema de um-
. o(tot) .

corpo tratado anteriormente. Isto porque, a soma das forcas F.,;’ ainda pode

depender das coordenadas individuais, 77 e 5.
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Quando a soma das forcas externas pode ser expressa como funcao de apenas R
e t, podemos resolver a Eq.(30.7) independentemente do vetor de posigao relativa,
7 = 75 — 1. Por exemplo, no caso de as forcas externas sao a forca gravitacional
uniforme,

F_;e(xlg = _mlg€Z7
ﬁe?:l? = _ngé;m
entao temos
2R . .
M(tOt)W = —hmage, —mage,
= _M(tOt)ggza

que é idéntica a equacao de movimento de uma particula com massa M ¢ cuja
posicao é R.

Como chamamos atencao, em geral, o movimento do Centro de Massa nao
necessariamente desvincula com o movimento interno, isto é, o movimento da
coorednada relativa, 7. Por exemplo, no exemplo das Egs.(30.1) e (30.2),

Moma g, (30.8)

|75]

(to M -
£l — _q ®m1€1—G

ext (2
|74 ]

que contem 7 e T5. Expressando estes vetores em termos de Re 7, (Egs.(29.8,
29.9)),

= = ma

o= R- Wi

N = my

re = R+ Nk
temos
S(tot) ma S mo mo 5 my
o = —G M —3 (R — (oD 7“) + = 3 <R—|— WT)

R — o2 R+ L7
M (tot) r M (tot)
(30.9)

Vemos desta expressao que a forca total do Sol que atua no sistema Terra-Lua
depende da distancia relativa Terra-Lua. Assim, a equacao de movimento do
Centro de Massa nao desvincula do movimento relativo 7. Isto quer dizer que
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o movimento do Centro de Massa nao pode ser resolvido independentemente do
movimento relativo.

Por outro lado, quando a distancia relativa é muito pequeno em relacao a
distancia entre o Centro de Massa Terra-Lua e o Sol,

1

T=R"

temos

é_ mo 77‘_3 _ [(é—ﬂ)fj-(ﬁ—&f'ﬂ%ﬂ

M (tot) M (tot 0 (tot)
—3/2
_ 2 me \?%
= [R — 2M( )chose~|— (—M(wt)) T }
-3/2

mo 2 2
= R ll—QM( )77COS(9+<W> 77‘|
~ R3(1+3-—"x 77COS(9 30.10

M(

até a primeira ordem em 7. Acima, 6 é o 4ngulo entre os vetores R e 7. Analoga-
mente,

—|

— 7

-3
~ p-3
M(t o7 ~ R (1 - 3M( )77(:089) (30.11)
Substituindo as Eqs.(30.10,30.11) na Eq.(30.9), temos
ma
7 <1+3M( wcos@) (R M(tot)r>
%

+ s (1 — 3M(tot)ncosé’> <R—|— M(tot) )}

1 - mims 1 o,
—GM® (m1 + mg) ﬁR — GM@ M1t0t2 R2 2 €

B = —aMo T

12

1 =
~ _ (tor) 1
~ ~GMoM") =R,

até a primeira ordem em 7. Assim, o movimento da posi¢ao do Centro de Massa
do sistema Terra-Lua obdece a equacao de movimento

R 1 -
tot ~ tot
MU= o —GM M — R, (30.12)

até a primeira ordem em 7. O erro comitido na equacao acima ¢ da ordem de 7.
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Exercicio: No caso do sistema Terra-Lua, estime 7.

Exercicio: No problema Terra-Lua, com o Sol fixo na origem, expresse a equacao
de movimento para a coordenada relativa 1 exatamente. Note que as forcas
do Sol nao se cancelam exatamente. Aproxime esta forga até segunda ordem
em 7 (forca de maré).

31. Forcas Conservativas e a Conservagao de Energia Total

Suponhe que as forcas externas sejam conservativas. Neste caso, existe potencial
Vet tal que
ﬁ(l) = _V‘/;zt (Fl)a

ext

F® = _VV.. (7).

ext

Isto é, as forcas atuam a 1 e 2 sao derivadas do mesmo potencial. Supomos que
as forcas internas também sao conservativas. Neste caso, existe o potencial V.
que é a funcao da varidvel ¥ = 75 — 77 tal que

foor = —ViVea (), (31.1)
fine = =Vl (1), (31.2)
onde
v17v2

sao operadores gradiente em relagdo aos vetores 7 e T», respectivamente. Se V.
é uma funcao de 7, apenas, ou seja,

‘/rel = V;“el (7#) = V;“el (’FQ - Fl) ’

entao,

vl‘/rel (m == _v‘/rel (F) )
v2‘/7“el (F> = vV;“el (F) .

Assim, a lei da agao-reacdo estd automaticamente satisfeita pelas Eqgs.(31.1) e
(31.2).
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As equagdes de movimento Eqgs.(30.3,30.4) ficam

d*7 .
mlﬁ = ViVia (7) = ViVeu (71) (31.3)
d*7 B
mQW = —VaoVa () = VaVeur (72) - (31.4)

Tomando o produto escalar dos dois lados da Eq.(31.3) com o vetor velocidade
dry/dt temos

ary d*ry  dr dr .
mld_tl : W; - d_tl : V1‘/;@[ (7:) - d_tl ’ V1‘/69015 (Tl) . (315)
Mas, como sempre,
s @ d [ (Y
Yar a2 T odt| 2 \dt ) |
dr . d .
d—tl ViVer (71) = Eve:ct(ﬁ(t))»
e a Eq.(31.5) fica
d |my (di\?| dF d .
p 71 (d_tl> ] = d_tl V1 Voe (7) — E%xt(ﬁ(t»' (31.6)
Analogamente da Eq.(31.4), temos
d |my (diy)\? dF. d .
% [72 (d—;) ] - _d—; : V2‘/;~el (ﬂ - E‘/:z:ct(TQ(t))‘ (317)

Adicionando os dois lados das FEqs.(31.6) e (31.7), temos

d{m (AR d s (di
dt | 2 dt dt | 2 dt

dr; . dre d . d N
= LV Vo (7)) = =2 VoV (7) — T Vear (M (1)) = = Veur (72(1)).

dt dt d dt
Mas
dF; d A
T ViV (7) — T VoV (1) = dtVrel (7rh — 72)
d
== _V;e 5
77 Vrel (7)
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e, portanto, temos

d |mi (dF\?| d |me (d\?|  d d d .
i [7 (%) ]% [7 () | = =¥ O om0~ Vet

Integrando em ¢, temos a conservacao da energia total,

my (AP \? my [di\? . S
™ (d—;> 12 (d—;) Vot (7) 4 Ve (73) + Ve (72) = E : const.

Desta expressao, a quantidade

ma dFl

2
H1 = 7 <E) + %xt(rl)

¢ a energia total (Hamiltiniana) da particula 1 sem presenca da particula 2, e a

quantidade
my (diy\? .
Hy = 72 (d—;) + Vet (72)

é a energia total (Hamiltiniana) da particula 2 sem presenga da particula 1. A
energia total (Hamiltoniana) do sistema 1+ 2 é

Hiio = Hy + Hy + V(7). (31.8)

Concluimos que a eneriga do sistema de particulas 1 4 2 fica a soma das energias
de particulas individuais mais a enerigia potencial de coordenada relativa.
Normalmente para expressar a Hamiltoniana, utilizamos os momentos no lugar
de velocidade. Assim, a Hamiltoniana do sistema de dois corpos sob a forca
externa conservativa fica
1

1 — -
— PPt =P+ Vit (F) + Veue(7) + Ve (7). (31.9)

H(ﬁf%ﬁb@) = 2my My

Exercicio: Expresse a Hamiltonina do sistema, Sol+Terra+Lua, incluindo o movi-
mento do Sol.
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31.1. Forga Central de 2 Corpos sem forca externa

A forca f de 2 corpos entre a massa 1 e 2 em geral sé depende de 7. Se a direcao
da forca aponta a dire¢ao do vetor relativo 7,

f: f(’f‘)é;,

o problema se reduz a um problema de uma particula com a forca central.
Como vimos na se¢ao anterior, o movimento de uma particula sob a agao de
uma forga central conserva a energia. Para o presente problema, a quantidade,

1 [/dr
Erel - 5,“ (%) +V (T>

¢ uma constante. Somando a energia cinética associado ao movimento do centro

demassaﬁ,
o\ 2
1(m +my) dr
92 1 2 dt 9

temos a conservacao de energia total,

— 2
1 dR\" | 1 (di\?
E = 5 (m1 + mg) (E) + 5,& (%) +V (’f‘) = Const. (31.10)

Em resumo, o problema de dois corpos com a forca central se reduz ao movi-
mento uniforme retilinear do Centro de Massa mais o movimento relativo com
a forca central. A energia do sistema é soma das energias destes movimentos.
O movimento da coordenada do Centro de Massa, R ¢ o movimento uniforme
retilinear, . .

R =1tcnm t + Ry,

onde a velocidade vUq)s é relacionada com o momento total do sistema como o
todo,

" 1 Lo
VoM = e (P1 + P2) -
Exercise 31.1. Mostre que o momento angular total
L=1I,+1I,
se conserva para um sistema de dois corpos com for¢a central entre eles, sem forca
externa.
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Caso nao existe forga externa vimos que o momento total se conserva, ou seja

—

% = Cosnt.

Assim, o termo primeiro termo da Eq.(31.10), a energia cinética correspondente
ao movimento de centro de masa, é constante. Portanto, da Eq.(31.10), temos

L( 2+V(r)—00nst
2!\t - |

ou seja, a energia do movimento relativo (a soma da energia cinética relativa mais
a energia potencial) se conserva. Desta forma, o problema de dois corpos com forga
central se reduz completamente ao problema de um corpo com forga central. O
movimento relativo se torna completamente independente independente do movi-
mento do Centro de Massa. Este fato é chamado a separacao de movimento do
centro de massa, e sempre acontece num sistema isolado.

Na verdade, a separacao do centro de massa para um sistema isolado e conser-
vagao de momento e energia do movimento do centro de massa estd intimamente
relacionado de fato que nao existe nenhuma referencia absoluto que define algum
ponto e tempo previlegiados. Veremos mais tarde a formulacao desta idéia.
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Part VII

Lei de Transformacao do sistema
de referéncia e nocao de
Invariantes

32. Sistema de Referéncias e Transformacao de Galilei

Vamos considerar dois observadores, A e B. Supormos que cada observador esteja
num movimento retilinear uniforme, com velocidades 4 e ¥g, respectivamente,
em relacao a um dado sistema de coordenadas fixos no espago. Cada observador
A e B pode estabelecer o sistema de coordenadas Cartesianas tendo sua orgem
sempre acompanhando o observador respectivo.

No sistema de coordenadas originais, a posicao da origem do sistema de coor-
denadas A é dada por

A= Ua (t—to) + To.4,

onde 7 4 é a posi¢ao do A no tempo ty. Analogamente,
FB = UA (t — to) + 7?073,

para o sistema de coordendadas B. Uma posi¢ao 7 arbitraria no sistema fixo no
espago fica expressa no sistema de coordenadas A fica

A = Ty
= 7—(Ua (t—to) +70.4), (32.1)
e no sistema de coordenadas B fica
B = 7
= 77— (Ua (t —to) +705)- (32.2)

Daqui por diante, para uma quantidade visto por um observador, digamos @),
associamos um indice superscrito (A) ou (B) para distinguir o observador. Isto é,
o valor de @) observado pelo observador A é expressa por Q.
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Podemos utlizar 4 ou ##) no lugar de 7 a posicdo de uma particula em

movimento. Formalmente, o uso das coordenadas,

ou

em vez de

r=1v
z
¢ a mudanca de sistema de coordenadas. Mas, a palavra “sistema de coorde-
nadas” também ¢é utlizada para expressar um conjunto de varidveis que servem
para expressar as posigoes, por exemplo, as coordenadas esféricas. Para caracteri-
zar o aspecto de sistema de coordenadas fisicamente distintos, vamos utilizar o
nome, sistema de referéncia. Um sistema de referéncia é o sistema de coordenadas
associados para um observador em movimento.

Quando o movimento do observador ¢ um movimento retilinear uniforme, o
sistema de referéncia associado a este observador é dito sistema de referéncia
inercial.

Os sistemas de referéncias A e B acima sao sistemas inerciais. O vetor de
coordenadas no sistema de referéncia B, #P) pode ser expresso pelo vetor de co-

ordenadas no sistema de referéncia A, i 4). Para isto, eliminamos 7 das Egs.(32.1)
e (32.2), temos

7—,(3) _ A)

iL

— (U — Va) (t — to) + 70,8 — 70,4)
= Y — (T = ) (1) + 750
onde B
7767§:F0,B_F0,A

é a posicao da origem do sistema B no sistema de referéncia A no instante t = t.
A quantidade

(U — Ua)
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é a velocidade relativa do sistema B em relagao a A. Isto é,
A _ /- —
vy = (Up —Ua).
Em geral, de um sistema de referéncia inercial A para um outro sistema de
reféncia inerncial B, as coordenadas sao transformadas por

AA) _, H{B) _ HA) _ (17(BA) (t —to) + 7:62) (32.3)

Na Mecénica Newtoniana, supormos implicitamente que o andamento do tempo
de um sistema de referéncia é idéntico ao do tempo no outro sistema de referéncia
inercial. Assim, as coordenas espaciais e o tempo de um sistema para o outro
estao relacionados por

tA) — t(B) = ¢(4)

PO = 10 = ) (9 (¢~ 1) +753) (324)
A transformagao Eq.(32.4) é chamada de Transformagao de Galilei.

Uma das consequéncias importante é que a velocidade de um objeto qualquer
no sistema de referéncia B ¢é relacionada com a no sistema de referéncia B por

B
s _ a7
dtB)
Y
@ B
= 7N — (32.5)

Isto ¢, a velocidade no sistema B ¢ igual a velocidade do objeto menos a velocidade
do sistema B em relagao ao sistema A. Este é uma consequéncia matematica que
nao pode ser alterado uma vez aceitamos a transformacao de Galilei, Eq.(32.4)
seja verdade. A experiéncia de Michelson e Moley, o que mostrou a velocidade de
luz é uma constante universal independente de sistema de referéncia indicou que a
transformacao de Galilei nao é correta para o fenémeno de propagacao de luz. Na
ocasiao de discutir a relatividade restrita, vamos voltar estudar este ponto mais
em detalhe.

Vamos expressar as equagoes de movimento de duas particulas com a forca de
dois corpos, as Eqgs.(28.4, 28.5). Temos

dQ’F(A) .

F - f2—>17

dQF(A) .

W fl%2> (32'6)
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no sistema de referéncia A e

d27:*(B) .
W f2%17
dQF(B) .

Como podemos ver, as equagoes de movimentos em qualquer um dos sistemas sao
idénticas. Em outras palavras, os sistemas inerciais sao completamente equivalente
para descrever o movimento de particulas. Este fato é as vezes referido como o
Principio de Relatividade de Galilei. Isto é, a lei de Newton nao distingue nenhum
sistema de referéncia inercial particular.

No inicio deste secao, referimos o sistema de coordenadas original para qual o
vetor é descrito por 7 como sendo o sistema de coordenadas fixo no espago, mas o
que significa um sistema de coordenadas fixo no espago? Quando falamos “fixo
no espago”, estamos implicitamente assumindo que existem muitos (infinitos) ob-
jetos estao parados num determinado sistema de referéncia. Estes infinitos objetos
servem para definir um “palco” para descrever os movimentos de alguns objetos
em relacao a eles. Por exemplo, quando falamos num laboratério, o sistema de
coordenadas fixo no espaco, estamos considerando o laboratério como a referéncia
para fixar o sistema de coordenadas. Isto porque, existe muitas coisas immoveis
no sistema de referéncial fixo num laboratério (por exemplo, a parede, mesa, etc.)
Mas, o resultado de experiénicias feitas neste laboratério nunca indicar o movi-
mento do Laboratério em relacao ao sistema inercial absoluto. Por exemplo, se
este laboratério (sem janela) fosse num trem que corre com a volocidade constante,
absolutamente uniformemente num trilho ideal, o observador nao descobrird se ele
estd repouso a Terra ou nao. Mesmo na Terra, as medidas de movimentos das
matérias nao indicam a velocidade da Terra em relacao a Universo.

Embora a Lei de Newton nao previlegia nenhum sistema de referéncia em par-
ticular, para um determinado sistema, sempre existe algum sistemas de referéncia
mais conveniente para descri¢ao do sistema. Por exemplo, num movimento de Ke-
pler, o sistema de referéncia em que o Centro de Massa do sistema seja em repouso
¢ mais conveniente, pois neste sistema, o movimento de uma das massas reflecte
diretamente o movimento de coordenadas relativa. Este sistema de referéncia é
chamado de Sistema de Centro de Massa.

Exercicio: No sistema de Centro de Massa do sistema Sol-Terra, escrevemos o
vetor de posicao da Terra por

—

Te.
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Expresse o vetor de posi¢ao do Sol, 7, em termos de 7. Escreva a equagao
de movimento de 7.

33. Rotacao de sistema de coodenadas, quantidades covari-
antes sob a rotacao

Como vimos, a escolhe do sistema de referéncia em movimento uniforme nao in-
fluencia a equacao de movimento. Ou seja, a lei da fisica sobre o movimento nao
altera sua forma entre os observadores que em movimento homogénea. A situacao
é analoga para dois observadores num mesmo sistema de referéncia mas olhando
nas direcoes distintas. Por exemplo, o observador A estabelece um sistema de
cooderadas, (X —Y — Z), usando trés vetores unitérios €, €, €3 como as diregoes
dos eixos, no entanto, um outro observador, digamos B, estabelece o outro sis-
tema de cooderadas, (X' — Y’ — Z’), usando trés vetores unitdrios €}, €}, € como
as diregoes dos eixos respectivos. Os conjuntos {é1, €z, €3} e {&, &, &} formam
as bases ortonormais. Seja o vetor 7 representa a posicao do objeto. Para o
observador A, o vetor 7 é descrito como a combinacao linear,

— 55151 + 1’252 + l‘gé};
= ) . (33.1)

A expressao indica que os coeficientes (z;) sdo componentes do vetor 7 na base
{€}1, €, €3} e podemos estabelecer a correspondéncia,

T
r— To | . (33.2)

T3
Usando as propriedades ortonormais da base (€7, €, €3) , temos
(€ - 7) = ;.

Re-substituindo esta expressao na Eq.(33.1), temos

Po= ) @ Ne



Note que o objeto

i
¢ uma matriz (3 x 3) se os vetores €; expressos em termos de vetor-coluna. J& que
7= <Z &y ) 7
i

para qualquer vetor arbitario 7, concluimos que

(Z 5€T> =1, (33.3)

i
onde 1 é um operador de identidade. Esta expressio é sempre verdade para
qualquer base ortonormal. Ou seja, temos também que

(Za e ) = 1. (33.4)

As relagoes Eq.(33.3) ou 33.4) sao ditas completeza da base e ttil para transformar
um vetor de uma base para outra. Por exemplo, da Eq.(33.1), temos

F=) & ;.
i
Mas substituindo a identidade na frente do lado direito, temos

7
i J
— E@E@T@xl
7 )
= Y &> (& @) w
J )
= E ejg Aﬂfl
J )
= E €j$j (335)
J
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onde definimos

T= widj (33.6)
J
Note que A;; é coseno do angulo entre eixos €; do sistema A e €; do sistema B.
A Eq.(33.5) mostra que os coeficiente (z7) s@o os componentes do vetor i na base
{€},é,, e} e o vetor 7 é representado por um vetor-coluna por

T
r— | o, |. (33.7)

3
Os vetores-coluna, Eqs.(33.2) e (33.7) representam o mésmo vetor 7, mas suas
aparéncias sao distintas. Esta diferenca vem obviamente a diferenca entre as bases
que os dois observadores usam para representar o vetor fisico 7. Os componentes
destes vetores-coluna estao relacionados pela Eq.(33.6). Na forma vetorial, temos

$/1 A A Ags g x
h | = | Ay A A T | . (33.8)
Ty Az Azy Ass T3
Ja que
A Ap A\ A An A\
Agy Ay A = | Ay Ay Ay , (33.9)
Azp Azy Ass Az Az Ass
podemos inverter a Eq.(33.8) para ter
I A A A $/1
Ty | = | An A A x| (33.10)
T3 Az Az Ass ry

Exercicio: Prove a Eq.(33.9).

As Egs.(33.6) ou equivalentemente, Eq.(33.8) definem a regra de transformagao
de componentes de um vetor 7 de um sistema de coordenadas para outro. Note
que a lei anédloga vale para qualquer vetor. Seja

B fi
f—=1 f
f3
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o vetor coluna de uma for¢a f medida no sistema que o observador A. O outro
observador que usa o sistema diferente observaria a vetor forca como

B L
f_) f2, ’
fs!

Os componentes destes vetores coluna estao relacionados por

fi 1= FiAs,
J

ou .
fi’ A A Ags f1
L7 = An Axn Ay L2 |, (33.11)
I3’ Az1 Az Ass s

e sua inversa por
fi A A Ags i’
fa ] = An A A L] (33.12)
I3 Az Azy Ass fs!

Isto é, o vetor coluna para a forca se transforma exatamente na mesma forma do
vetor coluna posicio. E este fato que garante a equacio de movimento de Newton
tenha a mesma forma independentemente da escolhe do sistema de coordenadas.
Mais explicitamente, consideramos a equaao de movimento escrita no sistema do
observador A.

2 T1 f1
X3 fs

Mas o vetor coluna da posi¢ao no sistema de coodenadas do observador A estd
relacionado com o do no sistema de coordenadas do observador B via Eq.(33.10),
o vetor de coluna da forga também pela Eq.(33.12). Substituindo estas relagoes
na Eq.(33.13), temos

2 An A Agg ﬂUll A A A f1 !
mﬁ A21 A22 A23 Ilg = A21 A22 A23 f 2 !
Ay Asy Asg Ié Asp Asy Asg f3 '
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J4 que a matriz (A;;) ndo depende do tempo, multiplicando sua inversa aos dois
lados da equagao acima, temos

d2 le fl i
Ty f3!

que é a equacao de movimento de Newton. O que é importante aqui é que as
equagoes de movimento tém exatamente a mesma forma nos dois sistemas de co-
ordenadas. Expressamos este fato como a equacao de movimento de Newton é a
forma invariante, ou covariante, sob a rotacao de sistema da referéncia. Neste ex-
emplo da equagao de movimento de Newton, a covariancia parece que trivial, pois
desde inicio, estamos introduzindo o vetor posicao 7" e o vetor for¢a f como quan-
tidades fisicas que existem independentemente da sua representagao em termos
de vetor-coluna.

Como um exercicio intelectual, vamos supor que nos nao temos noc¢ao de um
vetor fisico 7 ou f Nese caso, qualquer observador estabeleceria a descricao
de lei da fisica somente em termos de quantidades medidas usando um sistema
de coordenadas de cada um. Ou seja, o observador A estabelece a equagao de
movimento de posi¢ao de uma particula sem nocao de vetores, 77 ou f e as posicao
e forga sao reconhecidas somente através de suas componentes. Para ele, a posiao
da particula é expressa em termos de vetor-coluna

T
T2
xs3

e nada mais. Neste caso, a posi¢ao de uma particula é sempre expressa na forma
dependente do sistema de coordenadas.

Mesmo assim, se este observador comunica com outros observadores que es-
tudam a mesma quantidade usando outro sistema de coordenadas, ele acaba de-
scobrindo a existéncia do conceito de posicao como algo independente do sistema
de coordenadas. Assim, para ele, a posicao é algo que expresso em termos de
vetor-coluna num sistema de coordenadas, mas no outro sistema, os componentes
se transforma de acordo com a regra Eq.(33.8). Analogamente, a forga é algo que
expresso em termos de vetor-coluna num sistema de coordenadas em termos de
seus componentes, mas no outro sistema, os componentes se transforma de acordo
com a regra FEq.(33.11). Mas, agora a equagao de movimento estabelecida no sis-
tema de coordenadas A, Eq.(33.13) também vale para outros observadores usando
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as quantidades correspondentes. Isto acontece, pois os dois lados da equacao de
movimento se transforma exatamente de mesma forma. Finalmente o observador
A concluird que a equagao de movimento (33.13) é algo universal, independente
do sistema de coordenadas. Com este processo de raciocineo de abstracao, o
observador alcangaria os conceitos independentes de sistema de coordenadas,

—

J2 - f,

2 T fl A27 .
mﬁ T2 = f2 - mﬁ =/
€3 f3

A analise acima mostra que para uma lei universal, isto tem que ser uma
igualdade entre quantidades que transformam da mesma forma sob a mudanga de
sistema de coordenadas. No caso de vetor, tais como a posicao ou a forga, vimos
que eles transformam de mesma forma, de acordo com a lei,

Qi — Q= ZQjAji- (33.15)
J

onde (@Q;) representa a quantidade posi¢ao ou forga. Inversamente, se uma quan-
tidade fisica expressa em termos de 3 nimeros num sistema de coordenadas, e se
transforma de acordo com a Eq.(33.15), chamamos que esta quantidade de vetor
sob a transformacao (4;;).

As quantidades fisicas nao sao necessariamente sempre vetor. Por exemplo,
vamos considerar o raio de uma esfera. Obviamente o valor do raio nao depende
do sistema de coordenadas que mede este raio. Existem varios quantidades como
esta que possuem o mesmo valor independente do sistema de coordenadas. Estas
quantidades sao chamadas de escalar. Assim, seja O um escalar medido num
sistema de coordenadas. Se o sistema de coordenadas {z;} se transformou para

{i} por
/ § :
Ty — Ty = xjAjiy
J
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a quantidade escalar transforma por
0O—0 =0. (33.16)

Podemos mostrar que o produto escalar de dois vetores é um escalar no sentido
acima. Para ver isto, para dois vetores num sistema de coordenadas,

{x’t} ) {yl} ’

0= Z LilYi-
i
A mesma quantidade noutro sistema de coordenadas fica
0 =Y
i
Mas pela regra de transformacao de vetor, temos
I; = Z IjAjiy
J
i = Z yiAji,
J

definimos o produto escalar,

temos

Ol

2 (Ee) (2]

%

= Z Z LYk Z Aji Ay
k i

J

= N e (44),

J

= ZZ%WM
ik

= szy@

Assim, concluimos que

0' =0,

portanto, por definicao, O é um escalar.
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33.1. Tensor

Para um escalar, ou um vetor, podemos associar uma imagem independente do
sistema de coordenadas. Por exemplo, no caso de um vetor, em vez de um conjunto
de 3 nimeros {71, z9, 3}, temos a imagem de uma seta, cuja projecao desta seta
para eixos €7, €y, €3 sao dados por {z1, xq, 3} . Isto é, podemos pensar que os tres
numeros,

{.131, T, Ig}

sao uma representacao de uma seta, o que € um objeto fisico, independente do
sistema de coordenadas. Por outro lado, existem vdarios objetos que nao tem a
forma de uma seta. Vamos considerar um elipsoide,
2 2 2

7 x x

St e+ =1 (33.17)

a b 2.
Este elipsoide tem seus eixos prinicipais nas diregoes de eixos do sistema de co-
ordenadas {€}, €, €3}, com respectivo tamanho, a,b e c¢. O que é a equagao deste
ellipsoide se escolher o outro sistema de coordenadas, {€, &, € }7 Para ver isto, ¢
conveniente re-escrever a equacao acima na forma matricial,

1/a> 0 0 T
(21, 9, T3) 0 1/ 0 Ty | =1 (33.18)
0 0 1/ T3

Podemos definir uma nova matriz,

Ey Eip Ei
Ey Eay Eas |,
Es1 FEzp Ess
onde
1 1 1
By = 2 Eyy = L FEs3 = 2

E12 = E13 = E21 = E31 = E32 = E32 - 07

e a equacgao do elipsoide é

En By LBy T
(z1,2,23) | Far FEaa FEng zo | =1 (33.19)
E3 B3y FEss T3
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Se expressar esta equacdo em termos da nova base, {€], €}, €5}, sabemos que

T A A A xll
) = Ay Ay A23 x’g s
xs3 Asp Azy Asg $é
T
A A Agg
(I’l,IQ,ZE;{) = (1",171',2’3:{3) A21 A22 A23 )
Asp Asy Asg
temos
T
A A A En En Eis Ay A Agg Ill
(17,17%,%%) Ag1 Ay Ags Eo1 Ea Eas Agr Ay A !E’g =1
Asp Asgy Asg Es1 B3y Ess Asi Azy Asg IEQ

que é a equacao do mesmo elipse expresse no novo sistema de coordenadas.
Podemos escrever

B, El Ei3 T
A A B EL, Ef ! =1, 33.20
1) L2y, L3 21 22 23 2

By Eiy By Ty

que tem a mesma forma da Eq.(33.19), sé que a matriz {£;;} se transformou para
{E{j} , onde

E\, E, FEij An Ap A\ [ En Ep B A A Agg
Ey Ey Ey | = | A Az Ags Eoy Ey LB Agi Agp Asg ],
B3 Bz Eig Asi Azy Asg Es1 B3y L33 As; Asy Asg

ou seja,

Ej; =YY BuAwAy. (33.21)
k l

Note que as matrizes {E;;} e {El’j} correspondem ao mesmo elipsoide. Assim,
podemos considerar que as matrizes {E;;} e {E;J} como sendo uma representacao
do elipsoide, um objeto fisico independente do sistema de coordenadas. Analogo
ao caso do vetor, imaginemos que exista um objeto E, independente do sistema

de coordenadas, que sua representacao no sistema de coordenadas do observador
A fica
E — {Ej},
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e para observador B fica X

7

O objeto E ¢ chamado de tensor. Mais especificamente este ¢ um exemplo do
tensor de rank 2. Em geral, o tensor de rank 2 pode ser considerado como um
operador que transforma um vetor para outro. Por exemplo, no caso de elipsoide
acima, o tensor E pode ser utilizado atuando num vetor 7 para construir um novo
vetor § .

A
—

r—-s=ET7T.

Esta relacao é independente do sistema de coordenadas. Podemos expressar a
relacao acima num sistema de cooderandas, tomando projecoes com vetor-base,

S = (_253
E

Inserindo a relacao de completeza em {¢;} ,

temos

onde identificamos

<645E3> = Ly,

Exercicio: Seja E o tensor que representa um elipsoide.
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1. Mostre que o vetor transformado pelo tensor E do vetor 7
7 = B

é perpendicular ao superficie do elipsoide.

2. Usando o exercicio anterior, argumente geometricamente que existem
pelo menos 3 vetores distintas 7, tal que o vetor transformado pelo
tensor, 7 fica paralelo ao 7,

EF /)T,
ou seja
Er= \r,

onde A\ é um constante. Para um tensor E, o vetor que satisfaz a
equagao acima é dita como autovetor do tensor E.

Exercicio: Seja A
E ={E;}

é um tensor de rank 2.

1. Prove que

é um escalar.

2. Prove que A
DetE

Exercicio: Seja {v;,1 =1,2,3} os componentes de um vetor ¥. Construimos um
conjunto de 9 mimeros formados de produtos de quaisquer dois compontes
deste vetor,

Q = {Q” :’U,L'Uj 3 Z,j = 1,2,3}

1. Mostre que este conjunto Q forma um tensor de rank 2.
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2. Consideramos um espagco vetorial L, formado de todos as combinagoes
lineares dos elementos de Q

3
{3 m0.}
1,J

ou seja o tensor Q é um vetor deste espaco. Qual é a dimensao deste
espaco? Mostre que o espaco L é invariante sobre a mudanga de sistema
de coordenadas.

3. Podemos decompor o produto @);; = v;v; como

vivy = 5 (vij +vji) + 5 (Ui = v53)

e denotamos
1
Sij = 5 (Qu+Qy),

Aij = %(Qiy‘—Qiy)-
Os conjuntos
S = {5y}
A = {55}
sao tensores, separadamente. Assim, o espaco vetorial L se decom-
por em dois subespacos, um formado de tensores simétricos, e outro

formado de tensores antisimetriacas. Mostre que esta decomposicao é
invariante sob a mudéanca de base.

4. Mostre que o subespago simétrico acima ainda pode ser decomposto
em dois subespagos invariantes, fazendo

1 1
Si]‘ = |:§T’I“ {S} 5Z]:| + |:SZ] — gTT {S} 5ij

Desta forma, podemos decompor o espaco vetorial de tensores de rank
2 em 3 subespacos invariantes

L = LSym + LAsym + LTT‘

onde Lgym, L asym € L1, sao subespagos formados de tensores simétricos
com traco nulo, tensores antisimétricos, e o tensor proporcional a matriz
de identidade. Obtenha a dimensao do cada subespagos.
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Part VIII

Transformacao de Lorentz e
Teoria de Relatividade Restrita

Vimos que a descricao da lei da dindmica, a equacao de Newton é invariante
sob a mudénca de um sistema inercial para outra. Este fato estd intimamente
relacionado com a conservagao de momento do centro de massa de um sistema
isolado. Do ponto de vista matemdtica, a transformacao de coordenadas de um
sistema intercial para outro é expressa em termos de transformagao de Galilei,

¥ o=t
o= T+ Vo,
ou na forma matricial,
£\’ 1 000 t
T —v 1 0 0 T
s =10 010 ) (33.22)
z 0 0 01 z

Inversamente podemos considerar que a Eq.(33.22) é a representacao matematica
do conceito de sistema inercial compativel com a equacao de movimento de New-
ton. O ponto importante é que uma vez aceitamos a definigao acima de trans-
formacao entre dois sistemas inerciais, vimos que a velocidade de um objeto em
movimento se transforma de acordo com a Eq.(32.5). Isto é, a velocidade de um
objeto necessariamente varia de um sistema inercial para outra. A mésma situacao
acontece para a propagacao de uma onda. Em particular, no caso de propagacao
de onda, a velocidade da propagacao é determinada pela proprpriedade do meio
que a onda se propaga.

No final do século 19, sabendo que a luz é a forma de onda eletromagnéica,
tentou-se descobrir, em relacao a que matéria que esta onda propaga. Foram
tentados vérias experiéncias que medem a velocidade de luz a fim de detectar a
matéria que a onda eletromagética se propaga (ether). Entretanto, o resultado é
surprendente. A famosa experiéncia de Michelson-Moley mostrou que a velocidade
da luz nao depende da velocidade do sistema de observagao. J& que a mudanca da
velocidade de propagacao, Eq.(32.5) é a consequéncia direta da transformagao de
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Galilei, podemos dizer que o resultado da experiéncia de Michelson-Moley nao é
compativel com a transformacgao de Galilei, embora, o conceitoda transformacao
de Galilei parece tao natural e inofensiva como expressar a mudanga do sistema
de coordenadas de um sistema intercial para outro. Foi o Einstein que introduziu
uma mudanca conceitual fundamental, formulando a transformagao de sistema de
coordenadas através da Teoria de Relatividade Restrita.

Na teoria de Relatividade, encaramos o fato de propagacao de luz é sempre con-
stante, independente de sistema de referencia inercial, como sendo a propriedade
fundamental de transformagao de um sistema de coordenadas para outro, e nao da
propriedade originada de mecanismo fisico da propagacao em si. Vamos estudar
a estrutura matemdtica de mudanca de sistema de coordenadas.

Definimos um evento por um ponto no espaco num determinado instante.
Assim, num sistema de coordenadas, digamos S, um evento é expresso por um

vetor coluna,
ct

X

Y
z

: (33.23)

que é chamado de quadri-vetor de coordenadas do evento. O fator ¢ foi introduzido
aqui para ajustar a dimensgao: o primeiro componente tem a mesma dimenscao
dos outros. O espaco-tempo é o conjunto de todos os eventos. Um evento é também
chamado de ponto do universo. Para descrever os eventos, podemos utilizar um
outro sistema de coordenadas, S’. Assim, um unico evento arbitrério, digamos P,
no espaco-tempo pode corresponder aos quadri-vetores

( ct
, no sistema S,
P Czt, (33.24)
l,I:/
, |, no sistema S’.
Z/

\

Isto implica, um quadri-vetor é funcao de outro. Desta forma, devemos ter, em
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geral, as relacoes,

.8
I
o =
~~ N N
Q
Sl
8
s
N
S— o o ~—r

e sua inversa,

ot = fi'!

<]
—
A~ T~~~
Q
IS
~ ~ ~
8
~
<
~
N\
S— N N N

-1

Esta relagao ¢é a transformacgao de coordenada mais geral possivel. A Teoria Geral
de Relatividade lida com transformacao geral de coordenadas. Aqui vamos estudar
o caso mais simples e bdsico, isto é, a relatividade restrita.

Na relatividade restrita, consideramos o caso em que a transformacao seja
linear. Isto é, as funcoes f sao fungoes lineares,

ct'" = Aooct + A1 + A2y + Aozz + bo,
' = Aoct+ Az + A2y + Aizz + by,
Y = Agoct 4+ o1 + Aogy + Aagz + by,
2 = Asgct + X317 + Azoy + N33z + b3,

onde {A,,, p,v=0,1,2,3} e {b,,t =0,1,2,3} sdo constantes. Podemos utilizar
a notacao matricial,

ct’ ct bo

/
";", Y\ ; + Z; : (33.25)
Z z bs

onde



Note que a transformagao Eq.(33.25) contém alguns casos conhecidos. Por
exemplo, o significado do termo que contém bg,b;, etc fica claro se escolher A
como uma matriz de identidade,

1000
01 00
A=l o010
0001
Neste caso, a transformagao fica
ct’ ct bo
x | = n by
y y by |’
2 z bs

isto ¢, a transformagao corresponde a apenas deslocamento de origem da coorde-
nada por b = (by,bs,b3) e do tempo por by/c. Assim, sem perder generalidade,
sempre podemos escolher o quadri-vetor b = 0, isto é, by = by = by = b3 = 0.
Desta forma, daqui adiante sempre tomamos b = 0, isto é, consideramos apenas
transformacao do tipo

ct’ ct
T T
= A 33.26
; ' (33.26)
2 z
Agora, se
1 0 0 0
A 0 an a2 a3 (33.27)
0 a1 az ass '
0 as az ass
(10
o\ 0 A4 )
sendo
1 00
ATA=101 0 |,
0 01
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entao, a transformacao corresponde a uma rotagao dos eixos das coordenadas

espaciais. Isto é,

A
! AT
Quando a matriz A tem a forma,
1 0 0
—v/e 1 0
A=l 0 01
0 00

corresponde & transformacao de Galilei,

=
|
s+

~

= x—0t,

Y,
2,

~

~

N L8]~
I

— o O O

(33.28)

(33.29)

entre dois sistemas de coordenadas tendo a velocidade relativa v na direcao do

eixo x.

Vamos considerar a propagacao da luz. Isto ¢, um pulso de luz foi emitido no
ponto de universo P4 e observado no ponto Pg. Isto é, no sistema de coordenadas
S, um pulso de luz foi emitido no instante ¢4 no ponto 74 e observado no instante

tp no ponto 7g. Assim,

P4(ponto de emissao do pulso) «—
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TA
Ya
ZA

, no sistema S,

: , no sistema, S’, .



CtB

, No sistema S,
Pg(ponto de recepgao do pulso) «——

; , no sistema, S’.

\ %B

Sabendo que a velocidade da propagacao da luz é ¢, temos que ter
As? =P (tg —ta)’ — (T —7a)> = 0. (33.30)

Pelo fato da velocidade da luz nao depender do sistema de observacao, devemos
ter também no sistema S’,

A2 = (ty — 1) — (Fh — 7)) — 0, (33.31)
s6 que se utilizamos a regra de transformacao de Galilei, Eq.(33.29), por exemplo,

As'? = P(tg—ta)’ — (x5 — vt — x4 +0ta) = (y — ya)? — (25 — 24)*
= A(tp—ta)’ = (F5 —7a)" + 2v(wp — 24)(ts — ta) — V2 (tp — ta)?
= 2u(wp —x4)(ts —ta) — Vi(ts — ta)?,

o qual, em geral, nao é nulo. Claro que o resultado da experiéncia de Michelson-
Moley nao deve depender de tempo e posicao. Desta forma, vemos que a trans-
formacao de Galilei e o resultado da experiéncia de Michelson-Moley nao sao
compativeis.

Entao, qual transformacao serd compativel? Para ver isto, vamos escrever a
Eq.(33.30) na forma matricial como

1 0 0 O cAt
As* = ( cAt Axr Ay Az ) 8 _01 _01 8 22
0O 0 0 -1 Az

onde, para facilitar a notacao, introduzimos

At =tp —ty, Az =1xp — 14, €tc.
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Por outro lado, utilizando a Eq.(33.26), temos

cAt cAt
Az’ Ax
Ay | A Ay |’
Az Az
e
( cAt Az Ay AZ ) = ( cAt Ax Ay Az )AT,
entao,
1 0 0 O cAt
2 _ / / p p 0 -1 0 0 Az’
As'c = (cAt Az Ay Az ) 0 0 -1 0 Ay
0o 0 0 -1 A7
1 0 0 O cAt
B 0 =1 0 o Az
= (cAt Az Ay Az )A 0 0 -1 0 A Ay
0 0 0 -1 Az

Queremos que
As'? = As?

independentemente de valores de cAt, Ax, Ay e Az. Isto é possivel s6 se

1 0 0 0 1 0 0 0
+1 0 -1 0 0 10 -1 0 0
A 0 0 -1 0 A= 0 0 -1 0 |’ (33.32)
0O 0 0 -1 0 0 0 -1
Ou escrevemos
ATGA =G, (33.33)
onde
1 0 0 0
o -1 0 o
G= 0 0 —1 0
0 0 0 -1

Verificamos facilmente que a transformagao dada pela Eq.(33.28) nao satisfaz a
condi¢ao (33.32). Vamos entao determinar A para um caso simples. Suponhamos

257



que o sistema S’ esteja em movimento uniforme com a velocidade v relativa ao
sistema S na direcao x. Para simplificar os cédlculos, escolhemos que

/

y =Y,
Z = 2
Neste caso, a forma do A fica
Ao A1 0 0O
o )\10 )\11 0 0
A= 0 0 10 (33.34)
0 0 01

Como esta matriz se separa em dois setores independentes, um referente a (ct, x)
e outro referente a (y, z), podemos considerar s6 a parte (ct, x), pois o setor (y, 2)
fica invariante. Assim, a condigao Eq.(33.32) fica escrita como

Ao Ato L0 Ao A1y (1 O
<)\01 Au)(()—l)()\lo ,\11>_<0_1>‘ (33.35)

Em termos de componentes, temos 3 equacoes independentes para 4 incégnitas,

MNo— Mo = 1, (33.36)
M- =1, (33.37)
Aooror — A11dg = 0. (33.38)

Quando existem 3 equagoes independentes para 4 varidveis incognitas, podemos
escolher uma delas e expressar o resto em termos desta varidvel. Ou, podemos es-
colher um outro parametro qualquer e expressar o resto em termos deste parametro
para satisfazer todas as equagoes. Para isto, escrevemos a Eq.(33.38) por

)\10 )\01

o

e expressamos o resto das equagoes em termos de 3. Temos

)\10 = 6)\007
Aot B
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Substituindo em (33.36) e (33.37), temos

(1_52) )‘(2)0 = 1
(1-5)X, =1

Assim, temos

1
Ao = (33.39)

V1-p5%
1
Ay o= e (33.40)

N

Agora vamos considerar o significado do parametro 3. Pela transformacao,

Ctl = )\006t+)\01 Z,
iL'/ = )\100t+)\11 xT.

Note que z = 0 corresponde & origem do sistema de coordenadas S. Assim, o
movimento da origem do sistema S aparece no sistema, S,

Ct, = )\00 Ct,
l’, = )\10 ct
ou A\
o (x=0) = 2et' = Bt (33.41)
)\00

Por outro lado, sabemos que no sistema S’, a origem do sistema S estd correndo
na direcdo —x’ com a velocidade v. Isto é, temos

r'(x =0) = —ot'.
Comparando este resultado com a equagao acima, temos
[ — (33.42)
c
Voltando para as Eqs.(33.39) e (33.40), agora sabemos como determinar os sinais.

Para 8 = 0, os dois sistemas devem ser idénticos.. Isto é, a matriz de transfor-
macao A deve ser a matriz de identidade. Neste caso, temos escolher o sinal +
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para ambos equagoes, (33.39) e (33.40). Assim,

1
)\00 - )\11:77
V1-—p3?

i = o= —2

V1-p%
Frequentemente utilizamos o que é definido como fator de Lorentz, -,

1
=

Finalmente, temos a transformacao de Lorentz,

()= 7)) 5949

Exercicios :
1. Verifique que
( V)T(lo)( 7) (1())'
By 0 1 8 vy 0 1

2. Confirme que
ds'? = ds>.

3. Calcule o inverso da matriz de transformagao de Lorentz,
-1
( v B )
By ’

4. Considere o significado do sinal — na Eq.(33.40).

e interprete o resultado.

5. Obtenha a forma de transformagdo quando f = v/c < 1. (Expande
os elementos de matriz da transformacao em relagdo a /3 ). Verifique
neste limite, a transformacao de Lorentz reproduz a transformacao de

Galilei, Eq.(33.29).
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33.2. Simultaneidade, Contracao de Lorentz, Dilatacao do Tempo

A universalidade da velocidade da luz, independentemente do sistema de coor-
denadas inercial que a observa, é naturalmente incorporada na transformagcao de
Lorentz, a qual envolve as coordenadas espaciais e temporal ao mesmo tempo.
Este aspecto acarreta uma consequéncia nao intuitiva, isto é, o conceito de simul-
taneidade nao é um conceito universal de um sistema para outro. Mais concreta-
mente: dois eventos que aparecem simultaneamente num sistema de coordenadas
S nao correspondem eventos simultdneos num outro sistema de coordenados S’.
De fato, consideramos dois eventos simultdneos no sistema S,

~P1_> (Ct>7
T
t
P2—> (;2>

No sistema S, estes eventos sao representados pelas coordenadas,
ct! v B ct et + Bz
P )= = , o (33.44
b ( ) ) ( B a1 VBt + vy, (33.44)
ct! v B ct yet + B
P. 2= = . 33.45
: ( Ty ) ( By To vBct 4+ vy ( )

c(ty —t1) = yB(x2 — 1) # 0,

Assim,

se
I §£ ZTo.

Isto é, os dois eventos nao aparecem simultaneos no sistema S’. Naturalmente, o
efeito de nao-simultaneidade é extremamente pequeno para velocidades que nos
acostumados no dia-a-dia.

Exercicios :
1. Qual é a diferenca de tempo de dois eventos, que ocorrem exatamente

ao meio dia em Rio e Sao Paulo, quando visto de um aviao voando com
a velocidade de 10.000 km por hora.
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Das Eqs.(33.44) e (33.45), temos também,

/

xy — 2y = y(r2 — x1) (33.46)

ou
Ty — 1y = — (xh — ). (33.47)

Isto ¢, um intervalo espacial entre dois pontos fixos no sistema, S’ separados por
' /
L' = |ay — 2],
ocupa o intervalo de espago no sistema S num dado instante,

1
L= ;L}m e (33.48)

Isto é, o intervalo espacial aparenta menor no sistema S, ja que sempre v > 1 se
v # 0.

E importante lembrar que a Eq.(33.46) ndo pode ser utilizada para concluir
que o intervalo entre dois pontos fizos no sistema S aparenta ser maior no sistema
S’ que estd em movimento em relagao a S. Isto porque, para deduzir a relagao
Eq.(33.46) ou Eq.(33.47), utilizamos o fato de que os dois eventos sao simultaneos
no sistema S, e os dois tempos correspondentes nao sao iguais no sistema .S’.
Quando os pontos estao parados em relacao ao sistema S’, a diferenga em tempo
nao importa, mas se o objeto estd em movimento, a diferenca do tempo influencia
nas posigoes. Assim, se queremos calcular o intervalo aparente no sistema S’
correspondente ao intervalo espacial fixo no sistema .S, temos que igualar os tempos
dos dois pontos no sistema S’, e nao no sistema S. Fazendo assim, temos

1
L= ~Lisonos (33.49)

O resultado, Eq.(33.48) ou Eq.(33.49) é chamado de contra¢io de Lorentz
devido ao movimento relativistico. Qualquer objeto de comprimento Ly ocupa,
quando em movimento, um intervalo espacial menor, isto é, Ly/y num instante
do tempo.

A afirmacao acima pode causar a seguinte paradoxo aparente. Considere um
trem correndo em alta velocidade o qual entra num tinel cujo comprimento é
igual ao do trem. Devido a contracao de Lorentz, num determinado instante de
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tempo por um relégio fixo no tinel, o trem pode ficar inteiramente dentro do
tunel.. Assim, fechando as entradas do tiunel neste instante, o trem fica confinado
no tunel.. Por outro lado, num determinado instante por um relégio fixo no trem,
um observador do trem pode concluir que quando a cabega do trem ja saiu do
tinel, o iltimo vagao do trem ainda nao estd entrando no tinel..

A situacao acima pode parecer como um paradoxo, mas na verdade, nao ha
problema nenhum se considerar que a simultaneidade nao é conceito universal e
considerando o movimento relativo. Veja a figura 1.

15

10—

Tempo

Espago

Nesta figura, o eixo-z representa a coordenada espacial no sistema onde o tinel
estd parado. A posi¢ao do tinel estd indicado com duas retas de x =4 e x = 9.
Isto é, o intervalo [4,9] é o tunel.. No eixo vertical, indica o tempo. Assim, os
intervalos espaciais ocupados pelo trem em certos instantes sao indicados pelos
segmentos horizontais. A: o trem estd entrando no tunel, B: o trem acabou de
entrar completamente no tunel, D: o trem estd comecando a sair do tunel, E:
o trem acabou de sair do tunel.. Aqui, o comprimento do trem e do tunel foi
tomado como 5, e a velocidade do trem = 4/5¢. Na figura 2, ¢ mostrada a mesma
situacao, vista agora do sistema de referéncia do trem.
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o
.

Tempo

Espaco

O intervalo ocupado pelo trem neste sistema de referéncia é [0, 5]. Neste sis-
tema de referéncia, o tinel estd se locomovendo de lado direito para esquerda
como indicado pelos segmentos horizontais, A’, B, C’, e D’. Os eventos A, B, C’
e D' correspondem, respectivamente, aos eventos A, B, C e D na figura anterior.
No sistema de referéncia do trem, dentro de intervalo do tempo dos evento C’
e B, o tunel fica completamente contido no comprimento do trem. Entretanto,
note que o evento B (instante em que o final do trem comega a entrar no tinel
) fica posterior ao do evento C (instante em que a frente do trem estd saindo do
tunel). A situagao é invertida comparada com a figura anterior.

E importante lembrar que a contracido de Lorentz ¢ uma consequéncia da
transformacao de Lorentz, e nao uma lei de transformacao de comprimento de
um sistema para outro. Quando falar em comprimento (espacial) de um objeto
em movimento, sempre tem que se especificar um tempo comum para medir a
distancia entre dois pontos. Assim, o conceito de comprimento nao é universal.
Além disto, quando falar em contracao de Lorentz, esta somente é valida entre
um sistema em movimento em relagao a outro, e onde o objeto é fixo num dos
dois sistemas. Nao deve ser utilizada a férmula de contragao de Lorentz entre dois
sistemas de coordenadas para converter o comprimento de um objeto que estd em
movimento em ambos sistemas.
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Agora vamos ver como um intervalo do tempo medido num ponto fixo no
sistema S’ aparece no sistema S. Para isto, consideramos 2 eventos,

ct’
/ !
P, (CQ+FAT )_

X

O intervalo dos dois eventos correspondem a passagem do tempo AT’ marcado
num relégio fixo no ponto z’ do sistema S’. Estes eventos ficam no sistema S,

ct B v =B ct’
e (0)=(5 (%)

_ ([ veth =B
—yBety +va' )

P cty \ v =B ct) + cAT’
2 T2 S\ Y '
ve(ty +AT) —B8a
—B (cty + AT") +~2" )

O intervalo do tempo medido no sistema S fica

isto é, a marca do tempo no sistema S fica 7y vezes maior (o tempo passa mais
rapido) do que no sistema S’ onde o relégio estd parado. Este fato é chamado de
dilatacao do tempo de Lorentz.

A dilatacao do tempo pode ser observado experimentalmente. A particula
elementar, chamada méson 7% (sua existéncia foi prevista por H. Yukawa em
1934 e foi descoberta pelo fisico brasileiro, Prof. Cesar Lattes em 1947), quando
produzido pelo processo de colisao entre outras particulas elementares decai em
duas outras particulas, chamado muon p e neutrino ». Numa reagao de particulas
elementares a alta energia, o méson 7 fica produzido com velocidade relativistica.
O processo de decaimento assim aparece retardado no laboratério, como se tivesse
uma vida média v vezes maior.

A dilatacao do tempo, como no caso de contracao de Lorentz, s6 vale para o
intervalo de tempo de um relégio parado num sistema para outro.
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O ponto fundamental da transformacao de Lorentz é que ela descreve uma
transformacao linear entre dois quadri-vetores. Os “paradoxos” aparecem sempre
quando se utiliza a transformagao de Lorentz da forma improépria, sem introduzir
o conceito de quadri-vetor.

33.3. Covariancia Relativistica

Qualquer lei da fisica, em geral, é descrita em termos de uma expressao matematica,
A=B, (33.51)

onde A e B sao quantidades bem definidas matematicamente. Quando passamos
de um sistema de coordenadas para outro, estas quantidades se transformaram
em

A — A
B — B.

A lei é dita covariante sob a transforma¢ao quando, no novo sistema de coorde-
nadas preserva a mesma forma de antes, isto é,

A =P (33.52)

Por exemplo, a lei de Newton para movimento de uma particula num sistema de
coordenadas, é expressa pelas 3 equagoes abaixo, uma para cada componente,

mi = F,, (33.53)
mij = F,, (33.54)
mi = F,. (33.55)

onde m é a massa de particula. A equagao de movimento de Newton, como uma
lei, é constituida pelas 3 equaces como todo. E 6bvio que, apenas a Eq.(33.53),
por exemplo, nao pode ser considerada como uma lei, pois, quando escolhemos
um outro sistema de coordenadas por uma rotagao de eixos, os trés componentes
da aceleracao e da forca se misturam entre si.
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Vamos considerar um outro sistema de coordenadas {z’,y,2'} , obtido por
uma rotagao de eixos do sistema de coordenadas,

T e
y | =Aly
Z z

onde A é a matriz de transformacao correspondente & rotacao. Sabemos que o
tri-vetor de aceleracao se transforma, sob esta rotacao, em

i l=1 =44, (33.56)
3 3 3

Por outro lado, os componentes da forca também se transformam como

F, F; F,
F, |- F |=4a|lF|. (33.57)
F, F! F,

Utilizando estas relagoes (33.56) e (33.57), a equagdo de movimento,

x F,
m| vy |=|F |, (33.58)
Z F,
fica
i’ F!
mAT | i | =AM F
Z F!

E importante notar que aparece a matriz inversa de A em ambos lados da mesma
forma. Isto porque, a aceleracao e a forga tem mesma natureza de transformagao
como vetor. Multiplicando A aos dois lados para cancelar a matriz A~!, temos

i F
m| i |=(F | (33.59)

A equagao de movimento (33.59) tem a mesma forma como (33.58). Desta forma,
podemos dizer que a equagao de movimento de Newton é covariante sob a trans-
formacao correspondente a uma rotacao dos eixos.
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Na verdade, é a esta propriedade de covaridncia sob a transformacao de rotacao
que permite escrever a equacao de Newton na forma vetorial,

—

ma = F, (33.60)

onde @ ¢ a aceleracio (tri-vetor) e F ¢ a forca (tri-vetor). A forma acima nio
depende da escolha do sistema de coordenadas. As equagoes, (33.58) ou (33.59)
sao uma representa¢ao particular da Eq.(33.60). Em outras palavras, podemos
escolher qualquer dire¢ao para escolher os eixos de coordenadas para descrever as
equagoes diferenciais em suas trés componentes. Ou, dito ainda de outra forma;
a lei de movimento de Newton nao define qualquer direcao privilegiada a priori..
Esta propriedade ¢ fundamental para uma lei geral, pois as leis da natureza nao
devem escolher uma direcao ou um sistema de coordenadas privilegiado.. Note
que, a covariancia é possivel s6 quando a lei iguala as duas quantidades que se
transformam do mesmo jeito. Em geral, qualquer observavel pode ser classificada
de acordo com sua propriedade de transformacao. Isto é, um observavel deve
ser ou escalar, ou vetor, ou tensor, etc. A lei covariante deve igualar as duas
quantidades de mesma categoria, isto é,

Escalar = Escalar,
Vetor = Vetor
Tensor = Tensor

A covariancia é uma propriedade que é definida s6 quando a regra de transfor-
magao de coordenadas é dada. Assim, quando muda a regra de transformacao,
muda a propriedade de covaridncia. O exemplo acima é a covariancia da lei de
Newton sob a transformacao de coordenadas em relagao a rotagao dos eixos tridi-
mensionais.

A lei de Newton continua covariante sob transformacao de Galilei entre dois
sistemas de coordenadas, mas nao é covariante sob a transformacgao de Lorentz.
Isto é 6bvio pois, como foi dito, para manter a covaridncia , a equacao tem que
ser uma igualdade entre quadri-vetores e nao tri-vetores.

A transformacao de Lorentz é a transformacao entre dois quaisquer sistemas
de referéncia inerciais para satisfazer o fato experimental de que a velocidade de
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luz é uma constante universal. Assim, se a lei da natureza nao fosse covaridnte,
entao deveria existir algum sistema de referéncia inercial privilegiado.. Mas isto
nao parece razoavel. Qualquer sistema inercial deve ser equivalente para descrever
uma lei da natureza, justamente como no caso de escolha da direcao do sistema
de coordenadas. De fato, podemos provar que as leis de Maxwell para onda
eletromagnética é covariante sob transformacao de Lorentz.

Assim, postulamos:

e Qualquer lei da natureza deve ser descrita na forma covariante sob transfor-
macao de Lorentz.

Isto é equivalente a dizer:

e A lei da natureza nao distingue nenhum sistema de referéncia inercial priv-
ilegiado de outros relacionados pela transformacao de Lorentz.

O postulado acima é conhecido como Principio de Relatividade. Natural-
mente, se substituimos a palavra, transformacao de Lorentz por transformacao
de Galilei, entao a equagao de movimento de Newton satisfaria o principio de
relatividade, que é neste caso, a relatividade Galileana. Na Relatividade Restrita,
o importante é que os sistemas de referéncia inerciais estao relacionados entre si
pela transformacao de Lorentz.

Para satisfazer o Principio de Relatividade Restrita, devemos alterar a equagao
de Newton. Entretanto, isto nao quer dizer que podemos introduzir uma nova lei
arbitrariamente. Para introduzir uma modificacao na mecanica de Newton de tal
forma que satisfaca o Principio de Relatividade restrita, devemos considerar os
seguintes pontos como guia.

e A nova equacao deve ser uma igualdade entre dois quadri-vetores e nao
tri-vetores.

e Como a transformagao de Lorentz no limite de f < 1 se reduz a trans-
formagao de Galilei, a nova lei deve coincidir com a Lei de Newton neste
limite.
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Tendo os dois pontos acima como guia, vamos considerar a lei de conservagao de
momento na relatividade restrita.

33.4. Conservagao de Momento

Na mecénica de Newton, sabemos que o momento linear de um sistema isolado
é conservado no tempo. Por exemplo, vamos considerar o processo de colisao de
duas particulas pontiformes, com massas m, e mo, respectivamente. Em termos
de momentos, podemos descrever o processo de colisao por

P1+ P2 = pi + P, (33.61)

onde p; e P, sao0, respectivamente, os momentos antes da colisao de particulas 1 e
2, e p} e ps sao os momentos depois da colisao. Na mecénica de Newton, podemos
considerar a Eq.(33.61) como uma lei, descrevendo a conservacao de momento
total. Entretanto, na relatividade restrita, nao pode ser uma lei, pois nao é uma
igualdade entre dois quadri-vetores. Na relatividade restrita, onde a lei deve ser
covariante sob transformacao de Lorentz, devemos esperar que

P10 P20 Plo D50
_)’ _|_ _’7 e ) —'I— Y 3362
b1 b2 ﬁf ﬁﬁ ( )

onde, para cada momento, acrescentamos um componente py a mais para se tornar
um quadri-vetor. Este quadri-vetor para momento é chamado de quadri-momento.
Nao sabemos ainda o que é este componente py. A tnica coisa que exijamos aqui é
que cada momento deve se comportar como um quadri-vetor sob a transformacao
de Lorentz. Isto é, quando visto o processo de colisao num outro sistema de
coordenadas inercial, S’, a conservacao deve ser escrita na forma

/ / !/ !/

P10 D20 Plo Ps0
2 + > = y + y , 33.63
D1 b2 ﬁf ﬁﬁ ( )

( Pro ) —A ( P10 > , (33.64)
b1 P1

e A é a matriz de transformacao de Lorentz, e analogamente para outros momen-
tos.

onde
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Sendo A a matriz de transformacao de Lorentz, deve satisfazer a propriedade
Eq.(33.32). Isto implica na Eq.(33.64),

—/ 2

P — 0% =iy — PP, (33.65)

em qualquer sistema de referéncia. Ou seja,

2 -2 /2 /2 N2 2
Pip—P1r =Pio—P1 =Pi1o—P1 = (33.66)
Podemos eventualmente escolher o sistema de referéncia o qual se move junto com

a particula 1 antes da colis@o. Naturalmente neste sistema, p’= 0. Assim, temos

=/ 2

p12,0 - ]712 = pfo —p = ﬁio (33.67)

onde p; ¢ é o valor do py da particula 1 no sistema de referéncia onde esta particula
estd repousa. Como nao hé velocidade da particula neste sistema, a quantidade
P10 deve ser uma quantidade associada alguma natureza intrinséca da particula
1. Vamos chamar esta quantidade por Z; s6 para simplificar a notacao.

Zy = pro. (33.68)
Assim, da Eq.(33.67), temos

;

Note que a relacao (33.69) ¢é vélida para qualquer valor de momento da particula
1. Assim, vale também

Pro=1\/Zi +1}? (33.70)

para o momento apds a colisdo, onde o valor de Z; é igual (quantidade intrinséca
da particula 1). Com o mesmo argumento, temos,

P20 =1/ Z3 + P, (33.71)

i

Poo =\ Z5 + D5 (33.72)

Em geral, para uma determinada particula, o quadri-momento é completamente
especificado pelo momento (3-vetor) e o valor de Z,

(pf ) = ( V2 A1 ) . (33.73)

p p
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Podemos identificar o significado da quantidade Z utilizando o limite nao rela-
tivistica (v < c¢) da transformacao de Lorentz. No sistema em que a particula
estd em repouso, seu quadri-momento tem a forma,

A

8 (33.74)
0

Vamos observar esta particula no sistema onde ela possue velocidade v na di-
recao x. O quadri-momento neste sistema é obtido do quadri-momento no sistema
repouso Eq.(33.74) pela transformacao de Lorentz com a velocidade v (Lorentz
boost)

Po ¥ By 00 Z Zy
pe | _ | By 78 0 0 0|1 _| 2
0 N 0 0 10 0 o 0 ' (33.75)
0 0O 0 01 0 0
donde temos
pCC:Z/Yﬂa
ou » Dy
7 =22 =2
8 v

Quando a velocidade v < ¢, sabemos que

Pz — MU,
e
v—1,
temos que ter
Z = mc.

Como esperava, o valor de Z é associada a massa, uma quantidade intrinséca da
particula. Assim, a Eq.(33.75) fica

Po mey
%ﬂ” = mé’ T, (33.76)
0 0
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A forma relativistica do momento é

muv
Dy = MUY = —F—, 33.77
i I
© mc
Do =My = ——. 33.78
0 m ( )
Podemos escrever ainda que
Pz = rel(v) v, (3379)
onde
Myt (V) = —— e
" 1—v2/c?

é a massa efetiva da particula quando tem a velocidade v. Para deixar explicito a
diferenga com esta massa efetiva, chamamos m como a massa de repouso.
Voltando para Eqs.(33.69),(?7),(33.71) e (33.72), temos

_ | 2
P10 = /P + mic?,

[0 2,2
Pio = \/DP1” +mic?,
_ /=2 2
P20 = \/ D5 +msc?,
e
o 2,2
Dao = \/DP2” + mac=,

e do primeiro componente da conservagao de quadri-momento, Eq.(33.62), temos

\/ﬁf +mic? + \/ﬁ§ +m3e? = \/ﬁ{2 +mic? + /3 + mic2. (33.80)

O significado desta equacao fica mais claro quando consideramos o limite nao
relativistico. Quando as velocidades de todas as particulas sao muito menores do
que ¢, temos
P2 < m?c®
7

para cada um dos termos. Neste caso, podemos utilizar a expansao?®’,

= 2
VD% +m2c? =mey /1 + LA 1+1p + -
m2c? 2m2c? ’

2TUtilza a expansdo binomial de Newton,

nn—1) 5 nn—-1)(n—-2)
ST 31 -

I+z)"=1+nx+

273



Substituindo esta expansao em cada um dos termos da Eq.(33.80), temos

1 5 ) 1 =2 =2
Z mlc2+&+m202+&+... —— m162+p;+m202+p;+...
c m m c 2my 2meo

Assim, considerando até a ordem mais baixa, a primeira componente da lei da

conservacao implica
= ) %2 52
Y4 + Y4 — by + Y4 ’ (3381)
2my  2ms  2my  2ma

que é nada mais é do que a conservacao da soma das energias cinéticas das particu-

las,
K+ Ky = K] + K5.

Ou seja, a lei de conservacao de quadri-momentum Eq.(33.62) estd englobando
a lei de conservagdo de momento (3-vetor) mais a conservagao de energia numa
lei s6!! Concluimos que o primeiro componente do quadri-vetor de uma particula
deve ser a energia da particula dividido por c,

p0—>E/C,

e o quadri-momento relativistico de uma particula é formado por

(%)

E/c=\/p?+ m2c. (33.82)

Desta forma, a lei da conservagao de quadri-momento Eq.(33.62) é equivalente a
conservacao de energia e momento,

sendo

Ey+E, = E7+E3,
P1r+D2 = P; +Ds-

Também pode ser obtida pela expansao de Taylor

7(2) = FO) + O + 5 /O + -+

274



Na Relatividade Restrita, a relacao entre a energia de uma particula e seu mo-
mento deve ser dada por Eq.(33.82) e ndo como no caso Newtoniano,

1
Ey = —p
N 2mp )
pois, do ponto de vista relativistico, a lei de conserva¢ao Newtoniana, Eq.(33.81)
¢ uma aproximacao da relacao (33.80). Da Eq.(33.82) a energia de uma particula

¢ dada como fungao do momento por

E = c/p?+m2c

1 1
_ 2, 1 o “
= me om? 8m3c2p +

Se usarmos a Eq.(33.78), podemos expressar a energia da particula em fungao da

sua velocidade,

mc?

V1-p3?
1 3
2 2 4
= mc 1 + - — — + ...
R R

= mc+ Ev2 — 3—mv4 +

N 2 8c?
Estas expressoes mostram que, mesmo que a velocidade da particula seja nula, a
energia desta nao é nula, mas possui a energia de massa de repouso
Ey = mc?, (33.83)

o que é conhecida como a relagao de Einstein entre massa e energia.

Exercicios :

1. Suponha que duas particulas de massa m; e my colidem com momento
P1 € Pa, € gludem formando um sistema composto. Expresse o quadri-
momento do sistema composto final em termos de m; mo, p1 e p2. Qual
¢é a massa deste sistema composto? Responde com justificativa, se esta
massa é maior ou menor que a soma das massas mi + ms.

2. Considere uma particula de massa m com momento p . Obtenha
a transformacgao de Lorentz para o sistema de referéncia onde esta
particula esteja parado.
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3. A particula acima decai em duas particulas com massa m; e msy. Uti-
lizando a conservacao de quadri-momento, obtenha os momentos das
particulas finais.

33.5. Reacgoes, Energia de Ligacao

Como visto no Exercicios acima, o sistema composto formado de colisao de duas
particulas tem a massa maior que a soma das massas iniciais. Mas, as vezes, o
sistema composto final pode ter um estado ligado estdvel. Neste caso, o sistema
composto formado apds da colisao libera a energia em excesso e adquire o estado
estavel. Esquematicamente escrevemos como

A+B— My, g — Map+Q/, (33.84)

onde () é a energia emitido pela reacao. Nas reacoes quimicas, esta energia é
emitido geralmente na forma de radiac ao eletromagnética mas também eventual-
mente acompanha a emissao de elétrons quando o processo envolve a ionizacao..
Nas reagoes nucleares, o excesso da energia é também liberado em termos de radi-
acao eletromagnética (raio 7y), mas muitas vezes acompanha a emissao de outras
particulas (o, 3,neutrinos).

Para formar um estado ligado estdvel, é necessdrio que a massa final é menor
que a soma das massas iniciais,

MA+B <mu+mp.

Senao, em geral o sistema composto decai de novo para A e B. A quantidade
B = C% (ma 4+ mp — My, g) é chamada de energia de ligagao. Se B < 0, o sistema
composto A + B ¢ estavel para decaimento para o estado A + B, e se contrério,
o sistema é instavel..

Exercicios :

1. Um micleo de nimero de massa A e nimero atémico Z é o estado ligado
de Z prétons e N = A— Z néutrons.. A energia de ligacao deste nticleo
¢ dada aproximadamente uma férmula empirica de Weizséicker-Bethe,

(A—27) 72
— ac )
A AL/3

B(A, Z) = ay A —as A*® — agyn (33.85)

276



onde?®

ay =~ 15.654 MeV,
as =~ 19.655 MeV,
Qsym =~ 19.681MeV,

2

2

ac ~ 0.1917MeV.

Estime a energia liberada quando 1g de 80U (A = 238, Z = 92) se
fissionam em 2 micleos de (A = 119, Z = 46) e compare com a grandeza
de energia de dia-a-dia.

33.6. Transformacoes Sucessivas de Lorentz, Adicao de Velocidades

Vamos considerar um objeto, digamos O que estd se movendo num sistema de
referéncia, S, com a velocidade v40. Qual é a velocidade desta particula quando
vista de um outro sistema de referéncia Sg que estd se movendo em relacao ao
sistema S, com a velocidade, U457

Na mecéanica Newtoniana, a resposta é simples,

Ugo = Va0 + Q7AB, (33.86)

mas na relatividade restrita, isto nao é correta. Devemos considerar o problema do
ponto de vista de transformacao de Lorentz. Seja Ao a matriz de transformagao
de Lorentz do sistema de referéncia da particula O para o sistema S4. Um evento
qualquer expresso nos dois sistemas estd relacionados por

(3 nel), e

onde o subscrito O ou A representam o sistema de referéncia do respectivo quadri-
vetor. Da mesma forma, se Agy é a matriz de transformacao de Lorentz que
transforma um quadri-vetor no sistema S, para o sistema Spg, entao,

(?)B:ABA<C;»)A- (33.88)

28 M eV =Mega-eletron-volt=1.6 x 10 %erg = 1.6 x 10713,
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Substituindo a Eq.(33.87) na Eq.(33.88), temos

(), ralon(2)) e

Usando a propriedade de associatividade das operacoes matriciais, podemos escr-

ever
t t t
( CF ) = (Apalao) ( ‘7; > = Ago < ‘7; ) , (33.90)
B O O

onde App = AgaAao. A equacao acima mostra que Apg é a matriz de transfor-
magao de Lorentz do sistema repouso da particula para o sistema .S’. Podemos
provar que App satisfaz a propriedade da transformagao de Lorentz, Eq.(33.32).
A velocidade da particula O no sistema Sp ¢é determinada pela esta matriz App.

=y

Exercicios :

1. Prove que o produto de duas matrizes, A = A1 A, satisfaz a propriedade,

ATGA =G,
Se

ATGA, = G,

ATGA, = G.

Vamos considerar o caso mais simples em que U0 e V45 sejam paralelos. Neste
caso, podemos escolher o eixo = na direcao destas velocidades e aplicamos a ex-

pressao Eq.(33.43).
Ao — < (%10 (76) a0 ) 7

75),40 YAo
_ TBA (78)5a )
Apa ( (75)BA TBA ’
e, portanto,
_ R Tea  (V0)pa ) ( Yao  (10)a0 )
Aso Asohsa < (’Yﬁ)BA TBA (’Yﬁ)Ao Y40

_ < YpaYao (L+BpaBao) VeaYao (Bpa+ Bao) )
YpaYao (Bea+Bao) VYpavao (1 +BpaBao) )
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Sabendo que esta matriz é a transformacao de Lorentz de O para B,

_ YBO (v8)
Apo ( (75)30 7350 > 7

podemos identificar que

Yo = VpaYao (1+BpaBao),
(v8)so = YBaYa0 (Bpa+Bao)-

Dividindo a Eq.(33.92) por (33.91), temos

_ Bpa+ Bao
L+ BpaBao

A velocidade da particula O em relacao ao sistema Sp é entao,

Bpo

UBA + V40
1 + ’UBAUA()/62

Vpo = ¢Ppo =
Isto é a férmula de adicao das velocidades. Note que quando

VBa, Va0 K G,

(33.91)
(33.92)

(33.93)

entdo esta equacao se reduz a adi¢ao das velocidades Newtoniana, Eq.(33.86).
O novo fator de Lorentz, 75, ¢ dada pela Eq.(33.91). Podemos verificar dire-

tamente que
1
YpavVao (1 + BpaBao) = \/ ;

1 BpatBao 2
1+8paBao

ou seja,
1

YBO = m,

satisfazendo a propriedade da transformacao de Lorentz.

Exercicios :

(33.94)

1. Mostra que a velocidade da luz ¢ constante usando a Eq.(33.93)%°.

29Tome va0 = C.
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2. Prove a Eq.(33.94).

A férmula de adigdo das velocidades, Eq.(33.93) pode ser obtida mais facil-
mente se introduzimos uma varidvel chamada rapidez. Ja que

2 2_ 2
v =B =1, (33.95)
30
podemos sempre escrevert,
v = coshy,
B~y = sinhy,
£ = tanhy,
30Sabemos que se duas varidveis, a e b satisfazem a relacio,
a4+ b2 =1,
entao, podemos escrever sempre
a = cosb,
b = sind.

Quando duas varidveis satisfazem a relagao,

a?—b? =1,
entao, sempre é possivel escrever
a = cosh@
b = sinh#.
Temos
. et —e "
sinhz = > ,
e’ 4 e 7
coshz = 5 ,
e portanto,
isin (iz) = sinhz,
cos (iz) = coshz.
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onde y é chamado rapidez.

Em termos de varidvel rapidez, a matriz da transformacao de Lorentz na direcao

x fica escrita por
[ coshy sinhy
Aly) = ( sinhy coshy ) '

Desta forma, o resultado das duas transformagoes sucessivas de Lorentz fica escrito
como

B [ coshys sinhys coshy, sinhy,
Alys) = Als)Ayr) = ( sinhy, coshs ) ( sinhy; coshy;

B cosh ys cosh y; + sinh 9 sinh4;  cosh ys sinh 4; + sinh y5 cosh 4,
- cosh ys sinh y; + sinh y5 coshy;  cosh ys cosh y; + sinh ys sinh

_ [ cosh(y2 +y1) sinh(ys + 1)
sinh(ys + 1) cosh(ya + 1) )

Dai, temos imediatamente
Ys = Y2 +y1, (33.96)

donde temos

v3 = ctanhys = ctanh(ys + 1)
ctanh y, 4+ ctanh 1, Vg + U1

1 +tanhystanhy; 1+ wvvp/c?

Exercicios :

1. Expresse a energia e momento de uma particula em termos de sua
rapidez y.

2. Calcule a rapidez de uma particula de massa m com energia £ e mo-
mento p,.
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34. Problemas

1.

No caso de uma transformacao de Lorentz na direcao z, existe apenas um
unico parameto . Quantos pardmetros existem para uma transformagao de
Lorentz mais geral que ¢ definida pela condigao (33.32)7 O que correspon-
dem estes parametros fisicamente?

O quadri-momento de uma particula num sistema de referéncia S é dado
por
E/c
Pz
0
0

Calcule a energia da particula no sistema de referéncia S’ que estd em movi-
mento em relagao ao sistema S na direcao x, com velocidade v.

No problema acima, determine o valor do v tal que o momento da particula
no S’ fica nulo. Calcule o valor da energia neste caso e confira a axpressao
da energia de repouso.

Considere a colisao entre duas particulas com massa m; e ms, respectiva-
mente.

D1+ D2 25{4‘55,

onde
E,m/c
= Din
% — 0 )
0
maC
L 0
p2 - O I
0

ou seja a particula 1 incide com a energia E;, e momento p;, a particula 2
em repouso. O sistema de referéncia para um processo de colisao como este
¢ chamado o Sistema Laboratdrio (LAB).
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A: Suponhe que a particula 1 ficou espalhado no plano (z,y) com um
angulo 01 45 em relacio ao eixo  com momento final p/, isto é,

pf cosOrap
7= p'sinfrap
0

Usando a conservacao de energia e momento, expresse £/ e p/ em
termos de pi,, A, M1 € M.

B: Obtenha 7.

5. Consideramos o processo de colisao acima no sistema de referéncia chamado
de Centro de Massa. Definimos o sistema de referéncia Centro de Massa
(CM) onde o (tri-) momento total do sistema é nulo. Isto ¢, no CM, o
processo de colisao acima fica escrita como

_f OM

CM
p?M+ﬁgM { +p2 )

no entanto a soma das energias das duas particulas nao ¢ nula,
ECM L EGM £ ),

Na notacao usual de fisica de altas energias, a energia total do sistema no
CM ¢é expressa por /s, isto é,

Vs =EM 1 p¢M

A: Mostre que

Vs = \/(Em + maoc?)? — p2,

= \/2m262(Em + m262).

O que é o menor valor possivel de /s?

B: Quando a particula 1 tem a momento final,

p M cos O
—f C .
M= pfMsinbey |,
0

expresse p/ ™ em termos de /5.
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C: Expresse a matriz de transformacao de Lorentz do sistema LAB para o
sistema CM em termos de /s.

D: Estabelecga a relagao entre 645 € Ocy.

. Argumente que a definicao Newtoniana do sistema de centro de massa,

1

R=——— (i +7

my + ma (71 4 72)

perde seu significado nos processos de colisao de altas energias.

. Demonstre que a rotacao tri-dimensional, Eq.(33.27) satisfaz Eq.(33.32).

. Mostre que o produto de uma matriz tipo Eq.(33.27) e tipo Eq.(33.34) sat-
isfaz Eq.(33.32).

. Seja 1 um tri-vetor unitério,

sin @ cos ¢
n= | sinfsing¢
cosf

A: Mostre que os seguintes vetores,

sin ¢ cos f cos ¢
eg=| —cos¢p |, €= cosfsing
0 —sinf

e 17 formam uma base ortonormal.

oY

Verifique que {7, €1, € Jneste ordem forma um sistema dextrogiro.

C: Considere a matriz (3 x 3) formada de estes trés vetores,

nl sinfcos¢ sinfsing cosd
A=| el | =| sing —cosgp 0
er cosfcos¢ cosfsing —sind

Obtenha A~!. Mostre que a matriz A é a matriz que corresponde a
rotacao dos eixos tal que

novo eixo r — 1,
novo eixo y — €y,
novo eixo z — €s.
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D: Considere a matriz (4 x 4),

100 O v By 00 1 00 0
A~ 0 By v 00 0
|0 AT 0 0 10 0 A
0 0 0 01 0

Mostre que esta é uma transformacao de Lorentz. Que tipo de trans-
formacao de Lorentz ?

E: Mostre que
A= (Y Bt
By yant + eel +éxes )
ou ainda
Ao (Y Bt
By yant + (1 —nant) )

F: Qual é o quadri-vetor de uma particula vista de um sistema de refer-
éncia transformada pelo A do sistema de repouso dela?

G: Obtenha a matriz de transformacao de Lorentz para o sistema de re-
pouso de particula de massa m com o tri-momento,

Pz
P = Dy
Dz

10. Considere um foguete lancado com a velocidade v no instante ¢ = 0 na
posicao x = 0. Neste instante, também um pulso de luz é emitido de um
ponto fixo na posicao x = L na direcao do foguete. Seja T" o instante para
qual o sinal da luz e o foguete se encontram. Seja v,.; a velocidade relativa
do foguete e o sinal do luz. Entao, devemos ter

Vpa 1 = L7

mas sabemos que o resultado da adicao das velocidades para um sinal de
luz sempre é mesmo valor, ¢, portanto,

L
T=—.
c
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Isto vale mesmo para v — c. Portanto, dois sinais de luz, emitidos de uma
distancia L nas diregoes opostas se encontra no intervalo de tempo,

E correto o racocinio acima?
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Part IX
Processo de Espalhamento

Nas investigacoes de estrutura da matéria na escala microscépico, o uso de proces-
sos de espalhamento é um dos métodos experimentais mais bdsicos. A idéia é sim-
ples. escolhe o objeto de investigacao como alvo, e escolhe uma outra particula
como projétil. Seleciona energia incidente, e acerta o alvo pelo projétil. Obser-
vando como o projétil seja espalhado, obteremos informagao sobre o alvo.

Entretanto, note que nas experiéncias microscépicas, é normal que o tamanho
do objeto que queremos estudar ¢ muito menor que o limite de controle experi-
mental para “acertar” o alvo pelo projétil. Isto é, dentro da precisao de controle
da direagao do feixe incidente, praticamente o alvo passa qualquer lugar na vis-
inhanca do alvo com a mesma probabilidade. (A situagao é algo andloga a tentar
acertar um alvo de tamanho de lem na disténcia de 1000km no espago.) Assim, é
impossivel extrair alguma informacao sobre o alvo apenas lancamento de uma vez
s6. Lancamos muitas vezes o projétil e extraimos alguma informao sobre o alvo us-
ando o resultado de espalhamento do projétil. Desta forma, introduzimos conceito
probabilistico para o tratamendo de um processo de espalhamento. Além disto,
a fdeia acima de nao possibilidade de acertar o alvo em precisao sufuciente para
ter informagao do alvo se torna a questao intrinséca da dindmica microscépica no
regime da Mecéanica Quantica. Assim, o tratamento probabilistico de processo de
espalhamento é fundamental.

35. Secao de Choque

Numa experiéncia de espalhamento, a quantidade observavel bdsica é chamada
secao de choque. Vamos considerar a seguinte situacao. Prepare uma folha fina
contendo N alvos. Injeta um feixe ¢ de particulas nesta folha e observamos as
pariculas que sofrem espalhamento pelos alvos na folha. Seja C' o nimero de
particulas saindo da folha por unidade do tempo, espalhados pelos alvos. Defini-
mos a quantidade,

C

N¢
que é chamado de se¢ao de choque do alvo com a interacao do projétil. Vejamos
o significado desta quantidade.

o
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O fluxo ¢ é definido como o nimero de particula que entra numa unidade de
drea por unidade de tempo. Assim, o niimero de particulas que entra numa drea
A da folha por unidade do tempo é

dN, n
dt

Dentro destas particulas que entram, uma parte que batem no alvo e saim espal-
hadas. Qual é a porcao que batem nos alvos? Naturalmente, se uma paricula
entra na drea ocupada por um alvo, acontece o espalhamento.

— $A.

Seja S a drea do cada alvo. A drea total ocupada pelos alvos é N x .S. A probabil-
idade de acertar num alvo qualquer seria a razao da drea ocupada pelos alvos em
relacao a drea total. Assim, a probabilidade de acertar um dos alvos quaisquer é

N xS
A

Desta forma, temos o niimero de particulas espalhadas por unidade do tempo é
dado por

prob. =

N
C = N X prob.

dt

N xS
= ¢A
</5><A

= ¢x N xS.
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Assim, a secao de choque,

J— C J—
= N_¢ =
que é nada mais que a drea do cada alvo.

O conceito da secao de choque pode ser generalizado. Em vez de contar todas
as particulas espalhadas, podemos contar apenas as particulas que sofrem certo
tipo de espalhamento. De uma forma geral, a secao de choque é definida como
a taxa de transicao de um estado inicial para um determinado estado final por
unidade de fluxo incidente por colisao.

Na linguagem experimental, a taxa de transicao ¢ determinada pela contagem
de ocorréncia por unidade de tempo dos eventos especificados. Suponha que um
detector registra eventos de uma quantidade fisica, digamos «, (por exemplo,
angulo, momento, energia,..) dentro de um intervalo [a ,a + Aa ]. Seja AC' o
nimero de contagens que este detector registrou num intervalo de tempo At. A
secao de choque (parcial) do é entao calculada por

A AC
- AT Qs Nal'uo B ANZnC NalUO/A

o S,

Ao

(35.1)

onde ¢ representa o fluxo incidente, ANy, € N;,. 880, respectivamente, os
nimeros de alvos e particulas incidentes envolvidos no processo, e A é a drea
transversal do fluxo incidente. Note que Ao tem a dimensao de drea. Para A«
suficientemente pequeno, Ao fica proporcional a Aa. Assim, definimos a secao de

choque diferencial por

do . Ao
g AmAa (35.2)
A soma total desta quantidade em relacao a «,

do
= —d .
o /doz o (35.3)

¢ chamada de secao de choque total.

Vamos considerar um exemplo simples. Um fluxo de particulas puntiformes,
com massa m e energia Fj,., incide ao longo do eixo Z sobre uma esfera, fixa na
origem, de raio R com superficie rigida sem atrito. O fluxo incidente é definido
como o nimero de particulas que atravessam uma unidade de drea transversal
a direcao do fluxo por unidade do tempo e estd relacionado com a densidade
numérica de particulas, n, e sua velocidade, v,

¢ = vn. (35.4)
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O ponto importante é que as particulas incidentes se distribuem homogeneamente
no plano perpendicular ao fluxo nao sendo possivel identificar suas trajetérias in-
dividualmente3!. Devemos, portanto, tratar essa questao estatisticamente. Neste
exemplo simples, as particulas que colidem com a esfera, tendo o parametro de
impacto b, sempre se espalham com um angulo © (o angulo de espalhamento, ver
Fig. 28),

Fig. 28 Espalhamento elastico por uma esfera rigida.
sendo

O=7—2a=m—2sin"" (%) : (35.5)

Inversamente, se uma particula for espalhada com o dngulo ©, o parametro de
impacto da particula sera

A CAN )
b= Rsin (5 — 5) = Rcos (5> : (35.6)

Assim, o niimero de particulas espalhadas num intervalo de angulo, [0, 0 + dO]
tem de ser igual ao niimero de particulas que entram no intervalo, [b(0), b(© + dO)].
Pela condicao inicial, o nimero de particulas que entram neste intervalo por

3Tmagine a situacdo em que um feixe de elétrons incidindo a um alvo, por exemplo, um
cristal. As colisoes entre eletrons incidentes e dtomos do cristal podem ter todas as configu-
ragoes possiveis. Nao existem nenhum aparelho que aponta os elétrons incidentes numa precisao
microscépica a escala de dtomos. Alias, pela principio de incerteza da mecanica quantica, isto é
impossivel.
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unidade de tempo por alvo é dado pela drea multiplicada pelo fluxo,
AN, /At = 2wbdb X ¢ (35.7)

que é, por sua vez, igual ao niimero de particulas espalhadas no intervalo de d&ngulo
por unidade do tempo, isto é, a taxa de espalhamento por alvo. Assim, temos

do 1 AN, 1 9rb db

B - 5 AL 10 =2mb |5 (35.8)
©. 6 7
_ 2 . _ 2 .
= wR”cos Ssing = 2R sin ©. (35.9)

Esta quantidade é a quantidade integrada sobre o dngulo azimutal ¢ de 0 a 7.
Para um intervalo de [, 1) + dv)], temos que dividir por 2.
d*o 1 do

1,
d@dw—%%—zR sin ©.

Em termos de dngulo sélido, df) = sin ©dOdy), temos

do 1

— =-R’ 35.10
o0 que é constante (nao depende da diregao), ou seja, o espalhamento de particulas
puntiformes cldssicas por uma esfera dura é isotrépico.

A secao de choque total fica,

_fdo 1 o
0_/Ed9_4R x 4 = TR*, (35.11)

que é a drea transversal da esfera.
Este exemplo mostra que a secao de choque nada mais é do que a érea efetiva
do alvo visto pela particula incidente para um determinado processo.

Para um processo de espalhamento, sao os seguintes sistemas de referéncias
mais frequentemente utilizados.

e O sistema de Laboratério. Neste sistema de referéncia, o alvo B € inicial-
mente repouso e o projétil incide com a energia Er,, para o alvo.Durante o
processo, o alvo recebe a parte do momento do projétil e adquiri o moviento
no final. Este movimento é dito recuo. Neste sistema, a energia total é a
energia incidente (cinética) do projétil, pois o alvo estd em repouso no in-
stante quando o projétil é lancado bem longe do alvo. A energia potencial
entre o projétil e o alvo é nula neste instante (|74 — 75| — 00).
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Sistema Centro de Massa

Figure 35.1: Fig. 31 Espalhamento visto no Sistema de Referéncia Centro de
Massa

e O sistema de Centro de Massa. Neste sistema de referéncia, as duas
particluas, o projétil e o alvo incidem de dois lados de tal forma que o
momento total do sistema seja nulo. Neste sistema, o momento total ¢ nulo,

cM cM
ﬁ(A ) + ﬁ(B ) = 07

onde, como antes, utilizamos o simbolo (C'M) para indicar a quantidade

medida no sistema CM para distinguir da mesma quantidade observada no

sistema, Lab.

E evidente que o fendmeno fisico é idéntico nos dois sistemas embora as aparén-
cias sao diferentes. Qualquer quantidade observdvel num sistema de referéncia
sempre tem sua correspondente no outro sistema, embora os valores nao sao iguais.
Por exemplo, seja EX45) a energia incidente do projétil no sistema Lab. e a ener-
iga total no sistema CM seja E(“M). Naturalmente

E(LAB) ?é E(CM) )

Para relacionar as quantidades de um sistema de referéncia para o outro, as quan-
tidades bésicas sao a energia total e o momento total do sistema. Temos
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Lab:

1 £AB)\?
EEAD) S (ﬁA >) , (35.12)
Fo= (35.13)
1 2 1 2
g L (4CM>> — (4CM>) 35.14
2mA pA + 2mB pB ) ( )
P = g M =0 (35.15)

Qual é a transformacao do sistema LAB para o sistema CM? Para explicitar a
transformacao, devemos calcular a velocidade do sistema de referéncia do CM em
relagao ao sistema de referéncia LAB. A velocidade do CM é o momento total
dividido pela massa total,

oEAB) 1 ~LAB)
oM ma +mp
1 LAB
_ FLAB),

[ Fa
ma+mpg

Mas, por definicao, esta é a velocidade relativa do sistema de referéncia CM em
relacao ao sistema LAB. Assim, pela transformacgao de Gelilei, temos

df(CM) _ dF(LAB) _ (LaB)
dt dt oM

Os momentos ficam

(CM) dry
P dt

_ diy " am

_ ﬁ(LAB) _ ma ﬁ(LAB)
A ma+mp A
mp (LAB)
= — , 35.16
ma + meA ( )
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di§M)

dt
_ diy P )
= Mmp dt - UC'M

= B EaB) (35.17)

my +mpg

CM
by "

De fato, temos
L(CM) _ _ L{CM)
Pa = —Pp )

verificando a Eq.(35.15). Assim, a eneriga total do sistema como todo no sistema
de referéncia CM fica

1 2 1 2
plemy 2 (4OM>> L <—(CM))
ST Dy + s Dp

_ 11 1 40M>>2
N 2(mA+mB> (pA

1 mpg <]5(LAB)>2
2ma (ma +mp) U4

= B paB), (35.18)
ma +mp

Exercicio: Um carro A bateu com a velocidade v com outro carro B que estava
em repouso. Seja A um Mercedes. Em que caso que tenha um dano maior,
quando B é um onibus, ou um outro Mercedes igual, ou é um Ka.

Exercicio: Mostre que a energia no sistema de CM ¢ igual a energia relativa.

Exercicio: Obtenha as transformagoes (35.17) e (35.18) no rigime relativistico.

35.1. Angulos de Espalhamento

Quando discutimos o processo de espalhamento (ver a secdo Espalhamento de
Rutherford), introduzimos o &ngulo de espalhamento. O processo de espalhamento
de uma particula por um potencial fixo corresponde ao caso de 2 corpos com as
coordenadas relativas. O angulo de espalhamento © entao corresponde o dngulo
de espalhamento ©(©M) no sistema de referéncia CM, pois o movimento do Centro

de Massa do sistema é considerado fixo. Entao, qual é o dngulo de espalhamento
no sistema LAB, ©(/AB)?
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Note que o dngulo de espalhamento é sempre definido como o angulo entre
o momento incidente P4 e o momento final p' ', do projétil. Assim, o angulo de
espalhamento ©(*4B) no sistema LAB ¢é

LAB) J(LAB
~ )p( )

(LAB) __ Pa
cos © = —TAB) LB (35.19)
Py Pa
(&
ﬁ(CM) . ﬁ;(\CM)
cM) _ A
Pa "Pa

no sistema CM. Aqui, utilizamos a notagao para o modulo de momento p’ por

p=1pl.

Para obter a relacdo entre os angulos, ©(“45) e (€M) devemos eliminar os mo-

LAB) _ 4(CM
~(LAB) p( )

mentos finais p, . Estes momentos finais observados em dois sistemas

sao relacionados por

J(CM) ( AB) _,(LAB)>
Pa -
_ A ma (LAB)
pA m A+mp Pa
J(LAB ma LAB
= g A AR (35.21)

A
ma -+ mp

Se escolhemos o eixo x na direcao do momento incidente e o eixo y no plano de
espalhamento, entao, podemos escrever

LAB
ﬁ(A ):(%0)7

{(LAB rap) [ cos ©ULAB)
pf(l ) = pig : ( sin ©(LAB) ] (3522)
oM cmy [ cos ©CM)
pé : :p;(l : ( sin ©(CM) ) (3523)
onde
_ (LAB)
Po =Dy .
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Substituindo estas representagdes na Eq.(35.21), temos
ey [ cos©CMN gy [ cos OFAB) My Do
Pa sn@CM) | =Pa sin ©(LAB) mat+tmp\ 0 )
Vemos que o componente—y do momento fica invariante no sistema Lab e CM
pois a direcao de transformagao estd no eixo x. Temos

PO gin @CM) = tEAB) iy (LAB) (35.24)
Do componente z, temos
/(CM) (CM) ma _ ,/(LAB) (LAB)
cos © + = cos © . 35.25
Pa oA + Bpo Pa ( )

Dividindo os dois lados da Eq.(35.24) pela Eq.(35.25), temos
H(CM) G @(CM)

tan O LAB)  _ Da
p;(‘CM) cos OEM) + A p,
sin ©(CM)

= . (35.26)

(CM) ma Po
cos © + s e

No caso de espalhamento elastico, pela conservacao da energia, podemos provar
que o modulo do momento nao se altera pelo espalhamento,

P = pi. (35.27)
Utilizando a Eq.(35.18), temos

ma+mp (_(CM)

> 2 mp ( _(LAB)> 2
A = pA )
mamg ma (ma + mp)
ou
p/(CM) _ mp o
4 ma+mpg
Assim, no caso de um espalhamento elastico, temos
sin (M)
tan ©(F4P) = : 35.28
cos ©(CM) 4 24 ( )

Exercicio: Prove a Eq.(35.27).

Exercicio: Expresse tan ©(“™) em termos de ©(AB),

Exercicio: Obtenha a relacao entre os dngulos de espalhamento no regime rela-
tivistico.
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36. Espalhamento de Rutherford

O processo de espalhamento por um potencial inversamente proporcional a dis-
tancia radial é conhecido como o espalhamento de Rutherford. Este conceito foi
introduzido primeiramente pelo Rutherford em 1911 para explicar o comporta-
mento estralho do espalhamento de particula « pela uma folha fina de ouro.

Nesta epoca, a descoberta dos espectros atomicos e sua sisteméticos como rep-
resentados pelas virias séries, tipo Balmer, Lyman, etc vem desafiando pesquisadores
como problema de compreender a estrutura da matéria. Lembre que ainda a ex-
isténcia dos atomos nao tinha sido estabelicida. Por exemplo, um dos fundadores
da Mecanica Estatistica, Boltzman ja era defensor da origem atomica do calor,
mas muitos fisicos importantes, por exemplo, E.Mach, ou até M.Planck na epoca
nao tinham acreditados desta teoria. Junto com o descoberto de elétron em 1887,
a existéncia da certa estrutura microscépica da matéria ficou explicit, pois a pre-
senca de elétrons implica em a presenca de particulas com carga positiva que
compensam as cargas negativas dos elétrons.

Viérios modelos atomicos foram considerados. Mas o que colocou o final desta
histéria foi a experiéncia de espalhamento de particula « pela uma folha de ouro
muito fino, feita pelos dois disciplos de E. Rutherford, Marsden e Geiger (este
dltimo é conhecido também pelo contador Geiger). O que foi observado nesta
experiéncia é que na medida em que a particula o atravessa a folha de ouro, a
particula « fica defletida com grande dngulo, bastante frequéntemente. Este tipo
de comportamento nao pode ser esperado pelo modelo atomico de J.J.Thomson,
onde ele supds que as cargas elétricas positivos estao distribuidas continuamente
no espaco. O Rutherford demonstrou que se existe um nicleo, bastante pequeno,
praticamente considerado ponteforme comparado ao escala atomico, carregado
positivamente e tendo a massa grande, entao o resultado da experiéncia de Geiger-
Marsden seria explicado. Assim, foi lancado o modelo atomico de Rutherford.
onde os elétrons rodam a volta de niicleo, que tem a carga positiva Z.

36.1. Parametro de Impacto e o Angulo de Espalhamento

O que importa na descri¢ao de um processo de espalhamento é estabelecer uma re-
lacao entre o estado incidente do projétil ao seu estado final apés do espalhamento.
Uma quantidade importante para caracterizar o estado incidente do projétil é o
parametro de impacto. Para definir a configuracao do estado incidente, escolhe-
mos a direcao do momento do projétil como a direcao de eixo x e chamaremos o
eixo incidente. O processo de espalhamento é andlogo a tira-alvo usando um rifle.
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Quando miramos o alvo, a direcao da mira é o eixo incidente.

O que ocorre nos processos de espalhamento numa experiéncia microscépico
é que como o tamanho do alvo é muito menor que a resolucao da mira do rifle
(acelerador). Assim, mesmo a particula projétil entra na diregao de eixo de es-
palhamento, esta particula nao necessariamente estd mirado no centro do alvo.
Em outras palavras, a trajetéria incidente (movimento retilinear uniforme) estd
paralelo a eixo incidente mas nao necessariamente coincidente. A distancia en-
tre a reta da trajetéria incidente com o eixo x é dito o parametro de impacto e
usualmente denotamos com b. O parametro de impacto b = 0 representa a colisao
frontal ao centro espalhador. Quanto maior b, a trajetéria afasta do centro espal-
hador. Para um dado valor de b, podemos definir o dngulo de espalhamento O,
como o angulo entre o eixo incidente e a reta da trajetéria apés do espalhamento
para r — oo. Esta reta é chamada a trajetéria asimtética (veja a Fig. 25).

Fig. 25 Espalhamento e trajetdria asimtética

Se a energia incidente da particula é E, o momento incidente é dado por
pi = V2mEE,.

O momento angular é entao,
L = bp;. (36.1)

Exercicio: Prove a Eq.(36.1).

Vamos consider o processo de colisao entre o niicleo do alvo e a particula inci-
dente os quais interagem através de forga eletrostédtica. Como vimos, isto constitui
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um problema de dois corpos sem for¢a externa e, portanto, podemos separar o
movimento do Centro de Massa e podemos considerar apenas o movimento rela-
tivo, representado pelo o vetor de coordeandas relativas, 7. Em termos de coorde-
nadas relativas, a dinAmica de dois corpos se reduz como se fosse o0 movimento de
uma particula com a massa p com a carga ¢ seja injetada ao centro espalhador O
com a carga () localizado na origem (Fig. 25), onde p é a massa efetiva. A forga
que atua a particula incidente é

- qu

f= 4req 7“2

Assim, o problema é completamente andlogo ao caso de Movimento de Kepler,
exceto a substituigao,
qQ

—GM@m — =
47T€0

Note que ¢ pode ser negativo ou positivo. Esta possibilidade de mudénga do
sinal reflete na integral Eq.(26.19), ficando

+ (0 — 6y) / 36.2
0) \/ QWE  2uZ o2 ( )

Tz U=

Obviamente se Z > 0, para ter a integral real, devemos ter £ > 0, se nao, todos
os termos dentro do v fica negativo. Assim, para o caso de espalhamento de dois
cargas do mesmo sinal,

qQ > 0,

o potencial fica repulsivo e nao existe o estado ligado. A energia E tem que ser
sempre positivo. A integral do lado direito da Eq.(36.2) fica

d
(0 —6o) = / R 2
VEE 4 (82) — (u+ 12)
uZ
= cos ! i > |
BE | (42)

portanto temos




ou
1

2 |
4 () cos 0 - 00

0 = 0y é a posicao angular onde a distancia radial € menor e sem perder a gener-
alidade, podemos escolher 6y = 0. Daqui, adiante, escolhemos 6y = 0. Dividindo
o numerador e o denominador por 1 |Z| /L?, podemos escrever ainda

l

r =

— 36.3
" —sign (Z) + ecos (0)’ (36:3)
onde
L2
= 36.4
W 1Z] (36.4)
2F
e

| 1, Z>0
‘”9”<Z):{ -1 Z <0.

Para o movimento Kepler, Z < 0, e a Eq.(36.3) fica idéntica a Eq.(26.23).
Ja que r > 0, devemos ter

—sign (Z) + ecos (0) > 0.

Ou seja, o dominio de dngulo 6 permitido para o movimento real é dado por

cos (0) < ésign (Z2). (36.6)

Definimos )
Omax = COS (—sz’gn (Z)) :
€
e a solucdo da desigualdade (36.6) é dada por
_emax < 9 < emax-

Note que para Z > 0,
max 27
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e para Z < 0,

m
§<0max<7r-

Para 0 — 460,,.,, temos r — oo. A distAncia minima r,;, ocorre com 6 = 0, e fica

expressa por
L*/mZ
—sin(Z) +e€

T'min =

Exercicio: Esboce o grafico da Eq.(26.17), separando os casos Z > 0 e Z < 0.
Interprete o significado da diferenca entre os dois casos.

Por simplicidade, vamos considerar o caso Z > 0 (for¢a repulsiva). Neste caso,

1
O max = COS (—) )
€

Do grafico do exercicio acima, o d&ngulo de espalhamento © ¢é dado por

© = 7m—20h.

2172
= m—2cos [ 1/4/1 E].
T — 208 (/ t )

Podemos eliminar L em termos de b,
L=0bv2mE.

Assim, temos a expressao de dngulo de espalhamento em funcao de parametro de
impacto b no caso de potencial Coulombiano.

2
©=m—2cos " (1/\ /14 %lﬂ) (36.7)

Exercicio: Esboce o grafico de © = O(b) como a funcao de b e analize como esta
funcao varia quando muda a energia E. Distuta fisicamente o comporta-
mento.

A Eq.(36.7) também pode ser expressa por
t—=—> 36.8
cot 5 7 (36.8)
Exercicio: Prove a Eq.(36.8) a partir da Eq.(36.7).

301



36.2. Secao de Choque de Rutherford

Podemos agora calcular a se¢ao de choque diferencial de Rutherford. A férmula
da segao de choque em termos de parametro de impacto, Eq.(35.8) vale em geral
para um potencial qualquer, embora a Eq.(35.9) é o caso da esfera rigida. Para o
potencial Coulombiano, devemos utilizar a Eq.(36.8) no lugar da Eq.(35.5). Temos

e, portanto,

do
dO

bzicot9
2F 2’

db
2mh d—‘
27T(£)2cot9 1

2F 2  2gin
QW(E)QECOS%

2F QSiH?’%
QW(E)lein%cos%

2E) 2 sin* 9

>1 sin®
2| — | -~ ——=.
2F 4sm4%

Novamente em termos de angulo sélido, temos

o 11
dQ  2rsinfdO

1/ zZ\ 1
- 4\2E) sin*&
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A Eq.(36.9) é conhecido como a se¢ao de choque de Rutherford.

25

20

15

1/sin4(©/2)

0 'l ' 'l ' 'l 'l '

0 1 2 3 4
Fig. 29
Na Fig.29, mostramos a dependéncia angular da se¢ao de choque de Rutherford.
Embora para © ~ 0, existe um grande pico, a se¢ao de choque tem os valores
nao nulos para os grandes angulos até © = m. Um fato interessante da secao de
choque de Rutherford é que o pico na origem é muito agudo de tal forma que a
secao de choque total diverge,

do
- |
/deQ—>oo.

Exercicio: Interprete porque a secao de choque total diverge no caso de espal-
hamento de Rutherford.
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(Chapter head:)Pequenas Oscila¢oes em Torno do Ponto de Equilibrio e Modos
Normais
36.3. Hamiltoniana de Sistema de Muitos Corpos

Vamos considerar um sistema que é composto de n particulas interagindo pelas
forcas conservativas entre si. Em geral, a energia cinética é dada por

Por outro lado, a energia potencial em geral é uma funcao de n vetores,
V =V (7,7, .., 7).

A Hamitoniana do sistema, escrita em termos de coordenadas e suas velocidades
tem a forma

H = T+V

= H (7“1,7"2, s T,

dry dry - diw
e de v d )

As coordenadas (77,7, ..., 7,) constituem 3n variaveis. Para sistematizar a no-
tacao, vamos introduzir uma re-indexacao de varidveis,

@1 = T,

2 = Y1,

qg3 = Zi1,

qs = I,
gN-1 = UYn,

gN = Zn,

onde
N = 3n.

Assim, podemos escrever a Hamiltoniana como
H=H (Q1; q2,---, 4N ;q.b Cj27 ) QN ) .
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Note que a dependéncia em {¢;} vem da energia cinética e tem a forma bi-
quadrada,

I, .
H = §qTT q+V (q1aq27 5 gN )7

onde introduzimos N — vetor ¢ por
¢
G2
an
41
d p;
an
aq

Podemos também introduzir a gradiente,
_ | %
V,= ;

A equacao de movimento para o N—vetor q fica

d ..
pr (Tq) = V,V (q1,q2, - qn ) - (36.10)
Quando o sistema esteja em equilibrio, temos que ter
q=0

ou seja
Gi(t)=0, i=1,.,N. (36.11)

Em equilibrio, temos que ter também

VVi(g,q,...qv ) =0 (36.12)
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o que define a posicao de equilibrio,
%=q, 1=1,..,N (36.13)
O ponto P.; = (G1, 2, --., 4n) no espaco de coordenadas {¢;;i = 1, ..., N} é chamado

de ponto de equilibrio do sistema. Se a condic¢ao inicial do sistema for dada como

¢0)=aq, ._
{ 6: (0) = 0, i=1..,n (36.14)

a Eq.(36.10) garante as Eqgs.(36.13,36.11). Para um dado sistema, pode haver
mais de um ponto de equilibrio. Neste Capitulo, vamos estudar o comportamento
do sistema perto de ponto de equiliibrio.

37. Pequena Oscilagoes em torno do Ponto de Equilibrio

Vamos introduzir agora a transformacao de varidveis,

n=d— @ i=1,.m.

Isto é, a nova varidvel 7, mede a variacao da varidvel ¢; do valor do ponto de
equilibrio. A dindmica do sistema perto do de ponto de equilibrio é caracterizada
por pequenos valores destas varidveis. Podemos considerar a expansao em série de
Taylor da Lagrangiana em torno do ponto de equilibrio, também com pequenas
velocidades,

L(nlv --‘7777”7'717 ;77n)

- oL oL
z‘z—; { 04 Peg 04 Peq }
1~ 0L 0*L 0?
+= N+ 22— M+ = 1iM;
2 ; ; { 0q;0q; Poy ; 9q;04; P.q il 94;0q; Peq ! 77]}

onde

LO = L(q_b L) @17 07 e O)
e ¢ uma constante. Aqui, utilizamos 7}s como as novas varidveis dindmicas. O
termo

oL
dq;

n;
Peg
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da Eq.(37.1) é nulo devido a condigao do ponto de equilibrio, a Eq.(36.10).
E facil mostrar que o termo

" oL| .
; a% Peg 771

nao contribui para a equacao de movimento, pois este ¢ uma combinacao linear
em 7); com as coeficentes constantes. Podemos, portanto, redifinir a Lagrangiana
subtraindo da original este termo, sem alterar a equagao de movimento. Da mesma
forma, o termo constante Ly também pode ser desprezado. Analogamente, o termo

que é a derivada total de uma funcao.
Assim, a parte efetiva da Lagrangiana que determina o movimento do sistema
perto do seu equilibrio tem a forma,

S 1~ )
L(s oo s 0) = 5 > D ATy = Cignan } + O0p°), (37.2)

i=1 j=1

onde definimos

0*L
E] - . . y
aQian Peg,0
0*L
Cij = — .
aQian Peg,0

Em geral, quando a amplitude do movimento é pequena, podemos desprezar®? o

32Tsto ndo é sempre verdade. Por exemplo, no caso unidimensional, se a segunda derivada da
Lagrangiana for nula, temos que comegar com a terceira ordem. Ver a discussao adiante.
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termo superior em 7 da Eq.(37.2) e temos

o 1 o~ -
L0 o s oniln) = 5 > > ATy — Cigniny }

i=1 j=1
1 (di\" . (dif\ 1 4
= —|— | T|(—)—=z7Ci 37.3
Z(dt) (dt ol (37.3)
onde introduzimos a notagao vetorial,
Uit
R 2
n= . )
T,
Tn T,
T = ,
Tnl Tnn
Cn Cin
C=1": . (37.4)
Cnl Cnn

Note que as matrizes T e C sao simetricas e reais. A matriz T é chamada de
tensor de massa. Aqui, vamos supor que a matriz T é positiva definida??. Neste
caso, existe a matriz,

T1/2

33Uma matriz M ¢ dita positiva definida, quando a forma biquadrada

F(21,22,..,%,) = 21 MZ
é positiva definida para qualquer vetor

T
T2

8
I

Tn

308



tal que
T1/2T1/2 _ r:[\7

€ 0 seu inverso
T—1/2

Temos
Tfl/2TT—1/2 _ T71/2T71/2T1/2 -1

Vamos agora introduzir uma transformacgao de varidveis definida por
ij =T 2%
A Lagrangiana em termos de E fica

> dz\ d§ ! —1/2rmm—1/2 d§ Lor /o m-1/27
L(f,af) = (%) T /“TT o —55 T /°CT /¢

dENT [de\ 1, -
(%) (5)-3¢a

Q _ T71/2CT—1/2

1
2
1
2
onde

é uma matriz simérica. Assim, podemos diagonalizar-la por uma transformagao
ortogonal. Vamos denotar por M tal matriz ortogonal que diagonaliza a matriz

Q,

MTQM =D.
onde
dy 0 e 0
0 ds
| 0
0 --- 0 d,

¢ a matriz diagonal, cujos elementos diagonais sao dados pelos autovalores da
matriz Q.
Agora, vamos introduzir mais uma vez a mudanca de varidveis por

£ = ML
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A Lagrangiana para & fica

_ d¥

L(l’, E) =

Desta forma, a Equagao de Euler-Lagrange fica completamente desacoplada para
cada uma das varidveis, x;. Ou seja,

A solucao é

sendo
wA = di?

e A e B sao constantes que serao determinadas em termos de condigao inicial.

Qual é a relagao entre estas solugoes e as varidveis originais 77 7 Para ver
isto, vamos seguir de volta a sequéncia de virias mudéancas de varidveis que foram
introduzidas. Temos

T*1/2g
= T '°Mz

= S7Z.

=
|

Note que a matriz
S=T"*M

nao é ortogonal mas

SST — Tfl/ZMMTTfl/Q — T71/2T71/2
T

Vamos decompor esta matriz S em termos de vetores coluna da seguinte forma:

S = Uy Uy |-+ | Uy



Assim,

T
n = Uy Ug U, .
xn

= $1ﬁ1+$gﬁg+"'+$nﬁn.

Isto é, em termos das varidveis originais, a solugao é dada pela combinacao linear
dos vetores {u;;i = 1,..,n} com os coeficientes x;(t).
Em termos desta matriz, a matriz D estd escrita em termos da matriz C,

dy 0 0
p_sics— | " * ,

-

0 0 d,

Denotanto por v; o autovetor da matriz D de autovalor d; = w?, temos

D; = Wi, (37.5)
e, ele é dado explicitamente,
0 - .
/l_],i — 1 z—(<3s1_ma posicao (37'6)
0
Mas,
STCSv; = w?v;. (37.7)
Multiplicando (ST)f1 aos dois lados, temos
CSw = w?(ST) 7'
— w?(sT)'s7'sa, (37.8)
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e portanto temos

(wa — C) Sv; = 0. (37.9)
Isto é, o vetor
ST;
¢é o0 autovetor da matriz
(w}T —C)

com autovalor nulo. Em outras palavras, temos que ter

det |w;T —C| =0,

para qualquer w?. Assim, concluimos que os autovalores da matriz D, devem

satisfazer a equacao,
det ‘wQT — C| = 0.
Por outro lado, vemos que
Sv; = u;, (37.10)

portanto,
(W}T —C) @; =0. (37.11)

Em resumo, o pequeno movimento geral em torno do ponto de equilibrio de
um sistema é dada por uma combinacao linear do tipo,

i) = xi(t) @, (37.12)
i=1
onde

z; (t) = Ajet™i + Bie it (37.13)

e w; e U; satisfazem a Eq.(37.11). Als e Bls sao constantes e devem ser determi-
nadas em termos da condigao inicial do problema.
Em particular, se

A; = B; =0, "i, exceto i = i, (37.14)

entao,
(t) = x4, () U, (37.15)

¢ a solucao. Em outras palavras, se o movimento inicial estiver na direcao de
um dos s, entdo o movimento posteriror fica sempre nesta direcdo. Assim, os
vetores ;s sao chamados de modos normais do sistema.
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e O movimento geral do sistema em torno do ponto de equilibrio € uma com-
binacao linear dos modos normais.

Note que, se w; for real, ou seja se w? > 0, entdao o movimento de x; é de um
oscilador e oscilando em torno de x; = 0 com a frequéncia w;. Se w; for imagindria,
ou seja se w? < 0, o movimento da varidvel z; é a fungao exponencial, e exceto
para condicao inicial bastante especial, sempre tende a amplificar seu movimento
exponencialmente. Assim, o modo préprio 4; ¢ estdvel se w? > 0 e instdvel se
w? < 0.

O ponto de equilibrio é dito estdvel se nao existe nenhum modo inestével, ou
seja, se todos os modos for estaveis.

Quando ocorre

2 _
w; =0,

a solucao para amplitude do modo préprio correspondente fica

z; (t) = a+ bt. (37.16)
Fisicamente, este modo nao possui a forca restauradora quando uma pequena
perturbacao for applicada no ponto de equilibrio.
37.1. Exemplos
37.1.1. Exemplo I:

Vamos considerar um sistema de tres massas iguais num plano sem atrito, ligadas
por molas sem massa.

Tres massas ligadas por molas
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A Lagrangiana do sistema é dada por

P AN C A A
2 \ dt 2 \ dt 2 \ dt

k o koo
(|7 — 75| — 1o)? — 5 (17— 7| - lo)? (37.17)

—5 ([ = 71| = lo)* —

DO | 7

onde [y é o comprimento natural da mola. Para separar o movimento do centro
de massa, vamos introduzir a mudanca de varidveis,

_ 1, N .

R = 5(1+T2—|—T3),

,51 - Fl_FQJ

S R

P2 = 7"3—5(1+7"2)
Inversamente, temos

L =, 1, 1.

o= R+§P1_§ 25

r2 = R—Eﬂl—g 2

S 5, 2.

r3 = R+§p2.

Em termos destas novas varidveis, a Lagrangiana do sistema fica

N\ 2
_ 3 (dRY m (dp\" | m (dp,)
o2\ at 4 \ dt 3\ dt
3% ., B 1.
—pr — kps + klo {Ipl\ + 5P+ o

i

1., . 3
Y-, } SETNCIED

O centro de massa R é uma coordenada ciclica e portanto o momento total do
sistema é conservado. Podemos escolher, sem perder a generalidade,

dR
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e também podemos despresar o termo constante. Assim, a dindmica da parte nao
trivial do sistema é descrita em termos da Lagrangiana,

m (dp,\*
3\ dt

— 1—» —
kf 5+ klo {‘P1| + ‘591 — P2

m (dp,\?
L(py, pas prs p2) = Z<d—;)

3k

e i+ 7o

3

(37.19)

ME
2

O ponto de equilibrio é determinado pelo sistema de equagoes,

oL 1 26,07 1 16,0+ 7
oL _ k?pl ot ko p1 0 L 361,0 62,0 + 5P1,0 T P20 —0,
1 | g |Pl,o| 2 |§P1,o - Pz,o} } Pro+ on‘

(37.20)
oL 15.,—7p 15 ,+7
SRl = kg klg{ 2T P20 | DPOT 0t g (37.91)
0p, Eq. }501,0 — P20 ‘§P1 0o+ Pa 0|

Ja que p, e p, sdo linearmente independentes, a Eq.(37.20) se decompoe em
duas equacgoes,

_§ + l_o + l_o 1 + 1 =0
2 ‘ﬁl,{)‘ 4 }%51,0 - 52,0‘ ‘%ﬁl,o + /52,0| 7

1
- — t 73 — 0,
|§P1,0 - P2,0} ’501,0 + Pz,o’
e a Eq.(37.21) em
1 1
—2 —|— ZO 1= N — O,
|2P10 on} ‘2P1,0+P2,0‘
1 1
—17S = — 0. (37.22)
‘2910 on| ‘2/01,0+P2,0‘
Assim, temos
1. R 1. .
5:01,0 — P2o| = 5:01,0 + Pag| = lo,
|P1| = lo,
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e ainda concluimos que
P10 P20 = 0,

. 3
a0l = glo. (37.23)

Em fim, a configuracao das tres massas em equilibrio é um triangulo equilatero,
como ¢ de ser esperado intuitivamente. A orientacao do triangulo nao fica deter-
minada. Podemos escolher,

- 1

P10 — ZO 0 )

L V3, (0
p270_ 20 1 .

Agora, vamos calcular o tensor de massa T e o coeficiente C da forga restouradora.
Tomando a base como

pl,x
— pl Yy
q— ’

p2,:c

p27y

temos

1/4 0 0 0
B 0 1/4 0 0
T=m|y o 130 | (37.24)

0o 0 0 1/3

A matriz C é um pouco mais trabalhosa, mas um calculo direto leva ao resultado,

9/8 0 0 V3/4
c_rl© 3/8  V3/4 0

= 0 V34 12 0 (37.25)
V3/4 0 0 3/2
O autovalor d = w? pode ser obtida pela equacao,
det |w*T — C| = 0. (37.26)
ou,
@14‘”8 - ‘f—g 6+ 5%? ‘- 3%8& =0, (37.27)



onde w? = k/m. Assim, temos
w =0, £V6wo, +Vv/3wy. (37.28)

O modo normal com o autovalor w = 0 corresponde ao movimento do sistema
que gira o triangulo em torno do seu centro de massa sem deformar, isto é, como
um corpo rigido. Isto porque, para a rotagao do sistema em torno do seu centro
de massa nao existe a forca restauradora. Os outros dois modos modos normais
correspondem a vibragoes do sistema. Um ¢é a vibracao em escala do sistema sem
alterar a sua forma, e outro, a vibragao do dngulo entre os dois vetores, p; € ps.
Esta afirmacao deve ser confirmada obtendo os vetores de base para os modos
normais correspondentes.

Exercicio: Obtenha os vetores de modos normais correspondentes aos autova-
lores da Eq.(37.28) e analize seus significados.

37.1.2. Exemplo II:

Considere um sistema de n 4 2 massas iguais, ligadas em linha por molas iguais.
As massas se movem unidimensionalmente ao longo desta reta. As duas massas de
pontassao amarradas nas paredes e, portanto, iméveis. A Lagrangiana do sistema
&
n 2 n+1
1 ¢, k 2
L= M=) — — (¢, — ¢; 37.29
-1 .
Siu(%) -She-ay e
=1 =1
onde (; ¢ o deslocamento da i-esima massa da sua posi¢ao de equilirio. Aqui,
1 =0e1=n+1 correspondem respectivamente, & primeira e & tltima massa e,
portanto, seus deslocamentos sao nulos, ou seja,

Co="Cpy1 =0, (37.30)
e, assim,
% _ % _o. (37.31)
Desta forma, as varidveis, de fato, sao
C15Coyeees Cppe
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A equagao de movimento de Euler-Lagrange para ( fica
d*¢; .
Mﬁ =k (CiJrl - 2C’L + Cifl) y L= 17 PRLE (3732)

Vamos introduzir a notagao vetorial para o conjunto das varfaveis (;s por,

G
=1 ¢ |. (37.33)
Cn
Neste caso, podemos escrever a Lagrangiana na forma matricial,
M (al" al
=T —
L=—<{——=-(C 37.34
onde C é a matriz n X n,
2 -1 0 0
-1 2 -1
C=wg| o0 -1 0
: . .2 -1
o -~ 0 -1 2

com w? = k/M.

A matriz C é simétrica e tridiagonal. Isto é, todos os elementos de matriz
sao nulos exceto os dois lados da linha diagonal. Em geral, uma matriz simétrica
tridiagonal pode ser diagonalizada analiticamente como segue. Seja

a b 0 -0
b a :
A=10 0
: “.oa b
0 0 b a



uma matriz n X n simétrica e tridiagonal. Queremos resolver o problema de
autovalor,

AC =), (37.35)
Em termos de componentes, temos
bCp_1 +aC, +bC, 1 = Ay, k=1,...,n (37.36)
onde convencionamos que
Co = Cny1 = 0. (37.37)

A equacao de diferenga Eq.(37.36) pode ser resolvida em termos de ansatz®!,
¢, = sin (gk), (37.38)

onde ¢ ¢ um parametro a ser determinado. Substituindo este ansatz na Eq.(37.36),
temos

sin(q(k—1))+sin(q(k+1)) = usin (gk),
onde u = (A — a) /b. Utilizando a formula de adigao para dois senos,

2sin (gk) cos ¢ = usin (¢k)

Esta equacao é satisfeita para todo k sé se

2c08q =1 (: )\;a) , (37.39)

que determina o valor do parametro q.
Note que a condigao Eq.(37.37) para k = 0 é satisfeita automaticamente pela
ansatz (37.38) mas para satisfazer a condigao para k = n + 1 devemos ter

qg(n+1) = mm, (37.40)

onde m é um numero inteiro. Em outras palavras, existem varios valores de ¢
para os quais a Eq.(37.38) é a solucdo da Eq.(37.35). Vamos denotar o valor de ¢
corespondente ao valor m por ¢,,. Para um dado m # 0, temos

T
n+1

34 A palavra ansatz ¢ vem do alemdo, significando uma solucdo advinhada de um problema,
seja exata, seja aproximada. Muitas vezes, utilizamos um ansatz contendo alguns parametros a
ser determinados.
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e consequentemente devemos ter

U = U,y = 2C0S

T
. 42
- 1m (37.42)

Esta equagao impor uma condicao para o valor de A. Assim, para um dado m, o
autovalor \ é determinado por

A = a + 2bcos — . (37.43)

n +

Note que existem n diferentes valores de \,, para m =1, ..., n.
Aplicando o resultado acima para nosso problema original, temos

= 27
b = —1,
e, portanto, os autovalores sao
Am =2(1—=cosqn), m=1,..,n (37.44)
e o autovetor correspondente para A, é
sin (gm)
sin (2¢,,)
- 1 :
Cn = 7= (37.45)

VZ, | sin (kqm)

sin (ng,)
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onde Z,, é a constante de normalizacao e determinada por

k=1

B i 1 — cos (2gmk)

k=1 2
= 2—lznzcos@q k)
2 2 — "
~n lcos((n+1)gn)sinngy,
T2 2 sin A,
n  1cos(mm)sin SeTm
T 22 sin g,
~n lcos(mm)sin(mm — g)
T2 2 Sin gy,
~ n+l
= —

onde utilzamos a férmula?,

En:cos rk = cos (n ;_ 195) sin (gx> / sin (g) (37.46)
k=1

para x arbitrario. Com esta normalizacao, podemos provar, analogamente, que

T -
Cm " G = O, (37.47)

ou seja, o conjunto de vetores, Eq.(37.45), m = 1, ..n, forma uma base ortonormal.
Podemos escrever um vetor arbitrario ((¢) dependente no tempo em termos de uma
combinacao linear destes vetores base,

35Prove a Eq.(37.46). Também prove

nt 133) sin (gx) / sin (g) .
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onde 7;.s s@o as coeficientes dependentes no tempo,
My = T (1) (37.49)

A componente do vetor 5 , C, fica

. 1 2 < Tmk
o= Y msin ) = 4 S sin
m=1 Zm n + ]- m=1 n + 1

A Eq.(37.48) pode ser vista como a mudanca de varidveis de {(,} para {n,,}.
Substituindo a Eq.(37.48) na Lagrangiana, a Eq.(37.34) e utilizando a propriedade

). (37.50)

ortonormal dos vetores {Cm}, temos

_M - an,, 2 2 9

m=1

onde w = k/M e
2 4

Am = 2(1 — cos q,,) = 4sin 7m

Assim, temos a solugao para 7),, por
N = Am sin Cdmt + Bm COS wmt,

com
™ m

W = 2wpsin | =———— | . 37.51

0 <2n+1> (37:51)
Desta forma, vemos que o sistema de n + 2 massas ligadas pelas molas iguais,
com a condigao de contorno, Eq.(37.30) tem os modos normais de vibragdes com
frequéncias dadas pela Eq.(37.51). Em geral, a solu¢do da equagao de movimento
fica escrita pela combinacao linear das solugoes correspondente a modos mormais,

n
—

Z [A sin (wWint) 4+ By, o8 (wit)] (s (37.52)

m=1

onde as coeficientes A,, e B,, sao determinadas pela condicao inicial do sistema.
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