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PRIMEROS CONCEPTOS DE ANALISIS COMPLEJO

Prélogo

El andlisis complejo cldsico es un 4rea que ha sido desarrollada
principalmente a partir del siglo XIX. Esta area de la mateméatica no ha
detenido su desarrollo alli sino que ha continuado creciendo desde entonces.
En la actualidad existen importantes trabajos de investigacion sobre temas
correspondientes al andlisis complejo, como asi también investigaciones
relacionadas a otras 4reas del conocimiento que hacen uso de los temas y
resultados de este, como por ejemplo en el campo de la Fisica.

Este libro estd basado en las notas de clase que los autores redactaron para los
cursos de Analisis 111, de la carrera de Licenciatura en Matematica de la Univer-
sidad Nacional de La Pampa, y de Variable Compleja y Andlisis de Fourier, de la
carrera de Licenciatura en Matematica de la Universidad Nacional de Rio Cuarto.
Los resultados expuestos en este libro corresponden a un curso introductorio de
la teoria de funciones de una variable compleja, y como tal se busca transmitir al
estudiante la habilidad para calcular limites, derivadas, integrales, series de po-
tencias, la comprension intuitiva y su relacién con otras ramas de la matemaética,
todo esto con el fin de prepararlos para cursos posteriores.

Es nuestra intencién en este material, poner el acento en el rigor de las deduc-
ciones y en los aspectos conceptuales, sin dejar de lado la intuicién de los
estudiantes acerca de los conceptos del andlisis complejo. Esto es, tratar de que
el/la estudiante se convenza de que la precisidon y el rigor no constituyen ni
obstaculos para la intuicién ni tampoco fines en si mismos, sino simplemente el
medio natural para formular y tratar las cuestiones mateméticas. Aunque ésto
implique mucho trabajo tanto para el profesor como para el estudiante, creemos
que a futuro tiene, en el mejor entendimiento del tema, su recompensa, tanto para
el que esta interesado en las aplicaciones como para el que desee introducirse en
las matematicas superiores.

Los temas desarrollados en este libro son bien conocidos y estin basados en
varios textos clasicos, los que a nuestro entender dan mds rigurosidad y com-
prensioén del tema, pero que al mismo tiempo, no escapan de nuestro objetivo
principal que es brindar un texto introductorio.

Los contenidos estan desarrollados en 7 capitulos. En el capitulo 1 introduci-
mos los nimeros complejos, operaciones de suma y producto entre ellos, que le dan
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una estructura de cuerpo, y sus propiedades algebraicas mds relevantes. Otras no-
ciones importantes que estudiaremos son la de médulo y argumento de un nimero
complejo.

El capitulo 2 estd dedicado al estudio de las nociones topoldgicas en el plano
complejo. Como podemos identificar isomérficamente a C con R?, muchas de
las nociones consideradas aqui son similares o totalmente andlogas a las nocio-
nes topoldgicas estudiadas en el plano real R? en un curso de andlisis en varias
variables.

En el capitulo 3 tratamos algunos hechos elementales sobre series infinitas en C
que tienen una gran analogia a series infinitas en R. Seguidamente, damos la de-
finicién y propiedades basicas de una serie de potencias, y desarrollamos algunas
herramientas esenciales sobre estas.

En el capitulo 4 estudiamos el concepto de funcién analitica, el cual podria defi-
nirse, a grandes rasgos, como el tema principal de estudio del andlisis complejo.
Para ello desarrollaremos el concepto de diferenciabilidad de funciones complejas
y luego nos enfocaremos en algunas de las funciones complejas elementales mds
usuales. Ademds, introduciremos el concepto de aplicaciones conformes y en par-
ticular hacemos hincapié en una de ellas llamadas Transformaciones de Mdobius.
En el capitulo 5 mostramos uno de los resultados principales de este texto, cono-
cido como el Teorema de Cauchy, el cual es central en el desarrollo subsiguiente
de la teorfa y sus aplicaciones, tales como el Teorema de Liouville, el Teorema de
Morera, el Teorema Fundamental del Algebra, entre otros.

En el capitulo 6 retornamos con los topicos de series, mds precisamente series de
funciones. Estas herramientas nos permiten concentrarnos en las series de Tay-
lor y de Laurent. También mostraremos un resultado fundamental en la teoria de
funciones de una variable compleja conocido como el Principio de Prolongacién
Analitica.

En el capitulo 7 prestaremos especial interés al comportamiento de las funciones
que no son diferenciables en un punto pero si en un entorno suyo. En conexién con
estos tépicos, incluimos el Teorema de los Residuos y sus aplicaciones al cilculo
de integrales impropias.

| 10



Capitulo

Numeros Complejos



El objetivo de este primer capitulo es introducir los niimeros complejos, opera-
ciones de suma y producto entre ellos que le dan una estructura de cuerpo, y sus
propiedades algebraicas mas relevantes. Otras nociones importantes que estudia-
remos son la de médulo y argumento de un niimero complejo. Muchas de las
demostraciones a las afirmaciones de este capitulo no son dadas ya que no re-
presentan dificultad y son un buen ejercicio para el estudiante que se inicia en el
estudio del andlisis complejo.

1.1. Un poco de historia

La primera referencia conocida para calcular raices cuadradas de nimeros nega-
tivos proviene del trabajo de los matemadticos griegos, como Herén de Alejandria
en el siglo I antes de Cristo, como resultado de una imposible seccién de una
pirdmide.

Los complejos se hicieron mas patentes en el Siglo XVI, cuando la bisqueda de
férmulas que dieran las raices exactas de los polinomios de grados 2 y 3 fueron
encontradas por matematicos italianos como Tartaglia y Cardano. Aunque solo
estaban interesados en las raices reales de este tipo de ecuaciones, se encontraban
con la necesidad de lidiar con raices de nimeros negativos. El término imaginario
para estas cantidades fue acufiado por Descartes en el Siglo X VII, debido a que
eran considerados como fantasmas de otro mundo, por carecer de representacion
real.

En 1796, Wessel escribié su primer y tnico documento matematico en el cual
expresaba la interpretacion geométrica de los nimeros complejos y lo present6 en
una reunién de la Real Academia Danesa el 10 de marzo de 1797. La existencia
de los nimeros complejos fue recién aceptada después de 1799, momento en que
este documento fue publicado, y luego de ser redescubierto y popularizado por
Gauss unos afios después. La implementacion mas formal, con pares de nimeros
reales fue dada en el Siglo XIX.
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1.2. Introduccién a los niimeros complejos.
Forma binémica

Supongamos que queremos resolver la ecuacion

22 4+1=0. (1.1
Nos encontramos entonces que 2> = —1 y no existe ningiin nimero real que
verifique tal condicién. Introducimos entonces un nuevo nimero ¢ de manera que
verifique la ecuacién (1.1), esto es,

i2=—1.

Este nimero, del que todavia no hemos apuntado sentido alguno, debe satisfa-
cer las propiedades algebraicas usuales de suma y producto de nimeros reales.

Entonces, las siguientes identidades se verifican: i =1,i =4, 2 = —1,

i3 = ii® = —i,i* = i%i®> = (=1)(—1) = 1, y a partir de estas todas las po-

tencias se repiten, teniéndose que
n __ -k _
=1, n=20,1,2,3,...

donde k es el resto de la divisién de n por 4, es decirn = 41+ k conl € NU {0}
y0<k<3.

Definicion 1.2.1. Definimos un niimero complejo como una expresion de la forma
z = a + bi, donde a,b € R. Dicha manera de escribir un nimero complejo se
denomina forma binomica. Llamaremos a a la parte real de z y lo denotaremos
por Re(z) = ay a b lo llamaremos la parte imaginaria de z y lo denotaremos por
Im(z) = b.

De esta manera, si operamos formalmente tenemos que las soluciones de la ecua-
cién z? — 2z +2 = 0 son

2+v—4 2+VA/-T 244 -
€Tr = = = = Z’
2 2 2
con lo que puede resolverse cualquier ecuacion algebraica de grado dos.
Si la parte imaginaria de un niimero complejo es nula, éste resulta un nimero real,
mientras que si la parte real es nula, el nimero complejo es llamado imaginario
puro.

| 14
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Observemos que si z = a + bi y w = ¢ + di son niimeros complejos y tenemos
que a + bt = ¢ + di, entonces usando las leyes ordinarias del célculo algebraico
obtenemos que a — ¢ = (d — b)i. Luego elevando al cuadrado ambos miembros
nos queda que (a —c)? = (d—b)%i2. Con lo cual (a — ¢)? = —(d — b)2. Pero esto
solo es posible si a = ¢y b = d. Por lo tanto, podemos identificar los nimeros
complejos como pares ordenados de R? donde la parte real sea el eje = y la parte
imaginaria sea el eje y (véase la Figura 1.1). El conjunto de todos los niimeros
complejos lo denotaremos por C y es evidente que R C C. Esta extension de los
nimeros reales a la de los nimeros complejos es la més natural si se quiere que
toda ecuacion polindmica tenga raices.

1.3. Operaciones con niimeros complejos

Vamos a dotar al conjunto de los nimeros complejos de dos operaciones, una
llamada suma y la otra producto, de tal manera que el conjunto C con estas ope-
raciones tenga estructura de cuerpo conmutativo en el cual R sea un subcuerpo de
él

Para definir la suma tomamos como idea la idenficacién hecha anteriormente de
C con el plano real.

Definicion 1.3.1. Dados los nimeros complejos z = a + biy w = ¢ + di,
definimos su suma como z + w = (a + ¢) + (b + d)i (véase la Figura 1.2).

Atendiendo a la definicién de suma de vectores en el plano real, las propiedades
de la suma son las siguientes.

Proposicion 1.3.2. La suma verifica las siguientes propiedades:

(S1) Propiedad conmutativa. Si z,w € C, entonces z + w = w + z.

Im(z)

Figura 1.1: El plano complejo.
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(S2) Propiedad asociativa. Si z,w, v € C, entonces (z+w)+v = z+ (w+v).

(S3) Propiedad del elemento neutro. El nimero complejo 0 = 0 + 0z, es el
elemento neutro para la suma, es decir, si z € C entonces z + 0 = z.

(S4) Propiedad del opuesto. Si z = a + bi € C, existe su elemento simétrico
—z = —a + (—b)i, que también escribiremos —z = —a — bi (véase la
Figura 1.3).

Con estas cuatro propiedades se dice que (C, +) es un grupo abeliano.
Demostracion. Las demostraciones son obvias y se dejan al lector.

En la Figura 1.4 se muestra la representacion geométrica de la suma de un nimero
complejo z y la del opuesto de un niimero complejo w. En este caso, como es
usual, llamaremos a z+(—w) la diferencia de z y w y lo denotaremos simplemente
por z — w.

Es importante darnos cuenta que cuando los niimeros complejos no tienen parte
imaginaria, entonces la suma de nimeros complejos es la suma de nimeros reales
que ya conocemos. Por lo tanto, (R, +) es un subgrupo de (C, +).

Esta dltima idea la tendremos también en cuenta a la hora de definir el producto
de niimeros complejos.

Definicion 1.3.3. Dados los nimeros complejos z = a + bi y w = ¢ + di,
definimos su producto como zw = (a + bi)(c + di) = ac — bd + (ad + bc)i.

Como puede observarse, si tanto b como d son nulos, recuperamos el producto
usual de los nimeros reales.

Proposicion 1.3.4. El producto verifica las siguientes propiedades:

(P1) Propiedad conmutativa. Si z, w € C, entonces zw = wz.

Im(z)

Re(z)

Figura 1.2: Suma geométrica de nimeros complejos.

| 16
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(P2) Propiedad asociativa. Si z, w, v € C, entonces (zw)v = z(wv).

(P3) Propiedad del elemento neutro. El nimero complejo 1 = 1 + 04, es el
elemento neutro para el producto, es decir, si z € C entonces 1z = z.

(P4) Propiedad del inverso. Si z = a+bi € C\ {0}, existe su elemento inverso

-1__%* _ _b .

2T 2R praws A

(P5) Propiedad distributiva. Si z, w,v € C, entonces z(w + v) = zw + zv.
Demostracion. Las demostraciones son obvias y se dejan al lector.

Con las propiedades (S1)-(S4) y (P1)-(P5) se verifica que (C, +, -) tiene estructura
de cuerpo conmutativo y del cual (R, +, -) es un subcuerpo.

Como es usual, se pueden definir las potencias enteras de nimeros complejos
como sigue. Primero procedemos de manera inductiva para todos los niimeros
enteros no negativos de la siguiente manera:

1 sin=20
n __ 9
z _{n—l

z z sin > 1.

Ahora si n es un entero negativo, entonces 2" = (z7")7 L,

1.4. El conjugado de un nimero complejo

Definicién 1.4.1. Sea z = a + bi € C. Definimos su complejo conjugado como
Z = a — bi (véase la Figura 1.5).

La demostracion de las siguientes propiedades son obvias y se dejan al lector.

Proposicion 1.4.2. El conjugado tiene las siguientes propiedades:

R
g z=a-+bi

Re(z)

—z=—a—b

Figura 1.3: Opuesto de un niimero complejo.
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(C1) Si z € C, entonces Z =2z

(C2) Siz,w e C,entonces z + w = z + w.

(C3) Siz,w € C, entonces zw = z w.

(C4) Siz e C,entonces z +z = 2Re(z) y z — z = 2Im(2)i.
(C5) Siz € C, entonces zz € R.

(C6) Siz € R, entonces z = z.

El uso del conjugado es muy util en algunas ocasiones. Por ejemplo, si z € C\{0},
tenemos que su elemento inverso puede escribirse como

1.5. Moédulo y argumento de un nimero complejo

Ya vimos que los niimeros complejos pueden identificarse con el plano R2. En
virtud de esta identificacién, a todo nimero complejo z # 0 podemos asociarle un
moédulo y un argumento o dngulo que forma el vector determinado por el nimero
complejo con el eje real.

Definicion 1.5.1. Sea z = a + bi € C. Definimos su mddulo como |z| :=

Va2 + b2.
Proposicion 1.5.2. El médulo tiene las siguientes propiedades:
(M1) Si z € C, entonces |z| > 0. Ademds |z| = 0siy solo si z = 0.

(M2) Si z € C, entonces |z|* = 2Z.

Im(z)

AN
B z—w
~

Re(z)

Figura 1.4: Diferencia de nimeros complejos.
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Im(z)

Re(z)

Figura 1.5: Conjugado de un nimero complejo.

(M3) Si z € C, entonces [Re(z)| < |z] y [Im(z)] < |z|.
(M4) Si z,w € C, entonces |zw| = |z||w|.

(M5) Siz € C\ {0}, entonces |z~ !| = L.

|21

(M6) Si z,w € C tal que z # 0, entonces ‘%‘ = |—|‘

|z

(M7) Desigualdad de Cauchy-Schwarz. Si z,w € C, entonces |[Re(zw)| <
[2llwly Im(zw)| < |z]fwl.

(M8) Desigualdad triangular. Si z, w € C, entonces |z + w| < |z| + |w].

Demostracion. Las demostraciones de (M1)-(M6) son obvias y se dejan al lector.
Para ver (M7), observar que por (M3) y (M4) tenemos

[Re(zw)| < [zw| = |z[|w] "y [Im(zw)| < [zw] = [2]|w].

Im(z)

S

|
|
|
|
|
|
a  Re(z)

Figura 1.6: Médulo y argumento de un nimero complejo.
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Finalmente, (M8) sigue de las Proposiciones 1.3.2, 1.3.4, 1.4.2, (M2) y (M7). En
efecto, como

lz+w? = (z+w)(z 4+ w) = (2 + w)(Z + D)
= 2Z 4w + 20 + Zw = |2|* + |w|* + 7w + zw
= |2* + [w]? + 2Re(2w) < [2]? + [w]* + 2|z[[w]
= (l2| + [w))?,

tomando raiz cuadrada a ambos miembros obtenemos la prueba.
Pasemos a continuacién a introducir el argumento de un niimero complejo.

Definicién 1.5.3. Sea z € C\ {0}. Un nimero real # se dice un argumento de z
si se verifica que

Re(z) = |z|cos(f) e Im(z) = |z|sen(h).

Observar que si 8 es un argumento de z, cualquier multiplo de 27 mas 6 también
es un argumento, por lo que el conjunto de los argumentos serd

arg(z) = {6 € R : Re(z) = |z| cos(#),Im(8) = |z| sen ()}
= {Arg(z) + 2km : k € Z},

donde Arg(z) denotard el dnico argumento comprendido entre (—, 7], llamado
argumento principal .

Es inmediato ver que en cada intervalo de la forma (a, a + 2], donde o € R,
hay un tnico argumento de un complejo no nulo. Este ndmero es denotado por

arg,(2).

1.6. Formas polar y trigonométrica de un nimero com-
plejo
Cuando definimos el producto entre nimeros complejos se habra notado que no

dimos una interpretacién geométrica de este, como si lo hicimos para la suma.
Recordemos que la férmula para el producto es dada por

(a + bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad — be)i.

El lado derecho de esta expresion, resulta realmente dificil de interpretar usando
el sistema de coordenadas cartesianas. Para solventar este problema, requerimos
el uso de otro sistema de coordenadas. Veremos como la trigonometria nos servira
de herramienta para resolver este problema.

| 20



PRIMEROS CONCEPTOS DE ANALISIS COMPLEJO

Sea z = a + bi # 0. Por la Definicién 1.5.3 sabemos que a = |z|cos(f) y

b = |z| sen(#), siendo 6 un argumento de z (véase la Figura 1.6). Entonces, z se
puede escribir como

z = |z|cos(0) + |z| sen(0)i = |z|(cos(0) + sen(0)7).

Definicion 1.6.1. Un nimero complejo z # 0 se dice que estd en forma polar si
z = |z|p con O € arg(z). Se dice que esta en forma trigonométrica si se escribe

como z = Jz\eie con 6 € arg(z), donde e’ es una abreviacién de cos(#)+sen()i,

esto es, € = cos(#) + sen(f)i. Esta tltima igualdad es llamada la férmula de

Euler.

Ambas formas tratan de escribir el mimero complejo dependiendo de su médu-
lo y su argumento, al igual que las coordenadas polares en R2. La eleccién del
simbolo % para denotar cos(#) + sin(6)i no es arbitraria y quedard justificada en
la subseccion 4.4.1 del Capitulo 4.

Las formas polar y trigonométrica son Utiles para trabajar con el producto, poten-

cias y raices de nimeros complejos, como veremos a continuacién. Sean z,w €
C\ {0}, 0 € arg(z) y ¢ € arg(w). Si los multiplicamos en forma trigonométrica
tenemos que

2w = |z[e?|w|e

= |z|(cos(0) + sen(B)i)|w]|(cos(p) + sen(y)i)

= |z||w|(cos(0) cos(p) — sen(f) sen(p) + (cos(0) sen(p) + cos(p) sen(h))i)
= |z||w|(cos (0 + @) + sen(8 + ¢)i)

= |z|w|e"+?)

En forma polar, hacer una multiplicacién de nimeros complejos es basicamente
multiplicar los médulos y sumar los argumentos, esto es

zw = (|z[[w])o1-

Con lo cual, ahora es més sencillo interpretar geométricamente el producto de
nimeros complejos. Veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.6.2. Consideremos los niimeros complejos z = %e

Entonces, zw = 361%7r (véase la Figura 1.7).

. _ . AP
Observemos que si . € N, entonces 2" = ([z("),, ysiw # 0, 2 = (W>9ﬂp'

. . n o /loin

Igualmente si n es un entero negativo, tenemos que 2" = (|z["), p.

Las coordenadas polares también son utiles para obtener las raices n-ésimas de
. . 1. .

un nimero complejo. Sean € N, si z # 0, tenemos que w = z» siy solo si

z = w". Entonces

(lw["),, =w" =2z =zlp, donde 6 €arg(z) y ¢ € arg(w).
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Im(z)

[\)

-2 -1 1 2 Re(z)

Figura 1.7: Producto de nimeros complejos.

De aqui,

1 0 + 2km
ul= ety =TT gz

Ahora bien, si £ ¢ {0,1,...,n — 1} tenemos que k& = nl + p, donde p €
{0,1,...,n —1}. Asi

0+ 2k 0+ 2(nl 0+ 2
+2km 6+ (n +p)7r: + ]97r_~_217r7

n n n

con lo que todos los argumentos de las raices son
0+ 2k
L A
n

Por lo tanto, las raices n-ésimas de z son

o = (|Z’%>9+2kﬂ’ k=0,...,n—1L (1.2)

Ejemplo 1.6.3. Encontremos las raices quintas del niimero complejo z = e's.
Aplicando la férmula de la ecuacién (1.2), obtenemos que las cinco raices de z
son (véase la Figura 1.8).

B

wp = €

-
ot

i L ;13
s u)lzellf)ﬂ-7 wo = € 15

1.7. Conjuntos en el plano complejo

Denotemos por L a una linea recta en C. De la geometria analitica elemental,
sabemos que L estd determinada por un punto en L y un vector direccidn. Asi, si
w € Lywv # 0es su vector direccion, tenemos

L:{zE(C:z:w—i—tv,te]R{}:{ze(C:Im<Z—w>: }

[
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Im(z)

w1

wy,
wo

w3

Figura 1.8: Raices quintas de z = ¢'5.

Veamos ahora qué representan los conjuntos
H, = {zE(C:Im(ﬂ) >0} y Ky = {zeCzlm<z_w) <0}.
v v

Hy

\9

Figura 1.9: Semiplano Hj.

Consideremos primero el caso w = 0 y supongamos que v = |v],. Si z = |z]g,

Luego, Im (%) > 0 siysolosisen(f — ) >0, estoescuando p <0 <7+ .
Entonces H es un semiplano limitado por larecta{z €C: Im (%) =0} := L.
Mads precisamente, el semiplano que queda a la izquierda cuando camino a lo largo
de la recta L en la direccién de v.

Es fécil ver que H,y = w + Ho= {w + v: v € Hy}, es decir H,es la traslacién de
Hy por w. Por lo tanto, H,, es un semiplano que vive a la izquierda de L. De
manera similar, K, es un semiplano que vive a la derecha de L.
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Abhora introduciremos de manera breve otros objetos geométricos en el plano com-
plejo que usaremos repetidamente a lo largo del libro.

Definicion 1.7.1. Seanw € Cy r, s > 0. Llamaremos disco abierto de centro w 'y
radio 7 al conjunto D(w, ) := {z € C : | z—w |< r}. Llamaremos disco cerrado
de centro w y radio r al conjunto D(w, r) := {z € C : | z—w |< r}. Llamaremos
anillo con centro en w de radios s y 7, s < r, al conjunto A(w, s,r) := {z € C:
s <| z —w |< r}. Llamaremos disco punteado con centro en w y radio r al
conjunto A(w,0,r) :={z€C: 0<|z—w |<r}

A(w, s,7)
D(w,r) D(w, s) A(w,0,7) y N
TN -~ / \
7/ N /7 N 7 TN \
/ r / r \7\ \
| ./\\ | /\ { | o
\ w / \ w / \ N W/ /’
N7 N7 A\ —— J
N -

Figura 1.10: Discos y anillos

Observacion 1.7.2. Observemos que los puntos sobre la circunferencia de centro
w y radio 7 no pertenecen a D(w, r), y D(w,r) contiene todos los puntos inte-
riores de la circunferencia de centro w y radio r, méas todos los puntos sobre ella.
Ademds, A(w, s,r) = D(w,r) \ D(w, s).

1.8. El plano complejo extendido

En un curso de andlisis real se define la recta real extendida como

R =R U {o0, —00},

de forma tal que las operaciones suma y producto en R son extendidas a R pro-
longando la relacién de orden usual.

El caso complejo tendrd un desarrollo bastante similar. Como motivacién, consi-
deremos la proyeccién estereografica, que consiste en proyectar el plano complejo
C, sobre la esfera unitaria

S? = {(x1,29,23) €ER® :x? + 23 + i =1}

con la proyeccién de centro el polo norte, digamos N = (0,0, 1).

En la Figura 1.11 observamos que la imagen del punto z € C se proyecta sobre
la esfera en el punto Z € S2. También remarcamos que esta proyeccién es inyec-
tiva, pero no es sobreyectiva ya que el polo norte no es imagen de ningtin punto
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del plano complejo. Si queremos que la proyeccion esteografica sea biyectiva, de-
bemos agregar un elemento a C. Por otro lado, no es dificil observar que N es el
limite de la proyeccién, cuando |z| — oo.

Figura 1.11: Proyeccién estereografica.

Definicion 1.8.1. Se define el plano complejo extendido como el conjunto C,, =
C U {oo}.

Explicitemos ahora la proyeccion estereografica. Sean
z=x+yi, Z=(x1,z2,23) y {(1—-1t)z,(1—12t)y,t):teR},

la recta que pasa por z y IN. Para encontrar las coordenadas de Z debemos hallar
el valor de ¢ para el cual la recta interseca la esfera S2. Entonces

1=1—-t)222+ (1 -2 +12= (1 - )Yz + %,

y por lo tanto 1 — ¢2 = (1 — t)?|2|2. Como z # oo y t # 1, conseguimos

2> — 1
t= .
212 +1
Luego
2z 2y 2|2 -1
o0 equivalentemente
247z —i(z —2) 2|2 -1
T1= 19 1 2= "9 ;3 Y T3= .
|22 + 1 2|2 +1 2|2 +1
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Por consiguiente la proyeccién estereografica IT: C,, — S? estd dada por

+z  —i(z—z) |z]?°-1 .
II(z) = (|Zz|2j1’ [2[7+1 |z|2+1> si. zeC
(0707 1) si 2z = oo.

Podemos ahora definir una métrica en C, de la siguiente manera.

Definicion 1.8.2. Sean z,w € C, definimos una métrica en el plano complejo
extendido por d(z,w) = ||II(z) — II(w)]||2, donde || - |2 es la métrica euclidea en
1

R3 definida por ||(z1, 22, z3)[|]2 = (2} + 23 + 23) 2.

Ejercicios propuestos

Ejercicio 1.1. Expresar los nimeros complejos en la forma bindmica.

(@ (2+4)(4 + 3); © ;?;
1

() (V2+i) (V2 +3i) + (V2 — 4i)); (d) (4+ V/30)3.

Ejercicio 1.2. Calcular el mddulo, el argumento, las formas polar y trigonométri-
ca de los siguientes nimeros complejos.

1 A6
. d 3—1);
@ = @ (V3-1)
_9
®) (T+1)% © T
240 i
© 5= R

Ejercicio 1.3. Hallar las partes reales e imaginarias de los siguientes niimeros
complejos.

(@) 1; (d) ", paran € Z;
z
14+4d\"
= : e) | — ) ,con2<n <§;
(b)z_i_—a,conae]R{yz#—a, (e) <\/§>
(©) 2% (f) 22

Ejercicio 1.4. Representar graficamente z +wy z — w si
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@ z2=2—-iyw=>5; (©) z=V2+iyw=—2-3i.
®b) z2=-3—-2iyw= -3+ b5i;

Ejercicio 1.5. Determinar una ecuacién de coeficientes reales cuyas soluciones
enCsean —3,2+ iy 2 — .

Ejercicio 1.6. Determinar un polinomio de coeficientes reales de grado 4 que
tenga por raices los nimeros complejos —47y —5 + 24.

Ejercicio 1.7. Resolver en R y C las siguientes ecuaciones

(@) 224322 —10=0;

(b) 2345224+ 62=0;

() 24 +222+1=0.

Ejercicio 1.8. Demostrar que se verifican las siguientes desigualdades:
Re(z) < [Re(z)[ <[z 'y Im(z) < [Im(2)] < |z].

Ejercicio 1.9. Sean z1, 29, . . ., 2, nimeros complejos. Probar:

@) |z122...2n] = |21]|22] - - - |2l

() |21+ 22+ + zn] < 21| + 22| + - + |24l

Ejercicio 1.10. Probar las siguientes afirmaciones.

(2) Re(z) = 3(2 +2);

(b) Im(z) = —%(z —Z)i;

(c) z es imaginario puro si y solo si z = —%;

(d) z es puramente real o imaginario si y solo si 22 = z?;

(e) Sean z,w dos nimeros complejos no nulos tales que |z+w| = |z —w|. Probar
que Z es imaginario;

(f) Consideremos el niimero complejo: z = z + yi = WM' Probar

que cuando 6 varia en los nimeros reales, z se mueve sobre la circunferencia
cuyo didmetro es el segmento que une los puntos (%, 0)y(1,0).

Ejercicio 1.11. Probar
@ [[z] = Jwl| < |z —w] < [z + |w

®) |z +w]® + |z — w|? = 2(]2|> + |w|?) (Ley del Paralelogramo).

Ejercicio 1.12. Indicar si es verdadero o falso el enunciado siguiente, razonando
la respuesta. Si z y w € C, de médulo 1, entonces |z +w| = 2 siy solo si z = w.

Ejercicio 1.13. Describir geométricamente el conjunto de niimeros complejos z
tales que
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@) [z > 1; @ |z=1=|z+1[;
(b) [Im(z)| < 1; (e |Re(2)| + Im(2)| = 1;
© |z—1=2; (H Im<z_w)=0,conw,ve(c,

Ejercicio 1.14. Demostrar que existen exactamente n raices n-ésimas del nimero
complejo z = re'?, y que son de la forma

0 + 2k
Wg = (L/;exp< ki ﬂ-z> )
n
conk=0,1,...,n—1.
Ejercicio 1.15. Encontrar todos los valores de z para los cuales 2° = —32y
localizar estos valores en el plano complejo.
Ejercicio 1.16. Probar la identidad
1— Zn+1
l4+z4+22+ 42" = 5 (z#1).
-z

Ejercicio 1.17. Mostrar que si z € C y Re(z") > 0 para todo n € N, entonces z
es un ndmero real no negativo.

Ejercicio 1.18. Sea IT : C,, — S? la proyeccién estereogrifica. Calcular la
imagen de los siguientes puntos.

(a) w=0; (d) la parte real de C;
b)) w=1+7;
(c) w=3+ 21 (e) la parte imaginaria de C.

Ejercicio 1.19. Sean II: C,, — S? la funcién que determina la Proyeccion este-
reografica y d la distancia euclidea en R?,

(a) Describir explicitamente II(C,) en funcién de la parte real e imaginaria de
z, 2z €C.

(b) Probar que laaplicacién d: Co, xCo — R, definida por d(z, w) = d(I1(z), IT(w))
es igual a
2|z — w|

(122 + 1) (jw]? +1))7

siz,w € C;

(c) Obtener que d(z,00) = \/14:—\2 para todo z € C.
4

Ejercicio 1.20. Sea I" un circulo en S2. Si T' contiene a (0,0,1), entonces su
proyeccién en C es una linea recta, y si no, I' se proyecta en un circulo en C.
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Capitulo

Topologia en el Plano Complejo



Este capitulo estd dedicado al estudio de las nociones topoldgicas en el plano

complejo. Como podemos identificar isomérficamente a C con R2, muchas de
las nociones consideradas aqui son similares o totalmente andlogas a las nocio-

nes topoldgicas estudiadas en el plano real R? en un curso de anlisis en varias
variables.

2.1. Conjuntos abiertos y cerrados. Puntos de acumula-
cion

Definicion 2.1.1. Sea A C C. El conjunto A es llamado abierto si para cada
elemento z € A, existe un nimero real » > 0 tal que D(z,r) C A.

.~ AN
- A \
_ )
o7 o~ Vad
7 7
! 7\\ >
I -
N
N Z -
/ -~
\\__/ o
N 7
N 7
N 7
~ -

Figura 2.1: Conjunto abierto.

Como conjuntos abiertos triviales tenemos () y C. Ademds, es claro que todo disco
abierto, todo disco punteado y todo anillo son conjuntos abiertos. Afirmamos que
ningtn disco cerrado D(z, ) es un conjunto abierto ;por qué?
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Definicion 2.1.2. Sea A C C. El conjunto A es llamado cerrado si C \ A es
abierto.

Como hemos dicho més arriba el disco cerrado no es un conjunto abierto, pero si
es un conjunto cerrado.

Definicion 2.1.3. Sean A C Cy z € C. Diremos que z es un punto de acumu-
lacion de A si A(z,0,7) N A # () para todo » > 0. El conjunto de todos los
puntos de acumulacién de A es denotado por A’. Un punto que no es un punto de
acumulacion de A es llamado un punto aislado de A.

—
AN

- 7~
\/ —~
{
\ S — puntos de

\ % -
\ 4 acumulacion

Figura 2.2: Puntos de acumulacidn.

El objetivo de usar un disco punteado en lugar de un disco abierto en la definicién
anterior, es para evitar que los puntos de A sean automaticamente puntos de acu-
mulacién de A. En otras palabras, no todo punto de A es necesariamente un punto
de acumulacién de A.

Ejemplo 2.1.4. Si A := {1 + 4,2 + i}, entonces 1 + ¢ y 2 + ¢ no son puntos
acumulacién de A ;por qué? De hecho, A no tiene puntos de acumulacion.

Definicion 2.1.5. Sea A C C. La clausura A de Aeslaunién de Ay todos sus
puntos de acumulacién, estoes, A = AU A’

Las siguientes dos proposiciones son consecuencias de las Definiciones 2.1.3 y
2.1.5. La primera de ellas es una caracterizacion de la clausura de un conjunto
y su demostracién es inmediata. La segunda refiere a una caracterizacién de los
conjuntos cerrados y daremos una prueba de esta.

Proposicién 2.1.6. Sean A C Cy z € C. Entonces, z € A siy solo si D(z,7) N
A # () para todo r > 0.

Proposicion 2.1.7. Sea A C C. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) A es cerrado;
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(b) A’ C A, es decir, A contiene a todos sus puntos de acumulacion;
(c) A=A.

Demostracion. (a) = (b) Supongamos que A es cerrado y sea z un punto de
acumulacién de A, es decir, z € A’. Supongamos que z ¢ A, entonces z € C\ A.
Como A es cerrado, tenemos que C \ A es abierto y ya que z € C \ A4, se sigue
que existe un r > 0 tal que D(z,7) C C\ A. Entonces A(z,0,7) N A = (), 1o que
contradice que z € A’. Por lo tanto, z € A.

(b) = (c) Es trivial por la definicién de la clausura de A.

(c) = (a) Supongamos que A = Ay probemos que C \ A es un abierto. Sea
2z € C\A,conlocual z ¢ A. Yaque A = A = AUA’, tenemos que A’ C Ay por
lo tanto z ¢ A’. Por la Definici6n 2.1.3, existe un 7 > 0 tal que A(z,0,7)NA = (.
Entonces, D(z,r) C C\ A. Asi, C\ A es un abierto y por ende A es un cerrado
de C.

Otras propiedades de la clausura de un conjunto puede observarse en la siguiente
proposicion.

Proposicion 2.1.8. Sean A, B C C. Entonces, las siguientes condiciones se cum-
plen:

(a) AcC A;

(b) si B C A, entonces B C A;
©) A=4;

(d) A es un cerrado de C;

() BNAcC BnA.

Demostracion. La propiedad (a) es obvia por definicién y (b) no es dificil y se
deja a cargo del lector. Ahora probemos (c). Por la definicion 2.1.5, es claro que
A C A. Por otraparte, sea z € Ay r > 0. Por la Proposicién 2.1.6, D(z, )N A #
(), entonces existe w € D(z,7)N A. Como D(z,r) es un abierto que contiene a w,
existe un s > 0 tal que D(w, s) C D(z,7). Dado que w € A, por la Proposicién
2.1.6, nos queda que D(w, s) N A # (). Entonces, D(z,7) N A # (). Como 7 es
arbitrario, nuevamente la Proposicién 2.1.6 implica z € A. La propiedad (d) es
consecuencia directa de la Proposicion 2.1.7. Finalmente, por (b) conseguimos

BNAc ByBnNAC A,y en consecuencia vale (e).

Intuitivamente, podemos decir que la frontera de un conjunto A C C es el con-
junto de puntos que pertenecen al “borde” de A.
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Definicién 2.1.9. Sea A C C. El conjunto ANC \ A es llamado la frontera de A
y denotada por O A.

El lector puede probar facilmente la siguiente caracterizacién de los puntos fron-
teras.

Proposicion 2.1.10. Sea A C C. Entonces, z € JA siy solosi D(z,7) N A #£ ()
yD(z,7) N (C\ A) # (), para todo r > 0.

2.2. Sucesiones

Esta seccién estd dedicada a estudiar el concepto de sucesion de nimeros comple-
jos como asi también la nocién de limite de una sucesion de nimeros complejos.
Muchos de los temas expuestos en esta seccion (como también en el resto de las
secciones de este capitulo) tratan con aquellos conceptos y resultados los cuales
se transfieren en una manera enteramente directa del andlisis real elemental. Se
asume que el estudiante estd familiarizado con las nociones de sucesioén y limite
de sucesiones en el contexto de ndmeros reales. Ya que C puede ser considerado
como R? con la estructura algebraica extra de la multiplicacién compleja, muchos
conceptos gedmetricos como también algebraicos pueden ser trasladado a C. Por
ejemplo, como hemos visto anteriormente, el médulo de un nimero complejo
2 = a + bi es simplemente la norma o longitud del vector (a, b) en R2.

Definicion 2.2.1. Una sucesion de niimeros complejos es una aplicacion f del
conjunto de los nimeros naturales N al conjunto de los nimeros complejos C,
esto es, f: N — C. Es frecuente denotar la imagen de un n € N por f como
Zn, es decir, f(n) = z, y como es habitual denotaremos a una sucesién f como
{2n }nen o simplemente como {z, }.

Definicion 2.2.2. Sea {z,} una sucesién de nimeros complejos. Se dice que la
sucesion {z,, } es convergente si existe un nimero complejo zy que cumple con la
siguiente condicion: para todo € > 0, existe un entero positivo ng tal que

zn € D(z0,€) sin > ng.

Al nimero complejo z se lo llama limite de la sucesién {z,} y también diremos
que la sucesion {z,} converge a z y lo denotaremos por:

lim z, =2 obién limz, =2z otambién 2z, — z
n—roo

Si la sucesion {z, } no es convergente, diremos que es divergente.

Observe que el entero positivo ng en la definicién anterior depende de e. La si-
guiente proposicion nos dice basicamente que podemos reducir el calculo de una
sucesion de ndmeros complejos al cdlculo de sucesiones de nimeros reales.
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Proposicion 2.2.3. Sean {z, } una sucesion de nimeros complejos y zo = ag +

bot € C. Supongamos que z, = a, + b,i para cada n € N. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

(a) lim z, = 2p;
() lima, = ag y limb,, = bg.
Demostracion. Supongamos que (a) es cierta. Sea € > 0, entonces existe un en-
tero positivo ng tal que |z, — 29| < € siempre que n > ng. Dado que
[(an = ao) = (bn = bo)i| = |zn — 20l
por la propiedad (M3) en la Proposicién 1.5.2 tenemos que
|an —aol < |zn — 20| <€ 'y |bp—bo| <2 — 20| <€

siempre que n > ng. Entonces lima, = ag y limb, = bg. Reciprocamente,
supongamos que (b) es cierta y probemos (a). Sea ¢ > 0, entonces existe un entero
positivo ng tal que para todo n > ng se cumple que |a,, —ao| < §y b, —bo| < 5.
Luego por la desigualdad triangular tenemos que

. € €
\zn—z0|:\(an—ag)—(bn—bg)ﬂS\an—a0|+\bn—b0\<§+§:e

siempre que n > ng. Por lo tanto lim z,, = z.

Ejemplo 2.2.4. Veamos que la sucesion {%} converge a 0. Sea € > 0 y elijamos
ng > % Luego,

1 1 )
=—-—< —<e€e S1n > ng.
n no

I ;v
Entonces, lim % =0.

Ejemplo 2.2.5. La sucesién de nimeros complejos {i"} es divergente. Esto es
intuitivamente claro dado que los posibles valores de " son cuatro 1, —1, 7, —¢
que se van alternando sucesivamente. Ahora, veamos una prueba formal de esto.
Supongamos que la sucesion {i" } converge a zp = ag+boi. Esto implica que para
cualquier € > 0 que elijamos, existe un entero positivo ng tal que |i" — zo| < €
para todo n > ng. Tomemos € = % Consideramos los dos tinicos casos posibles
(i) ag > 0y (i) ap < 0. Si ag > 0, entonces para cualquier entero positivo
ng, tomamos un n > ng tal que ¢ = —1, lo cual siempre es posible ya que

i#+2 = _1 para todo entero k. Luego, tenemos que

. . 1
\z"—zg\:|—1—(a0+bgz)\2|—1—a0|:\1+a0|21>§.
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Ahora si ag < 0, para cualquier entero positivo ng elegimos un n > ny tal que
i" = 1, lo cual siempre es posible ya que i** = 1 para todo entero k. Luego,
tenemos que

1
\i”—zo\:\l—(ao—i—bgi)]2\1—@0]21>§.

Entonces, la sucesion {i" } no converge a 2z y dado que z fue elegido arbitraria-
mente, obtenemos que la sucesién {i"} es divergente.

Es bien conocido que toda sucesion convergente de nimeros reales tiene un inico
limite. Entonces, por la Proposiciéon 2.2.3 podemos concluir que toda sucesion
convergente de nimeros complejos tiene un tnico limite.

Las siguientes propiedades no son dificiles de probar y se dejan como ejercicio
al lector. Para varias de ellas puede usar las propiedades correspondientes al caso
real de sucesiones y la Proposicién 2.2.3.

Proposicion 2.2.6. Sean {z,} y {w, } sucesiones de nimeros complejos y zq, wy €
C. Silim z, = 29 y limw,, = wy, entonces:

(a) lim(z, + wy,) = 20 + wo;

(b) lim(zpwy,) = zowos

n

(¢) lim (Z—n> = Z—O, si wy # 0;
w wo

(d) limz, = Zp;

(e) lim|z,| = |2o]-

Ahora veremos que algunos de los resultados de la seccion anterior se pueden
reformular en término de sucesiones.

Proposicion 2.2.7. Sea A C C. El subconjunto A es cerrado si y solo si para cada
sucesion {z,} C A con zp = lim 2, se tiene que 2y € A.

Proposicion 2.2.8. Sean A C Cy 2y € C. Entonces, zy es un punto de acumu-
lacién de A si y solo si existe una sucesion {z, } de nimeros complejos distintos
(z; # zj sii # j) perteneciente a A tal que lim z,, = 2.

Sabemos del andlisis real que R es completo. Es decir, que toda sucesién para la
cual sus términos estan “muy préximos entre si” a medida que n crece, debe ser
convergente. Tales sucesiones con la propiedad anterior son llamadas sucesiones
de Cauchy . Ahora introducimos la definicién formal de sucesién de Cauchy en el

contexto de nimeros complejos.
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Definicién 2.2.9. Una sucesion {z, } de nimeros complejos es llamada una suce-
sion de Cauchy si para cada € > 0, existe un entero positivo ng tal que |z, — 2| <
€ para todo n, m > ng.

En muchas ocasiones puede resultar dificil demostrar que una sucesién de nime-
ros complejos es convergente exhibiendo explicitamente su limite. Dado que en
muchas situaciones solo estamos interesados en saber si la sucesién con la que
trabajamos es convergente y no en el valor particular de su limite, es importante
contar con algiin otro método que nos permita determinar si una sucesidon conver-
ge o no. Para ello, la nocién de sucesién de Cauchy es de mucha utilidad.

Proposicion 2.2.10. El espacio C es completo. Esto es, toda sucesién de Cauchy
de C es convergente.

Demostracion. Sea {z, = a, + byi} una sucesién de Cauchy en C. Se puede
probar de manera similar a la prueba de la Proposicién 2.2.3 que {a,} y {b,}
son sucesiones de Cauchy en R. Dado que R es completo, existen ag,by € R
tales que a, — ag e b, — bg. Entonces, por la Proposicién 2.2.3 tenemos que
zZn — 20 = ag + boi. Por lo tanto, C es completo.

2.3. Funciones continuas

Sea A C C. Llamaremos funcion compleja (o simplemente funcién) a toda apli-
cacién f: A — Ctal que a cada z € A le corresponde un tinico nimero com-
plejo f(z). Sea f: A — C una funcién compleja y sean zp = zo + yoi € Ay
wp = ug+vpi € C. Si f(z9) = wo, entonces f(x+yoi) = up~+voi. Con lo cual
podemos observar que tanto ug como vy dependen de g e yo. Luego f puede ser
expresada en término de dos funciones reales en dos variables u(z,y) y v(z,y):

f(2) = u(x,y) +v(z,y)i.

Llamaremos a la funcién u(x, y) la parte real de la funcién fy a v(x,y) la parte
imaginaria de f. A menudo, para abreviar, denotaremos f = u + vi donde u =

u(z,y) y v =v(z,y).

Ejemplo 2.3.1. Sea f: C — C la funcién f(z) = 22. Si z = z + yi, entonces
22 = (z — y) + 2zyi. Luego, f(2) = (x —y) + 2zyiy asi u(z,y) =2 —yy
v(z,y) = 2ay.

Sean A C C, z € Ay supongamos que 0 ¢ A. Como z # 0, sabemos que
podemos expresar a z como z = re? donde r = |z| y # € arg(z). Luego, las

funciones parte real e imaginaria de f = u + vi dependen ahora de r y 6. Esto es,
paracada z € A, f(z) = u(r,0) + v(r,0)i.
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Figura 2.3: Funcién compleja f: A — C tal que f(z) = wp.

Ejemplo 2.3.2. Sea C* = C\ {0} y consideremos la funcién f: C* — C definida
por

1
Si z = re?t, entonces
: 1
6
f(z)=re” + 7

1] )

_ 7’691 + _6—91
r

= r(cos(f) + sen(0)i) + %(COS(H) — sen(#)1)

_ (r n %) cos(8) + (r _ %) sen(8)i.

Luego, u(r,0) = (r+ 1) cos(6) y v(r,0) = (r — 1) sen(#).

Definicion 2.3.3. Sean f: A — C una funcién definida sobre un subconjunto
A C Cy zy € C. Diremos que la funcion f tiene limite wq cuando z tiende a zg,

y lo denotaremos por lim f(z) = wy, cuando para todo € > 0, hay un 6 > 0 tal
Z—20

que para cada z € A,

| f(z) —wp |< e siempreque 0<|z— 2 |<e.
La definicién anterior de limite de una funcién compleja tiene la misma idea in-
tuitiva que la nocion de limite en andlisis real. El limite de f, cuando existe, es
determinado por el comportamiento de f cuando z se aproxima a zg en el anillo
A(z0,0,0). Ademds, podemos observar que el valor de f en zq es irrelevante y

puede atin no estar definido si zg ¢ A.

Proposicion 2.3.4. El limite de una funcién f: A — C, si existe, es tinico.
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Figura 2.4: Representacion grafica del limite.

Demostracion. Supongamos hacia una contradiccién que existen wg, w; € C ta-

les que lim f(z) =wpy lim f(z) = w; y que wy # w;. Seae = w > 0.
Z—20 Z—20

Por definicion existe un § > 0 tal que |f(z) —wo| < €y |f(z) — w1| < € siempre

que 0 < |z — zg| < 6. Elijamos cualquier z € A(zy, 0, §). Entonces,

lwo—w1| = [wo—f (2)+f (2)—w1| < [wo—f (2)|+|f (2) —w1| < et€ = 2¢ = Jwo—w1],
lo cual es una contradiccion.

El célculo de limites complejos (suma, producto, composicién) y otras propie-
dades bésicas pueden ser desarrolladas similarmente como en el caso real. Pero
debemos tener cuidado ya que aquellos resultados de R que dependen del orden
pueden no ser tan obvios.

Proposicion 2.3.5. Sean f: A — C una funcién compleja y zg, wg € C. Supon-

gamos que f(z) = u(z,y) + v(x,y)i, 20 = xo + Yol y wo = ug + voi. Entonces,
las siguientes dos condiciones son equivalentes:

(@) lim f(z) = wo;

Z—20
(b) lim  w(z,y)=wy y lim  v(x,y) = vo.
(2,y)—(z0,0) (z,y)—(z0,90)
Demostracion. Recuerde que por simplicidad denotamos u = u(z,y) y v =

v(x,y). Asumamos primero que (a) es verdadera. Sea ¢ > 0, entonces, existe
un § > 0 tal que | f(2) — wp| < € siempre que 0 < |z — 29| < €. Luego, tenemos
que |(u — up) + (v — vp)i| < € siempre que 0 < |(z — o) + (y — yo)i| < €
donde z = x + yi. Como |u — ug| < |(u — up) + (v — )il y |[v — vo| <
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|(w — wo) + (v — vp)il, se sigue que |u — ug| < €y |v —vg| < € siempre que
0 < /(z —20)2 + (y — y0)? < 6. Por lo tanto, concluimos que

lim w(x,y) =u lim v(x,y) = vo.
(z,y)—=(wo,y0) (z.9) o (z,y)—(z0,30) (z:9) ’

Abhora, reciprocamente, supongamos que (b) es verdadera. Sea ¢ > 0, entonces
existen 91 > 0y & > 0 tales que

lu —ug| < % siempre que 0 < \/(1: —20)2+ (y —y0)2 < 0

v —vg| < % siempre que 0 < /(2 — 20)% + (y — y0)? < Ja.

Sea 0 = min{dq, 62 }. Entonces,

. € €
’f(z)—wofz|(U—U0)+(U—U0)Z’§|U—U0|+|U—00’<§+§:€

siempre que 0 < \/(z — 20)2 + (y — yo)2 < 4. Por lo tanto, lim f(z) = wo.
z 20

La demostracién de las siguientes propiedades son similares al caso real y, por
lo tanto, se dejan al lector.

Proposicion 2.3.6. Sean f,g: A — C funciones complejas y zg, w1, ws € C. Si

Ii = 1i = :
Jlim fz)=wry Zl_glog(z) wy, entonces

(a) lim (¢f(z)) = cwy, para todo ¢ € C;

Z—20

(b) Zlirgo (f(2)+g(2)) = w1 + wa;

(© lim (f(2)g(2)) = wiwa;

Z—20
@ 1im 2 Z G, 20
% g(z)  w
() lim |f(2)] = fwi].
Ejemplo 2.3.7. Sean ag, ai, ... ,ay, zo € Cy consideremos el polinomio P(z) =

anz"+a, 12" 1 +.. . +aiz+ag. Probaremos que lim P(z) = P(z). Paraello,
Z—20
notar primero que es directo chequear lim z = zj. Ahora probaremos que para
Z—r20

cada k € N, lim 2F = z’g. Para este fin usaremos induccién. Ya hemos visto que
Z—20
k

para k = 1 es vélido. Supongamos que lim z" = z’g. Ahora por la Proposicion
z2—20
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2.3.6 tenemos que lim 2#1 = lim (2¥2) = zF2) = 2™ Por lo tanto, usando

Z—20 Z—r20
nuevamente la Proposicion 2.3.6, nos queda

lim P(z) = lm (an2" + an_12" * + ...+ a1z + ag)

2—20 220

= anzy + an—1%2y Ly 4+ arz0 + ag = P(2p).

Ejemplo 2.3.8. Sea f(z) = LH, (existe hm f(2)? Notar que z* + 22 —2 =
(2212 +2)=(z—-1)(z+1)(z* +2). Entonces,

4 2 2
1 1) (z+1 2
i 22 2 g B DEFVEHD) e gy 40y 20,
z—1 z+1 z—1 z+1 z—1

Ejemplo 2.3.9. Sea f(z) = Z, sexiste h’n% f(2)? Por la definicién de limite y
zZ—r

dado que el limite es tnico, tenemos que HH[I) f(z), si existe, tiene un dnico valor
z—

para cualquier direccién o camino por el cual z se aproxima a (. Supongamos
primero que z se aproxima a O por el eje real, esto es, = = = € R. Entonces,

hmf()—hmf( )—hmle.

z—0 z—0 T

Ahora supongamos que z se aproxima a 0 por el eje imaginario, esto es, z = yi
con y € R. Note que en este caso z — 0 es equivalente a y — 0. Entonces,

yl
tim f(2) = lim f(i) = lim 2"

=—1.

Luego, como h’n% f(2) tiene dos valores diferentes, eligiendo dos caminos distin-
z—>

tos, tenemos que HH[I) f(z) no existe.
z—r

Definicion 2.3.10. Sea f: A — C una funcién compleja. Se dice que f es conti-
nua en un punto zy € A si:

(a) lim f(z)existe y
Z—20
(b) lm f(z) = f(z0).
Z—20
De manera abreviada podemos decir que f es continua en 2o si lim f(z) =
zZ—Zz
f(20). Diremos que f es continua en A si es continua en todos los puntos zy € A.

La siguiente proposicién muestra el vinculo existente entre continuidad y sucesio-

nes, y resulta de utilidad a la hora de probar que una funcién es continua.

Proposicion 2.3.11. Sea f: A — C. La funcién f es continua si y solo si para
cada sucesion convergente z, — zo de puntos de A (esto es, z, € Ay zg € A),
tenemos que f (z,) — f(20)-
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Demostracion. Asumamos primero que f es continua y sea z,, — 2o una sucesion
convergente de puntos en A. Probemos que f(z,) — f(z0). Sea € > 0. Como
lim f(z) = f(20), existe un § > 0 tal que
Z—r20

|f(z) — f(z0)] <€ siempreque 0 < |z — zp| <. 2.1
Ahora, dado que z, — zg y 0 > 0, existe un entero positivo ng tal que

|z, — 20| < & siempre que n > ng. 2.2)

Luego, si n > ng tenemos por (2.2) que |z, — zo| < d y asi por (2.1) y dado que f

estd definida en zp, se sigue que |f(2,,) — f(20)| < €. Estoes, | f(zn) — f(20)| < €

siempre que n > ng y por lo tanto f(z,) — f(20)-

Reciprocamente, supongamos ahora que para cualquier sucesién convergente z,, —
2o de puntos en A, tenemos que f(z,) — f(z0). Probemos que f es continua en

2. Esto es, probemos que ZILIEO f(2) = f(20). Supongamos hacia una contradic-

cién que lim f(z) # f(z0). Entonces existe un € > 0 tal que para todo § > 0
Z—r20

existe un z; € A que cumple con 0 < |25 — 20| < 0y |f(z5) — f(20)] > e
Luego para cada = conn € N, sea z, € Atal que 0 < |z, — 20| < 1y
|f(2n) — f(20)| > e. Entonces, se puede probar que la sucesion {z,} converge a
20y la sucesion { f(z,)} no converge a f(zp), lo cual contradice la hipdtesis.

La siguiente proposicién presenta otras caracterizaciones ttiles de continuidad en
término de conjuntos abiertos y cerrados.

Proposicion 2.3.12. Sea f: C — C una funcién compleja. Entonces, las siguien-
tes condiciones son equivalentes:

(a) f es continua;
(b) la imagen inversa de cada subconjunto cerrado es un cerrado;
(c) laimagen inversa de cada subconjunto abierto es un abierto.

Demostracion. (a) = (b) Sea A C C cerrado. Para probar que f~1(A) es ce-
rrado vamos a utilizar la Proposicién 2.2.7. Sea {z, } un sucesién convergente de
puntos en f~1(A) y sea zq su limite. Esto es, {z,} C f~*(A) y 2z, — 2. Como
f es continua, por la Proposicién 2.3.11, tenemos que f(z,) — f(20). Dado que
{2,} C f7(A) obtenemos que {f(z,)} C Ay por el hecho que A es cerrado
y f(zn) — f(z0) se sigue, por la Proposicion 2.2.7, que f(zg) € A. Entonces,
20 € f1(A) y por lo tanto f~1(A) es cerrado.

(b) = (c) Sea A un abierto de C. Luego C \ A es un cerrado de C. Entonces, por
(b), f~1(C\ A) es un cerrado. Observe que C \ f~1(A4) = f~1(C\ A), con lo
cual C\ f~1(A) es un cerrado y asi f~*(A) es un abierto de C.
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(¢) = (a) Sea zy € C. Probemos que f es continua en z, esto es, vamos a probar

que lim f(z) = f(z0). Sea e > 0. Como f(z9) € D(f(20),€), tenemos que
Z—20

20 € f7H(D(f(20),€)) y por (c) sabemos que f~! (D(f(z0),¢€)) es un abierto.

Entonces, existe un § > 0 tal que D(zp,0) € f~1(D(f(20),¢)). Esto implica

directamente que

|f(2) — f(20)] <€ siempreque 0 < |z — 2| <.
Luego, f es continua en zq y por lo tanto f es continua en C.

En la proposicién anterior la funcién f fue considerada definida en todo el plano
complejo C. En el caso de una funcién f: A — C definida sobre un subconjunto
de C, un resultado andlogo (véase la proposicion siguiente) puede ser enunciado
y su prueba es similar a la anterior, considerando la topologia de C relativa a A.

Proposicion 2.3.13. Sean A C Cy f: A — C una funcién compleja. Entonces,
las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) f escontinua en A;
(b) para cada cerrado B de C, existe un cerrado U de C tal que f~!(B) = ANU,;

(c) para cada abierto B de C, existe un abierto U de C tal que f~'(B) = ANU;

2.4. Conjuntos conexos

En la definicién de conjunto abierto, cuando decimos que A C C es abierto se
sobreentiende que A es abierto en C. En el estudio de la conexidad de conjuntos
que haremos en esta seccidn, es necesario definir lo que significa que un conjunto
B sea abierto en otro A que lo contenga. Para ello, damos la siguiente definicién.

Definicion 2.4.1. Sea A C C. El conjunto B C A es llamado abierto de A si para
cada z € B existe un r > 0 tal que D(z,7) N A C B. El conjunto B C A es
llamado cerrado de A si A\ B es un abierto de A.

Observacion 2.4.2. Sean B C A C C.
(a) Es facil ver que si U es un abierto de A, entonces U N B es un abierto de B.

(b) Reciprocamente, si U es un abierto de B, existe un conjunto V abierto de
A tal que U = V N B. En efecto, por hipétesis para cada z € U, existe
r, > 0tal que D(z,7,) N B C U. Puesto que D(z,7,) N A son abiertos de
A, entonces claramente sigue que V' := |J__;; D(z,r,) N A es un abierto en
A satisfaciendo U = V N B.

zeU
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(c) Si U es un cerrado de B, existe un conjunto V' cerrado de A tal que U =
V' N B. En efecto, por (b) existe un abierto O de A tal que B\ U = O N B.
Luego, A\U = (B\U)U(A\B)=(ONB)U(A\B)=0U(A\B),y
por lo tanto U = (A\ O)N B. Tomando V := (A\ O), concluimos la prueba.

Ejemplo 2.4.3. El conjunto {z + yi : =,y € Q,0 < z,y < 1} es abierto en
{r+yi:z,yeQ},peronoenC.

La idea intuitiva de lo que es un conjunto conexo es que esta formado por una sola
pieza. Por ejemplo si consideramos R con su topologia usual, los Ginicos conjuntos
conexos son los intervalos y asi por ejemplo el conjunto A := (—1,0) U (1,2) no
es conexo en R.

Definicion 2.4.4. Sea A C C. El conjunto A es llamado conexo en C si la dnica
manera de escribir a A como la unién disjunta de dos conjuntos abiertos de A es
la trivial, estoes, A = A U ().

Ejemplo 2.4.5. (a) Si A := {z} para z € C, entonces A es conexo.

(b) Sid:={z€C;|lz—i|<16

z 4 i| < 1}, entonces A no es conexo.

Va N\ AN
[ \ \
l | ‘
/ /
\ \
NSO 7N - 4
/
/[
|
\
\
\
\ /
~_~
Ejemplos de conjuntos conexos Ejemplos de conjuntos no conexos

Figura 2.5: Ejemplo de conjuntos conexos y no conexos.

A continuacién, veremos algunas propiedades y caracterizaciones de la nocién de
conexidad que serdn de mucha utilidad a la hora de determinar si ciertos conjuntos
son o no conexos. Comenzamos con la siguiente proposicion.

Proposicion 2.4.6. Sea A C C. El conjunto A es conexo si y solo si los tni-
cos subconjuntos de A que son simultdneamente abiertos y cerrados en A son el
mismo Ay ().
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Demostracion. Sea B C A un abierto y cerrado de A y supongamos B # ().
Veamos que B = A. Si B # A, entonces A \ B es no vacio y un abierto de A ya
que B es un cerrado de A. Pero BN (A\ B) =0y BU(A\ B) = A, lo que
contradice la hipétesis. Luego B = A.

Reciprocamente, supongamos que A no es conexo. Entonces existen U y V, con-
juntos abiertos de A, no vacios tales que U NV =y A = U U V. Como
A\U =V, V esun cerrado de Ay ademds V' # A. Luego V es un abierto y
cerrado de A tal que ) & V & A, lo que contradice la hip6tesis.

Para la siguiente proposicidn necesitamos primero fijar el siguiente concepto.

Definicion 2.4.7. Dos subconjuntos U y V' de C son llamados separados si U N
V=0yUnV =0.

Proposicion 2.4.8. Sea A C C. El conjunto A es conexo si y solo si no es la
unién de dos conjuntos no vacios separados.

Demostracion. Supongamos primero que A es un conjunto conexo. Entonces sa-
bemos por la Proposicion 2.4.6 que los tnicos subconjuntos de A que son si-
multdneamente abiertos y cerrados de A son el mismo A y (). Supongamos que
existen U y V no vacios separados tal que A = U U V. Como U y V son separa-
dos, tenemos que U NV = () y U NV = (). Ahora, teniendo en cuenta que A es
launién de U y V obtenemos que

V=UnV)UV=ANnV y U={UnV)uU=VnNA.

Entonces, U y V' son conjuntos cerrados de A ydadoque U = A\VyV = A\U,
tenemos también que U y V son abiertos de A. Luego, U y V' son abiertos y ce-
rrados de A, no vacios, y distintos de A, lo que contradice que A es conexo.
Reciprocamente, asumimos que A no es la unién de dos conjuntos no vacios se-
parados y supongamos que A no es conexo. Entonces existe un conjunto U, no
vacio, abierto y cerrado de A tal que U # A. Sea V := A\ U, asi V también
es un abierto y cerrado de A. Como U C A y por la Proposicién 2.1.8 U C U,
entonces U C UN A. Por otra parte, UNA C U.Enefecto,siz € UNAy z ¢ U,
z € V. Puesto que V es un abierto de A, existe 7 > 0 tal que D(z,7) N A C V.
Pero z € U, entonces la Proposicién 2.1.6 implica que D(z,7) N U # (. Sea
w € D(z,7) NU. Como U es abierto en A, existe s > 0, suficientemente pe-
quefio, tal que D(w,s)NA C Uy D(w,s) C D(z,r). Porende U NV # (), una
contradiccién. Luego, U = U N A. Similarmente, V' = V N A. Entonces, dado
que U y V son disjuntos, U NV =y U NV = (). Por lo tanto, A es la unién de
dos subconjuntos no vacios separados, lo que contradice la hipdtesis.

Proposicion 2.4.9. Si Ay B son dos conjuntos conexos de C que no son separa-
dos, entonces A U B es conexo.
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Demostracion. Supongamos que A U B no es conexo. Por la Proposicion 2.4.8,
existen dos conjuntos no vacios separados U,V de C tal que AUB = UUV. Por
hipétesis AN B # (o AN B # (). Sin pérdida de la generalidad, supongamos que
ANB # (. Entonces A = AN(AUB) = AN(UUV) = (ANU)U(ANV). Como
ANUNANYV c ANUNANV cUNV = (ysimilarmente ANUNANV =
(), entonces A es la unién de dos conjuntos no vacios separados. Por ende, la
Proposicion 2.4.8 implica que A no es conexo y esto contradice la hipétesis.

Definidos los conjuntos conexos, una importante definicién es la siguiente.
Definicion 2.4.10. Sea A C C. Llamaremos a A region si A es abierto y conexo.

De esta manera, R, el plano, un intervalo abierto en R, y un disco abierto en
el plano son regiones. De hecho, las regiones pueden ser consideradas como las
equivalentes multidimensionales de los intervalos abiertos en R.

Teorema 2.4.11 (Bolzano). Sean A C Cy f: C — C una funcién continua. Si
A es conexo, entonces f(A) es conexo.

Demostracion. Supongamos que f(A) no es un conexo en C, entonces existen
U,V abiertos no vacios de f(A) talesque UNV = 0y f(A) = U U V. Por
la Observacion 2.4.2, existen R, S abiertos de C tales que U = RN f(A) y
V = SN f(A). Definimos O = f~}(R)N Ay B = f~(S) N A. Como f es
continua, O y B son abiertos de A. Ademas O y B son no vacios pues U y V no
lo son. Puesto que

fA))nA=fFHUuV)NS
(f "YUt v)nA= (1 U)NA U (V)N A)
C( YR NAUGFHS)NA)=0UBC A

yONBCf _1(U NV) = (), entonces A no es conexo, una contradiccion.

2.5. Conjuntos arco-conexos

Abora introduciremos una nocién més fuerte que la nocién de conexidad. Para
ello necesitamos primero introducir la siguiente definicidn.

Definicion 2.5.1. Sean z,w € C. Un camino (o trayectoria) de z a w es una
funcién continua ~y que une los dos puntos z y w. En otras palabras, un camino de
z aw es una funcién continua v: [0, 1] — C tal que y(0) =z y v(1) = w.

Definicion 2.5.2. Sea A C C. El conjunto A es llamado arco-conexo (o conexo

por caminos) si para cada par de complejos z,w € A existe un camino de z a w
en A.
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Ejemplo 2.5.3. (a) Si A := {z} U {0} para z € C\ {0}, entoncesA no es arco-
conexo.

(b) SiA:={ze€C;|z—i| <16

z+1i| < 1} U{0}, entonces A es arco-conexo.
Proposicion 2.5.4. Todo conjunto arco-conexo A de C es conexo.

Demostracion. Supongamos que A = U UV con U y V abiertos de A no vacios.
Por hipétesis, existe un camino ~: [0,1] — A tal que v(0) € Uy (1) € V.
Como [0, 1] es conexo, por el Teorema de Bolzano 2.4.11 también lo es (][0, 1]),
y por lo tanto U N~([0,1]) y V' N ~([0, 1]) son abiertos no vacios de ([0, 1]) que
no pueden ser disjuntos. Asi pues, U y V no pueden ser disjuntos, de donde A es
conexo.

El reciproco de la proposicién anterior no es verdad como lo muestra el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 2.5.5. Consideremos los siguientes conjuntos de C:

B = B,l} y A={z=z+yieC: 0<z<1, y:%, n € N}.
Observe la Figura 2.6. Los conjuntos A y B son arco-conexos, asi ellos son tam-
bién conexos. Ahora notemos que A y B no son separados ya que cada punto
z € B es un punto de acumulacién de A, esto es, ANB # (). Entonces, por la
Proposicién 2.4.9, A U B es conexo. Observemos de la Figura 2.6 que para ca-
daz € Ay w € B, no existe un camino de z a w. Por lo tanto, A U B no es
arco-conexo.

[N
|
T

N[ =

N|—= o4
o feee
—_

Il
T
1
1

Figura 2.6: Conjunto conexo pero no arco-conexo.

Si bien las nociones de conexo y arco-conexo no son equivalentes en general,
veremos en la siguiente proposicion que para ciertos conjuntos ambas nociones
coinciden.
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Proposicion 2.5.6. Sea A C C un conjunto abierto no vacio. Entonces, A es
conexo si solo si A es arco-conexo.

Demostracion. Por la Proposicién 2.5.4 solo debemos ver si A es un abierto y
conexo de C, entonces es arco-conexo. Sea z € A y llamemos

A,:={w € A: existe un camino de zawen A}.

Nuestra intencién es probar que A, = A, para lo que serd suficiente con ver que
A, # () 'y A, es un conjunto abierto y cerrado de A. Veamos que A, es un abierto
de A. Seaw € A,y consideremos el camino 7 : [0, 1] = A cony(0) = zy (1) =
w. Tomemos > 0 tal que D(w, ) C A, y comprobemos que D(w, ) C A,. En
efecto, si v € D(w, r) sea §: [0, 1] — D(w, r) tal que 5(¢t) = (1 — t)w + tov.
Observar que la funcién 8 * +: [0, 1] — A definida por

1
2
1

[ v(2¢) si 0<1
5*“”‘{5(%—1) sio 1<

IAIA

es un camino de z a v en A. Esto prueba que D(w,r) C A,,y como w € A,
es un punto arbitrario, A, es un abierto de C. Ahora, como A, C A, entonces
A, es un abierto de A. Veamos ahora que A, es un cerrado de A. Tomemos un
punto arbitrario w € A, N A y consideremos al igual que antes el disco abierto
D(w,r) C A. Como w € A_, necesariamente D(w,r) N A, # (). Tomemos
un punto v € D(w,r) N A, y un camino ~: [0,1] — A tal que v(0) = zy
v(1) = v, que existe pues v € A,. Consideremos : [0,1] — D(w,r) tal que
B(t) = (1 — t)v 4 tw. Razonando como antes, 3 * y es un camino de z a w en A
y por tanto, que w € A,. Asi, A, N A C A,y en consecuencia, A, N A = A..
Luego, por la Observacién 2.4.2 (¢), A, es un cerrado de A. En definitiva, A, = A
para cualquier punto z € A, por lo que A es arco-conexo.

Corolario 2.5.7. Sea A C C. Si A es una regién, entonces A es arco-conexo.

2.6. Conjuntos compactos

Una propiedad importante de los intervalos cerrados en la recta es que permite
demostrar que las funciones continuas alcanzan un maximo y un minimo sobre
ellos. Este tipo de propiedad lleva a la nocién de compacidad que se introduce a
continuacién. Veremos mds abajo que los subconjuntos compactos de C resultan
ser los subconjuntos cerrados y acotados.

Definicion 2.6.1. Sea A C C. Una familia U/ := {Uy} e de conjuntos abiertos
de C es un cubrimiento por abiertos de A si A C |Jyc;Ux. Se dice que un
cubrimiento por abiertos U tiene un subcubrimiento finito si existe un subconjunto
finito {Uy, }/_; tal que A C U?Zl U,
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Definicion 2.6.2. Sea A C C. Diremos que A es un conjunto compacto si todo
cubrimiento por abiertos I/ de A, tiene un subcubrimiento finito.

Ejemplo 2.6.3. (a) Si A := {z} para z € C, entonces A es compacto.
(b) Si A := R, entonces A no es compacto.
(c) Si A:=la,b] x [c,d], entonces A es compacto.

Antes de tratar la caracterizaciéon mas importante de compacidad, damos una de-
finicién y una proposicioén auxiliar.

Definicion 2.6.4. Sea A C C. Decimos que A es acotado si existen z € Cy
r > 0tal que A C D(z,7).

Proposicion 2.6.5. Sean A C C un conjunto compacto y z ¢ A. Entonces existen
U,V abiertos disjuntos de C talesque z e Uy A C V.

Demostracion. Para cada w € A, sear, = %|w — z|, entonces D(z,7y,) N
D(w, ry) = 0. Como {D(w, ) }wes €s un cubrimiento por abiertos de A, exis-
tenwy, ..., wy, € Atales que A C Jj_; D(wj, ;). Sean U = (V;_; D(2, rw;)
y V = Uj_; D(wj, ry,). Es claro que U,V son abiertos de C,z e Uy A C V.
Ademids, si v € U NV, entonces existe 1 < [ < ntal que v € D(z,ry,) N
D(wy, T, ), 1o cual es imposible. Luego U NV = () y se completa la prueba.

Tenemos ahora el siguiente resultado de caracterizacion.

Proposicion 2.6.6. Sea A C C. Entonces A es compacto si y solo si A es cerrado
y acotado.

Demostracion. Veamos que C \ A es abierto, y en consecuencia A es cerrado.
Sea z € C\ A, por la Proposicién 2.6.5, existen U, V' abiertos disjuntos de C
tales que z € Uy A C V. Entonces U N A = () y por lo tanto z € U C C \ A.
Luego, C \ A es abierto. Mostremos ahora que A es acotado. Sea z € Ay U :=
{D(z,n)}nen. Como U es un cubrimiento por abiertos de A y A es compacto,
existen ny,...,n, € Ntales que A C U§:1 D(z,n;). Sear = max{n; : 1 <
j <k}, entonces A C D(z,r) y por ende A es acotado.

Reciprocamente, supongamos que A es cerrado y acotado. Como A es acotado,
existen z € Cyr > Otal que A C D(z,r), y asi A C [Re(z) — r,Re(z) +
r] x [Im(z) — r,Im(2) 4+ r] =: V. Sea ahora U := {Up, } e s un cubrimiento por
abiertos de A. Como A es cerrado, C\ A es abierto, y por ende i/ U {C \ A} es un
cubrimiento por abiertos de V. Como por el Ejemplo 2.6.3 (c), V' es un conjunto
compacto, tiene un subcubrimiento finito, es decir, existen Ay,..., A\ € J tales
que V C (C\A)U U§:1 U, En particular, A C U;?:l U,y por ende A resulta
compacto.
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Ejemplo 2.6.7. (a) Paraz € Cyr > 0, los discos cerrados D(z, ) son compac-
tos, pues son conjuntos cerrados y acotados.

(b) Los discos abiertos D(z, ) no son compactos por no ser cerrados.

La siguiente proposicién es una muy buena herramienta para generar conjuntos
compactos.

Proposicion 2.6.8. Sea A C C un conjunto compacto. Si B C A es cerrado,
entonces B es compacto.

Demostracion. Seald := {U, } xcs un cubrimiento por abiertos de B. Notar que
A\ B = AN(C\ B) y C\ B es abierto, entonces A\ B es un abierto de A. Luego,
por la Observacion 2.4.2 (b), existe un abierto V tal que A\ B = V' N A. Como
U U{V} es un cubrimiento por abiertos de A, por hipétesis, existen Ay, ..., \; €
Jtalesque A C V U U?Zl U, En consecuencia, B C U?Zl Uy, y por ende B
es compacto.

Proposicion 2.6.9. Sean A C Cy {z,} C A. Si A es compacto, entonces {z,} C
A tiene al menos un punto de acumulacién en A.

Demostracion. Supongamos que la sucesion {z,} C A no tiene un punto de acu-
mulacién en A. Entonces para cada z € A existe 7, > 0 tal que z, € D(z,r,)
solo para finitos valores de . Como U := {D(z,7,)}.c4 es un cubrimiento por
abiertos de A y A es compacto, entonces I/ tiene un subcubrimiento finito, es de-
cir, existen wy, . .., w, € Ctales que A C U§:1 D (wj, rzj) =: V. Pero entonces
zn € V solo para finitos valores de n. Luego, si m es mayor que cualquiera de
esos valores, z,, ¢ V, pero como A C V se obtiene una contradiccién, lo que
prueba que la sucesion necesariamente tiene al menos, un punto de acumulacién
en A.

Observacion 2.6.10. La proposicion anterior, asegura la existencia de puntos de
acumulacién para sucesiones en conjuntos compactos y, por lo tanto, la existencia
de subsucesiones convergentes. Es importante notar que, sin embargo, la sucesion
dada puede no ser convergente. Por ejemplo, si tomamos z, = (—1)", n € N.

Las siguientes tres proposiciones dan propiedades muy ttiles que tienen las fun-
ciones continuas sobre conjuntos compactos.

Proposiciéon 2.6.11. Sean A C Cy f: C — C una funcién continua. Si A es
compacto, entonces f(A) es compacto.

Demostracion. Seald := {Uy},es un cubrimiento por abiertos de f(A). Enton-
ces f(A) C Uyey U, y porlotanto A C [J,c; f~1(Uyx). Como f es continua,
para cada A € J, f~1(U,) es un abierto de C y por ende V := {f~1(Uy)}reJ €5
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un cubrimiento por abiertos de A. Como A es compacto, existen A1, ..., \y € J
tales que A C U§:1 S7H(U,,)- En consecuencia, f(A) C U?Zl Uy, y asi f(A)
es compacto.

Definicion 2.6.12. Sean f: A — C una funcién complejay A C C. Se dice que
f es uniformemente continua en A cuando para todo € > 0, hay un 6 > 0 tal que
para cada z,w € A,

| f(z) = f(w) |< e siempreque 0<|z—w|<e.

Proposicion 2.6.13. Sean A C Cy f: C — C una funcién continua. Si A es
compacto, entonces f es uniformemente continua en A.

Demostracion. Como f es una funcién continua, para todo € > 0 y para to-
do z € C, existe 0, > 0 tal que f (D(2,0..)) C D(f(2),5). Yaque U :=

{D (z, 6;‘) } c es un cubrimiento por abiertos de A y A es compacto, existen
ze

6
21,...,2,€ Ctalesque A C U§:1 D (zj,%).

Sead: = d(e) = min { Z;’e 01 Sjﬁk}-

Consideremos z,w € A tal que |z — w| < 0 y veamos que |f(z) — f(w)| < e.
Como z € A, existe z;, 1 <1 < k,talque 2 € D (zl, 622#) Luego, f(z) €

D (f(z),5). Ahora |w — z| < |w —z|+ |z — 2| <+ 52’6 < 0 ¢, entonces

w € D(z,62,6), y por lo tanto f(w) € D (f(2), §). Finalmente, conseguimos

que [f(2) = f(w)| < |f(z) = f)|+ |f(z) = fw)| < 5§+ 5 =€

Proposicion 2.6.14. Sean A C Cy f: C — C una funcién continua tal que
f(A) C R. Si A es compacto, entonces existen 21,2y € A tales que f(z1) =

min f(2)y f(z2) = méx f(2).

Demostracion. Por las Proposiciones 2.6.6 y 2.6.11, f(A) es cerrado y acotado.

Como f(A) C R es acotado, existen a,b € R tal que a < f(z) < b, para todo

z € A. Seanm = ingf(z) y M = sup f(z). Claramente, D(m,r) N f(A) # 0
z€ z€EA

yD(M,r)N f(A) # 0, para todo 7 > 0. Luego, la Proposicién 2.1.6 implica que
m,M € f(A).Dado que f(A) es cerrado, m, M € f(A), y por lo tanto existen
21,29 € Atales que f(z1) =my f(z2) = M. Esto completa la prueba.

Ejercicios propuestos

Ejercicio 2.1. Probar que el conjunto {z : Re(z) > 0} es abierto en C.
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Ejercicio 2.2. Sea A C C un conjunto abierto tal que D(z, r) C A. Probar que
existe un nimero p > r tal que D(z, p) C A.

Ejercicio 2.3. Probar que el complemento de un conjunto finito de puntos en C es
un conjunto abierto en C.

Ejercicio 2.4. Decidir cuéles de los siguientes subconjuntos A de C son abiertos
(0 no) y cuéles son cerrados (o no).

(@ A:={z:0<|z <1} (b) A:={z:|z| < 1};
(c) A:={z:1<Re(2) <2}; (d) A:={z:—1<Re(z) <2};

(e) A:={z:Im(z) > 2}; (f) A:={z: 2" =1 mraalgin extero n >1}.

Ejercicio 2.5. Estudiar la continuidad en z = ¢ de la funcién f definida por

f(z):{ Zj%ll siz #i

31 siz=1
Ejercicio 2.6. Demostrar que las siguientes funciones son continuas en C.

@ f(z)=7 ) f(2) = |z; © f(z) = |2°22.

Ejercicio 2.7. Demostrar que si f: C — C es continua en w € C con f(w) # 0,
entonces existe un entorno de w sobre el cual f # 0.

Ejercicio 2.8. Probar que si zg y wg son puntos en C, entonces se cumple que

, . . . o1, 1 —_0
(a) Zh_)rglo f(2) = ocosiy solo si Zh_)rglo 7 = 0

If = wo si y solo si lim f (1) = wy;
(b) ‘Z‘linoof(z) wo iy solo si Zl_r)r(l)f (Z) wo;

’ _ . . , 1 _
(c) ‘Zl‘linoof(z) = 00 si y solo si ig% a7 = 0

Ejercicio 2.9. Mostrar que si |z| > 1 entonces lim %~ = oo.
n—,oo

Ejercicio 2.10. Mostrar que si |z| < 1 entonces lim 2" = 0.
n—oo

Ejercicio 2.11. Para |z| # 1, probar que la siguiente funcién estd bien definida.

f(z) = lim 1

n—00 zn—|—1.

(Es posible definir f para |z| = 1 de tal manera que f sea continua en C?
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Ejercicio 2.12. Sea

Zn

fe) =l
(a) ¢{Cual es el dominio de definicién de f?

(b) Dar explicitamente los valores de f(z) para algunos puntos del circulo unita-
rio.

Ejercicio 2.13. Sean z,,z puntos en C y d la métrica sobre C.,. Mostrar que
|zn, — 2| — 0 siy solo si d(z,,z) — 0. Ademas, probar que si |z,| — oo,
entonces {z,} es una sucesion de Cauchy en C. (Es convergente {z,} en Co.?

Ejercicio 2.14. Supongamos que {z,} es una sucesién de Cauchy en C tal que
tiene una subsucesién {z,, } convergente. Demostrar que {z,} es convergente.

Ejercicio 2.15. Cuidles de los siguientes subconjuntos A de C son conexos.

(@ A:={z:]z|<1}U{z: |z —2| < 1};

0 A:=[0,1)U{l+L:n>1}

() A:={z:|Re(z)| <1};

(d) A:={z:[Re(z)| > 1};

(€ Ai={z: ]2 <5[m(z)| > 1}.

Ejercicio 2.16. SiA € Cy f: C — C, mostrar que C \ f~1(4) = f~1(C\ A).

Ejercicio 2.17. Sea A1 D As D ... D A, D ... una sucesién de conjuntos
compactos no vacios en C con la propiedad que

diam(A,) — 0, cuando n — oo.

Mostrar que existe un tnico punto w € C tal que w € A,, para todo n.

Ejercicio 2.18. Mostrar que la unién de un nimero finito de conjuntos compactos
en C, es compacta.

Ejercicio 2.19. Estudiar compacidad de los siguientes conjuntos.
(@ A:={z:1<|2| <3}

(b) A:={z:|z] <3,|Re(2)| > 1};

() A:={z:|Re(2)| <1}

(d) A:={z:|Re(2)| > 1};
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(@ A:={z:]2| <5,[Im(2)| > 1}.

Ejercicio 2.20. Mostrar que f(z) = 22 es uniformemente continua en D(0, 1).

¢ Vale lo mismo para f(z) = 1?

Tz

Ejercicio 2.21. Supongamos que f: A C C — C es uniformemente continua.
Mostrar que si {z,} C A es una sucesién de Cauchy entonces { f(z,)} también
lo es. ¢ Vale la misma afirmacidn si f es solamente continua en A?
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Serie de Potencias



En este capitulo vamos a dar la definicién y propiedades bdsicas de una serie de
potencias. Una vez que hemos desarrollado algunas herramientas esenciales sobre
la serie de potencias, estaremos listos para conectarlas a los capitulos anteriores.
Antes de hacer esto, es necesario dar algunos hechos elementales sobre series
infinitas en C que tienen una gran analogia a series infinitas en R las cuales deben
ser bien conocidas para el lector.

3.1. Series

Sea {2y }n>0 una sucesién de nimeros complejos, una serie es una expresion

S s . . . .
formal S Zn- La N-ésima suma parcial de la serie es definida como

n=0
N
SN = g Zn=20+2z1+---+2N.
n=0
o0
Definicion 3.1.1. Se dice que la serie Y z, es convergente si la sucesion de
n=0

sumas parciales { Sy } y>0 es convergente, o sea si existe un nimero complejo S
(la suma de la serie) tal que para todo ¢ > 0 existe Ny € N tal que

|S — Sn| <€, paratodo N > Njy.

o0
En tal caso se escribe S = > z,. Sila serie no es convergente, se dice divergente.

n=0
o0
Definicion 3.1.2. Se dice que la serie Y z, es absolutamente convergente si la
n=0

(o.9]
serie Y |z,| es convergente.
n=0
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Puesto que |zn| = |Sy — Sn—1] < |S — Sn|+ |S — Sn—1], para todo N > 1, si
o0
una serie Y z, es convergente, entonces lim z, = 0, lo que provee un criterio
n=0 n—00

necesario para la convergencia. Pero esto no alcanza como es conocido del andlisis
real.

Un criterio necesario y suficiente para la convergencia de una serie es el llamado
Criterio de Cauchy cuya demostracién es idéntica que en el caso real.

oo
Proposicion 3.1.3 (Criterio de Cauchy). La serie > z, es convergente si y solo
n=0
si para todo € > 0 existe Ny € N tal que para todo par de nimeros naturales N y

M con M > N > Nj se tiene

M

Z Zn| < €.

n=N+1

A continuacién mostramos que la convergencia absoluta es mds fuerte que la con-
vergencia.

o0
Proposicion 3.1.4. Si la serie ) z, es absolutamente convergente entonces la
n=0
serie es convergente.

Demostracion. De la convergencia absoluta se desprende que para todo € > 0
existe un Ny € N tal que

[e.e]

Z |zn| <e.

n=No+1
Si M > N > Ny entonces, por la desigualdad triangular,

M M
g zn| < E |zn| <€,
n=N+1 n=N-+1

con lo que la serie es convergente por el criterio de Cauchy.

o0
Definicion 3.1.5. Se dice que la serie ) z, es condicionalmente convergente si

n=0
oo oo

la serie ) =z, es convergente y la serie » . |z,| es divergente.
n=0 n=0

En lo que sigue queremos estudiar series donde los sumandos son funciones de
una variable compleja, o sea series de la forma

> fus
n=0
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donde f, es una funcién a valores complejos de una variable compleja en algin
subconjunto de C. Para ello serd crucial las nociones de convergencia puntual y
de convergencia uniforme.

Definicion 3.1.6. Sea A C C. Una sucesién { fy, },>0 de funciones a valores com-
plejos definidas en A se dice que converge puntualmente en A si para todo z € A,

la sucesion { f,,(2) }n>0 es convergente. El limite, al que notamos por f(z), define
una nueva funcién f sobre A.
oo

Una serie de funciones ) f, se dice que converge puntualmente en A si la co-
n=0
N
rrespondiente sucesion de sumas parciales Fry = Y f,, converge puntualmente

n=0
en A.

Definicion 3.1.7. Sea A C C. Una sucesion {f,},>0 de funciones a valores
complejos definidas en A se dice que converge uniformemente en A a una funcion
f si para todo € > 0 existe ng € N tal que para n > ny,

|f(2) — fu(2)| <€, paratodo z € A.

[e.°]
Una serie ) f, se dice que converge uniformemente en A a una funcién f si
n=0
N
la correspondiente sucesién de sumas parciales Fy = > f,, converge uniforme-
n=0

mentec en A a f.

El siguiente criterio, llamado M-test, es Util para establecer convergencia unifor-
me.

(o]
Proposicion 3.1.8 (M-test). Sean ) ¢, una serie convergente de nimeros reales

n=0
no negativos (o sea: t,, > 0), A C Cy {f,}n>0 una sucesién de funciones a

valores complejos definidas en A. Si existe ng € N tal que |f,(z)| < t,, para
o0

todo z € Ay para todo n € N con n > ng, entonces la serie », f, converge
n=0
absoluta y uniformemente en A.

Demostracion. Por hipétesis existe ng € N, tal que |f,,(2)| < t,, paratodo z € A
oo oo

y para todo n € N con n > ng. Ya que la serie ) ¢, es convergente, por el
n=0

M

por el Criterio de Cauchy, dado € > O existe N; € Ntalque > t, <€, para
n=N+1

M > N > Nj. Luego, para todo z € Ay para M > N > méx{ng, N1} se tiene

M M M
Yo G| D RIS D <
n=N+1 n=N+1 n=N+1
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y asi la convergencia uniforme y la convergencia absoluta de la serie es conse-
cuencia del Criterio de Cauchy.

Entre las series mas utiles estd la serie geométrica cuyos términos se obtienen
multiplicando sucesivamente un nimero complejo por si mismo, es decir, 2z, =
z". La serie geométrica de razdn z es entonces

o

dot=l4z+2 4. (3.1)
n=0

Observemos que se tiene la identidad

N

(1—z)Zz”=1—zN+1

n=0

1—2)1+z4---+2V)

para todo N € Ny para todo z € C. Si z # 1, obtenemos la N-ésima suma
parcial de la serie geométrica como

1 _ JN+1
Z S (3.2)
11—z
n=0
Si |z] < 1, entonces hm 2NV = 0 pues hm }ZN} = lim |z|Y = 0. Asi de
N— N—o00
(3.2) deducimos que
- 1
Zz” =7 , si |z] <1 (Serie Geométrica). (3.3)
-z
n=0

Proposicion 3.1.9. La serie geométrica (3.1) es:

(a) Absolutamente convergente en {z : |z| < 1} a (1 —|z|)~

(b) Divergente en {z : |z| > 1};

(¢) Uniformemente convergente en {2 : |z| < p}a (1 —2)"tsip < 1;

(d) Absoluta y uniformemente convergente en {z : |z| < p} a (1 — |z])!si
p <1l

Demostracion. (a) Se sigue de reemplazar z por |z| en (3.3).

(b) Si |z| > 1, entonces A}l’m 2N no existe y la férmula (3.2) indica que la serie
—00

es divergente.
(©Si|z] <p<1,

1
l_Z—Zz" -

n=0

ZNJrl ’Z‘N+1 N+1 N+1

14 SP 7
A 1 S 1-p

1—2z
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. , N+1
donde hemos usado la desigualdad |1 — z| > 1 — |z|. Como ]\}lm ”17 = 0, pues
—00

p < 1, la serie converge uniformemente.
(d) El mismo argumento de arriba, con |z| en lugar de z, se puede repetir para
demostrar que la convergencia es absoluta y uniforme si p < 1.

—
5

a2
=)

=

Regioén de
divergencia
Region de
convergencia
t
1 Re(z)

— 2| <1

o0

Figura 3.1: Region de convergencia de la serie > 2"
n=0

El siguiente resultado se conoce por el nombre de Criterio del Cociente.

Zn41

existe y es fini-

Proposicion 3.1.10 (Criterio del Cociente). Si a := lim
n—,oo

&)

to o bien oo, entonces la serie ) z, converge absolutamente cuando a < 1y
n=0

diverge cuando a > 1.

Demostracion. Supongamos que a < 1, y sea b tal que a < b < 1. Por la exis-

tencia del limite, hay un ng € N tal que Z’;—Zl < bparatodon € Nconn > ng.
Entonces, para tales n,
Zn Zn—1 Zno+1 _
|zn| = | zng | < Jzng | 07770, (3.4)
Zn—11||”n—2 no

ya que cada cociente es de médulo menor que b y hay n — ng de ellos. Ahora,
oo

la convergencia absoluta se desprende del M-test ya que »_ 5"~ "0 es una serie
n=ng

geométrica de razén b < 1.
Ahora asumimos a > 1,y sea b con 1 < b < a. Por hipétesis, existe ng €

N tal que > b para todo n > ng. La misma factorizacién que en (3.4)

Zn+1
Zn
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muestra que |z,| > |z,|0" "0 para estos n. Pero entonces li)m Zp, MO existe ya
n—oo

que lim b"~ "0 = oo al ser b > 1. Por ende la serie diverge.
n—,oo

Las propiedades elementales de los limites nos dan los hechos siguientes:

) [e%S) ) ) [e%S)
E Zn + E Wn, = E (Zn + wn) y v E Zn = E VZn,
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

entendiendo que si las series de la izquierda convergen, las de la derecha también
lo hacen y se da la igualdad. Un resultado andlogo para productos de series ya no
es tan sencillo.

oo o0

Definicion 3.1.11. Sean > z,y > w, dos series en C. Llamaremos producto
n=0 n=0

de Cauchy de estas series a la serie

(o] n
> s

n=0 k=0

La intencidn es que la serie que acabamos de definir converja al producto de las
dos series de partida, pero esto no ocurre necesariamente salvo que al menos una
de ellas converge absolutamente, como lo muestra la siguiente afirmacién (Ver
Ejercicio 3.4).

(&) (e8]
Teorema 3.1.12. Sean > z,y > w, dos series convergentes en C. Si al menos
n=0 n=0
una de las series converge absolutamente, entonces

0o n 0o 00
E E RkWn—k = Z Zn Z Wn,
n=0 k=0 n=0 n=0

3.2. Series de potencias

El siguiente paso es estudiar las series de potencias. En primer lugar probaremos
que la regién de convergencia es siempre un disco abierto y quizas algunos de los
puntos de su frontera.

Definicion 3.2.1. Sean zy € Cy {ay, },>0 una sucesion en C. Sea f: C — Cla
funcién dada por f,(z) = an(z — 2,)™ y por convenio fo(z) = ap. Llamamos
serie de potencias de coeficientes {ay }n>0 y centro z a la serie de funciones

(o]
> anfn.
n=0
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Suele usarse, y nosotros usaremos por conveniencia, la notacién

00
Z an(z - ZU)n'
n=0

para representar la serie de potencias de coeficientes {a, },>0 y centro zp.
Recordemos ahora la definicién de limite superior e inferior de una sucesién de
numeros reales.
Sea {ay, }n>0, definimos
lim a,, = inf sup a,,.
n k20 n>k
De la misma manera,
lim a,, = sup inf a,.
n k>0 n>k
Para ver algunas caracterizaciones y propiedades que estos satisfacen, véase
el Apéndice.

o0
Teorema 3.2.2. Dada una serie de potencias ) a,(z—zp)", definimos el nimero
n=0

r, 0 <7 < oo, por

1
— = lim |an|% (Cauchy-Hadamard).
r n

Entonces

(a) la serie converge absolutamente en {z : |z — 29| < r};

(b) la serie diverge en {z : |z — 29| > r};

(c) la serie converge uniformemente en {z : [z — zg| < p}si0 < p < r.
Ademéds 7 es el Gnico nimero real satisfaciendo (a) y (b).

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos asumir que zg = 0. Supon-

gamos |z| < r ysea ptal que |z| < s < r.Sicp = sup \an|%, por hipdtesis,
n>k

. 1
) %, cuando k& — oco. Entonces, existe un ng € N tal que |a,|» < ¢, < % para
todo n > ng. Pero |a,| < & sin > no, y asi

2]

n
lanz"| < <—> , paratodo n > ng.
S
o0 n
Puesto que %' < 1, la serie Y (%) es convergente y consecuentemente, la
n=0

[&.°]
serie > a,2z" converge absolutamente para |z| < 7.
n=0
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Ahora supongamos 0 < p < 7y elegimos s tal que p < s < r. Dado que % < %,
. . 1 .
como arriba existe ng € N tal que |a,,|» < 1 para todo n > ng. Si|z| < p,

n
lanz"| < <£> , paratodo n >ng
S

y § < 1. Asi el M-test implica que la serie de potencias converge uniformemente
en {z : |z] < p}. Esto completa la prueba de las partes (a) y (c).

Para probar (b), sea |z| > r y elegimos s con |z| > s > r. Como L < 1, dela
definicién de limite superior, existe una subsucesién {ay, }r>0 tal que

1 1
= <lan,|™, k=>0.
s

ng
Se sigue que |a,, 2| > (%) para todo & > 0, y como % > 1, tenemos que

oo
los términos a,,z™ no estdn acotados. Luego la serie > a,z" diverge.

n=0
El nimero r se llama radio de convergencia de la serie de potencias, y el disco
{z : |z — 20| < r} se llama disco de convergencia de la serie. Tenemos, pues,
que una serie de potencias converge absolutamente en un circulo y diverge fuera
de ese circulo. En cada punto de la frontera del circulo la serie puede converger
absolutamente, condicionalmente o divergir, segin los casos.
A la hora de determinar el radio de convergencia de una serie suele ser Ttil el
siguiente caso particular del Criterio de d’ Alembert.

oo
Teorema 3.2.3. Sea > a,(z — zp)" una serie de potencias tal que existe el si-

n=
guiente limite (posiblemente infinito)

11 |an|
1m =,
n—oo |an+1’

entonces su radio de convergencia es 7.

Demostracion. Si aplicamos el Criterio del Cociente a la serie, tenemos que

i Jant1(z = 20)" 1 |z — 20|
n—oo |ap(z — 20)"| r

Si |z — zp| < r, el limite es menor que 1y la serie es convergente. Si |z — zp| > 7
el limite es mayor que 1 y la serie es divergente. Luego, por el Teorema 3.2.2, r
es el radio de convergencia.

n!

o0
Ejemplo 3.2.4. (a) Laserie > n!z" converge soloen z = 0, pues r = lim CEsyl

= lim =0.

1
n—soo N1
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(b) Laserie Z —72" converge absolutamente para todo z € C, pues 7 = lim
n—o0

(n+1)!
n!

= limn+1l=c

n—oo
Recalcamos el siguiente resultado de la teoria de series, cuya demostracién queda
a cargo del lector (Ver Ejercicio 3.18).

(o9} (e.9]
Teorema 3.2.5. Sean > an(z — 20)"y > bn(z — 20)™ dos series de potencias

n=0 n=0
n
con radios de convergencia mayor o igual ar > 0. Si ¢, = > agb,_, entonces
k=0
las series de potencias
oo oo
E (an +bp)(z—20)" y E en(z — 2o)"
n=0 n=0

tienen radio de convergencia mayor o igual a r y

[e.9]

Z(an—i-b )(z — 2z0)" Z%Z—ZO —i—Zb (z —2zo)"
n=0
ch(z—zo <Zanz—20 )(Zb (z — 20) ),

n=0

para |z — zp| < r.

Ejercicios propuestos

Ejercicio 3.1. Sean {a,} y {b,} dos sucesiones de nimeros reales. Probar la
siguientes desigualdades.

(a) hm (an +by) <1 1m an + hm bn;

(b) hm(an+b ) > lm a, + lim by;

n

(¢) lim |anb,| < lim |a,| lfm |b,|, si el producto de la derecha no es de la forma
n n n

0.00;

Ejercicio 3.2. Sean {a,} y {b,} dos sucesiones de nimeros reales positivos.
Probar que si 0 < b = hm bhya= hm an, entonces hm anb, = ab.
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Ejercicio 3.3. Si z # w, probar que 2" ' + 2" 2w 4 -+ + 2" 2 + w7l =
2" —w"

zZ— W

Ejercicio 3.4. Probar el Teorema 3.1.12.

Ejercicio 3.5. Sea ioj ar, una serie absolutamente convergente de suma s. Mos-
n=1 -
trar que cada reordenamiento de ) a,, es también una serie absolutamente con-
vergente y su suma es s. "
o]
Ejercicio 3.6. Mostrar que si |z| < 1, entonces Y nz""! = ﬁ

n=0

(o] (o]
Ejercicio 3.7. Si > a,z" tiene radio de convergencia 1 y > b,z" tiene radio

o0
de convergencia 79, probar que . a,b,z" tiene radio de convergencia mayor o
n=0

igual a ri7s.

Ejercicio 3.8. Hallar el radio de convergencia de cada una de las siguientes series
de potencias.

(@ > a"z",ae€C; b)) > a"’ ", a € C; () > nPz",p>1.

n=0 n=0 n=0

oo
Ejercicio 3.9. Mostrar que la serie »  n~*® converge para todo s € C tal que

n=1
Re(s) > 1.

o0
Ejercicio 3.10. Mostrar que la serie de potencias »  n"z" converge inicamente
n=1
cuando z = 0.

Ejercicio 3.11. Mostrar que el radio de convergencia de la serie de potencia

o0

—1)" . . . .
> %z”(”“) es 1. Discutir la convergencia para los valores z = —1,1, 4.
n=1

Ejercicio 3.12. Determinar el radio de convergencia de las siguientes series de
potencias.

(a) ZQ (l;gl): 227171’ (b) Zl (*i)" 2271’ (©) Zl 27‘1_’“;'

Ejercicio 3.13. Encontrar el radio de convergencia de cada una de las siguientes
series de potencias y decidir si convergen en algin punto, en todos o en ninguno
de los puntos del borde de su disco de convergencia,
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18
18

@ > %, (b)

2" = n
=, (©) > nz"
1 n n=1

1

n

Ejercicio 3.14. Mostrar que si |z| < 1, entonces

n
z 22 22 z

1—22+1—z4+.”+w+”. 1—2z

Ejercicio 3.15. Determinar el radio de convergencia de la serie de potencias

oo
> anz"™ cuando:
n=1

(@) an = (logn)?, () ap, = %, (¢) a, = cosn.

Ejercicio 3.16. Determinar el radio de convergencia de la serie de potencias
oo

> anz"™ cuando:

n=1

cosn—isenn
7’L2

(a) ap = #, (b) a, =cosn —isenn, (c) a, =

Ejercicio 3.17. Sea f una serie de potencia centrada en el origen. Probar que
f admite una expansion en serie de potencias alrededor de cualquier punto que
pertenezca a su disco de convergencia.

Ejercicio 3.18. Probar el Teorema 3.2.5.
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Capitulo 4

Funciones Elementales y Analiticas



El objetivo principal de este capitulo serd estudiar el concepto de funcién analiti-
ca, el cual podria decirse, a grandes rasgos, que es el tema principal de estudio del
andlisis complejo. Para ello estudiaremos el concepto de diferenciabilidad de fun-
ciones complejas y luego nos enfocaremos en algunas de las funciones complejas
elementales mds usuales.

La nocién de derivada de una funcidén compleja es definida de manera similar al
caso de derivada de una funcién de una variable real. Sin embargo, existen algunos
resultados especialmente interesantes en el caso de diferenciabilidad compleja.

4.1. Laderivada

Definicion 4.1.1. Sean A C C un conjunto abierto, f: A — C una funcién y
z € A. Si existe el limite

flz+w) - f(2)

Y

lim
w—0 w

entonces se dice que [ es diferenciable (o derivable) en z, y se denota por f(z).

Como vemos, la definicion de diferenciabilidad de una funcién de variable com-
pleja es similar a la definicién de derivada de una funcién de variable real y, co-
mo veremos mas abajo, ellas comparten varias propiedades andlogas. Pero cabe
sefialar aqui que la diferenciabilidad compleja es mas fuerte (o en otras palabras,
mas rica) que la de diferenciabilidad real. Como veremos mads adelante, la exis-
tencia de f’ implica que las derivadas de todos los 6rdenes de f existen, esto es,
si f’ existe, entonces f”, f",..., f"), ... existen. Pero esto no ocurre en el caso
de una funcién de variable real. Es decir, existen funciones f de variable real x
para la cual f'(z) existe pero f”(x) no existe.
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Las reglas obtenidas en el célculo real para derivar la suma de dos funciones,
el producto de dos funciones, el cociente de dos funciones, la composicién de
dos funciones, las potencias, etc. fueron todas obtenidas por métodos algebraicos
basados en las propiedades de la suma y la multiplicacién. Las mismas demostra-
ciones pueden aplicarse para demostrar los siguientes resultados.

Proposicion 4.1.2. Sean A C C un conjunto abierto, f,g: A — C dos funciones
y z € A. Si fy g son diferenciables en z entonces:

@ (f+ag)(z) =f(2)+ag(z).aeC;
) (f9)'(2) = ['(2)9(2) + f(2)g'(2);

! "(2)g(2)—f(2)g' (2) -
(©) (%) (2) = J( )g(g)Z(Zf)( )9'(2) g(2) #0.

Ejemplo 4.1.3. Para un nimero entero n, la derivada de f(z) = 2" es f'(z) =

nz""1, con la salvedad de que z # 0 si n es negativo.

Ejemplo 4.1.4. Las funciones f(z) =z 'y g(z) = |z| no son diferenciables en C.

Por el Ejemplo 4.1.4 sabemos que la funcién f(z) = Z no es diferenciable y
no es dificil comprobar que ella es continua en todo el plano complejo. Por lo
tanto, podemos ver que la continuidad de una funcién compleja no implica la
diferenciabilidad de esta. La proposicién siguiente nos muestra que la reciproca
de la afirmacién anterior si se cumple.

Proposicion 4.1.5. Sean A C C un conjunto abierto, f: A — C una funcién y
z € A. Si f es diferenciable en z, entonces f es continua en z.

Demostracion. Se deja a cargo del lector. Ver Ejercicio 4.1.

Definicion 4.1.6. Sean A C C un conjunto abiertoy f: A — C una funcién.
La funcién f es llamada analitica (o regular) en A si f es diferenciable en cada

punto de A. Si f es analitica en C, decimos que f es entera.

Proposicion 4.1.7 (Regla de la Cadena). Sean A, B C C dos conjuntos abiertos,
f:A— Cyg: B — Cdos funciones analiticas en A y B, respectivamente, tales
que f(A) C B. Entonces g o f es analiticaen Ay (go f)'(2) = ¢ (f(2))f'(2)
para todo z € A.

Demostracion. Seazy € Ayseawy = f(zp). Vamos a definir la funcién ¢: B —
C como sigue

g9(w) — g(wo)
O(w) = w — wo
0 st w = wy.

—g'(wo) siw # wo
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Ya que ¢'(wp) existe, se puede comprobar que la funcién ® es continua. Ademds,
dado que la composicion de funciones continuas es continua, tenemos que

lim ®(f(z)) = ©(f(20)) = ®(wo) = 0.

Z—20

Por la definicién de la funcién ® tenemos que

g9(w) = g(wo) = (®(w) + g'(wo))(w — wo)

para todo w € B. Luego, dado z € A con z # zp y tomando w = f(z), de la
dltima igualdad nos queda

9(f(2)) = g(wo) = ((f(2)) + g'(wo))(f (2) — wo).
Entonces, dividiendo por z — zy y recordando que f(zp) = wp, obtenemos que

(g ° f)(z> — (go f>(20> _ (CD(f(z)) +g/(w0)> f(z> - f(ZO)

Z— 20 Z— 20

Cuando z — zp, el lado derecho tiende a (0 + ¢'(wo))f'(20) y por lo tanto obte-
nemos el resultado buscado.

Utilizando una demostracién similar a la de la proposicion anterior se puede pro-
bar una forma especial de la Regla de la Cadena para funciones complejas: sea
v: (a,b) — C una funcién diferenciable, esto es, v puede ser considerada como
una funcién 7: (a,b) — R? con v(t) = (z(t),y(t)) = x(t) + y(t)i y donde
v (t) = (2/(t),y'(t)) = 2/ (t) + ¢/ (t)i. Entonces la derivada de la funcién f((t))
es ' ((D) (1),

La siguiente proposicion es andloga a un resultado del analisis real el cual afirma
que una funcién cuya derivada es idénticamente cero debe ser constante.

El lector deberia notar en el siguiente resultado que la condicién de tomar una
regién y no solo un conjunto abierto es fundamental en la demostracién de di-
cho resultado, lo cual manifiesta la importancia de considerar funciones definidas
sobre regiones en lugar de abiertos.

Proposicion 4.1.8. Sean A C C unaregiony f: A — C una funcién analitica en
A.Si f'(z) = 0 para todo z € A, entonces f es constante en A.

Demostracion. Fijemos zg € Ay wo = f(20). Pongamos B := {z € A: f(z) =
wo }. Veamos que B = A mostrando que B es abierto y cerrado en A.

Seaz € Ay {z,} C B tal que lim z,, = z. Como f(z,) = wp paratodony f es
continua en A, entonces f(z) = wy, es decir, z € B. Asi B es cerrado en A.
Ahora, sean a € By e > 0 tal que D(a,e) C A. Para z € D(a,¢€), definimos
g:10,1] — Cpor g(t) = f(tz+ (1 — t)a). Como f es derivable en A, usando la
Regla de la Cadena, tenemos que ¢'(t) = f'(tz+ (1 —t)a)(z — a) parat € [0, 1].
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Puesto que tz + (1 — t)a € A, por hipétesis ¢'(t) = 0 para t € [0, 1], es decir g
es constante en [0, 1]. Finalmente, dado que f(z) = g(1) = ¢(0) = f(a) = wo,
tenemos z € B. Por la arbitrariedad de z conseguimos D(a, €) C By por ende B
es abierto en A.

En orden de definir la analiticidad de una funcién definida sobre un conjunto ar-
bitrario A del plano complejo, asumiremos siempre que la funcién esta definida
sobre un conjunto abierto que contiene al conjunto A.

Definicion 4.1.9. Sean A C C un conjunto no abiertoy f : A — C una funcién.
Decimos que f es analitica en A si f es analitica en un conjunto abierto que
contiene a A. Asi, diremos que f es analitica en zj si existe un r > 0 tal que f es
diferenciable en todo punto de D(z, ).

4.2. Las ecuaciones de Cauchy - Riemann

Los resultados en esta seccidén ponen de manifiesto que la derivabilidad compleja
es mucho mas restrictiva de lo que puede parecer a primera vista. Ademas, vere-
mos la relacién que existe entre la derivada (en sentido complejo) de una funcién
compleja f y las derivadas parciales usuales de la parte real e imaginaria de f
consideradas como funciones en dos variables reales (x,y).

Las Proposiciones 4.2.1 y 4.2.2 nos proveen con un criterio muy util para de-
terminar la existencia o no de la derivada de f en un punto dado y analizar su
analiticidad.

Proposicion 4.2.1. Sean A C C un conjunto abierto, f: A — C una funcién y
z € A.Notemos z = z+1iy, u(z,y) = Re(f(z+iy)) yv(z,y) = Im(f(z+1iy)).
Si f es diferenciable en z, entonces existen las derivadas parciales de u y v en
(x,y) y satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann

ue(,y) = vy(@,y) ¥y uylz,y) = —ve(z,y). .1
Ademas,
F'(2) = ua(z,y) +ive(2,y) = vy(z,y) — duy(2,y). 4.2)
Demostracion. Como f es diferenciable en z = x + iy, tomando w € R,

u(z +w,y) + iz +w,y) —ulz,y) — iv(z,y)

! — 1/
fiz) = lim ”
— lim u(z:—|—w,y) —U({L‘,y) +ZU($+w7y) —U(CIJ,y)
w—0 w w

= Uy (,y) + ive(z,y),
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pues el limite existe si y solo si existen los limites de la parte real e imaginaria.
Tomando ahora w puramente imaginario, w = ¢h, conseguimos

u(z,y + h) +iv(z,y + h) — u(z,y) —iv(z,y)

f(z) = lim ih
h) — h) —
i (- HEL D ZH) | ey )t

= _Zuy(xvy) + ,Uy(xvy)'

Combinando ambas expresiones para f’(z) y considerando la parte real e imagi-
naria, obtenemos (4.1).

Las ecuaciones de Cauchy-Riemann (4.1) son necesarias para la diferenciabilidad
compleja. Suplementadas con una condicién de continuidad, también son sufi-
cientes.

Teorema 4.2.2 (Teorema de Cauchy-Riemann). Sean £ C R? un conjunto abier-
toy u,v: Q — R dos funciones tales que u,v € C1(Q2)!. Si se satisfacen las
ecuaciones de Cauchy-Riemann (4.1) en (x,y) € (2, entonces f = u + v es
diferenciable en z = x + 4y, y se tiene (4.2).

Demostracion. Sea (x,y) € Qy z = x + iy. Con w = a + ib, y suponiendo que
tanto a como b son tales que (z + a,y + b) € 2, tenemos

w a+ib a+ib '

fletw) — flz) _ulztaytd)—u@y) v@t+aeyth—v@y)

(4.3)
Puesto que por hipétesis las derivadas parciales son continuas, el Teorema de Tay-
lor para funciones de dos variables reales implica que

(@ + a,y +b) — u(@,y) = ua(2,y)a + uy(z,y)b + g(x,y, a,b) Va2 + b2,
v+ a,y+b) — v(@,y) = ve(@,y)a+vy(z,y)b + h(z,y,a,b)v/ a2 + 2,
donde las funciones g y h satisfacen

i b) = 11 h b) =0.
(a,b)l—I}%o,o)g(x’y’a’ ) () 5(0.0) (#.90,0)

"En general, decimos que u € C*(Q), si existen las derivadas parciales de orden k y son
continuas en €
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Por (4.3),
f(Z =+ ’(U) - f(Z) _ um(xvy)a + U,y<$7y)b + g(a:, y,a, b) \ a’2 + b2
w o a+ib
+ i ve(@y)a+vy(@,y)b+ Mz, y, a,b)Va? + 2
! a+1b
1 ) 7 .
= —— (e, e+ ivy (2, 9)b) + —— (vl y)a — iy (2, )b)
/a2 b2
+ %(9(x7 y,a, b) + Zh(Ta y,a, b))

Ahora usamos las ecuaciones de Cauchy-Riemann y obtenemos

flz+w) — f(z) Va2 + b?

(9(w,y,a,b)+ih(x,y,a,b)).

w a+1ib
Como Vgijbe = 1, haciendo (a,b) — (0,0), conseguimos la existencia de la

derivada en z y la relacion (4.2).

Sea f = w + v una funcién compleja considerada como una funcién de varias
variables f(z,y) = (u(z,y),v(z,y)), (r,y) € Q C R2 Recordemos del cdlculo
vectorial que una condicién suficiente para que f sea diferenciable en z = (z,y),
es que las derivadas parciales de u y v respecto de x e y existan y sean continuas
en un entorno de z. Del Teorema de Cauchy-Riemann podemos observar que la
diferenciabilidad compleja es mucho mas fuerte (o rica) que la diferenciabilidad
real, dado que las condiciones sobre u y v mencionadas anteriormente, ya no
alcanzan para asegurar que f sea diferenciable en z en el sentido complejo, pues
también deben verificarse las ecuaciones de Cauchy-Riemann.

Ejemplo 4.2.3. Veamos donde es diferenciable y analitica la funcién f(z) = 22

y%i y en caso que corresponda hallemos su derivada. Observemos que u(z, )
2%y v(z,y) = y?, con lo cual sus derivadas parciales u;(z,y) = 2z, v, (z,y) =
2y y uy(x,y) = vy(x,y) = 0 son continuas en todos los puntos del plano com-
plejo. Es directo ver que las ecuaciones de Cauchy-Riemann se cumplen si y solo
si z = y. Entonces, la funcién f es diferenciable en los puntos z = = + yi para los
cuales z = y y por (4.2) tenemos que f’(z) = 2z. Por lo tanto, f no es analitica
en ningun punto del plano complejo.

I+

También se pueden expresar las ecuaciones de Cauchy-Riemann en coordenadas
polares, lo cual resulta de utilidad para estudiar la regularidad de ciertas funciones
complejas. Sea z = x 4 yi # 0. Recordemos que podemos escribir z = re® con
r = |z| y § = Arg(z). Entonces x = rcos(f) e y = rsen(f). Sea f: A — C

una funcién compleja definida en un abierto A tal que 0 ¢ A. Luego podemos
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expresar a la parte real e imaginaria de f = u + wv¢ tanto en las variables x e y
como en r y 6 (véase la pag. 23). Supongamos que f(z2) = u(z,y) + v(z,y)iy
que las derivadas parciales de primer orden de u y v con respecto a x € y existen y

son continuas en zg € A. Utilizando la Regla de la Cadena para funciones de dos
variables reales tenemos que las derivadas parciales de primer orden de vy v con

respecto a r y € existen y son continuas en zy. Entonces

du dudxr dudy du  du d_:z du dy

dr dwdr dgdr Y 40 dwdd  dydo
y por ende
Uy = Uy cos(0) + uysen(d) y wup= —uyrsen(d) +uyrcos(d).  (4.4)
Andlogamente, obtenemos que
vy = vy cos(0) +vysen(d) 'y wvg = —vyrsen(d) + vyrcos(6). 4.5)

Luego, si f es analitica en 2, entonces las derivadas parciales de u y v satisfacen
las ecuaciones de Cauchy-Riemann con respecto a x € y en 2, esto es,

Uy =Vy Y Uy = —Vg 4.6)
en zg. Reemplazando en las ecuaciones (4.5) las ecuaciones (4.6) tenemos que
vp = —uycos(f) +ugysen(d) 'y vg = uyrsen(d) + ugrcos(f). 4.7)

en zp. Entonces, de (4.4) y (4.7) obtenemos la forma polar de las ecuaciones de
Cauchy-Riemann
U =V Yy U= —TVp. (4.8)

en zg. Por lo tanto, hemos demostrado la siguiente proposicion:

Proposicién 4.2.4. Sean 2 C R? \ {0} un conjunto abierto y u,v: 2 — R dos
funciones tales que u,v € C*(Q). Entonces, la funcién f(z) = u(r,0) + v(r, 0)i
es diferenciable en zy = roe’ siy solo si u y v satisfacen la forma polar de
las ecuaciones de Cauchy-Riemann (4.8). Ademds, la derivada f’(zp) se puede
escribir como

f(z0) = efeoi(uT(ro, 0o) + v (10, 60)7).

Ejemplo 4.2.5. Sea f: A — Cdefinidaen A = {re?" : r >0y —7m <0 <
7} por f(z) = \/re?/?. Determinemos en qué puntos de A es f diferenciable.
Como podemos observar facilmente f = w + vi con u = /rcos(0/2) y v =
V7 sen(0/2) para todo z = e’ € A. Sea z = re? € A. Entonces

Uy = %COS(Q/Q), up = —g sen(0/2)

2Vr
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s

cos(6/2).

vy = —sen(9/2), Vg =

27
Luego

- gcos(O/Q) —vg Yy —rvp = —g sen(0/2) = uy.

Por lo tanto, por la Proposicion 4.2.4 tenemos que f es diferenciable en todo punto
z € A. Ademads

f(2) = e % (u, 4 v,)

_oi 1 .
— Y (2\/_ cos(0/2) + NG sen(9/2)z>
1, ,
= ﬁe %% (cos(0/2) + sen(/2)i)

L i 0/2)i
o ©
1 A
_ L e

2yr
4.3. Analiticidad de series de potencias

En esta seccién y junto con el Capitulo 6 veremos la estrecha relacién que existe
entre las funciones analiticas y las series de potencias. En esta seccién veremos
que toda funcién definida por una serie de potencias es analitica y luego, mas
adelante en el Capitulo 6 que todo funcién analitica admite un desarrollo en serie
de potencias.

oo
Proposicion 4.3.1. Sea f(z) = ) a,(z — )™ una serie de potencias con radio
n=0

de convergencia R > 0. Entonces:

(a) Paracada k > 1, la serie de potencias

[e.9]

> nn—1)...(n—k+Dan(z — 20)"F, (4.9)

n=k
tiene radio de convergencia R;

(b) La funcién f es infinitamente diferenciable en D(zo, R) y f*)(z) tiene por
serie a (4.9) paratodo k > 1y z € D(z9, R).

(¢c) Paran >0, a, = %f(")(zo).
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Demostracion. Observamos que si (a) es probado para k = 1, entonces los casos
k = 2,k = 3, etc, se siguen andlogamente. En efecto, el caso k = 2 puede ser
obtenido aplicando (a) para k = 1 a la serie de potencias

(o9} oo
Z nan(z — 29)" ! = Z(n + Dany1(z — 20)™.
n=1 n=0
o0
(a) Laserie > na,(z — 29)" !y la serie
n=1

oo o0
Znan(z —20)" = (2 — 2p) Znan(z — )"t
n=1 n=1

convergen para los mismos valores de z y, por lo tanto, tienen igual radio de
convergencia, R'. La férmula de Cauchy Hadamard nos dice que el radio de con-
. P . . — 1 , 1 .
vergencia de la ultima serie satisface % = lim |na,|=. Pero lim n» = 1. Asi,
n n—o0
el Ejercicio 3.2 y la hip6tesis implican que
1 7 1 T 1 1
— = lim |na,|» = lim |a,|» = —.
n n R

R/
(b) Sin pérdida de generalidad supongamos zp = 0. Para |z| < R, pongamos
oo n oo
g(z) = Znanznfl sn(z) = Zakzk y R,(z)= Z apzt.
n=1 k=0 k=n+1

Sean ¢ > 0, w € D(0,R) un punto fijoy r € Rcon |w| < r < R.Sead > 0,
arbitrario, tal que D(w, d) € D(0,r). Si z € D(w, ), entonces

HAZI) gy = (20 ) s ) gt

zZ—w zZ—w
+ Ry (2) — Rn(w)‘
zZ—w
(4.10)
Ahora
R, (2) — Ry (w) 1 R i i ad 2k — wk
zZ—w T i—w Zak(z —w) = Zak zZ—w
k=n+1 k=n+1
y
2 —wh k k k k k
= A R 2 T < R
Z—w
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Luego
Rn(Z) — Rn(UJ) - k—1
— | <
‘ po—— < Z |ag|kr
k=n+1
o0
Por lo visto en la parte (a), con |a,| en lugar de a,,, tenemos que > nla,|z" !
n=1

y Z nla,|z"™ tienen igual radio de convergencia. Pero hm \nan] n = R~y por
n=1

o0
lo tanto >_ nla,|2z" ! converge para |z| < R.Puesto que 7 < R, Z |lag|krF—1
n=1 k=1

converge. Asi existe ng € N tal que

'Rn(Z) — Rn(w)

‘<6/3, para n > ng. 4.11)
Z—w

También, lim s} (z) = g(z), y por ende existe n; € N tal que

n—oo
|sh(2) — g(2)| < €/3, paratodo n > ni. (4.12)
Sea n = méx{ng,n;}. Como h’_r}n W = s/ (w), podemos elegir §*,
z w

0 < &* < ¢ satisfaciendo

sn(2) — sp(w)

zZ— W

— s;(w)‘ <e€/3, cuando |z —w|< " (4.13)

Luego de (4.10)-(4.13), tenemos

‘f(Z):f(w)

—g(w)}<e, para |z —w| <",

Esto es f/(w) = g(w).
(c) Por una rapida evaluacién, conseguimos f(0) = f(9)(0) = ag. Usando (4.9),
para zy = 0, tenemos f*)(0) = klay.

oo
Corolario 4.3.2. Si la serie de potencias Y a,(z — zp)" tiene radio de conver-
=0
0o n
gencia R > 0, entonces f(z) = > an(z — 20)" es analitica en D(2¢, R).
n=0

Corolario 4.3.3 (Unicidad de las series de potencias). Si existe R > 0 tal que

Zanz—zg Zb z—zo)",

para todo z € D(zp, R), entonces a,, = b,, para todo n € N U {0}.
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4.4. Funciones complejas elementales

Algunas de las funciones elementales mds usuales estudiadas en andlisis real son
por ejemplo la funcién exponencial e”, la funcién logaritmo natural In(z), las fun-
ciones trigonométricas sen(z), cos(x) y tan(z), etc. En esta seccion estudiaremos
el correlato de estas funciones en el caso complejo.

4.4.1. Funcion exponencial compleja

Recordemos que la representacion en serie de potencias de la funcién exponencial

o0

e, también denotada por exp(z), es dada por Y. 1z". Ademds, sabemos que
n=0

ella es la tinica solucién a la ecuacién diferencial

f'(z) = f(x) sujetaalarestriccion f(0) = 1.

Luego, una definicién adecuada de funcién exponencial f(z) = exp(z) para una
variable compleja z deberia cumplir al menos que:

o0
e siz = xesreal, entonces f(z) = exp(z) = > Lz

o f'(2) =exp(2)y f(0) = 1.

Por lo tanto, para definir exp(z), consideremos la serie de potencias compleja
oo

> 12" Como
n=0
1)!
lfm P e iDL P (n+1) = 0,
n—00 | Qp1 n—00 nl n—00

por el Teorema 3.2.3, la serie converge para todo z € C. Asi, la siguiente defini-
cién tiene sentido.

Definicion 4.4.1. Llamamos funcion exponencial compleja a la funcién

Recordemos que en la Seccidn 1.6 definimos la forma trigonométrica de un niime-
ro complejo z no nulo utilizando la férmula de Euler ¢ = cos(6) + isen(6),
siendo 6 un argumento de z. Ahora comprobaremos que efectivamente esta igual-
dad es vdlida con respecto a la definicién de funcién exponencial compleja dada.
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Sea z un nimero real cualquiera, por la Definicién 4.4.1 tenemos que

1 1
exp(iz) = Z E(zx)” = Z Ez"m”
n=0 n=0

— (1 $2 $4 . 1'3 1'5

donde podemos reconocer que la suma infinita en el primer paréntesis es la repre-
sentacion en serie de potencias de la funcién cos(z) y la suma infinita del segundo
paréntesis es la representacién en serie de potencias de la funcién sen(x). Enton-
ces, nos queda que exp(iz) = cos(z) + isen(w) = €%, que habfamos definido
como la férmula de Euler. A lo largo del texto usaremos indistintamente la nota-
cién exp(z) o e* para la funcién exponencial evaluada en z.

Ahora pasamos a comprobar que la funcién exponencial compleja tiene las pro-
piedades exigidas y también que cumple con las propiedades esperables de una
funcién exponencial.

Proposicion 4.4.2. La funcién exponencial satisface las siguientes propiedades:
(a) exp’(z) = exp(z), para todo z € C;

(b) Sia € C, entonces exp(z) exp(a — z) = exp(a), para todo z € C;

(c) exp(z + w) = exp(z) exp(w), para todo z,w € C;

(d) exp(z) # 0, para todo z € C;

(e) exp(Z) = exp(z), para todo z € C;

(f) |exp(z)| = exp(Re(z)), para todo z € C.

Demostracion. (a) Por la Proposicién 4.3.1, tenemos

oo oo oo
exp’(z) = g Bon-1- E ;z”_l = E iz" =exp(z), ze€C
P n! (n—1)! n! P, '
n=1 n=1 n=0

(b) Para a € C, sea g(z) = exp(z) exp(a — z), entonces

g (2) = exp(z) exp(a — 2) + exp(z)(—exp(a — 2)) =0, =z € C.
Luego, por la Proposicién 4.1.8, g es constante en C, es decir, existe w € C tal que
g(z) = w, para todo z € C. En particular, exp(0) = 1y asi w = ¢g(0) = exp(a).

Luego vale (b).
(c) Es consecuencia de (b) tomando a = w + z.
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(d) Por (c), 1 = exp(z) exp(—2z), luego exp(z) # 0, z € C.
(e) Para z € C, tenemos

o 1 N 1 N 1 N 1
exp(z) = E —z" = lim E —z" = lim E —z" = lim E —2z" = exp(z).
n! N—o0 n! N—o0 n! N—o0 n!
n=0 n=0 n=0 n=0

(f) Por (e) y (c), |exp(2)|? = exp(z) exp(z) = exp(z) exp(Z) = exp(z +z) =
exp(2Re(z)). Entonces

|exp(z)| = exp(Re(z)), =z € C.

Sea z = x+yi un nimero complejo no nulo. Por la propiedad (c) de la proposicién
anterior tenemos que e* = e* 7Y’ = ¢%¢¥ y usando la férmula de Euler obtenemos
que e* = e*(cos(y) + isen(y)).

4.4.2. Funciones trigonométricas complejas

La extension de las funciones coseno y seno al plano complejo se pueden hallar,
por ejemplo, usando las expresiones
eix + efiac ei:p o efiac

cos(r) = ——— y sen(x) = TR

e R,
5 para

ya que los términos de la derecha ya han sido extendidos al plano complejo.

Definicion 4.4.3. Se definen las funciones trigonométricas coseno y seno median-

te ) ) ) )
(¥4 %4 1z %4
e”+e e —e
cos(z) = —— y sen(z) = ———, para ze€C.
2 23

Dado que las exponenciales son funciones enteras, el coseno y el seno resultan
funciones enteras y de la periodicidad de la exponencial se deduce que las funcio-
nes coseno y seno complejas siguen siendo funciones 2m-periddicas.

Muchas de las férmulas satisfechas por el coseno y seno reales son vélidas atin en
el caso complejo (véase la proposicion de abajo). Sin embargo, hay que advertir

que a diferencia del caso real, las funciones coseno y seno no son acotadas.

Proposicion 4.4.4. Las funciones coseno y seno satisfacen las siguientes propie-
dades:

(a) sen?(z) + cos?(z) = 1;
(b) cos’(z) = —sen(z);

(c) sen’(z) = cos(z2).
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Demostracion. (a) Por la definicién de las funciones sen y cos, tenemos que

=1

9 5 ez _ iz N A e2iz 9 4 o~ 2z N 0202 L o 4 —2iz
sen(z)+cos“(z) = —_— —_—

2i —4 4
(b) Por la Regla de la Cadena y la Proposicién 4.4.2 tenemos que

c 12 12 _ iz —1iz
cos'(z) = L +.€ = —sen(z).
2 23

(c) Por un argumento similar a (b).

Definidos el coseno y el seno, es posible definir las otras funciones trigonométri-
cas a partir de ellas. Por ejemplo,

tan(z) =

para z complejo y que no anule el coseno.
Recordando también las definiciones del seno y coseno hiperbdlico en el caso real,
podemos de manera natural considerar la siguiente definicion.

Definicion 4.4.5. Se definen las funciones trigonométricas de seno hiperbélico 'y
coseno hiperbdlico como

z_ =z z —z
senhz:% y coshz:%, para z € C.

Algunas de las propiedades basicas de las funciones seno y coseno hiperbélicos
son las siguientes. Dejamos la demostraciones de las mismas a cargo del lector.

Proposicion 4.4.6. Las funciones seno hiperbélico y coseno hiperbdlico satisfa-
cen las siguientes propiedades:

(a) senh’(z) = cosh z;
(b) cosh’(z) = senh z;
(c) senh(iz) =isen z;

(d) cosh(iz) = cos z.
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4.4.3. Ellogaritmo complejo

El objetivo aqui es extender la funcidén real logaritmo al caso complejo. Esto es,
deseamos definir una funcién compleja f tal que si z = x es real, entonces f(z) =
In(x). Ademas, recuerde que la funcién logaritmo en el caso real puede ser vista
como la inversa de la funcién exponencial, esto es, In(z) = y siy solo si x =
€Y. De la misma forma, queremos que algo similar ocurra en el caso complejo.
Pero aqui debemos tener mas cuidado porque la funcién exponencial compleja es
periddica (véase el Ejercicio 4.7) y asi no puede tener una tnica inversa.
Comenzamos con las siguientes proposiciones, las cuales nos ayudaran a definir
la funcién buscada.

Proposicion 4.4.7. Para todo 0 # w € C, existen infinitos nimeros complejos z
tales que exp(z) = w.

Demostracion. Sea w un complejo no nulo. Asi tenemos que w = |w|exp(ia),
para cualquier o € arg(w). Buscamos z = = + yi € C tal que exp(z) = w.
Recordemos que exp(z) = exp(z) exp(yi) y es no nulo. Como exp(x) exp(iy) =
|w| exp(icr), entonces

r=In(jlw|) e y=a+2nm, paraalginn € Z.
Por lo tanto, z = In(Jw|) + i(a + 2n7), n € Z.

La proposicién anterior nos muestra que la funcién exponencial exp: C — C\{0}
es sobreyectiva y no inyectiva®. La siguiente proposicién nos mostrard en donde
debemos restringir a la funcién exponencial para que sea inyectiva.

Proposicion 4.4.8. Seaa € Rysea A, = {z € C: a < Im(z) < a + 27}.
Entonces, la funcion exp(z) envia el conjunto A, de manera inyectiva sobre el
conjunto C \ {0}.

Demostracion. Sean z1,z9 € A, y supongamos que exp(z1) = exp(z2). Luego
exp(z1 — z2) = 1y entonces z; — zo = 27ni (véase el Ejercicio 4.8). Con
lo cual, Re(z1) = Re(z2) y Im(z21) — Im(22) = 27n. Notemos y; = Im(z)
e y2 = Im(zz). Como 21,29 € A,, obtenemos que |y; — y2| < 27. Podemos
suponer sin perdida de generalidad que y; > 2. Entonces tenemos que 0 <
Y1 — Yo < 2w e y; — yz = 27n, lo cual implica que n = 0y asi y; = yo. Por
lo tanto z; = zo. Ahora sea w = re’® € C\ {0}. Como ya hemos visto por la
Proposicién 4.4.7, tomando z = In(r) + (0 + 27n) con n € 7Z se cumple que
exp(z) = w. Pero existe un tnico ng tal que o < 6 + 27ny < o + 27. Entonces,
z=1In(r) +i(0 + 2mng) € A,.

Una funcién f: A — B es inyectiva si f(x) = f(y) implica que © = y. Una funcién f es
sobreyectiva si para cada b € B existe un a € A tal que f(a) = b.
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(o +2m)i

z — exp(z2)

Figura 4.1: exp(z) como una funcidn inyectiva sobre C \ {0}.

La proposicién anterior nos muestra que podemos definir una funcién logaritmo si
fijamos el argumento. Recordemos que para cada o € R, arg,, (z) denota el tnico
argumento de z que se encuentra en el intervalo (o, o + 27].

Definicion 4.4.9. Para cada o € R, la funcién Log,: C\ {0} — C es definida
por
Log, (2) = In(|2]) + i arg, ().

Observemos que se cumple que
exp(Log, (2)) = exp(In(|z])) (cos(arg,(z)) + isen(arg,(z))) = 2.
Notemos ahora que Log,, no es continua en
So :={2€C\{0}:acarg(z)}

(véase la Figura 4.2). En efecto, si z # 0 es tal que « € arg(z) entonces podemos
acercarnos a z por uno y otro lado de la semirrecta S,. Consideremos la regién
G, formada por el plano complejo sin el rayo que parte de 0 y forma un dngulo «
con el semieje real positivo, esto es,

Go :=C\ (SqU{0}) ={2z€ C\ {0} : a ¢ arg(2)}

(véase la Figura 4.2). Si nos acercamos a z por medio de puntos de GG, con argu-

mentos superiores y cercanos a c, o sea, tomamos una sucesion {z, }n>1 C Gqo

tal que z, = |z,|exp(i(a + €,)) cone, > 0, lim €, = 0y lim |z,| = |z
n—oo n—oo

B

entonces

lim Log, () = 1Lm (In(|zn]) + i(a + €,)) = In(|2]) + ia.

n—oo

Asi, tenemos que z, — 2y Log,, (2,) — (In(|z|)+ia), pero Log,, (z) = In(|z|)+
i(ae 4 27), en consecuencia, por la Proposicién 2.3.11, Log,, no es continua en
z € 8,.
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Figura 4.2: Elrayo S, = {z € C\ {0} : « € arg(z)} y laregion G, = C\ S,.

Definicion 4.4.10. Sean A C C una regiéon y f: A — C una funcién continua.
Se dice que f es una rama del logaritmo si cumple que

exp(f(2)) = =. (4.14)

Puesto que el argumento arg,, es continuo en laregioén G, la funcién Log,, : G, —
C es una rama del logaritmo y no se puede extender a una funcién continua sobre
C\ {0}. Ademis, podemos ver que cada una de las ramas Log,, es en cierto senti-
do una inversa de la funcién exponencial. Més precisamente, si z = x + yzt es tal
que o < y < o + 27, entonces

Log, (exp(2)) = In(exp(x)) + i arg, (exp(2)) = z + iy = =.
Llamamos rama principal del logaritmo a la funcién
Log(z) := Log_,(z) = In(|z|) + iArg(z) = In(|z|) + iarg_,(z),

definida en laregion G_, = C\ {z € C : Re(z) < 0, Im(z) = 0} que se obtiene
de C quitando el semieje real no positivo.
Una observacién importante es que en general

Log(z122) # Log(z1) + Log(z2).

27

. . 2m; _
Por ejemplo, si 21 = zo = e 3%, entonces z129 =€~ 3 'y

2T

LY
Log(z122) = —3t # 3= Log(z1) + Log(z2).

El siguiente resultado parece indicar que todo sucede como en el andlisis real. Si
una funcién es invertible y diferenciable, entonces su inversa es diferenciable.

Proposicion 4.4.11. Sean A, B C C dos conjuntos abiertos, f: A -+ Cyg: B —
C dos funciones continuas tales que f(A) C By (go f)(z) = z para todo z € A.
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Si la funcién g es diferenciable en f(z) con ¢'(f(z0)) # 0, entonces f es dife-
renciable en zg y

, _ 1
=) = 55

Demostracion. Sea 0 # h € C tal que zo + h € A. Como ¢(f(z0)) = 20y
9(f (0 + h)) = z0 + h, entonces f(z0) # f(z0 + ) y

9(f(z0+ 1) —9(f(20)) _ 9(f(20+h)) — 9(f(20)) f(20 +h) = f(20)
h f(z0+h) = f(z20) h

1=

Luego

flzot+h) = flz0) _ (9(]‘(20 +h) - g(f(Zo)))_
h f(z0+h) = f(20)

Pero por la continuidad de f y la diferenciabilidad de g en f(zg), tenemos

I g(f(z0 +h)) — g(f(20))
h—0  f(z0+h) — f(20)

=9'(f(20))-

Asi, f es diferenciable en 2oy f'(29) = m.

Corolario 4.4.12. Sean A C Cunaregiéony f: A — C una rama del logaritmo
sobre A. Entonces f es analiticaen Ay f'(z) = 1/z.

Por lo tanto, podemos observar del corolario anterior que todas las ramas del lo-
garitmo Log,, : G, — C son analiticas y tienen la misma derivada.

4.4.4. Potencias complejas

Las potencias de la forma 2", con n € Z, se pueden definir sin ningtin tipo de
problema ya que dependen solo de poder multiplicar y dividir en C (véase la
Seccién 1.3). En la Seccién 1.6 se vio como definir las raices n-ésimas, o sea
potencias de la forma % Una complicacién puede ser observada en este dltimo
caso, y es que la potencia 2% toma n valores distintos. Para tratar este caso y
casos mds generales, resulta conveniente dar una definicién general de potencia
z% para a € C. Para esto, el punto de partida es la siguiente propiedad en R:

2" =@ paratodoz >0yr € R.

Definicion 4.4.13. Dado a € C, definimos la a-ésima potencia de z € C\ {0}, a
ser cualquier nimero complejo S tal que

f =exp(aw) con exp(w) = z.

A tal potencia la denotamos por z¢.
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Sabemos que w no es el Unico que cumple con exp(w) = z, sino que w =
In(|z|) + éy donde v € arg(z) es arbitrario. Por simplicidad, vamos a denotar

log(z) := In(|z|) + i arg(2).

Notemos que log(z) toma infinitos valores distintos, uno para cada v € arg(z).
Por lo tanto, las a-ésimas potencias de z 7% 0 son

2% = exp(alog(z)). (4.15)
Ejemplo 4.4.14. Para todo n € Z se satisface:
i7% = exp (—2ilog(i)) = exp (—2i (2n + 1/2) 7i) = exp((4n + 1)7).

La Definicién 4.4.13 (y asi también la ecuacién (4.15)) proporciona efectivamente

una definicién consistente de z* en el sentido que si a = n € Z, entonces 2" =
. 1

exp(nlog(z)) ysia = 1, entonces zn = exp(L log(z)). En efecto,

n

exp(nlog(z)) = (exp(log(2)))" = (exp(In(|z]) + iarg(2)))" = =

con k € Z. Como sabemos, exp i%) tiene valores distintos solo cuando
k=0,1,2,...,n — 1y por lo tanto, de la dltima igualdad vemos que
A 21k
\z|% exp (i—rg(z) +en )
n

son las n raices n-ésimas de z.
La ecuacion (4.15) es titil también para definir las ramas de z®. Para cada o € R,
una rama de z* es definida sustituyendo en (4.15) log(z) por Log, (=), esto es,
una rama de z% es

2% = exp (aLog,(2)) .

Asi, la rama principal o valor principal de z* es definida a ser

2% = exp (aLog_,.(2)) .

89 |



David E. FERREYRA - Luciano J. GONZALEZ - Fabidn E. LEVIS

Ejemplo 4.4.15. i’ = exp (iLog_,(i)) = exp (i(5i)) = exp (—3).

Proposicion 4.4.16. Sea a € C. Entonces, para cada @ € R, la rama 2% =
exp (aLog,(z)) es analitica en la regién G, = {z € C\ {0} : a ¢ arg(z)} y su
derivada es (%) = az% 1.

Demostracion. Es claro que z® es analitica en G, ya que es la composicién de
dos funciones analiticas en GG,,. Ademas,

(=)' = (exp (aLogy(2)))" = (exp (aLogq(2))) g
=a % = aexp ((a — 1)Log,(2)) = az®" L.

4.5. Funciones armonicas

Definicién 4.5.1. Sean Q@ C R? y u:  — R tal que u € C?(£2). Decimos que u
es armdnica en §) si para todo (x,y) € €2 se verifica uz, (2, y) + uyy(z,y) = 0,0
sea u satisface la ecuacion de Laplace Au = 0.

Ejemplo 4.5.2. La funcién u(x,y) = 23 — 3zy? + y es arménica en R2.
Como consecuencia directa de la Proposicién 4.2.1 tenemos el siguiente resultado.

Corolario 4.5.3. Sean u y v funciones definidas en un abierto  C R? tales
u,v € C*(Q). Si f = u +iv es analiticaen A = {2 : z = x + iy, (v,y) € Q},
entonces u y v son funciones arménicas en €.

Demostracion. Por la Proposicion 4.2.1, se satisfacen las ecuaciones de Cauchy-
Riemann
Up =Vy Y Uy = —Up.

Por lo tanto, g, = Uy = Vzy = —Uyy, lo que conduce a Au = 0. De forma
similar vale para v.

Supongamos que u es arménica en un conjunto abierto  C R2. ;Existe una
funcién arménica v en  tal que f = u + v es analiticaen A = {z : z =
x + 1y, (z,y) € Q}7? Si existe, se dice que v es una armdnica conjugada de u.

Teorema 4.5.4 (Regla de Leibniz de derivacién bajo la integral). Sean I C R,
un abierto, y o, 3: I — [a,b] funciones tal que o, 3 € CY(I). Si fy f. son
continuas en I X [a, b], entonces

B(=)

o B(z)
— z,t)dt | = f(z, B(x)B (2)—f(z,a(x))d (x = (x, t)dt.
m(/a(x) I )t) o BNB @)= f o)l @) [ fute
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Teorema 4.5.5. Sean ) C Ry u: Q — R tal que u es arménica en 2. Si 2 = R?
0 2 es un disco en R2, entonces u tiene una arménica conjugada.

Demostracion. Por la Proposicion 4.2.2 es suficiente encontrar una funcién arméni-
ca v tal que v y v satisfagan las ecuaciones de Cauchy-Riemann. Definimos

v(z,y) = /Oy ug(z, t)dt + ¢(x), (4.16)

y busquemos ¢ tal que vy (x,y) = —uy(z,y). Como Uy, = —u,,, diferenciando
a ambos lados de (4.16) con respecto a x y utilizando la Regla de Leibniz de
derivacion bajo la integral conseguimos

va(2,y) = /Oy U (2, 1)dt + ¢ ()
= — /Oy Uyy (2, t)dt + ¢' ()

= —uy(z,y) + uy(2,0) + ¢'(2).
Asi, ¢/ (z) = —uy(z,0) y por ende

Y T
v(x,y) = / ug (x, t)dt — / uy(s,0)ds.
0 0
Puesto que vy (z,y) = ug(z,y) y

Uz (T,Y) + Vyy (2,Y) = (—uya(2,Y) + uya(2,0) + ¢7(2)) + Uy (7, y)
= —Uyz (T,Y) + Uyz(7,0) — wye(2,0) + ugy(z,y)
-0,

la prueba estd completa.

Ejemplo 4.5.6. Veamos como obtener, usando el teorema anterior, la arménica
conjugada de la funcién u(z,y) = 2® — 3xy? + y del Ejemplo 4.5.2. Definimos

v(z,y) = /ux(x,y)dy+¢(:v) = /(3x2—3y2)dy+¢(w) = 32%y —y* + ¢(x).

4.17)
Ahora calculamos v (x,y) = 6zy+ ¢’ (x). Como se debe cumplir que v, = —uy,
tenemos que
6zy + ¢' () = —(—6xy + 1) lo que implica que ¢'(x) = —1.
Entonces, ¢(z) = —z + ¢, donde c es una constante real. Por lo tanto, de (4.17)

obtenemos que
v(x,y) =322y —yd —x +c

El lector puede ahora verificar que la funcién v(x,y) es en efecto arménica y
armoénica conjugada de u(z, y).
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4.6. Aplicaciones conformes

4.6.1. Conservacion de Angulos

Una funcién analitica f aplicarda dos segmentos rectilineos convergentes en un
punto ¢, en dos curvas que se cortardn en f(c). En esta seccién probaremos que
las rectas tangentes a dichas curvas se cortan segin el mismo angulo que los seg-
mentos rectilineos si f/(c) # 0.

Esta propiedad es evidente para funciones lineales. Por ejemplo, f(z) = z + b
representa una traslaciéon que mueve cada recta paralelamente a si misma y asi es
claro que se conservan los dngulos. Otro ejemplo es f(z) = az donde a # 0.
En efecto, si |a| = 1, entonces a = ¢ y f representa una rotacién de centro
0y dngulo . Si |a| # 1, a = Re®, f representa una rotacién seguida de una
dilatacién (si R > 1) o de una contraccién (si R < 1); y de nuevo se conservan
los dngulos. Una funcién lineal f(z) = az + b con a # 0, es una composicion de
los dos tipos recién vistos y por lo tanto conserva también los dngulos.

En el caso general, la diferenciabilidad en c significa que se dispone de una apro-
ximacion lineal en las proximidades de ¢, es decir, f(z) ~ f(c) + f'(c)(z — ¢).
Si f'(¢) # 0, podemos esperar que los dngulos se conserven en las proximidades
de c.

Definicién 4.6.1. Sea v: [a,b] — C una curva suave a trozos’. Diremos que
tiene tangente en un punto z = (t), cuando es derivable en t y /() # 0. A /()
se lo llama vector tangente a~y en z = 7(t).

Definicion 4.6.2. Sean ~y;,72: [a,b] — C dos curvas que se cortan en un punto
z = 71(t) = v2(t) y que tienen tangente en dicho punto. La diferencia

Z(m1,72,2) = Arg(y1(t)) — Arg(75(t)),
es llamada el dngulo formado por 1 y 72 en el punto z.

Definicion 4.6.3. Sean A C C un abierto y f: A — C una funcién continua. Se
dice que f es conforme en un punto z € A si f transforma curvas con tangente
en z en curvas con tangente en w = f(z) y conserva angulos entre curvas que
se cortan en z, es decir, si v1,72: [a,0] — C son curvas en A que se cortan
en z y que tienen tangente en z, entonces f oy y f o 7, tienen tangente en w 'y
Z(v1,72,2) = Z(foy, foys, w). Sedice que f es conforme en A si es conforme
en todo punto de A.

A continuacién vemos que toda funcién continua resulta conforme en aquellos
puntos donde tiene derivada no nula.

3Ver Definicién 5.2.1
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Proposicion 4.6.4. Sean A C C un abierto, c € Ay f: A — C una funcién

continua en ¢. Supongamos que f es derivable en ¢ con f’(¢) # 0. Entonces f es
conforme en c.

Demostracion. Sean v1,72: [a,b] — C dos curvas que se cortan en un punto
¢ = 71(t) = 72(t) y que tienen tangente en dicho punto. Pongamos w = f(c),

f1 = foy1y P2 = f o Observar que 531 (t) = [2(t) = f(c). Por la Regla de

la Cadena,
Bt = () @) vy Byt) = f(e(h).

Deducimos que las curvas 31 y (9 tienen tangentes en f(c) y

Z(B1, B2, w) = Arg(B(t)) — Arg(By(1))
= Arg(f'(c)) + Arg(v1 (1)) — (Arg(f'(c)) + Arg(75(1)))
= Z(71,72,0)-

Asi, f es conforme en c.

Los angulos no se conservan en aquellos puntos donde la derivada es cero. Por
ejemplo si f(z) = 22, una recta que pasa por el origen y forma con el eje real un
angulo « se transforma por medio de f en una linea recta que forma con el eje
real un 4ngulo 2cv. En general, cuando f’(c) = 0, el desarrollo de Taylor* de f
toma la forma,

F(2) = £(0) = (2 — o)} (Z anlz - c>"> ,
n=0

donde k£ > 2. Utilizando esta ecuacion, es facil ver que los dngulos formados por
las curvas que se cortan en ¢ quedan multiplicados por un factor k& en la aplicacion
determinada por f.

4.6.2. Transformaciones de Mobius

Las transformaciones de Mobius son uno de los ejemplos mds importantes de las
aplicaciones conformes, por lo que les dedicamos esta seccion. Son los cocientes
no triviales entre polinomios de primer grado.

Definicion 4.6.5. Llamaremos transformaciones de Mobius a las funciones

az+b

ME) = Cra

donde a, b, ¢ y d son niimeros complejos tales que ad — bc # 0.

*Ver Teorema 6.2.1
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Notar que si fuera ad — bc = 0 entonces M (z) serfa simplemente una constante.
El dominio de una transformacion de Mdobius es C,, si convenimos que

M(oo0) = lim M(z) = % e Co, ¥y M <—§) = 00.
Z—00 c C
Si M(z) = z + a, entonces M es llamada una traslacion; si M(z) = az con
a € RT, entonces M es una homotecia; si M(z) = ¢z, entonces M es una
rotacién y finalmente, si M (z) = 1, entonces M es llamada inversion.
Claramente M : C,, — C es una funcidn continua y tiene inversa

dz—1b
-1
M~ (2) = ,
—cz+a

que, como vemos, es también una transformaciéon de Mdobius. Ademads, son con-
formes en cada punto z # —%l, ya que

ad — be

M'(z) = ——— #0.

(cz+d)
Por lo visto, las transformaciones de Mobius resultan ser homeomorfismos de Co
en si mismo. Un célculo directo muestra que la composicién de dos transforma-
ciones de Mdbius es de nuevo una transformacién de Mobius, luego estas forman

un grupo con la composicién de aplicaciones.

az + b (Aa)z + (Ab)

Sea M(z) = ot d Si A € C\ {0}, entonces M(z) = )zt 0d) Asi los

coeficientes a, b, ¢ y d no son tnicos.
Comenzamos el estudio de estas funciones con una propiedad geométrica.

Teorema 4.6.6. La imagen de una recta o de una circunferencia por una transfor-
macién de Mobius es una recta o una circunferencia.

Demostracion. El teorema no afirma que la imagen de una recta sea una recta y
la imagen de una circunferencia sea una circunferencia, sino que las rectas pue-
den ser transformadas en circunferencias y viceversa. La circunferencia de centro
(a,b) y radio r > 0 estd formada por los puntos (z,y) que cumplen la ecuacién

(x—a)®+ (y—b)? —r?=0.
Operando y multiplicando por un nimero real A # 0 arbitrario queda
A(z? + %) — 24Aax — 2Aby + A(a® + 0> — 1) =0,

luego las circunferencias son los conjuntos de puntos que cumplen una ecuacién
del tipo

A(x? +12) + 2B + 20y + D=0con A£0y B2+ 02— AD >0, (4.18)
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ya que B2 + C? — AD = A%r?. Reciprocamente, es ficil ver que el conjunto de
los puntos que cumple la ecuacién (4.18) es una circunferencia.

Por otra parte si A = 0 la ecuacién se reduce a 2Bx + 2Cy + D = 0 que,
admitiendo (B, C') # (0,0), es la ecuacién de una recta, y toda recta esta formada
por los puntos que cumplen una ecuacién de este tipo.

En resumen, las circunferencias y las rectas son los conjuntos de puntos (z,y) que
cumplen una ecuacién del tipo (4.18), donde A # 0y B%+ C? — AD > 0 o bien
A=0y(B,C) #(0,0).

Si consideramos z = x + 1y, entonces (4.18) equivale a

AZz+ Ez+Ez+ D =0, (4.19)

donde E=B+iCy,A#40yEE —AD > 0,0bien A=0y E # 0.
Convendremos en que oo pertenece a cualquier recta y no pertenece a ninguna cir-
cunferencia, luego una recta es un conjunto de niimeros complejos determinados
por una ecuacion de tipo (4.19) con A = 0 mas el punto oo y una circunferencia es
un conjunto de nimeros complejos determinados por una ecuacién de tipo (4.19)
con A#0y EE — AD > 0.

Consideremos en primer lugar la inversién M (z) = % El conjunto de los niimeros
complejos z # 0 que cumplen (4.19) se transforma en el conjunto de los nimeros
complejos no nulos que cumplen

Dzz+Ez+Ez+ A=0.

SiA# 0y D # 0 (con lo que z = 0 no cumple (4.19)) tenemos que el conjunto
inicial era una circunferencia y su imagen también.

Si A # 0 pero D = 0 entonces el conjunto inicial era una circunferencia y el final
es una recta. El O pertenecia a la circunferencia y su imagen es co, que pertenece
a la recta.

Si A =0y D # 0 tenemos una recta que no pasa por 0 y se transforma en una
circunferencia. El 0 estd en la imagen porque es la imagen de oo que estaba en la
recta.

Finalmente si A = D = 0 tenemos una recta que pasa por 0 y que se transforma
en otra recta que pasa por 0 (de modo que 0 e co se intercambian).

Asi, el teorema es cierto para la funcién M (z) = % Andlogamente se puede com-
probar que el resultado es vélido para M (z) = z+ by M(z) = az.

Para el caso general con ¢ # 0, el resultado sigue de expresar a M como composi-
cién de traslaciones, homotecias, rotaciones e inversiones (alguna de estas pueden

no estar). En efecto, si

d 1 a
Ml(z):z—i—z, Mg(z):;, Ms(z) = 2 Y M4(z):z+z,
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entonces M = My o M3 o My o M;.
Sic=0,
b
M(z) = %z + -
Ast, si Mi(z) = Gzy Ma(z) = 2z + % entonces M = M o M, y por ende vale
el teorema.

Con mas precision, si M es una transformacién de Mébius y M (zp) = oo, enton-
ces las imédgenes de las rectas y circunferencias que pasan por zy han de contener
a 00, luego han de ser rectas, y las imdgenes de las rectas y circunferencias que no
pasan por zg no han de contener a oo, luego han de ser circunferencias.

Por otra parte, tanto las rectas como las circunferencias dividen a C,, en dos
componentes conexas (dos semiplanos o el interior y exterior de la circunferencia)
y es obvio que si una funcién M transforma una recta o circunferencia A en una
recta o circunferencia B, entonces M es un homeomorfismo entre Co, \ A y
Cx \ B, luego biyecta sus dos componentes conexas, es decir, si por ejemplo
M transforma una recta en una circunferencia, entonces M envia los puntos de
uno de los semiplanos definidos por la recta al interior de la circunferencia y los
puntos del otro semiplano al exterior.

Teorema 4.6.7. Toda transformacién de Mobius M deja fijo al menos a un punto
de C, y si M no es la identidad entonces tiene a lo sumo dos puntos fijos.

Demostracion. Sea
az+b

cz+d

M(z) =

Supongamos primero que ¢ = 0 (luego d # 0, a # 0). Entonces se cumple
M (00) = o0, luego M tiene un punto fijo. En C, la ecuaciéon M (z) = z tiene a
lo sumo la solucién ﬁ (siempre que a # d), luego en total hay a lo sumo dos
puntos fijos.

Ahora supongamos c # 0, con lo que M (00) = 2 # oo, luego oo no es un punto
fijo. Tampoco lo es el punto —%l, pues su imagen es co. Entre los puntos restantes,
la ecuaciéon M(z) = z equivale a cz% + (d — a)z — b = 0, que tiene una o dos
soluciones en C.

Una consecuencia del teorema anterior es que si una transformacién de Mobius
tiene tres puntos fijos entonces es la identidad. El teorema siguiente generaliza
considerablemente este hecho.

Teorema 4.6.8. Si 2z, 29, z3 son tres puntos distintos de C,, y w1y, wa, w3 son
también distintos entre si (aunque no necesariamente distintos de los anteriores),
entonces existe una unica transformacién de Mobius M que cumple M (z;) = wj,
1=1,2,3.
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Demostracion. La unicidad es consecuencia del teorema anterior. En efecto, si
dos transformaciones M y N cumplen estas condiciones entonces N ' o M deja
fijos a 21, 29, z3. Luego es la identidad y por lo tanto M = N.

Supongamos que z1, 22 ¥ 23 son finitos y que wy; =0, wg = 1y wz = oo. Para

que una transformacién
az+b
M(z) = .
(2) cz+d

cumpla M (z;) = 0 se ha de cumplir que az; + b = 0, o sea,

az+b=a(z— z).

Del mismo modo, la condicién M (z3) = oo equivale a czs + d = 0, es decir,
cz+d=c(z— z3).

Ast, M(z) = ¢ 2=2+. La condicion M (z) = 1 determina el cociente

a Z9 — 23

C zZ9 — 21

y el resultado es

M) =2 o a) (4.20)
(22 — 21) (2 — 23)
Es claro que esta transformacién cumple lo pedido.
Si uno de los puntos z es infinito es f4cil ver que la funcién que resulta de to-
mar limites en la expresion anterior cumple lo buscado. Concretamente sirven las

funciones

29— 2 i

M(z) = 25§ =0,
Z — Z3
z—21 .

M(z) = Si 29 = 00, 4.21)
Z — Z3
Z— 2z .

M(z) = si 23 = o0.
22 — 21

En general, podemos obtener dos transformaciones M y N tales que

M(z1) =0, M(z)=1, M(z3)= o0,
N(w1) =0, N(wz)=1, N(ws)= o0,
y entonces N ! o M es la transformacién buscada.

Definicion 4.6.9. La transformaciones de Mobius M dadas en (4.20) y (4.21),
que aplican 21, 20y z3 en 0, 1 y 0o, se llaman razon doble de z, 21, 22,23 y se
denotan por (z, z1, 22, 23).
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Teniendo en cuenta que por tres puntos no alineados pasa una tnica circunferencia
es claro que dadas dos rectas/circunferencias existe una transformacion de Mobius
que transforma una en otra.

Ejercicios propuestos

Ejercicio 4.1. Demostrar que si f es diferenciable en z, entonces f es continua
en z.

Ejercicio 4.2. Determinar en que puntos es diferenciable la funcién f(z) =
Re(z).

Ejercicio 4.3. Sean A una region y A* = {z € C : Ay Sif:A—C
es analitica, probar que f*: A* — C definida por f ( ) = f(Z) es también
analitica.

2

Ejercicio 4.4. Probar que f(z) = |z|* tiene derivada solo en el origen.

Ejercicio 4.5. Probar que f(z) = Z no es analitica en C, pero sin embargo es
continua.

Ejercicio 4.6. Determinar donde las siguientes funciones son diferenciables y
analiticas, y determinar sus derivadas en los puntos donde sea diferenciable.

@ f(z) =e"e”

(b) f(2) = 22+ xyi;

© f(z)=

(d) f(z) = cosxcoshy — isen zsenhy;
@ f(z)=

Ejercicio 4.7. Probar que exp(z) es periddica; cada periodo es de la forma 27ni
para algtin entero n.

Ejercicio 4.8. Probar que exp(z) = 1 siy solo si z = 27ni para algdn entero .
Ejercicio 4.9. Mostrar que cos(z + w) = cos(z) cos(w) — sen(z) sen(w).
Ejercicio 4.10. Sea z = x + 7y. Probar las siguientes identidades.

(a) cos(z) = cosx coshy — isenxsenhy;

(b) sen(z) = senx coshy + i cos zsenh y.

Ejercicio 4.11. Hallar para que valores de z se cumplen las siguientes identidades.
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(a) cosz =0;

(b) senz = 0;
(¢) coshz=0;
(d) senhz =0;

(e) senz = 10.

Ejercicio 4.12. Sean z,,z € A= C\ {z € R: z < 0} tales que 2, = 7,e¥n y
z = re'f donde —7 < 6,0,, < 7. Probar que si lim 2, = z, entonces lim§,, = 6
y limr, =r.

Ejercicio 4.13. Sean f: A — C una rama del logaritmo y n € Z. Probar que
2" = exp(n f(z)) para todo z € A.

Ejercicio 4.14. Probar que la parte real de la rama principal de la funcién /2 es
siempre positiva.

Ejercicio 4.15. Dar la rama principal de /1 — z.

Ejercicio 4.16. Sean A C C una regiéony f: A — C analitica. Probar que si
f(2) es real para todo z € A, entonces f es constante en A.

Ejercicio 4.17. Probar que la funcién u(z,y) = In (\/ x2 + y2> es armonica en
R?\ {(0,0)}.
Ejercicio 4.18. Encontrar una funcién arménica conjugada de

e’ cosy + e¥ cosx + xy.

Ejercicio 4.19. Demostrar que la funcién f(z) = cos z coshy — i sen x senh y es
analitica en todo el plano complejo y que f”(z) = — f(2).

Ejercicio 4.20. Supongamos que f(z) = u + v es analitica y que g(z) = v + iu
también lo es. Demostrar que v y v deben ser constantes.

Ejercicio 4.21. Encontrar la imagen por la funcién z? de los siguientes conjuntos.

@ {(z,y):2* —y* =c}, e > 0; ®) {(z,y) 1z >0ey >0}

Ejercicio 4.22. Describir los siguientes conjuntos.
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(@) {z€C:e*=i}; (b) {zeC:e*=-1}; (c) {z € C : sen(z) =
0}.

Ejercicio 4.23. Encontrar la imagen por la funcién exponencial de los siguientes
conjuntos.

(@ {z:Re(z) <0y [Im(z)| <m}; (b) {z:[Im(2)| < 5}
Ejercicio 4.24. Sea f(z) = exp (1/z). Determinar la imagende A = {z € C :
0 < |z| < r} por la funcién f.

Ejercicio 4.25. Sea f(z) = \/z. Determinar la imagende A=C\ {z € R: z <
0} por la funcién f.

Ejercicio 4.26. Encontrar la imagen por la funcién sen(z) del siguiente conjunto:
{(zy): =5 <2< 3, y=>0}

Ejercicio 4.27. Hallar una transformacién Mobius la cual aplica los puntos z =
0, =ty —lenw =1, 1y 0, respectivamente.

Ejercicio 4.28. Sean A = {z : Im(z) > 0} y zp € A. Probar que la transforma-
cién w = ¢ <Z ZO) aplica Aen {z: |z| < 1}.

Ejercicio 4.29. Hallar una transformacién que aplique A = {z : Im(z) > 0} en
{z : |2|] < 1} de manera que z = 7 se aplica en w = 0, mientras que el punto en
el infinito se aplica en w = —1.

Ejercicio 4.30. Encontrar la imagen por la funcién f(z) = z+ % de los siguientes
conjuntos.

(@ {zeR:z2< -1}
(b) {zeR:z>1}

(¢) {z:Im(z) =Re(z) y z # 0}.

Ejercicio 4.31. SeaT'(z) = gjjrrfl con ad — be # 0. Probar que T'(R*™) = R* si

y solo si se pueden elegir a, b, cy d € R.

Ejercicio 4.32. Sean A una regiény f: A — C una funcién analitica tal que
f(A) es un subconjunto de un circulo. Probar que f es constante en A.

Ejercicio 4.33. Sean S(z) = Zjis yT(z) = O‘ZJFB . Probar que S = T si y solo

si existe un nimero complejo A # 0 tal que o = )\a B=Ab, y=Acyd=Ad.

Ejercicio 4.34. Probar que una transformacion de Mdbius tiene oo como dnico
punto fijo si y solo si es una traslacién, pero no la identidad.
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Ejercicio 4.35. Probar que una transformacion de Mobius 7 satisface 7'(0) = oo
a

y T'(oc0) = 0siysolosiT(z) =2, para algin a € C.

z

1
Ejercicio 4.36. Para |z| < 1, definimos f por f(z) = exp <—iLog {z (Hzﬂ 2).

1—z

Probar que f manda de manera conforme A = {z : |z| < 1} en un anillo.

Ejercicio 4.37. Mandar A = C\ {z € R : |z| < 1} sobre el disco unidad abierto
por una funcién analitica.
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Capitulo

Integraciéon Compleja



Uno de los resultados principales de esta Capitulo es el Teorema de Cauchy, el
cual es central en el desarrollo del resto de la teoria y sus aplicaciones. Ade-
lantdandonos un poco, el Teorema de Cauchy dice que si f es una funcién analitica
sobre un conjunto abierto A y v es una curva cerrada tal que ella y su interior
estan contenidas en A, entonces

/7f<Z)dZ =0.

Muchos de los resultados que veremos mds adelante, como por ejemplo el calculo
de residuos (Seccién 7.2), estdn relacionados de una u otra manera al Teorema de
Cauchy.

5.1. Integral sobre intervalos reales

En esta seccién daremos por conocida la integral de una funcién continua (o con-
tinua a trozos) sobre un intervalo acotado en R y extenderemos esta nocién hasta
poder integrar funciones complejas. Recordemos:

Definicién 5.1.1. Una funcién f: R — R es continua a trozos en [a,b] C R si
existe una particion de [a, b], digamos tg = a < t; < --- < t,, = b, de modo que

f es continua en [t;_1,t;] para cada j = 1,...,n, los limites laterales a ambos
lados existen y son finitos en cada ¢, para j = 1,...,n — 1y, ademas h’m+ f(t)
t—a

y lim f(t¢) existen y son finitos. Una funcién h: R — C se dice que es continua
t—b—

a trozos si sus partes real e imaginaria lo son.

Definicién 5.1.2. Sea f: R — R una funcién continua a trozos en [a, b] de modo
que fes continua en cada intervalo [t;_i, t;] paracada j =1, ..., n. Se define la
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integral de f sobre [a, b] como

[ o = g / " s

donde cada integral del lado derecho es la integral de una funcién continua en un
intervalo acotado.

La integral de una funcién compleja de una variable real h: [a,b] — C se define
a partir de la integral de sus partes real e imaginaria.

Definicion 5.1.3. Sea h: [a,b] — C continua a trozos. Si h = u + iv con u =
Re(h) y v = Im(h), se define la integral de h sobre [a, b] como

/ab h(t)dt = /abu(t)dt + i/abv(t)dt.

Proposicion 5.1.4. La integral de la Definicion 5.1.3 tiene las siguientes propie-
dades.

(a) Linealidad. Si wy,wy € Cy hy, hy: [a,b] — C son funciones continuas a
trozos, entonces tenemos que

b b b
/ (wlhl(t) + U)th(t))dt = wl/ h1 (t)dt + U)Q/ hg(t)dt.
(b) Si h es continua y derivable a trozos en [a, ],
b
/ B (£)dt = h(b) — h(a).

(¢) Sigq: [e,d] — [a,b] es una biyeccién con derivada continua nunca nula y
h: [a,b] — C es continua a trozos, entonces

d b
/ h(q(t))q' (t)dt = / h(t)dt si ¢ >0

d b
/ h(q(t))q (t)dt = —/ h(t)dt si ¢ <O.
(d) Sih: [a,b] — C es continua a trozos, entonces

/abh(t)dt‘ < /ab Ih(t)|dt.

Demostracion. Las demostraciones son consecuencia de la Definicion 5.1.3 y los
resultados conocidos para integrales de funciones reales.
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5.2. Integral sobre curvas

La integral que nos interesa definir mas abajo es la integral de una funcién com-
pleja de una variable compleja f: A — C sobre curvas contenidas en A C C. Por
esta razén, vamos a comenzar por definir el tipo de curvas con las que vamos a
trabajar.

Definicion 5.2.1. Llamaremos curva parametrizada en el plano complejo C a
toda funcién continua ~v: [a,b] — C. Diremos que una curva parametrizada
v: [a,b] — C es suave a trozos si ' es continua a trozos en [a, b] y 7/ (t) # 0 para
todo t € [a, b], excepto posiblemente en un nimero finito de puntos. Diremos que
v es cerrada si y(a) = y(b).

La imagen de una curva parametrizada 7: [a,b] — C es el conjunto ~([a,b]) =
{7(t) : t € [a,b]}. Toda curva parametrizada tiene asociada una orientacion,
determinada por la direccion en la cual 7(¢) va trazando la imagen de y a medida
que t aumenta de a a b (véase la Figura 5.1).

v(b)
/\
|
a b
v(a)

Figura 5.1: Curva v: [a,b] — C.

Dos curvas parametrizadas ~: [a,b] — Cy (: [¢,d] — C se dicen equiva-
lentes si existe una funcién biyectiva con derivada continua ¢: [c,d] — [a,b]
tal que ¢'(t) > 0y B(t) = ~(q(t)) para t € [c,d]. Entonces, tenemos que
v([a, b)) = B([e,d]) y por la condicién ¢’ > 0 se deduce que v y [ tienen la
misma orientacién. Por lo tanto, v y /3 representan la misma curva. También dire-
mos que (3 es una reparametrizacion de . De aqui en adelante diremos que v es
una curva, entendiendo que 7y: [a,b] — C es una de sus parametrizaciones. En
muchos casos resulta conveniente trabajar con curvas que no se crucen. Para esto
se introduce la siguiente definicién.

Definicion 5.2.2. Se dice que una curva es simple si admite una parametrizacion
por medio de una funcién inyectiva 7: [a,b] — C. Diremos también que una
curva es cerrada y simple si admite una parametrizacién 7: [a,b] — C tal que =y
es inyectiva en (a,b) y y(a) = v(b).

Ejemplo 5.2.3. Un ejemplo sencillo, pero ttil, de una curva cerrada y simple es
el de una circunferencia. Consideremos la circunferencia C(zp, ) centrada en un
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punto zg y de radio r, la cual por definicién es el conjunto
C(zo,7) ={2€C:|z—2| =71}

Una parametrizacion de la circunferencia C(zp,7) orientada positivamente (en
sentido contrario a las manecillas del reloj) es dada por

y(t) = 29 + e, donde t € [0, 2n].

Mientras una parametrizacién de C(z, r) orientada negativamente (en sentido de
las manecillas del reloj) es

Y(t) = 29+ e, dondet € [0, 27].

En lo que sigue, solo vamos a considerar curvas suaves a trozos, razén por la que
hablaremos de curvas, sobrentendiendo que se trata de curvas de este tipo.

Observacion 5.2.4. Un resultado intuitivamente claro pero dificil de probar en
detalle es que toda curva v: [a,b] — C, cerrada y simple, separa el plano C en
dos conjuntos conexos, uno acotado, interior a la trayectoria de v y el otro no
acotado, exterior a la trayectoria de . Este resultado se conoce como el Teorema
de Jordan y muchas veces se llama curva de Jordan a una curva cerrada y simple.

Se dice que una curva cerrada y simple estd orientada positivamente si al reco-
rrerla (en su orientacién), su interior queda siempre a la izquierda de la curva.

Definicion 5.2.5. Sean A C C un abierto, -y una curva contenida en A con para-
metrizacién v: [a,b] - Cy f: A — C una funcién continua en A. Definimos la
integral de f a lo largo de ~ por

b
/ f(2)dz = / F W (bt

Notar que f ()7’ es una funcién continua a trozos en |a, b|.

En la definicion anterior, la integral de f a lo largo de una curva -y, no depende de
la parametrizacion elegida para ~y. Esto es lo que prueba la siguiente proposicion.

Proposicion 5.2.6. Sean A C C un abierto, f: A — C una funcién continua
en Ay ~: [a,b] — C una curva tal que v([a,b]) C A.Si7: [¢,d] — C es otra
parametrizacion de la curva -y (esto es, v y 7y son parametrizaciones equivalentes,

véase la pag. 87) entonces
/f(z)dz = / f(2)dz.
¥ ¥
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Demostracion. Dado que y: [a,b] — Cy7: [¢,d] — C son curvas (parametriza-
das) equivalentes, existe una funcién biyectiva con derivada continua g: [¢,d] —
la,b] tal que ¢ > 0y 7(t) = ~(q(t)) para cada t € [c,d]. Entonces, por la
Proposicién 5.1.4 (c) con h = (f o)y, obtenemos que

d d
/Nf(Z)dZZ/ f(?(t))?'(t)dtZ/ F(v(q())'(a(8)d' (t)dt

b
— / F(/ ) (Bt = / f(2)dz.

Ejemplo 5.2.7. Sean f(z) = Re(z) y -y el arco de la circunferencia unidad que
va de 1 a i en sentido positivo, esto es, en direccion contraria a las manecillas
del reloj. Para encontrar el valor de fv f(2)dz debemos primero elegir una pa-
rametrizacion de . Elegimos la usual, () = cos(t) + isen(t) con t € [0, 7).
Entonces,

/yf(z)dz:/o f(*y(t))fy/(t)dt:/ cos(t)(—sen(t) + icos(t))dt

0
= —/2 cos(t) sen(t)dt + 1/2 cos?(t)dt
0 0

1 E) 1 1 3
=3 cosQ(t)}O2 + 15 (t + 3 sen(2t)> }02
_ 1 n T
RS

Ejemplo 5.2.8. Evaluemos la integral f7 Z_lzo dz, donde v es la circunferencia

centrada en el punto 2y y de radio r (orientada positivamente). Tomamos como
parametrizacién de v a y(t) = 2o + re* con t € [0,27]. Por la Regla de la
Cadena tenemos que /(t) = ire'’. Entonces,

1 2T 1 . 2T
/ dz = / —.tire”dt = / 1dt = 2mi.
N 2= 20 0o 2o0tret—z 0

Sif=u+ivy~y(t) =x(t)+iy(t), entonces (suponiendo por sencillez que -y es
suave en [a, b]) tenemos

b
[ 1)z = [ wle0).5(0) +ioa(a).50) @ 0) + i (@)
¥ a
b
— [ (ulote).y®)s () — o(al0). w0 ()t
b
+i [ (a0, 90y (0 + o(ale), y®)s' (0)de
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La férmula anterior puede ser facilmente recordada escribiendo
f(2)dz = (u+iv)(dz +idy) = (udx — vdy) + i(udy + vdz).
Luego,

Lf(z)dz - [Y(udx ~ vdy) + iL(de + udy). )

Hay dos operaciones basicas que podemos considerar sobre las curvas. La conca-
tenacion de dos curvas (que terminan y comienzan adecuadamente) y el cambio
de orientacion de una curva. La siguiente es la formalizacion de estas ideas.

Definicion 5.2.9. Si~v;: [a,b] — Cy 7ya: [b,c] — C son dos curvas con v;(b) =
~2(b), definimos la curva suave a trozos y; + 2 [a, ¢] — C mediante

y(t) sit € [a,b]
v2(t) sit € [b,c].

(71 +72)(t) = {

Diremos que la curva v; + 72 es la concatenacion de las curvas v; y ¥s.

Definicion 5.2.10. Si~y: [a,b] — C es una curva, definimos la curva —v: [a, b] —
C mediante (—v)(t) = v(a + b —t) para cada t € [a,b]. Diremos que —~ es la
curva opuesta de 7.

Proposicion 5.2.11. La integral de la Definicién 5.2.5 satisface las siguientes pro-
piedades.

(a) Linealidad. Si w;,wy € C, v: [a,b] — C es una curva tal que y([a,b]) C A
y f,g: A — C son continuas en el abierto A, entonces

A (w1 (2) + wag(z))dz = wy /7 F(2)dz +wy /7 o).

(b) Aditividad. Si v;: [a,b] — Cy v2: [b,c] — C son dos curvas con 7 (b) =
v2(b)y f: A — Cescontinua en el abierto A con 1 ([a,b]) C Ay~2([b,]) C
A, entonces

/71+72 f(2)dz = /71 f(2)dz + /72 £(2)dz.

(c) Regla de Inversion. Si~: [a,b] - Cesunacurvay f: A — C es continua
en el abierto A con y([a, b]) C A, entonces

/_Wf(z)dz = —Lf(z)dz.
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(d) Sean ¢: [¢,d] — [a,b] una biyeccién con derivada continua nunca nula,
v: [a,b] = Cunacurvay f: A — C continua en el abierto A con ~y([a, b]) C
A.Si 3 =~oqy ¢ <0, entonces tenemos que

/ﬁf(z)dz:—/vf(z)dz.

Demostracion. Las primeras dos afirmaciones se siguen claramente de las defini-
ciones anteriores.
(c) Tomando el cambio de variable s = a + b — t, tenemos que

b
/ f(2)dz = / F(ra+b—1)(—(a+b—t))dt
- /b F(v(8)7 (s)ds
b
. / (1) (s)ds

= —[yf(z)dz.

(d) Por la Proposicién 5.1.4 (c), conseguimos

d d
/ f(2)dz = / F(B)B (t)dt = / Fra) (@) (1)t
5 c c
b
- _ "(Hdt = — 2)dz.
/a P () (1)t / £(2)

Observacion 5.2.12. La curva parametrizada 8 = y o ¢ en la condicién (d) de la
proposicién anterior es la misma curva que 7, esto es, 3([c,d]) = v([a, b]). Pero,
dado que ¢’ < 0, 3 estd orientada en sentido contrario a la orientacién de . Por
lo tanto, las curvas parametrizadas v y — 3 son equivalentes o en otras palabras,
— [ es una reparametrizacion de .

Definicion 5.2.13. Sean A C C un abierto, f: A — C una funcién continua en
Ay 7:[a,b] — C una curva tal que y([a,b]) C A. Definimos la integral de f
respecto a la longitud de arco por

b
/ £(2)ldz] == / FOE) R @)t
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Notar que si f(z) = 1y y(t) = z(t) + iy(¢), entonces

b b
/ dz| = / Iy (1) dt = / @O+ (7).

Esta es la longitud de arco de la curva v y la denotaremos por £(7y) := f7 |dz|.

Proposicion 5.2.14. Sean f,g: A — C funciones continuas en el abierto A y
v: [a,b] — C una curva tal que v([a,b]) C A. Entonces, la integral de la Defini-
cion 5.2.13 satisface las siguientes propiedades.

(a) Linealidad. Si wq,ws € C, entonces

L(wlf(z) + wag(2))|dz| = w1/

v

F(2)ldz] + ws / o(2)ldz].

v

(b) Aditividad. Si ~;: [a,b] — Cy v2: [b,c] — C son dos curvas tales que
() = 72(b) y 11([a, b]) U2([b; ]) C A, entonces

/ f@lel = [ f)del + [ f(2)ldz)
Y1+72 71 Y2

© [, f(2)ldz] = [, f(2)|dz].
(d) Desigualdad Fundamental.

/7 F(2)dz

En particular, si max |f(v(t))| = K, entonces ’fw f(z)dz‘ < K (7).
te

a,b

< / F(2)ldz].

Demostracion. Las primeras tres afirmaciones se siguen claramente de la Defini-
ci6én 5.2.13.
(d Si f7 f(z)dz = 0, la primera desigualdad es trivial. En caso contrario, si

0 € arg (f7 f(z)dz), se tiene
/7 £(2)dz| = Re (w’" /7 f(z)dz) - / ' Re (e*i" f(v(t))v’(t)> dt
b b
[ Re (s @) | < [ fre (s )|
: .
< [l o] - / F(2)dz].

<

Finalmente, la segunda desigualdad es consecuencia de la primera.
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Los siguientes dos teoremas son ttiles a la hora de evaluar ciertas integrales. El
primero de ellos, es el andlogo del Teorema Fundamental del Célculo en el andlisis
real, el cual afirma que la integral de la derivada de una funcién es la diferencia
de los valores de la funcién en los puntos extremos del intervalo de integracion.
El segundo teorema da condiciones necesarias y suficientes para que la integral
de una funcién no dependa de la curva elegida que une dos puntos seleccionados.

Teorema 5.2.15 (Teorema Fundamental del Cdlculo). Sean A C C un abierto y
F: A — C una funcién analitica en A tal que F’ es continua en A. Si~y: [a,b] —
C es una curva tal que y([a, b]) C A, entonces se cumple

/F@m=Fwwwwwm»

En particular, si v es cerrada se tiene f7 F'(2)dz = 0.

Demostracion. Es consecuencia del Teorema Fundamental del Célculo para fun-
ciones de R en R. En efecto,

b b
[ = [ Fo@y @ = [ (P @t = FGO)-Fr@).
Y a a

Observemos que el Teorema 5.2.15 nos asegura que la integral f7 F'(2)dz no
depende de la curva que une los puntos y(a) y (). Esto es, para todo z1, 22 € A,
tenemos que f7 F'(2)dz = F(z3) — F(21) para cualquier eleccién de la curva
contenida en A que vaya del punto z; al punto zs.

Teorema 5.2.16 (Independencia del Camino). Sean A C Cunaregiéony f: A —
C una funcién continua en A. Las siguientes condiciones son equivalentes

(a) f7 f(2)dz es independiente del camino, es decir, f% f(2)dz = fvz f(2)dz
para todo par de curvas y; y 72 que comienzan en el mismo punto z; y termi-
nan en el mismo punto 29;

(b) f7 f(2)dz = 0 para toda curva cerrada contenida en A;

(c) f admite una primitiva en A, es decir, existe una funcién analitica F': A — C
en A tal que F'(z) = f(z) paratodo z € A.

Demostracion. (a) = (b) Sea «y una curva cerrada en A. Por (a) y por la condicién
(c) de la Proposicion 5.2.11, tenemos que

/Wf(z)dz:/_vf(z)dz: —/Wf(z)dz.
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Luego (b) sigue inmediatamente.
(b) = (a) Sean 1 y -2 dos curvas contenidas en A que unen un punto z; € A con
otro punto z3 € A. Entonces v = 71 + (—72) es una curva cerrada y por (b),

0= / f(z)dz= [ f(2)dz+ f(z)dz = / f(z)dz— [ f(z)dz

-2 2

(c) = (a) Sean 1 y 72 dos curvas contenidas en A que unen un punto z; € A con
otro punto 29 € A. Por (¢), existe F': A — C analitica en A tal que F’(2) = f(2)
para todo z € A. Asi, el Teorema Fundamental del Calculo implica

f(z)dz = / F'(2)dz = F(z) — F(21), i=1,2.
i i

(a) = (c) Fijemos (arbitrariamente) un punto zg € A. Si z es un punto cualquiera
de A, por ser A una regién hay una curva < contenida en A que une zy con z.

Definimos
:/f(w)dw
.

Notar que por (a) F' no depende de la curva y en A que utilicemos para unir zg con
z. Probemos que F es diferenciable en todo punto z € A, con F'(z) = f(z). Sea
€ > 0, al ser A abierto y f continua en A, existe 6 > 0 tal que |f(w) — f(2)| <,
para todo w € D(z;d) C A. Dado un punto cualquiera 2’ € D(z;6) distinto de z,
sea L C D(z;6) el segmento que une z con z’. Entonces

F(Z)—F(z) = flw)dw — / flw)dw = /Lf(w)dw
g

y+L
Puesto que f(2)(z' — z) = f(z) [; 1dw = [, f(2)dw, conseguimos
F(Z) = F(z) _ f(z)‘ _FE) = F(2) = f(2)(2 = 2)
2 —z |2" — 2|
UL w)dw — [; f( dw‘ /L (£( 2))dw|
\z — 7| \z - z\
fL |f(w) = f)ldw| _ el(L)
]z — z| ~ |2 — 2|

Ejemplo 5.2.17. Sean f(z) = e® y ~y el segmento recto que une el punto 1 con i.
Teniendo en cuenta que la funcién exponencial e es analitica y que f(z) = e* es
la derivada de F'(z) = €7, tenemos por el Teorema Fundamental del Célculo que

/f dz—/F’( )dz = F(i) — F(1) = €' — el
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Ejemplo 5.2.18. Evaluemos fv 423dz, donde v es la porcién de la elipse 2 +
4y% = 1 que va del punto z = 1 al punto z = /2 en sentido positivo. Observando

que 42> es continua y es la derivada de la funcién analitica F'(z) = z*, tenemos
por el Teorema Fundamental del Célculo que [\ 4z°dz = (i/2)* —1* = —15/16.

Ejemplo 5.2.19. Si +y es una curva cerrada, entonces [y cos(z)dz = 0, porque la
funcién cos(z) admite una primitiva. La primitiva de cos(z) es la funcién
analitica sen(z).

Ejemplo 5.2.20. Consideremos la funcién f(z) = 1 sobre la regién C \ {0}. La
funcién f no admite una primitiva en la regién C \ {0}, porque si consideramos
el circulo unidad parametrizado por y(t) = €' con t € [0, 2], tenemos que

/fd%%%;m_%ﬁo

5.3. Teorema de Cauchy

Nos interesa ahora tratar un resultado fundamental de la teoria de variable comple-
ja, conocido como Teorema de Cauchy, o de Cauchy-Goursat. Este resultado dice,
en rasgos generales, que si -y es una curva cerrada y f es una funcion analitica en
-y en su interior, entonces f,y f(z)dz = 0.

Veremos primero un caso un poco restringido pero que puede ser probado muy
facilmente a partir del siguiente Teorema de Green.

Teorema 5.3.1 (Teorema de Green). Sean () C R? unabiertoy F = (P;Q): Q —
R? un campo continuamente diferenciable!. Sean v una curva cerrada, simple y
orientada positivamente en € y D el conjunto formado por la traza de + junto con
su componente conexa interior. Si D C (), entonces

/ Pla.y)de +Qa.)dy = [[ (@c = P)dudy

Definicion 5.3.2. Sean A C C un abierto y v una curva cerrada contenida en A.
Se dice que v es homotdpicamente nula en A si el conjunto formado por la traza
de «y junto con su componente conexa interior esta contenido en A.

La nocién de curva homotdépicamente nula es equivalente a que exista una defor-
macion continua de la curva a una curva constante, con la deformacidn contenida
en A. En otros textos, esta tltima es la definicion usual de curva homotdpicamente
nula (véase Figura 5.3).

'Véase Mardsen y Tromba, 2004.
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P ~ P ~
- A T\ - \
d \ d \
/7 - /7
/ s —=- N\ \ / |
/ / o | / |
/ \ 2 / / /
1 \N_ 7 / / /
{ / | /
| / | /
\ 4 \ 4
\ _ \ _
\ ——— \ -
N 7 N 7

Figura 5.2: v es homot6picamente nula en A y 5 no es homotépicamente nula A.

Figura 5.3: Curva homotépicamente nula

Teorema 5.3.3 (Version preliminar del Teorema de Cauchy). Sean A C C un
abierto y f: A — C una funcién analitica en A tal que f’ es continua en A. Si ~y
es una curva cerrada, simple, orientada positivamente y homot6picamente nula en
A, entonces [ f(z)dz = 0.

Demostracion. Supongamos que f = u + iv y y(t) = x(t) + iy(t). Entonces,
por (5.1) y aplicando el Teorema de Green, se obtiene

/Wf dz-/(udx—vdy)—i—l/(vdm—i—udy)

/ / y)dady + i / / vy)dady,

donde D C A es el conjunto formado por la traza de -y junto con su componen-
te conexa interior. Ahora bien, siendo f analitica en A, valen las ecuaciones de
Cauchy-Riemann u, = v, y uy = —v; en A, y por lo tanto los integrandos se
anulan idénticamente en A. Asi, f7 f(z)dz = 0.

El Teorema 5.3.3 impone que, mas alld de ser analitica en A, la funcién f debe
tener derivada continua alli. Este requerimiento proviene del método de demos-
tracién (el Teorema de Green) y puede ser eliminada.
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Lema 5.3.4 (Lema Integral de Goursat). Sean A C C un abiertoy f: A — C
una funcién analitica en A. Si 7" es un tridngulo contenido en A, entonces

f(z)dz=0
oT

donde JT es la frontera de 1" en cualquiera de las dos orientaciones.

Demostracion. Dado un tridngulo 7', consideremos una particion de este en cua-
tro tridngulos 7, 1 < j < 4, construidos trazando los segmentos que unen los
puntos medios de cada lado de 7', (véase la Figura 5.4)). Recordar que ¢(07) es
la longitud (perimetro) del tridngulo 7'. Observar que

1
(0Ty) = S4(0T), 1<j<4, vy
2 (5.2)
max |z —w| < ¢(9T), para todo tridgngulo 7.

z,weT

/ Ts

\
/

\ n

Figura 5.4: Particion de T' en 11,15, T3 y T}.

Consideremos para cada tridngulo 7 de la particion, la misma orientacién que
tiene 7T". Dado que los lados de los tridngulos T interiores a " son recorridos dos
veces, una en sentido contrario a la otra, la propiedad aditiva de la integral implica
que

4
dz = dz.
8Tf(Z) z ]Z; aij(Z) z

Claramente, existe i € {1,2,3,4}, tal que ‘faTi f(z)dz‘ > ‘faTi f(z)dz‘ para
todo j € {1,2,3,4}. Llamemos T := T;. Por lo tanto
(2)dz| < 4

f(2)dz

aT?

. (5.3)

f
or

Repitiendo indefinidamente el proceso anterior, obtenemos una sucesién de triangu-
los encajados 7° := T > T! > --- D T" D T"H 5 ... (véase la Figura 5.5),
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tales que para todo n € N,

(OT™ = 20oT) y F(2)dz| < a7 / [ 54
2n oT arn
T2
Tl
T3 T4

Figura 5.5: Lasucesion T =T > T ' > T2 >T3 > T4 > ...

Por el Teorema de Encaje de Cantor para conjuntos compactos, existe zy €
Moo, T"Como fes analitica en A, existe f’(zp) y, por lo tanto, la funcién

f()=f(z0) _ ¢ :
g<z>—{ L) () szt

0 Siz =z
es continua en Ay

f(2) = f(20) + f'(20)(z — 20) + 9(2)(2 — ), z€ A.

Ya que las funciones f(z0) y f'(z0)(z — z0) admiten primitivas en todo C, por
el Teorema Fundamental del Célculo sus integrales a lo largo de cualquier curva
cerrada son nulas. Asi, integrando sobre 97" miembro a miembro en la dltima
igualdad, se obtiene

iz = [ feodet [ Pl — ) + / 9(2)(z — 20)dz
oT™ orm oT™ oT™

= /8Tn 9(2)(z — zp)dz. 5.5)

% Véase Stein y Shakarchi, 2010.
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Teniendo en cuenta, (5.2), (5.4) y la Desigualdad Fundamental,

f(z)dz| < 4" f(z)dz| = 4" / 9(2)(z — 2z9)dz
oT orn oTrn
< 4" mix |g()(= — 20)|(OT") < 4" mix (=)™
nos (OT)\?
_ 2 4
= £(0T)” méx |g(2)|- (5.6)

Finalmente, dado € > 0 arbitrario, por la continuidad de g en z, existe un § > 0
tal que g(D(z9,d)) C D(0,€). Por otra parte, como el didmetro de los tridngulos
T™ tiende a 0y zp € T™ para todo n, existe un ng tal que 7" C D(zp,9) si
n > no. En consecuencia, |g(z)| < € para todo z € T™ y para todo n > ny.
Luego, de (5.6)

(2)dz| < € £(OT)?,

oT

lo que prueba que [, f(z)dz = 0.

Teorema 5.3.5 (Teorema de Cauchy-Goursat). Sean A C C un abiertoy f: A —
C una funcidn analitica en A. Si «y es una curva cerrada y homotdpicamente nula

en A, entonces
/ f(z)dz = 0.
~

Demostracion. Se hard la demostracion en tres partes; en primer lugar, conside-
rando poligonos simples; en segundo lugar, considerando curvas cerradas y sim-
ples; y por dltimo considerando curvas cerradas no simples.

(a) Sea P un poligono simple de n vértices contenido en A. Una triangulacion
interior de P es una subdivisién de P en regiones triangulares de interiores dis-
juntos cuyos vértices son exclusivamente vértices de P. Dos vértices u y v de P
determinan una diagonal interna de P si el segmento abierto uv estd contenido en
el interior de P. En una triangulacién de P los lados de cada tridngulo son o bien
lados de P o bien diagonales internas. Todo poligono de n > 3 vértices admite
una diagonal interna y todo poligono simple admite una triangulacién. Ademads,
toda triangulacion de un poligono de n vértices tiene n — 2 tridngulos y n — 3 dia-
gonales internas. Existen diversos algoritmos de triangulacién (Algoritmo trian-
gulacién Mehlhorn, Algoritmo de particion Hertel-Mehlhorn, etc). Considerando
la orientacién de P y de los tridngulos inducida por un orden de los vértices vy,
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teniendo en cuenta la propiedad aditiva de las integrales, se obtiene

ya que se integra dos veces sobre los lados interiores al poligono y con orien-
taciones contrarias. Ahora, aplicando el Lema Integral de Goursat, conseguimos

[p f(z)dz = 0.

(b) Sea v una curva cerrada, simple y homotdpicamente nula en A. La prueba
requiere un poco de topologia. La primera afirmacién es que para algtin p > 0, la
version p-engrasada de la curva -y vive en la regién A, esto es, existe p > 0 tal que

DG, p) C A (5.7)
zey

En efecto, si A = C, esto es obvio. Supongamos C\ A # () y definimos la funcién
d: v — R* por

d(z) =d(z,C\ A) =inf{|z —w| : w e C\ A}.

Como d es continua y vy es compacto, d alcanza un minimo el cual es positivo.
Luego, si 2p = min d(z), entonces
zey

|z —w| > 2p, paratodo z € vy paratodow € C\ A,

y por lo tanto (5.7) se satisface.
Ahora llamemos R a la cinta R := |J
Claramente, v C R.

D(z,p) C A, véase la Figura 5.6.

zey

Figura 5.6: Construccion de la cinta R conteniendo a v y contenida en A
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Como R es un conjunto compacto y f es continua en A, f es uniformemente
continua en R. Asi, dado € > 0, existe 0y > 0 tal que si |z — w| < dg, entonces

1) = )l < g

Sea 0 < 6 < min{do, p} y consideremos una particién de y en n arcos 1, ...,V
tal que /(7y;) < 6, paral < j < n. Notemos z; y 241 a los extremos de ;.
Consideremos también el poligono P formado por los segmentos P; = Z; ;1 1.
Como la distancia entre dos vértices consecutivos de P es menor que ¢, tenemos
que el poligono P esta contenido en R (véase la Figura 5.7). Por consiguiente (a)
implica

f(z)dz = 0. (5.8)

Figura 5.7: Poligono P aproximando a .

Por el Teorema Fundamental del Célculo, fw f(zj)dz = ij f(z)dz = f(z)(zj41—
z;). En consecuencia

/w f(z)dz — /Pj f(z)dz

| 4@ =s@n: - [ (16) - 1)

P;

<

+

|t = e +| [ (6= rena:

< méx | f(2) = f(z)|0y;) + mx £ (2) = f(2)|€(F;)

< g7y ) + 6P < g5 bn).
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y de (5.8),
7f(z)dz = [Yf(z)dz—/Pf(z)dz = ; /Yj f(z)dz — A f(z)dz
< ; /Wj f(z)dz — ij(z)dz <]ZIE( )E(’yj) €,

lo que prueba que f,y f(2)dz = 0, dado que se ha tomado € > 0 arbitrario.

(¢) Sea v una curva cerrada, no simple y homotdpicamente nula en A, pero que se
intersecta consigo misma un niimero finito de veces. Se descompone a vy en curvas
cerradas simples (ver la Figura 5.8) y se aplica el resultado de (b) a cada una de
las curvas de la descomposicion.

v "

V2

Curva no simple Descomposicion en curvas simples

Figura 5.8: Descomposicién de curvas cerradas no simples en curvas cerradas
simples.

Como la integral sobre la curva original es la suma de las integrales sobre las
curvas simples, se obtiene el resultado deseado.

Observacion 5.3.6. Los resultados de los Teoremas 5.3.3 y 5.3.5 se pueden ex-
tender al caso mas general en que las curvas cerradas + son rectificables’ (véase
[4, Seccion 6 del Capitulo IV]).

Definicion 5.3.7. Se dice que una region A C C es simplemente conexa si toda
curva cerrada contenida en A es homotdpicamente nula en A.

Ejemplo 5.3.8. (1) El plano C, un disco (abierto) y un semiplano, son regiones
simplemente conexas.

(2) Una corona circular y una circunferencia no son regiones simplemente cone-
Xas.

3Una curva, no necesariamente suave a trozos, es rectificable si tiene longitud finita.
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De una manera muy inocente, podemos decir que una regién es simplemente cone-
Xa si no tiene agujeros en su interior, por lo que cualquier curva cerrada contenida
en la regidn tiene su interior también contenido en ella.

Corolario 5.3.9. Sean A C C una region simplemente conexay f: A — C una
funcién analitica en A. Si 7y es una curva cerrada en A, entonces f,y f(z)dz = 0.

Veamos como se puede aplicar el Teorema de Cauchy-Goursat para probar la
existencia de ramas del logaritmo en regiones simplemente conexas.

Proposicion 5.3.10. Sea A una regién simplemente conexa tal que 0 ¢ A. Sean
20 € Ay wp € C tal que exp(wy) = zp. Para cualquier curva ~y contenida en A
que une zy con un punto z € A, el nimero

dw

frowo (2) = wo + / (5.9)

Y

no depende de v y la funcién f,,,,: A — C definida por (5.9) define una rama
del logaritmo sobre A.

Demostracion. La analiticidad de f(z) = % en Ay el Corolario 5.3.9 indican,
por el Teorema 5.2.16, que f,,., es independiente del camino que une 2 a z. De
nuevo por el Teorema 5.2.16, tenemos que f tiene una primitiva /' en A y por
ende f. u,(2) = wo + F(z) — F(zp). Sea

9(2) = zexp(— fapu (2))-

Entonces, ¢'(2) = exp(— fquo(2)) — 2 exp(— f2quy (2))2 = 0 para todo z € A.
Por la Proposicién 4.1.8, ¢ = g(z) = zexp(— fzyuw, (%)), para toda z € A. Puesto
que c no puede ser 0 yaque 0 ¢ Ay exp(w) # 0, entonces exp(fow,(2)) = 2.
Pero 22 = exp(fzouw,(20)) = exp(wg) = 2o y por ende ¢ = 1. Finalmente, como
F es analitica, entonces [, es analitica y la prueba estd completa.

Observacion 5.3.11. Cabe observar que la rama no es unica ya que depende de
la eleccion de zy. Ademads, notar que si A es la region simplemente conexa G_,

y 2o = 1, entonces wyg = 0y f,,u, €s la rama principal del logaritmo. Para esto,
usar el camino de integracién v como se muestra en la Figura 5.9.

Una consecuencia del Teorema 5.3.5 es el siguiente resultado que relaciona el
valor de la integral sobre distintas curvas.

Teorema 5.3.12. Sean A C C un abierto y 7 una curva cerrada, simple y ho-
motdpicamente nula en A con orientacién positiva. Sean ~1,...,7y, curvas ce-
rradas, simples, orientadas positivamente e interiores a <y y cuyos interiores no
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£ i0

1 r Re(2)

Figura 5.9: Camino de integracién para la rama principal del logaritmo.

tienen puntos en comun (véase la Figura 5.10 (a)). Si f es una funcién analitica

en el abierto A excepto en puntos interiores a cada =1, . . ., 7y, entonces
n
/f(z)dz = Z f(2)dz.
v j=177

N SN Nlo

(a) Curvas dadas (b) Curvas dadas y curvas auxiliares (c) Curvas partidas

Figura 5.10: Curvas del Teorema 5.3.12.

Demostracion. Comenzamos por definir curvas simples Cy, . . ., C, tales que to-
das estdn contenidas entre v y las ;, sin cortar ninguna de ellas salvo en los
extremos. La orientacién se elige de modo de que las conexiones ocurran como
se describe a continuacién: Cyy conecta v con 1, Cj conecta 1 con 7z, y asi si-
guiendo hasta C), que conecta ~y,, con ~. El resultado se muestra en la Figura 5.10
(b). Luego, usando los puntos de interseccion de v con Cy y C), se separa ¥ como
7 = 9" +9". De modo andlogo, todas las v; = 7} +7;”, para j = 1,...,n.
La situacién resultante se ve en la Figura 5.10 (c). Ahora se definen las curvas
cerradas
IMi=9"+Co+ (=) + -+ (=) + Cn,
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y
[":= 7" 4 (=) + (=) £+ (91) + (=Co)-
Resulta que IV y I'” son homotdpicamente nulas en un abierto en el cual f es

analitica y asi, por el Teorema 5.3.5, tenemos

0= [ f(z)d=+ F//f(z)dz
= [yury“ f(z)dz + Z/( i )f(z)dz + Jz_:l < . f(z)dz +/ i‘ggy)dz>
= [y-m” f(z)dz +jzl/ (Jyjf(Z)dz + ]E_:l (/J f(z)dz — /J f(z)dz)

que es lo buscado.

Ahora vamos a enunciar el siguiente resultado, el cual sigue inmediatamente del
Teorema 5.3.12, que suele conocerse como el Principio de Deformacion de Cami-
nos. Muy frecuentemente deseamos evaluar una integral f7 fdz donde la funcién
f no es necesariamente analitica en el interior de + y con lo cual su integral a lo
largo de «y puede no ser cero. Por ejemplo, si f(z) = % y «v es el circulo unidad,
entonces f no es analitica en el punto z = 0y fv %dz = 2mi. Para estudiar es-
te tipo de funciones es importante poder reemplazar la curva -y por una 8 donde
sea mds sencillo calcular su integral. Es decir, queremos poder calcular | P fdzen

lugar de fv fdz donde 3 sea una curva convenientemente elegida.

Corolario 5.3.13 (Principio de Deformacién de Caminos). Sean A C C un abier-
to, 71 y 72 curvas cerradas, simples y orientadas positivamente, con y; homotépi-
camente nula en A y v contenida en el interior de - (véase la Figura 5.11). Si f
es una funcion analitica en la region A salvo, eventualmente, en algin subconjunto

del interior de 2, entonces
/ f(2)dz = / f(z)dz.
Y1 Y2

Ejemplo 5.3.14. Determinar el valor de la integral f —=7dz donde 7y es la elipse

(Gl 1) + %5 ¥ — 1 recorrida en sentido positivo. Primero observamos que no po-
demos aphcar el Teorema de Cauchy-Goursat (Teorema 5.3.5) porque la funcién
777 no es analitica en el punto z = 1. Pero, por el Principio de Deformacién de
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Figura 5.11: Principio de deformacién de caminos.

Caminos (Corolario 5.3.13), podemos considerar alguna otra curva cerrada simple
/3 interior a -y con la que nos resulte més sencillo trabajar. Tomemos 3(t) = 1+¢
con 0 <t < 27. Entonces tenemos que

2w it 2w
1 .
/ z dz:/ : dz:/ Lte idt = / (14 e™)idt = 2mi.
,72—1 52—1 0 el 0

El siguiente resultado es una pequefia generalizacion del Teorema 5.3.5 para el
caso en que la funcién puede tener finitas singularidades en A, donde el compor-
tamiento estd controlado.

Teorema 5.3.15 (Teorema de Cauchy Generalizado). Sean A C C un abierto y f
analiticaen A\ {z1,...,2,} ytalque lim (2 — 2j)f(2) =0,paraj =1,...,n
2= Zj

Si  es una curva cerrada y homotépicamente nula en A que no pasa por ningtn
zjconj=1,...,n, entonces [ f(z)dz = 0.

Demostracion. Supongamos, para simplificar, que y es simple. Si no lo fuera, se
la descompone en curvas cerradas simples y se aplica el resultado a cada curva de
la descomposicién. También se puede suponer que todos los z; estdn en el interior
de v ya que sélo estos cuentan a la hora de evaluar f7 f(z)dz

Por ser A abierto, es posible tomar un radio » > 0 de modo que

(1) D(zj,r) C Aparatodoj =1,...,n;

(1) D(z;,7) N D(z,7) = 0, para todo j, k distintos;
(1) D(z;,7) N~y = 0, para todo j.

Definimos las curvas v; (t) = z; +ret, 0 < t < 27. Observar que 7yj parametriza
positivamente el borde de D(z;,), para cada j, por lo que las curvas 7; no se
intersecan y no intersecan a -y, estando todas contenidas en el interior de . Como

fesanaliticaen A\ {z1,...,2,}, el Teorema 5.3.12 implica que
/ z)dz = Z (5.10)
j=1 73
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Por otro lado, como lim (z — 2;) f(2) = 0, paraj = 1,...,n, dado € > 0, existe
Z—rzj

" > 0 tal que |(z — zj)f(2)| < esiz € D(zj,7"). Haciendo r < 7/, si fuese
necesario, tenemos

2w 2w
/ f(z)dz| = flz + reit)rie”dt‘ < / | f(z5 + re”)r‘ dt < 2me.
. 0 S~—m— ——
b ‘ <€
Luego, de (5.10) conseguimos
/f(z)dz < Z / f(z)dz| < 2mne.
2 Vi

)

B

Ahora como € > 0 es arbitrario, f,y f(z)dz = 0.

5.4. Indice de una curva cerrada

Definicion 5.4.1. Sean -y una curva cerrada suave a trozos y a ¢ . Definimos el
indice de a respecto a v mediante

(7. a) 1 / dz
n(v,a) = — )
7 2mi ),z —a

Sea 7: [0,2n7] — C la curva dada por v(t) = a + re'’. Es claro que 7 es una
circunferencia de centro a y radio r > 0 recorrida n veces en sentido contrario de
las manecillas del reloj y

1 2nm Z',r.eit
= — —dt = n.
n(y.a) 277@'/0 ret "

Andlogamente, si v es la circunferencia de centro a y radio » > 0 recorrida n
veces en sentido de las manecillas del reloj,

n(y,a) = —n.
Esto sugiere que n(7, a) es el nimero de vueltas que da la curva alrededor de a.

Observacion 5.4.2. Si z; es un punto exterior a cualquier curva cerrada simple
7y, entonces ﬁ es analiticaen A = C\ {z} y 7 es hométicamente nula en A.
Entonces por el Teorema de Cauchy-Goursat, n(v, zg) = 0.

Proposicion 5.4.3. Sean +y una curva cerrada suave a trozos y zg ¢ . Entonces
n(7, zp) es un nimero entero.
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Demostracion. Supongamos por simplicidad que ~y es suave en [a, b] y definimos

h(t) = / #ds.

s) — 2o

Entonces n(vy, zg) = 2(—:2. Por otra parte, como el integrando es continuo, ya que

el denominador no se anula, h es derivable en [a, b] y

iy (@)
ST

Luego, 4 (exp(—h(t))(y(t) — 29)) = 0, para todo ¢ € [a,b]. Por lo tanto, tene-
mos que exp(—h(t))(y(t) — z9) es constante en [a, b], de donde se deduce que

V(a) = 20 = exp(=h(b))(7(b) — 20) = exp(=h(b))(7(a) — 20)-

Asi exp(—h(b)) = 1y en consecuencia h(b) = 2nmi, n € Z. Asi, n(y, z0) = n,
n € 7.

5.5. Larepresentacion integral de Cauchy

Ahora usaremos el Teorema de Cauchy-Goursat para hallar una representacién
integral para el valor de una funcién analitica en el interior de una curva cerrada
simple.

Teorema 5.5.1 (Férmula Integral de Cauchy). Sean A C C un abierto, f: A — C
una funcién analitica en A y «y una curva cerrada y homotdpicamente nula en A.
Sia ¢ ~, entonces

1
1 [,

21 v Z—a

n(y,a)f(a) =
Demostracion. La funcién g: A — C definida por

[@-I@ g g
9(z) =9 "

f(a) si z=a,
es analitica en A \ {a}, ya que ¢'(z) = fI(Z)(Zi(Z)_sz)rngf(a) si z # a. Ademds
h’_r}n(z —a)g(z) = li_r}n(f(z) — f(a)) = 0. Por el Teorema de Cauchy Genera-
lizado,
Oz/g(z)dz:/Mdz:/mdz—f(a)/ﬁ
. y Z—a yZ—a yZ—a

/(z) dz — f(a)2min(y,a).

—a

I
S~
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Considerando el caso especial en la Férmula Integral de Cauchy cuando y es una
curva cerrada simple y a estd en el interior de la curva y obtenemos

fla) = = L &),

21 zZ—a

pues n(y,a) = 1. Con lo cual podemos observar que los valores de una fun-
ci6n analitica f en los puntos del interior de una curva cerrada simple v quedan
completamente determinados por los valores de la funcién f sobre la curva ~.

La Férmula Integral de Cauchy, junto con la observacién anterior, es también de
mucha utilidad para evaluar integrales.

Consideremos por ejemplo la integral f7 7Z7dz del Ejemplo 5.3.14. Entonces, por
la Férmula Integral de Cauchy tenemos que fv 753dz = 2mif(1) donde f(2) = 2
y asi fv —dz = 2mi.

El siguiente teorema es una extension de la Férmula Integral de Cauchy para las
derivadas de una funcién analitica f .

Teorema 5.5.2 (Férmula de Cauchy para Derivadas). Sean A C C un abierto y
f: A — C una funcién analitica en A. Entonces f es infinitamente diferenciable
en A. Ademds, si v : [¢, b] — C es una curva cerrada y homotdpicamente nula en
Ay a ¢, se satisface

n(v,a)f®(a) = i /Lz)dz ke N.

T omi ), (z—a)Ftl

Demostracion. Consideremos la integral de tipo Cauchy

Glw) = / 92 4

zZ—Ww

donde ¢ es una funcién continua sobre v y w ¢ . Demostraremos que G es
infinita veces derivable en todo punto w ¢ ~ siendo

G™ (w) :/%da

La demostracion es por induccidn, aunque nosotros solo probaremos en detalle el
caso k = 1. Paraello, sean a ¢ ~,

20 = mi t) —al >0, M = ma t))|.
féﬁfi]h() al y tré%\g('y( )]

Notar que 6 > 0, y por la continuidad de vy g o y en [¢,b], M < co. Siw €
D(a, d) con w # a, tenemos

M:L ! ( L] )g<z>dz.

w—a Ww—a \zZ—w Z—a
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~

Figura 5.12: Integral tipo Cauchy.

wl—a(z—lfw*zia>:(z—w)l(z—a) :(z—la)QzZ:Z): (z—la)2 <1+ZJ—_5>'

Por lo tanto, dado que |z — w| > 0 para todo z € 7,

[t

De aqui, si w — a, resulta que G es diferenciable en a y

G'(a) :/Yi(zgizc)z)QdZ'
1

En particular, si g(z) = 5, entonces G(w) = n(vy,w); por lo que la funcién
n(vy,:) : C\ v — Z, es continua en cualquier entorno D(a, ) de a que no corte
a . Asi, n(v,-) es constante en dicho entorno y por lo tanto n(vy,w) = n(v,a)
para todo w € D(a,r).

Ahora, si

M £(y)
408

= |w—a < |w —a

-t _ [ a6,

w—a

Py = 5 [ e

211 Z—w

la Férmula Integral de Cauchy implica

Fw) = n(y,w)f(w) =n(y,a)f(w), weD(a,r).

En consecuencia,

(w0 () = n) ) = Fiw) = 5 [ LE g

271 )., (2 —w)?

Observacion 5.5.3. A partir del teorema anterior se prueba facilmente que si f
es analitica en un conjunto cualquiera A entonces f es infinitamente diferencia-
ble en todo punto de A. Ademas, considerando el caso especial cuando -y es una
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curva cerrada simple y a se encuentra en el interior de v obtenemos las siguientes
representaciones integrales de Cauchy

f(k)(a) - ﬁ/&dz

C2mi ), (z—a)ktT

pues n(7y,a) = 1. Con lo cual, nos permitird en muchas ocasiones evaluar de una
manera mas sencilla ciertas integrales.

Ejemplo 5.5.4. Determinemos el valor de la integral

1 5 .

——————dz, donde =1+ =¢" 0<t<2m.
[ W= trgen Ostse
Podemos considerar esta integral como f,y 0 Zfﬁ)y dz donde f(z) = ;14. Como f
es analitica dentro y sobre la curvayy z = —1 es un punto interior de . Entonces,

podemos aplicar la Férmula de Cauchy para Derivadas para obtener

1 f(z 2 i

Ejemplo 5.5.5. Determinemos el valor de la integral

donde 7 es el circulo con centro en el origen y radio 2, y(t) = 2 con 0 < t <
27. Aqui no podemos aplicar directamente la Férmula de Cauchy para Derivadas
ya que dentro de la curva tenemos dos puntos z = 0y z = 1 donde el integrando
no es analitica. Para poder resolver esto, primero dividimos la curva v en dos
curvas cerradas 71 y 7 introduciendo una nueva curva que separa los puntos
z =0y 2z = 1como en la Figura 5.13. Si integramos sobre estos dos nuevos
caminos y; y 2 orientados positivamente, las dos contribuciones a lo largo de la
nueva curva deberdn cancelarse una con otra. Asi hemos pasado de una integral,
en la cual hay dos singularidades dentro de la curva de integracion, a la suma de
dos integrales, cada una de las cuales ahora tiene solo una singularidad dentro de
su curva de integracion y estas ahora si las podemos calcular usando la Férmula
de Cauchy para Derivadas. En efecto, si f1(z) = % y fa(z) = Z%, entonces

@[ ds & [ A ()
/72:2(2—1)_/71 2:2(2:—1)—’_/72 2(z—1) ), 22 dz+/722—1dz
= 2mif1(0) + 2mifo(1) = 2mi — 2mi = 0.
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Figura 5.13: Curva del Ejemplo 5.5.5

5.6. Consecuencias del Teorema de Cauchy

En esta seccién presentamos cuatro resultados importantes que se derivan del Teo-
rema de Cauchy.

Teorema 5.6.1 (Desigualdad de Cauchy). Sean A C C un abierto, a € Ay
f: A — C una funcién analitica en A. Supongamos que D(a, R) C A.Si M =

max |f(z)|, entonces
|z—a|=R

1) < E—LM, ke NU{0}.

Demostracion. Sea v: [0,2r] — C tal que y(t) = a + Re®. Entonces v es
homotdpicamente nula en A y como n(y,a) = 1, la Férmula Integral de Cauchy
para la k-ésima derivada implica

/&dz’< k!/degﬂ M 27rR:ﬂM.
v v 2

(z—a)F177| = 21 /., |z — afF+! RE+1 RE

10| = &

T or

Teorema 5.6.2 (Teorema de Liouville). Si f: C — C es una funcion entera y | f|
es acotada en C, entonces f es constante.

Demostracion. La hip6tesis implica que existe M > 0 tal que |f(2)| < M para
todo z € C. Sean R > 0y z € C, arbitrarios. Como D(z, R) C C, entonces la
Desigualdad de Cauchy para la derivada primera implica

M

|f'(2)] < ik

De la arbitrariedad de R, se sigue obviamente que f'(z) = 0. De aqui, f' = 0 en
C. Pero C es una regién y consecuentemente f es constante en C.
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Teorema 5.6.3 (Teorema de Morera). Sean A C C una regién, y f: A — C una
funcién continua tal que [ 7 f (2)dz = 0 para toda curva cerrada contenida en A.
Entonces f es analitica en A.

Demostracion. El Teorema 5.2.16 (Independencia del Camino) implica que existe
F: C — C analitica en A tal que F' = f en A. Como F es analitica en A, por
el Teorema 5.5.2, es infinitamente diferenciable en A, y por lo tanto existe [’y
f'(z) = F"(z) paratodo z € A.

Teorema 5.6.4 (Teorema Fundamental del Algebra). Todo polinomio P(z) =
2™ + ap_12""1 4 -+ 4+ a1z + ag con coeficientes complejos y de grado n > 1
(a,, # 0) tiene n raices 21, .. ., 2z, contando multiplicidades.

Demostracion. Supongamos que P no tiene ninguna raiz. Entonces la funcién
f= % es entera. Observar que

|an—1| |ao|
PO el (Jonl = 2t )
Como ‘Zl‘l’inoo Qﬁf_lj = Oparacadal < j < n— 1y dado que % > 0, existe

K > 1tal quesi |z| > K, entonces

laj| _ lan] .
|Z‘nj_j < i, paratodo 0 < j <n —1.

Por lo tanto, si |z| > K,

il

2 2

Por otra parte, al ser D(0, K) un conjunto compacto, existe M > 0 tal que
|P(z)] > M > 0si|z| < K. Notar que M > 0, pues por hipétesis, P(z) # 0
para todo z € C. Por consiguiente, hemos probado que

|P(2)] > > 0.

1 2 1
1f(2)| = <mzix{—,—}, para todo z € C.
[P(2)] |an|” M

Por el Teorema de Liouville, f es constante y por consiguiente P lo es, una con-
tradiccion ya que a,, # 0y n > 1. Luego P tiene una raiz z; y

P(z) = an(z — z1)P1(2),

donde P; es un polinomio de grado n — 1 con coeficiente principal igual a 1.
Aplicando el mismo argumento a P; obtenemos una raiz zo de Py y

P(2) = an(z — 21)(z — 22) Pa(2),

donde P, tiene grado m — 2 con coeficiente principal igual a 1. Repitiendo este
procedimiento llegamos a una (n — 1)-ésima raiz z,,_; donde el polinomio P,,_;
es de grado 1, P,_1(z) = z — z,. Esto completa la prueba.

133 |



David E. FERREYRA - Luciano J. GONZALEZ - Fabidn E. LEVIS

5.7. Principio del médulo maximo

El siguiente resultado muestra que el valor de una funcién f en a € C es la media
de los valores de f en el circulo de centro a y radio 7.

Teorema 5.7.1 (Propiedad del valor medio). Si f es una funcién analitica en el
disco cerrado D(a, ), entonces

1 2

fla)= o= [ Flatrety

Demostracion. Por hipétesis f es analitica en un conjunto abierto A que contie-
ne a D(a,r). Afirmamos que existe p > r tal que D(a,p) C A. En efecto si
A = C, esto es obvio. Supongamos que C \ A # () y consideremos la funcién

d: D(a,r) — R* dada por

d(z) =inf{|]z —w|:we C\ A} =d(z,C\ A).

Como d es continua y D(a, ) es un conjunto compacto, d alcanza un minimo el

cual es positivo. Luego, si 0 < 2s = ‘ mi‘n d(z), entonces
z—a|<r

|z —w| > 2s, paratodow € D(a,r)yparatodo z € C\ A.

Definimos p = r + s. Sea z € D(a, p) y supongamos que z € C\ A. Tomando

w = — +<1—L>GED(CL,7’),
|z—a| a] |z — al
conseguimos 2s < |z — w| = |z —a| —r < p —r = s, una contradiccion. Asi
D(a,p) C A.
Ahora, como el disco abierto D(a, p) es una regién y la circunferencia -y de centro
a y radio r (orientada positivamente) es homotGpicamente nula en D(a, p), la
Férmula Integral de Cauchy implica

1 1 2T it ) 1 2T )
fla) = — Md,z = — Mire”dt = — flat+ret)dt.
2mi ),z —a 211 J ret 27 Jo

Teorema 5.7.2 (Principio del Médulo Méximo Local). Sean A C C un abierto y

f: A — C una funcién analitica en A. Si | f | tiene un maximo relativo en a € A,
entonces f es constante en un entorno de a.

Demostracion. Por hipétesis, existe R > 0 tal que

|f (2)| <|f(a)|,paratodo z € D :=D(a, R) C A.
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Vamos a probar, en primer lugar, que | f| es constante en D. Para ello, supongamos

que existe zg = a + re'®® € D tal que |f(20)| < |f(a)|. Por la continuidad de f
en D, existen e > 0y 0 < ¢ < 7 tales que

[flatre®)| <|f(a)l —e [t—to| <.

En efecto, al ser |f(a)| — |f(z0)| > 0, existe € > 0 tal que | f(z0)| < |f(a)| — 2e,
y por continuidad de g(t) = f(a + re') ent = tg existe 0 < § < 7 tal que
|f(a+rett) — f(a+ret)| < esi |t —to| < &. Para estos valores de ¢ se cumple

[fa+re®) < |fla+re™)[+e=][f(z0)+e<|f(a)] =2 +e=|f(a)] —e.
Aplicando ahora la Propiedad del valor medio obtenemos,

1 to+m "
@l = | [ sa retya
2 to—m
1 to—0 . 1 to+0 ) 1 to+m )
< — / fla+ relt)dtl +— / fla+ Te”)dt’ +— / fla+ret)dt
21 | Jig—r 27 | Jeg—s 27 Jig+o

< = (F@x = 8)+ (F(@)] — 925 + [f(a)|ix — 5)
= 7@ - 2 < 1),

lo cual es absurdo. Esto demuestra que | f| es constante en D, lo cual implica que
f es también constante en D.

Corolario 5.7.3. Sean A C Cunaregiony f: A — C una funcién analitica en
A. Si | f| alcanza un madximo absoluto en A, entonces f es constante en A.

Demostracion. Supongamos que | f| alcanza un méaximo absoluto en zp € A,y
sea

B={zeA:f(z) = f(x)}.

Notar que B # (), y al ser f continua en A, B es un conjunto cerrado y asf es

cerrado respecto de A. Afirmamos también que B es abierto en A. En efecto, si

z € B, como |f(2)| = |f(20)| = méx |f(2)], el Principio del médulo méximo
S

local implica que existe un entorno U de z tal que f es constante en U. Asi, z €
U C B. Como B es simultdneamente abierto y cerrado respecto de A, no vacio y
A conexo, se tiene que B = A, es decir f(z) = f(zp) paratodo z € A.

Teorema 5.7.4 (Principio del Médulo Médximo Global). Sean A C C una regién
acotada y f: C — C una funcién analitica en A y continua en 0A. Si M =

méx | f(z)|, entonces se satisface,
z€0A

(@) |f(z)] < M paratodo z € A;

135 |



David E. FERREYRA - Luciano J. GONZALEZ - Fabidn E. LEVIS

(b) Si|f(a)| = M para algin a € A, entonces f es constante en A.

Demostracion. En primer lugar M € R existe, al ser 0A cerrada y acotada (por
ser A acotada) y | f| continua en J A. En segundo lugar, (b) es consecuencia de (a)
y del Corolario 5.7.3. Para probar (a) notar que la funcién | f| también es continua

en el compacto A = A U A, de forma que alcanza un maximo en A. Si dicho
méximo se alcanza en OA, entonces (a) se cumple por definicion de maximo.

Si, por el contrario, el maximo de | f | en A se alcanza en un punto zp € A, el
Corolario 5.7.3 implica que f (z) = f (zo) para todo z € A. Por continuidad, f (2)
= f(z0) paratodo z € A, es decir, fes constante en A. En consecuencia,

(a) es trivial.

Ejercicios propuestos

Ejercicio 5.1. Completar la demostracién de la Proposicién 5.1.4.

Ejercicio 5.2. Evaluar las siguientes integrales.
(@ [, 2= dz, donde (t) = e, t € [0, 2n];

(b) f log dz donde v(t) =1+ %e“, tel0,2n]yn =>0.
Ejercicio 5.3. Evaluar las siguientes integrales:

a) (t) = e, t €[0,27];

b) f = dz, donde n es un entero positivo y y(t) = 1 + €', ¢ € [0, 2n];

c) f7 ﬁ dz, donde v(t) = 2¢%, t € [0,27].

(t) = re't, t € [0, 27], para todos

)
los valores p051bles de r

Ejercicio 5.5. Completar la demostracion de la Proposicion 5.2.11.
Ejercicio 5.6. Completar la demostracién de la Proposicion 5.2.14.

Ejercicio 5.7. Sean P un polinomio de grado n y R > 0 suficientemente grande
de modo tal que P no se anulaen {2 : |z| > R}. Si~(t) = Re' con 0 < t < 2,

probar que f P(j)) dz = 2mni.

Ejercicio 5.8. Sean Dy (£1,3), A = D(0,3) \ (D UD_), 71,72,73 curvas
cuyas trazas son |z — 1| = 1, |z + 1| = 1y |z| = 2 respectivamente. Orientarlas
de modo que n(y1,w) + n(y2, w) + n(y3, w) = 0 paratodo w € C\ A.
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Ejercicio 5.9. Sea v una curva cerrada suave a trozos en C y a ¢ ~. Probar que

para n > 2, se cumple que f = a)n dz = 0.

Ejercicio 5.10. Sea y(t) = 1 + €' para 0 < ¢ < 2. Encontrar, para todos los

n
nimeros naturales, el valor de la siguiente integral f (sz) dz.

Ejercicio 5.11. Evaluar la integral [ (t) = 2| cos(2t)|e" para 0 <

t < 2.

Ejercicio 5.12. Sean fy( ) =te para0 < t < 2wy y(t) = 47 — t para 27 <
t < 47. Evaluar f 2 e

Ejercicio 5.13. Sean A = C\{a, b}, a # by ~ylacurva de la Figura 5.14. Mostrar

que n(v,a) = n(v,b) = 0.

Figura 5.14: Curva del Ejercicio 5.13

Ejercicio 5.14. Fijemos w = re® # 0. Sea una curva suave a trozos en C \ {0}
de 1 a w. Probar que existe un entero k tal que f,y 1 dz = Log(r) +i(0 + 2km).

Ejercicio 5.15. Sean A un abierto y v una curva suave a trozos en A tal que
n(y,w) = 0 para todo w € C\ A. Sear = d{y},0A) yH = {z € C:
n(v,z) = 0}. Mostrar que {z : d(z,0A) < §} C H.

Ejercicio 5.16. Mostrar que la cinta R definida en la demostracion del Teorema
5.3.5 es un conjunto compacto.

Ejercicio 5.17. Completar la demostracién del Teorema 5.5.2.

Ejercicio 5.18. Sea f una funcién entera. Supongamos que existe una constante
M,un R > 0yn € N tales que |f(z)| < M|z|", para |z| > R. Probar que f es
un polinomio de grado menor o igual que n.

Ejercicio 5.19. Sea f una funcién analitica en A = D(0, 1) tal que |f(2)] < 1
para Z € A. Probar que |f'(0)| < 1.

Ejercicio 5.20. Sea U: C — R una funcién arménica tal que U(z) > 0 para
todo z € C. Probar que U es constante.

Ejercicio 5.21. Sean A una regién y f una funcién analitica en A. Supongamos
que existe un a € A tal que |f(a)| < |f(z)| para todo z € A. Entonces f(a) =0
o f es constante.
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Capitulo

Series de Taylor y de Laurent



El objetivo de la primera parte de este capitulo es desarrollar un resultado funda-
mental que afirma que toda funcién analitica f admite localmente una expansion
en serie de potencias en cada punto del dominio A donde vive. Como veremos,
esta serie serd llamada la serie de Taylor de f centrada en un punto zg € A.

En la segunda parte del capitulo, aprenderemos acerca de las series de Laurent,
que son una generalizacion de las series de Taylor, en el sentido de que son series
de potencias donde las potencias enteras negativas de los términos también ocu-
rren en la expansion. Esto serd util para estudiar las funciones que son analiticas
en dominios mds generales como por ejemplo los anillos. Las series de Laurent
también seran una herramienta fundamental para clasificar las singularidades ais-
ladas de una funcién analitica y poder caracterizarlas.

6.1. Series de funciones. Convergencia

En esta seccién introducimos algunos resultados de convergencia de sucesiones
de funciones a valores complejos que serdn necesarios para las secciones subsi-
guientes.

Lema 6.1.1. Sean A C Cy f,: A — C, n € N, funciones continuas en A.
Si {fn}nen converge uniformemente a f en Ay -y es una curva contenida en A,
entonces

n—oo

lim n(z)dz = z)dz.
[ 1) Lf()

o0
En particular, si g: A — C, k € N, son continuas en A y la serie » , gi converge

k=1
uniformemente en A, entonces
o0 [o¢]
/ ng(z) dz = Z/gk(z)dz
7 \k=1 k=177
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Demostracion. Por hipétesis, dado € > 0, existe N € Ntal que |f,,(2)—f(2)] <€
paratodo z € Ayn > N. Ademas, f es continua al ser uniforme la convergencia
de f, a f. Entonces paran > N se tiene

dzf/f )dz

Ahora sean F,, = Z gy F = Z g La segunda parte sigue de la primera
k=1 k=1
usando que {F}, } en es una sucesion de funciones continuas que converge uni-

formemente a F' en A.

 Unle) = )z /Ifn ~ F(2)|dz] < et().

Teorema 6.1.2 (Teorema de la Convergencia Analitica). Sean A C C un abierto
y fn: A — C, n € N, funciones analiticas en A. Supongamos que { fy, }nen
converge uniformemente a f en cada disco cerrado contenido en A. Entonces f
es analitica en A, y {f] }nen converge uniformemente a f’ en cada disco cerrado
contenido en A.

Demostracion. En primer lugar, por ser uniforme la convergencia de f,, a f en
discos cerrados contenidos en A, f es continua en cada disco cerrado contenido
en A, y por tanto es continua en A. Sean D(a,r7) C Ay 7y una curva cerrada
contenida en D(a, ). Entonces f es continua en D(a,r), y por el Lema 6.1.1 y el

Corolario 5.3.9,
/f(z)dz: lfim /fn(z)dz:O

Por el Teorema de Morera tenemos que f es analitica en D(a, ), y por lo tanto en
A.

Para probar que {f/},en converge uniformemente a f’ en D(a,r), notar que,
como en el Teorema 5.7.1, existe p > r tal que D(a, p) C A.Dadosr < R < p
y € > 0, por hipétesis existe N € N tal que |f,(w) — f(w)| < € para todo
w € D(a,R) yn > N.Sea z € D(a,r) y ~ la circunferencia de centro a y
radio R, orientada positivamente. Como f es analitica en la region D(a, p), por la
Férmula Integral de Cauchy para la derivada primera tenemos que

y y 1 n(w) — f(w 1 € eR
)= 70 = 5 | [ 2| < o mn =

para todo z € D(a,r) yn > N.

Corolario 6.1.3. Sean A C C un abierto y gx: A — C, k € N, funciones
oo

analiticas en A. Supongamos que la serie ) gj converge uniformemente a g
k=1

o0
en cada disco cerrado contenido en A. Entonces g es analitica en A,y Y g}
k=

converge uniformemente a ¢’ en cada disco cerrado contenido en A.
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Notar que,
[e.9] ! [e.9]
(Z%) =g =Yg end
k=1 k=1

en otras palabras, la serie se puede derivar término a término en A.

6.2. Series de Taylor

El teorema central de esta seccién establece que toda funcién analitica admite una
expansion en serie de potencias cuyo términos estdn definidos a partir de las su-
cesivas derivadas de la funcién. Aqui cabe recordar que ya hemos visto (Teorema
5.5.2) que toda funcién analitica en una regién es infinitamente derivable. Esto
esta en contraste con el hecho de que existen funciones de una variable real las
cuales son infinitamente diferenciables y no pueden ser expandidas en una serie
de potencias. Esto es otro ejemplo que muestra que la condicién de ser analitica
en el caso complejo es mds fuerte que la de ser derivable en el caso real.

Teorema 6.2.1 (Teorema de Taylor). Sean A C C un abierto, f: A — C una
funcién analitica en A. Sea zy € Ay supongamos que D(zy,7) C A. Entonces f
admite el desarrollo en serie de Taylor

©  f(n)
f(Z):ZfT(,ZO)(Z—ZO)"’ z € D(z0,7). (6.1)
n=0 ’

Demostracion. Sean 0 < p < R < r,y fijemos z € D(zp,p), z # 29. Siyes
la circunferencia de centro 2y y radio R, orientada positivamente, se tiene por la
Férmula Integral de Cauchy,

1
f(2) = — / G (6.2)
2 )y w— 2z
Por otra parte, si w € v, entonces |z — zg| < p < R = |w — 2o/, y por ende
fw) _ fw)  fw) 1
wW—2 Ww—2+2—2 WwW—2 (1_2720)
. . (6.3)
_ f(w) z—z2\ _ f(w) n
Como f es analitica en -y, estd acotada en -y, por lo que
f(w) o| 2 [0 |22 Ay
_ = < —|= € eN
(w—zo)”“(z 20) w— 2| |w— 2o RIRl > YETL"
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Dado que

Z no M1 M
S RIRLR(-%) R—p

(6.3) y el M-Test implica que la serie

Z f(w)n-i-l (z —20)"

n=0 (’U} o ZO)

converge uniformemente a ! ( Sw) ~ para w € ~. Entonces, de (6.2), el Lema 6.1.1 y
la Férmula Integral de Cauchy para Derivadas, tenemos que

27m Z/ — Zo n+1 zo)ndw
1 > f(n) 2 "
=3 ay [ e = 3 L
n=0

para z € D(zg, p), con 0 < p < r, arbitrario, es decir para todo z € D(z, 7).

Corolario 6.2.2. El radio de convergencia de la serie de Taylor (6.1) de una fun-

cién f analitica en A es mayor o igual que la distancia de 2 a la frontera de
A.

Ejemplo 6.2.3. Determinemos la expansion en series de potencias de Taylor de
la funcién f(z) = cos(z) alrededor del punto zy = 0. Sabemos que f(z) =

cos(z) = em% Entonces las sucesivas derivadas de f en z y en 0 son
f(z) = cos(2), F(0) =
fl(z) = g(ie* —ie*), f'(0) =0,
() =2 i), f(0) = 1,
fO(z) =5 —iPe—zi),  f3(0) =0,
f(4)(2) — %(14621 + i2e zz)7 (4)(0) =1,
fO2) = 3@ —Pe),  fO(0)=0

Podemos ver claramente que f(?")(0) = 2" = (=1)* y f@**+1D(0) = 0, para
n =20,1,2,.... Entonces, por (6.1) tenemos que

n

o - (_1) 2n
_ngo (2n'z

y donde esta representacion es vélida en todo el plano complejo ya que la funcién
f(2) = cos(z) es entera.
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En el ejemplo anterior las derivadas de orden superior de la funcién coseno se
obtuvieron de forma sencilla, pero en muchos otros casos obtener las derivadas
superiores de una funcién especifica puede resultar un trabajo muy tedioso y com-
plicado. Una forma mads sencilla y elegante para encontrar la representacién en
series de potencias de Taylor de una funcién analitica f es buscar una serie de po-
tencias convergente que represente a f. Si por algin método y/o andlisis podemos
determinar que f(z) = Y .2 an(z — z0)" y la serie converge para algdn radio
R > 0, entonces por el Corolario 4.3.3 tenemos que esa debe ser la representacion
de f en serie de potencias de Taylor.

Ejemplo 6.2.4. Encontremos la serie de Taylor alrededor de zp = 0 para f(z) =
ﬁ y calculemos su radio de convergencia. Recordemos de (3.3) (ver pag. 44)

que ya hemos determinado la serie de potencia de Taylor de la funcién ﬁ,

1 oo
. = E 2" para |z] < 1.
-z
n=0

Expresemos la funcién f como

16 =5 (=)

Ahora reemplazamos z por —z2/2 en la serie geométrica y obtenemos:

1 1 1 — (=1)"
10 =3 (1o ) s L2 = X e

para | — 2% /2| < 1, esto es, para |z| < v/2. Entonces, el radio de convergencia de
la serie anterior es mayor o igual a v/2. Notamos que |z| < v/2 es el mayor disco
posible centrado en zp = 0 donde la funcién f es analitica, ya que la regularidad
falla en z = /2i.

En el siguiente ejemplo ilustramos otra técnica para hallar la representacion de
Taylor de una funcién analitica.

Ejemplo 6.2.5. Consideremos la funcién f(z) = 1%: Podemos escribir a f co-

mo f(z) = ez.ﬁ. Conocemos las representaciones en series de Taylor de las

funciones e® y ﬁ:
2 3
z z 1
EE=1l4+z4+=+—=+... y =14+ 423+
21 3l 1—2

donde la primera representacién es valida en todo el plano complejo y la segunda
en |z| < 1. Entonces, por el Teorema 3.2.5, obtenemos la serie para el producto
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formal de las dos series, la cual debe converger en |z| < 1:

22 23 2, .3
f(z) = Lfz+ o+t (I+z+2"+2"+...)

22 9 9 23 23
=1+ (z+2)+ <5+z + 2 > + <§+?+z3+z3> +...
El término general de la serie anterior no tiene una forma simple, asi que la de-
jamos expresada en los primeros términos. El lector puede comprobar que este
método es un poco mds rapido que computar las sucesivas derivadas f(™ de f.

6.3. Principio de prolongacion analitica

En esta secciéon mostraremos un resultado fundamental en la teoria de funciones
de una variable compleja y que refleja otra gran diferencia con las funciones de
variable real. Es conocido como el principio de prolongacion analitica y afirma
que toda funcidn analitica en una regién A queda determinada por sus valores en
cualquier conjunto que tenga un punto de acumulacién en A. Este hecho es un
importante teorema de unicidad que puede ser usado de la siguiente manera: Si
f: A — C es una funcién analitica que se anula en un abierto, U C A, pudiendo
éste ser arbitrariamente pequefio, entonces f debe anularse en todo A.

Definicion 6.3.1. Sean A C C,a € Ay f: A — C una funcién analitica en A
tal que f(a) = 0. Entonces decimos que f tiene un cero de orden k en a si existe
una funcién analitica g: A — C tal que f(z) = (2 — a)¥g(z) con g(a) # 0.

Teorema 6.3.2 (Principio de Prolongacion Analitica). Sean A C C una regién y
f+ A — C una funcion analitica. Entonces las siguientes condiciones son equiva-
lentes

(@ f=0;
(b) Existe un punto a € A tal que £ (a) = 0 para todo n > 0;
(c) {z € A: f(z) = 0} tiene un punto de acumulacién en A.

Demostracion. La implicacion (a) = (c) es obvia.

(¢c) = (b) Sean a € A un punto de acumulacién de Z = {z € A : f(z) = 0}
y r > 0 tal que D(a,r) C A. Puesto que f es continua y a es un punto de
acumulacién de Z, tenemos que f(a) = 0. Supongamos que existe un k& > 1 tal
que f(a) = f'(a) = --- = f*V(a) = 0y f*)(a) # 0. Por el Teorema de
Taylor,

©  (n) (g % p(ntk) (g
=Y e ar = - e o sepn,
n=~k ’ n=0 )
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o0

(n+#)
Denotemos g(z) = 5. £ ()
n=0

(n+k)!

(z — a)™. Entonces g(a) = % £0y

f(z)=(z— a)kg(z), z € D(a,r).

Por el Corolario 4.3.2, g es analitica en D(a, ) pues es una serie de potencias
convergente en D(a,r). Luego, existe p, 0 < p < r, tal que g(z) # 0 para
|z—a| < p. Como a es un punto de acumulacién de Z, existe b € C con f(b) =0
y 0 < |b—a| < p. En consecuencia, 0 = f(b) = (b—a)¥g(b) y asi g(b) = 0, una
contradiccidn.

(b) = (a) Sea B = {z € A : f™(z) = 0, paratodon > 0}. Por hipétesis
B # (). Veamos que B es un abierto y un cerrado de A, luego por la conexidad de
A, tendremos que A = Byasi f =0.

Para ver que B es un cerrado de A, sean z € BN Ay {2} C Btal que z =
lfm zj,. Como f(™ es continua, (™ (z) = lim f("(z;,) =0,y porende z € B.
k—o0 k—o0

Asi BN A = By entonces B es un cerrado de A.
Para ver que es un abierto de A, sean a € By r > 0 tal que D(a,r) C A. Puesto
que £ (a) = 0 para todo n > 0, tenemos por el Teorema de Taylor que

() (g
f(z)zzf '(>(z—a)":0, z € D(a,r).
n=0

n:

Consecuentemente, D(a,r) C B, o sea B es un abierto de A.

Corolario 6.3.3. Sean A C C unaregiéony f: A — C una funcién analitica no
idénticamente nula. Entonces, para cada a € A tal que f(a) = 0, existen m € N
y una funcién analitica g: A — C tal que g(a) # 0y f(z) = (2 — a)™g(z) para
todo z € A.

Demostracion. Seam = max{k € N: f(a) =--- = f(k_l)(a) =0, f (a) #
0}. Usando el método de prueba del teorema anterior, existen > 0 y una funcién
analitica g: D(a,r) — C tal que g(a) = % y

f(z) =(2—a)™g(z) paratodo =z € D(a,r).

Definimos
(z—a)™™f(z) si z#a
9(z) = /0™ (a)

- si z=a.

Por lo visto, ¢ es analitica en D(a,r). Como ¢ es claramente analitica en A \
D(a,r), la prueba estd completa.

El siguiente resultado muestra que los ceros de una funcién analitica no nula son
aislados.
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Corolario 6.3.4. Sean A C C una regién, a € Ay f: A — C una funcién
analitica no constante tal que f(a) = 0. Entonces existe > 0 tal que D(a,r) C
Ay f(z) # 0paratodo z € D(a,r) \ {a}.

Demostracion. Por el Corolario 6.3.3, tenemos que f(z) = (z — a)™g(z) para
un m € Ny una funcién analitica g en A tal que g(a) # 0. Como g es analitica
en A,y asi continua, y g(a) # 0, tenemos que existe un r > 0 tal que g(z) # 0
para todo z € D(a,r) C A. Entonces, claramente f(z) # 0 para todo z €

D(a,r) \ {a}.

6.4. Series de Laurent

En la Seccién 6.2 probamos que toda funcién analitica f en un entorno D(zg, r)
tiene una representacion en serie de potencias alrededor del punto zg. Pero ;qué
sucede, por ejemplo, si deseamos obtener una representacion en serie de potencias
(de algun tipo) alrededor de z = 0 de la funcién %? Como vemos, no podemos
usar el Teorema de Taylor para hallar una representacién en serie de Taylor al-
rededor de zp = 0 en ningiin disco D(0, ), pues la funcién % no es analitica en
z = 0. Pero, como ya sabemos, esta funcion igualmente tiene un comportamiento
bastante bueno ya que es analitica en todo anillo de la forma A (0,0, R).

El objetivo de esta seccién es probar que toda funcién analitica en un anillo
A(zg, R1, R2), con R; < Ry, admite una representacion en series de potencias
positivas y negativas (Teorema 6.4.1).

Una serie de la forma

&)= ——=&

kzl (z = 20)*

es una serie de potencias en la variable w = (2 — zp)~!. Por lo tanto, existe
0 < R < oo tal que la serie converge absolutamente a una funcién analitica si
|z — 20| > Ry diverge si |z — zo| < R, siendo la convergencia de la serie absoluta
y uniforme en el complemento de cualquier disco D(zg, p) con p > R.
Consideremos ahora la expresion

f(2) =Zak(z—20)k+z(a;’“)k = 3 az-z)" (64
k=0 =

zZ — Z
k=1 0

La primera serie convergerd absolutamente en un disco D(zg, R2), y la segunda
para |z — zg| > Ry. Por lo tanto, f estard definida y serd analitica en el anillo

A(Z(),Rl,RQ) = {Z ceC: R < ’Z — 20’ < RQ},

siempre y cuando sea 0 < R; < Ry < oo. Ademads, por los resultados sobre
series de potencias, la convergencia de ambas series es absoluta y uniforme en
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todo subanillo cerrado contenido en A(zg, Ry, R2). Una serie del tipo (6.4) se
denomina Serie de Laurent centrada en zg.

Figura 6.1: Teorema de Laurent

Teorema 6.4.1 (Teorema de Laurent). Sea f una funcidn analitica en el anillo
A(zp, R1, R2), con 0 < Ry < Ry < 0. Si 7, es una circunferencia orientada
positivamente de centro zg y radio r tal que Ry < r < Ry y definimos

ap e /Ldz keZ, 6.5)
Y

T omi ), (2 — )R

entonces f admite el siguiente desarrollo en series de Laurent

o0

flz) = Z ap(z — 20)". (6.6)

k=—o00

La serie del miembro derecho converge absoluta y uniformemente en cada subani-
1o cerrado contenido en A(zp, Ry, R2). Mds adn, este desarrollo es tnico.

Demostracion. Sea C = A(zg,r1,72) con Ry < 11 < r < ry < Ry, de modo
que el anillo cerrado C' estd contenido en A(zp, R1, R2). Sea z € C'y 7o una
circunferencia centrada en z, orientada positivamente y contenida en A(zg, 71, 72)
(véase la Figura 6.1).

fw)

Observar que :;— es analitica en A (2o, 1, R2) excepto en el conjunto D(zg, R1)U

{z} interiores a las curvas ~,, y 7o. Entonces por el Teorema 5.3.12 vale que

fw) [ fw) fw)

w—z w—z —z

dw +

dw. (6.7)

Vro Yrq Yo w
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A continuacién, evaluaremos cada una de las tres integrales Siw € 7, resulta

‘Z ZOl —20 n
o < 1.Porlo tanto, la serie geometrlca Z w—z0 converge

zZ—20
w—2z0

que

uniformemente a 1_%% en vy, y

w—z(

f(w) f(w) T
A =

flw) ={(z—-2\"
w—zoz<w—zo) dw.

n=0

Yro

Yro

Como el coeficiente g(T“;)O en la integral es una funcién continua sobre 7,.,, la serie

Z f(w) (Z - ZO)n7

vt (w _ Zo)n+1

obtenida al conmutar el coeficiente con la sumatoria, sigue convergiendo unifor-
memente a (w) en ,,. Por lo tanto, es posible intercambiar la sumatoria con la
integral para obtener

Tro n=0 2

o0
De un modo similar, tomando ahora en cuenta que la serie geométrica » (”j%j’g)
n=0

converge uniformemente a : j,zO en vy, , tenemos

z—z(

o fuw) - f (w) L
Edw_/ wzo(ZZO)dw_/T1 (2= 20) (M_l)dw

Yry rq —20

_ f(w) — (w—2z\"
- Z—ZOZ(Z—ZO) dw

o n=0 6.9)

== Z </ = ZO)> dw) (2 = z0) ")
—_ (/7 = f(:j;n—ﬂdw) (2 — z0)"

n=—oo 1

Por tltimo, usando la Férmula Integral de Cauchy,

Liu)zdw =27if(2). (6.10)

Y
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Volviendo a (6.7), por (6.8)-(6.10), obtenemos
= (1
f@) =2 <2_m/ (w f(iin—i-ldw) (2 = 20)"
- (1 f (w) "
’ Zoo (2—7” /7 (w — z)" 1 ) -z

n=-— "1

(6.11)

Como % es analitica en D(zp, R2), salvo en D(zp, R1) interior a la curva

vy, €l Principio de Deformacién de Caminos implica que

/ (wﬂdw:/ (wﬂdw, n>0 (6.12)

_ zO)n+1 _ Zo)n+1

Similarmente tenemos

f(w) _ f(w)
/% — < dw = /T (widw, n < 0. (6.13)

| (w—z)n — 2) 1

Asi, de (6.11)-(6.13) se obtiene (6.6).
Para probar la unicidad de la expansion (6.6), supongamos que

o0
f(z) = > br(z — 2)¥ converge absoluta y uniformemente en cada subanillo
k=—00

cerrado contenido en A(zg, Ry, Ra). Asi,

oo
k’ n—1
(Z—ZO"+1 Zka—Zo +Z Z—zok+"+1’
= =1
converge uniformemente en ,, y por lo tanto el Lema 6.1.1 implica
f(z) k—n—1 - 1
/y Wdz = Z bk Z ZO) n dZ"—Z b_k Wdz

k=0 k=1 (2= 20

Es fécil ver que si m es un nimero entero, f7 (z—20)"dz=0sim # —1lyes
T

igual a 277 si m = —1. En consecuencia, paran > 0,
/ Lz)ldz = 2miby,.
Yr (Z - Zo)n+

Similarmente, si n < —1, entonces

/ Ldz = 2mib_,,.

(Z _ Zo)n+1

De esta manera, los coeficientes b, coinciden con los dados en la férmula (6.5).
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Podemos observar que, a diferencia de la representacion en series de Taylor, no es
practico obtener de manera directa los coeficientes a; con k € Z con la férmula
(6.5). En los siguientes ejemplos mostraremos un par de técnicas sencillas para
obtener la representacion en series de Laurent de ciertas funciones.

Ejemplo 6.4.2. Encontremos la representacion en serie de Laurent de la funcién
f(z) = ﬁ alrededor de zy = 1. Usando fracciones parciales podemos escribir
a f como

1 1/2 1/2
flz) = 5 = :
1-=2 1—2 14z
Primero notamos que la funcién en el término izquierdo de la igualdad anterior
. 1/2 1 -1
ya se encuentra en forma de serie de Laurent, = = —5.(z —1)™", y larepresen-

tacién es vélida en |z — 1| > 0. Para la funcién en el término derecho utilizamos
lo que sabemos de la serie geométrica

/2 1/2 1

l+2z 2—(=(2—-1) 41— (=(2-1)/2)

para }—22;1’ < 1y asf la representacién anterior es vdlida en |z — 1| < 2. Enton-
ces, obtenemos que

F&) = T = 5= 3 Sy
n=0

enelanillo 0 < |z—1| < 2. Por la unicidad, tenemos que esta es la representacién
en serie de Laurent de la funcién f en el anillo A(1,0,2).

Ejemplo 6.4.3. Sea f(z) = cos (z%) Para hallar una representacién en serie de
Laurent de f alrededor de zg = 0, utilizamos la representacién en serie de Taylor
de la funcién coseno,

o~ (D"
cos(z) = Z @n)] 2" zeC.
n=0
Ahora reemplazamos z por Z%, en la igualdad anterior para obtener
1 e O ) A N G L
o (5) =X G (5) =X G
23 (2n)! \ 23 (2n)! 26n

n=0

1 1 1

st st

en la regién |z| > 0.
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Ejercicios propuestos

Ejercicio 6.1. Dar la expresion en serie de potencia de Log(z) alrededor de z = i
y encontrar su radio de convergencia.

Ejercicio 6.2. Dar la expresion en serie de potencia de /2 alrededor de 2 = 1y
encontrar su radio de convergencia.

Ejercicio 6.3. Encontrar la serie de Taylor de las siguientes funciones alrededor
del punto indicado y determinar el radio de convergencia.

(@ f(z) = 22;

1
+46:n,zo:0; (b) f(z):;enzozl.

e*—1

Ejercicio 6.4. (a) Encontrar la expresion en serie de “

determinar el radio de convergencia.

alrededorde z = 0y

(e.9]
(b) Considerar f(z) = =7 y sea f(z) = > 32" su expresion en serie de
n=
potencia alrededor de z = 0. ;Cudl es el radio de convergencia?

(c) Mostrar que 0 = ag + ("Jfl) ay+ -+ ("H) an;

n

(d) Usando el hecho que f(z) + %z es una funcién par, mostrar que a,, = 0 para
n impar y n > 1. Los nimeros Bg,, = (—1)”_1a2n son llamados nimeros de
Bernoulli paran > 1.

Ejercicio 6.5. Sea f(z) = Log(z), la rama principal del logaritmo definida en el
abierto A = C\ {z € C : Re(z) <0, Im(z) = 0}, y 20 = —1 + 4. Probar que
el radio de convergencia de la serie de Taylor de f es estrictamente mayor que la
distancia de zq a la frontera de A.

Ejercicio 6.6. Encontrar todas las funciones enteras tales que f(z) = e?, para
todo z € R.

Ejercicio 6.7. Sean A unaregién y f, g funciones analiticas en A tales que f (2)g(z)

= 0, para todo z € A. Probar que alguna de las dos es la funcién idénticamente nula.

Ejercicio 6.8. Dar la expansion en fracciones parciales de
(2) 2241
r(z) = .
(22+z+1)(z—1)2

Ejercicio 6.9. Determinar la serie de Laurent para la funcién f(z) = en el

anillo A(4,0,2).

_Z
2241

Ejercicio 6.10. Dar la serie de Laurent en cada uno de los siguientes anillos para
f(Z) = z(z—l%(z—Q)'

(a) A(0,0,1); (b) A(0,1,2); (¢) A(0,2,00).
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En este capitulo veremos cémo pueden usarse las series de Laurent para clasificar
las singularidades aisladas de una funcién analitica y poder caracterizarlas. Asi-
mismo, veremos una aplicacion del teorema de Cauchy llamado Teorema de los
Residuos que permite calcular integrales de la forma [ f(z)dz sobre curvas v que

gl
rodean singularidades aisladas de f. En particular, esto permitira evaluar algunas
integrales reales impropias clésicas.

7.1. Clasificacion de singularidades

En los capitulos anteriores hemos estudiado distintas propiedades de las funciones
analiticas. Por lo tanto, hemos puesto especial interés en los puntos en los que
una funcién es diferenciable. En esta seccion estaremos interesados en estudiar el
comportamiento de las funciones en los puntos en que no son diferenciables en el
sentido complejo. En particular, nos concentraremos en puntos donde la funcién
no es diferenciable, pero si lo es en un entorno de cada uno de ellos.

Definicion 7.1.1. Una singularidad aislada de una funcién f es un punto zj tal
que f es analitica en todos los puntos de algin entorno de zy salvo en 2. En tal
caso f admite un desarrollo en serie de Laurent

o0
f(2)= > an(z—z)"
n=—00
en A(zo,0, p). Se dice que la singularidad aislada z es:

(1) evitable si a,, = 0 paratodon < 0;

(2) un polo de orden m (m € N) si a_,,, # 0 pero a,, = 0 para todon < —m;
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(3) esencial si a,, # 0 para un nimero infinito de valores negativos de n.

Laserie Y. ap(z—20)" se denomina parte principal del desarrollo de Laurent
n=-—00
de fen zg y el residuo de f en zg es definido a ser Res(f, z9) := a_1, el cual serd

importante en la siguiente seccidn.

Si la singularidad zg es evitable, se tiene

o
= Zan(z —z0)",
n=0

en un entorno de 2y salvo para z = zg. La serie infinita del miembro derecho
de la igualdad converge uniformemente en todo el entorno y define una funcién
analitica g(z) tal que g(z) = f(z) para todo z en el entorno exceptuando zg. De
aqui el nombre de evitable, ya que reemplazando f por g tenemos una funcién
analitica idéntica salvo en z.

Los siguientes resultados dan una caracterizacién de los distintos tipos de sin-
gularidades aisladas, en términos del comportamiento de la funcién cerca de la
singularidad.

Proposicién 7.1.2. Sea f una funcién analitica en A(zo, 0, p). Entonces z( es una
singularidad evitable si y solo si h’_r>n (z—20)f(2) =0.

z zZ0
Demostracion. Supongamos que zg es una singularidad evitable. Entonces

[e.9]

Z Z—ZO ) ZGA(Z()vO?p)?

y por ende lim (z — z9) f(z) = 0.
Z—r20
Reciprocamente, si lim (z — zg)f(z) = 0, dado ¢ > 0, existe §, 0 < § <
Z—20

min{1, p}, tal que |(z — z0) f ()| < € para todo z € D(zp, ). Tomando la circun-
ferencia ~y, de centro zg y radio r < d, orientada positivamente, por (6.5) tenemos

: 2m/ f(2)(z —20)" tdz, meN.
Luego,
1
la_p| < —er"227mr) = ™! < ¢,
2m
y de la arbitrariedad de ¢, obtenemos a_,, = 0, n € N.

Proposicion 7.1.3. Sea f una funcién analitica en A(zg, 0, p). Entonces 2 es un
polo de orden m siy solosilim (z —29)™ f(z) # 0, y es finito.
0

| 158



PRIMEROS CONCEPTOS DE ANALISIS COMPLEJO

Demostracion. Supongamos que zp es un polo de orden m. Entonces

[e.9]

f(z) = Z an(z —20)", con a_, #0,
n=—m
y porende lim (z — 20)"" f(2) = a_m # 0.
Z—r20
Reciprocamente, si lim (z — 29)"" f(z) = L, dado ¢ > 0, existe §, 0 < § <
Z—20

min{1, p}, tal que [(z — 20)™ f(2)| < €+ |L| := M para todo z € D(zp,9).
Tomando la circunferencia -, de centro 2, y radio r < J, orientada positivamente,
por (6.5) tenemos

1
a_n:——/ f(2)(z—2)""tdz, neN, n>m+1.
g

o

Luego,
1
la_n| < 2—Mr"*m*1(27rr) = Mr"™,
T

y tomando limite para r — 0T, se concluye que a_,, = 0 para todo n € N,
oo

n > m. Mds ain, reescribiendo, f(z) = > a,(z — 2p)", se tiene que
n=-—m
oo
— 11 _ m . P _ n+m _
0#L = Zan;lO(z 20)" f(2) ZIEIzlo Z an(z — 20) .
n=—m

Observacion 7.1.4. Si f tiene un polo de orden m en zg, entonces

lim [f(2)] = co. (7.1)
Z—20
o0
En efecto, como lim > an(z — 20)""™ = a_,, # 0, entonces existe § > 0
Z—20 n=—m
tal que
S |a—m|
Z an(z — 20)" ™| > ;m , paratodo z € D(zp,0).
n=—m
Luego,
_ oy _ L yndm| s 1G-m|
|f(2')‘ n:z_:man(z ZO) ‘ ‘Z _ Zo|m n:z_:ma’n(z ZO) - 2|Z _ Zo|m7

para todo z € D(zp, ). En consecuencia, (7.1) vale.
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El siguiente ejemplo muestra que (7.1) no se cumple si f tiene una singularidad
esencial en zg.

. 1 1 ,
Ejemplo 7.1.5. Sean f(z) = exp (%) y 2zn = 5.—;. Entonces lm z, =0y
f(2zn) = 1 para todon € N.

El comportamiento de una funcién en una singularidad esencial es muy comple-
jo, como lo veremos en el proximo teorema. Comenzamos primero con un lema
auxiliar.

Lema 7.1.6. Sea f una funcién analitica en A(zp,0, p). Entonces lim |f(z)]
Z—20
= o0 si y solo si existen m € N, r < py una funcién analitica g: D(zg,r) — C
tal que
g(z
f(z) = . #20, ¥ 9(20)#0. (7.2)

(2 —2z9)™’

Demostracion. Si f admite la representacion indicada, claramente lim |f(2)| =
Z—r20
00.

Veamos la suficiencia de esta representacion. Por hipdtesis 1im |f(z)| = oo, asi
Z—r20

existe R, 0 < R < p, tal que f(z) # 0 para todo z € A(zg,0, R). La funcién

h(z) = % es analitica en A(z0,0,R) y lim h(z) = 0, con lo cual 2 es una
Z—r20

singularidad evitable de % y la funcién h: D(z, R) — C dada por

h(z) = h(z) si ze€ A(z,0,R)
2= 0 si 2= 2,

es analitica en D(zg, R). Como h(zo) = 0, el Corolario 6.3.3 implica que existen
m € Ny una funcién analitica ¢: D(zg, R) — C tal que q(29) # 0y

h(z) = (z — z0)™q(z) paratodo z € D(z, R).

1
q
D(z,7)y (z—20)"f(2) = J(y» Para z € A(z,0,1), se concluye que la funcién

g: D(z0,7) — C definida por g = %

Sea ahora r < R tal que ¢(z) # 0 para z € D(zp,7). Como - es analitica en
1

es analitica y satisface (7.2).

Para singularidades esenciales, tenemos ahora la siguiente caracterizacién en térmi-
nos de los valores de la funcién.

Teorema 7.1.7 (Teorema de Casorati-Weierstrass). Sea f una funcién analitica en
el disco punteado A(zp, 0, p). Entonces z( es una singularidad esencial si y solo
si para cada 0 > 0, f(A(29,0,6)) =C.
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Demostracion. Supongamos que zg es una singularidad esencial. Debemos mos-
trar que si ¢ € Cy e > 0, entonces para cada d > 0, se satisface que f(A(zg,0,9))N
D(c,e) # 0, es decir, existe z € Ctal que 0 < |z — 29| < 0y |f(2) — ¢|] < e
Asumimos que esto es falso. Entonces existen c € C, e > 0y 0 < § < p, tal que
|f(2) —c| > eparacada z € A(z0,0,0). Asi, ZILH;O 1(z—20)"H(f(2) —¢)| =00y

por el Lema 7.1.6, existe m € N, r < § y una funcién analitica g: D(zg,7) — C
tal que

() () )= =2 sy gl 20

(2 —20)™’

Luego, f(z) = c+ (Z_ig% para z € A(zp,0,r) y por ende z; es evitable si
m = 1 o un polo si m > 1. Esto contradice la hipétesis.

Reciprocamente, si se cumple la condicién estd claro que lim |f(zp)| no existe
Z—20

ni es 0o, con lo cual la singularidad no es ni evitable ni un polo.

El Teorema de Casorati-Weierstrass dice que la imagen de cualquier bola alrede-
dor de una singularidad esencial es densa en C, o sea que se pueden encontrar
puntos de dicha imagen tan cerca de cualquier nimero complejo como se desee.
Este resultado, ya de por si sorprendente, puede ser mejorado, como muestra el
siguiente teorema, cuya demostracion se omite por escapar a los objetivos del
presente curso.

Teorema 7.1.8 (Teorema de Picard). Sea z; una singularidad esencial de f. En-
tonces para cualquier 6 > 0, f(A(20,0,9)) es igual a C salvo, a lo sumo, un
punto.

7.2. Residuos

La inspiracién de esta seccion, es dar respuesta a la siguiente pregunta: Si f tiene
una singularidad aislada en z = a, ;Cudles son los posibles valores de f,y f(2)dz
cuando +y es una curva cerrada homotdpicamente nula y que no pasa por a? Si la
singularidad es evitable, entonces claramente la integral valdra cero. Si z = a es
un polo o una singularidad esencial el resultado no siempre es cero, pero podemos
hallarla aunque con cierta dificultad.

Teorema 7.2.1 (Teorema de los residuos). Sean A C C una region, 21, ..., 2,
puntos distintos en A y v un curva en A homotépicamente nula en A tal que
ningtin z; esta en . Si f es analiticaen A \ {21,..., 2, }, entonces

/ f(z)dz = 2mi Zn(’y, zi)Res(f, zk).
gl

k=1
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Demostracion. Por el Teorema de Laurent, para cada¢ = 1,...,n, hay un anillo
A(z;,0,¢€;) de z; en el que es vilido el desarrollo

£(2) :Zak(z—zi)k+2ﬁ- (1.3)
k=0 k=1 v

La primera serie convergerd absolutamente en un disco D(z;,¢;) C A, y la parte
principal en A \ {z;}. Por lo tanto, f serd analitica en el anillo A(z;,0,¢;) C A.
Ademas, por los resultados sobre series de potencias, la parte principal converge
absoluta y uniformemente en la interseccién de A con el exterior de todo disco
abierto centrado en z;. Denotemos

oo oo n
fi(2) = a2, S =Y i v () = )Y Sil)
k=0 k=1 t k=1
Claramente, g es analiticaen A\ {z1,...,2,}, y ademds los puntos z; son singu-
laridades evitables de g. En efecto, paracada ¢ = 1,...,n, tenemos
( ) fz Zsk ZSk s 0<‘Z—Zi’<6i.

k:;éz

Definiendo g(z;) = lim g(z), la funcién g es analitica en A, y por el Teorema de
zZ—rZ;

Cauchy, [ g(z)dz = 0. De aqui,

/ F(2)dz = f: / Si(2)dz. (7.4)
Y k=17

Consideremos, ahora la integral f7 Sk(z)dz, paral < k < n. Como C \ 7 es
abierto, existe d; > 0 tal que D(z, dx) Ny = 0. Por lo tanto, la parte principal
S). es uniformemente convergente en -y, lo que nos permite, por el Lema 6.1.1,
intercambiar la sumatoria con la integral para obtener,

o0 o0
a_; a_;
Sk(2)dz :/ — _|dz= /7J4dz.
/7 . ;(Z—Zk)] ; v (2= 2)
Para j # 1, —) admite una primitiva W, y por el Teorema Funda-

mental del Calculo,

CL_j .
—2 __dz=0 1.
A(Z_Zk)J z2=0, j#

Por otro lado, de la definicion de indice, f7 0

dz = 2min(7, zx ). Luego,

/Sk(z)dz = a_12min(y, z;) = 2min(y, zi) Res(f, zx). (7.5)
.

Finalmente, (7.4) y (7.5) completan la prueba.
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El teorema de los residuos es una espada de doble filo. Si podemos calcular el
residuo de una funcién, podemos calcular cierta integral de linea y viceversa. Con
mayor frecuencia, sin embargo, esto es usado como un medio para calcular inte-
grales de linea. En este camino necesitamos un método que nos permite calcular
el residuo de un polo de una funcién.

Proposicion 7.2.2. Si f tiene un polo de orden men z = ay g(z) = (z —
a)™ f(z), entonces

9"V (a)

(m—1)!"

En particular, si z = a es un polo simple, Res(f,a) = g(a) = lim(z — a) f(z).
zZ—a

Res(f,a) =

Demostracion. Por la Proposicién 7.1.3 tenemos, lim (z—a)™ f(z) # 0, y es fini-
zZ—a

to. Luego, lim (z —a)™*! f(z) = 0y de la Proposicién 7.1.2, g tiene una singula-
zZ—a

&)

ridad evitable en z = a. Sean g(a) = lim (z — a)™ f(2) y g(2) = 3. ax(z — a)¥,
zZ—a k=0
con ap = 2 (k,z!(a) , la expansién en serie de potencias de g alrededor de a. Por lo
tanto
ao Am—1 = k
f(Z)—m+"'+ z—a) +kzoak+m(z—a) )
en un entorno reducido de a, y en consecuencia Res(f,a) = ap—1 = g((%jigf).

Ejemplo 7.2.3. Mostrar que

/°° x? V2
dr = —m.
R 2

Como el integrando f es una funcién continua en R, 0 <

Sea f(z) = %

f(z) < w%, para todo x € R, y la integral f_oooo w%dx existe, entonces la integral
en cuestiéon también existe y

0o 2 R 2
/ 7dx = lim ——dx. (7.6)
o l+x Rooo ) pl+ux

Para R > 0 definimos la curva v := Cr+Sg, donde Cg es la semicircunferencia
de radio R centrada en 0 que va desde R hasta —R pasando por iR, y Sk es el
segmento de recta que va desde — R hasta R, (véase la Figura 7.1).

La funcién f es analitica con polos simples en

(T T
zk:exp<z<z+k§>>, k=0,...,3
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Cr

Figura 7.1: Curva del Ejemplo 7.2.3

(las raices cuartas de —1). Entonces, si R > 1, por el Teorema de los Residuos,

2
/ 1 j_ Z4dz = 2mi (Res(f,z0) + Res(f,z1)) . 7.7
YR

De la Proposicién 7.2.2,
&

Res(f,z9) = Zlingo(z —20)f(x) = (20 — 21)(20 — 22) (20 — 23)

1—7 1 < m')
=——=—exp|——+|.
w2 40P\ Ty

1 3
Res(f,z1) = 7 %XP <_T> .

Similarmente,

Luego, de (7.7) tenemos

22 . ) 3 \/§
/YR T +z4d2 = 2mi <exp <_Z> + exp <_T>> =5

y por la aditividad de la integral de linea,

Voo [ geaz= [ s+ [ fede (7.8)
2 TR Cr Sr

Vamos a evaluar cada una de las integrales de la derecha.
Dado que, paratodo z € Cry R > 1,

|22 22 R?
|24+ 1] = ||24 -1 Ri-1’

</ |2|2 da] < R? / ] TR3
z | = —-
- CR|Z4+1’ _R4—1 CR R4—].7

entonces

f(z)dz

Cr
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y consecuentemente

lim f(z)dz = 0. (7.9

R—o0 Cr

Por otro lado, parametrizando Sy por z(x) = z, para x € [—R, R|, conseguimos

R 2
(2)dz = / :E—dx,
SR

—R $4 +1
y por ende de (7.6),
o) 1'2
lim (2)dz = / —4dx. (7.10)
R—o0 Sk —oo 1 + x

Finalmente, por (7.9) y (7.10) y tomando limite para R — oo en (7.8), concluimos

[ty

——dr = /.
o 1+ 24 2

Ejemplo 7.2.4. Mostrar que

La funcién f(z) = % tiene un polo simple en zp = 0. Si0 < r < R, seay la
curva cerrada como se muestra en la figura 7.2.

Cr

Figura 7.2: Curva del Ejemplo 7.2.4

Sean Cr y C, los semicirculos de R a —R y de —r a r, respectivamente. Por el
Teorema de Cauchy f7 f(2)dz = 0,y por la aditividad de la integral,

R _ix - —r _ix -
0:/ 6—dx+/ Mdz+/ 6—dx+/ exp(iz) )
r X CR z -R X - z
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Reemplazando = por —z en la tercera integral y asociando con la primera, conse-

guimos
_ /R e'r —e_”"dx+/ exp(iz)dz+/ exp(iz)dz'
T €T CR z r z
Pero, sen(z) = 6”3?” , entonces
R . .
2i [ son(@) g, - / oD(iz) / oDliz) .11)
- x cn 2 oz
Parametrizando Cg por z(6) = Re®, para 6 € [0, 7], tenemos
/ Mdz‘ = z/ exp(iRew)dGI < / e~ fisen(0) gp. (7.12)
Cr z 0 0
pues |exp(iz)| = | exp(—Im(2) 4+ Re(2)i)| = }e‘lm(z)} }eRe(z)i} = ¢~ ™(), para
z€C.
Sea( < e < 5. Puesto que max e fsen(0) — 1y mgx e fisen(0) = g~ Hsen(e)
0€[0,n] Ocle,m—e]
tenemos
™ mT—E€
/ 6—Rsen(9)d0 < % +/ e—Rsen(G)dg < 2 + ﬂ_e—Rsen(e)‘
0 €
Luego de (7.12) obtenemos lim ’ Jo Molz’ < 2¢. Como € es arbitrario,
R—o0 R 2
conseguimos
m [ SR, (7.13)
R—o0 Cr z
Puesto que exp(iz)—1 tiene una singularidad evitable en z = 0, existe una constante
M > 0 tal que %’ < M para |z| < 1. De aqui,
1z) — 1
/ epiz) =1, |
. z
. xp(iz)—1 o 1 o . .
y por ende, r1_1>%1+ fcr SR —dz = 0. Pero, fCT Ldz = —mi, para cada r, asi
) exp(iz) ,
lim dz = —mi. (7.14)
r—0t Jo z

Finalmente, por (7.13) y (7.14) y tomando limite para r — 0T y R — oo en

(7.11), concluimos
O o
/ sen(x) g™
0 X 2
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Ejemplo 7.2.5. Mostrar que para a > 1,

4 1
/ /P —
o a-+cos(f) a2 — 1

, —m < 6 < 7, entonces z = %, y asi

Siz = e

. 1 1
2¢ (a + cos(h)) = 2z <a + 5(2 —}—2)) =2az+z <z + —) =224+ 2az + 1.
z
Por lo tanto

4 1 1 [ 1 1
—df == —dl=—i | =————d 7.1
/0 a + cos(0) 2 /Tr a + cos(6) Z/7 212z +10 (7.15)

donde v es la circunferencia |z| = 1. Observar que « = —a + Va? —1y 8 =
—a — va? — 1 son polos simples de f(z) = donde |a] < 1y 8] > 1,
pues a > 1. Por el Teorema de los Residuos,

1
z24+2az+1°

271 iy’

:04_6:\/&2—1.

1
— dz=2mR
/722+2az—|—1 z miRes(f, a)

Combinando esto con (7.15), conseguimos

/ L -
o a+ cos(f) aZ —1

Ejercicios propuestos

Ejercicio 7.1. Cada una de las siguientes funciones tiene una singularidad en
z = 0. Decir en cada caso que tipo de singularidad es. Si es una singularidad
evitable, dar f(0) para extender f analiticamente; si es polo dar la parte singular
de f;y si es escencial, determinar f({z : 0 < z < J}) para § suficientemente
pequeiio.

(@) f(z) = 0B d) f(z) =G,
(b) f(z) = =L, © f(z) = z"sen(d);
(©) f(z) = <=L, O f(z) =exp(L).

Ejercicio 7.2. Sean py g dos funciones analiticas en zg y p(z9) # 0. Entonces

z . . . .
Iq)gzg tiene un polo de orden m en zg si y solo si ¢ tiene un cero de orden m en zg.

Ejercicio 7.3. Sea f una funcién analitica en A tal que tiene un cero de multipli-

cidad k en el punto z = a € A. Probar que el residuo de Res (fTI, a) =a.
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Ejercicio 7.4. Demostrar que f(z) = tan(z) es analitica en C, salvo en los polos
simples 2z, = § + nm, n € N. Dar la parte singular de f en cada punto.

Ejercicio 7.5. Probar que si f: A — C es meromorfa, es decir analitica salvo
en los polos, entonces los polos de f no pueden tener un punto de acumulacién en
A.

Ejercicio 7.6. Supongamos que f tiene un polo simple en a y g es analitica en un
entorno conteniendo a a. Probar que Res(fg,a) = g(a)Res(f,a).

Ejercicio 7.7. Encontrar los residuos de las siguientes funciones en el punto in-
dicado.

z

@ f(x) = 5—genz=1 © f(z) =

enz = 0;

-1
() f(z) = 2 en z = 0; d) f(z) = 2? sin(1)enz = 0.
Ejercicio 7.8. Encontrar todos los puntos singulares de las siguientes funciones y

computar los residuos en esos puntos.

1
2(z+4)° 23 -3’ e* —1

(a)
Ejercicio 7.9. Calcular las siguientes integrales.

0o 2
@ Ji° e do

(b) fOO COS l' dl’;
© Jy % df donde a® < 1y a # 0.

Ejercicio 7.10. Verificar las siguientes igualdades.

(a) f() 2+a2)2 = a3 sia > 0;

(b 5 ssh do = e sia > 0.
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Apédice A

Limites superiores e inferiores de sucesiones reales



A.1. Definicion y propiedades

A menudo es util agregar dos puntos extras a R, a saber, co(= 4+00) y —o0, para
formar el sistema de nimeros reales extendido R := RU{—o0, 00}, y asi extender

el orden usual sobre R, declarando que —oo < x < oo para todo x € R. La
completacién de R puede entonces ser establecida como sigue: Todo subconjunto

A de R admite un supremo (la menor de las cotas superiores) y un infimo (la
mayor de las cotas inferiores), denotados por sup A y inf A, respectivamente. Si
A ={x1,...,x,}, escribimos

max(x1,...,T,) =sup A, min(xy,...,z,) = inf A.

De esta manera podemos afirmar que toda sucesién {z,,} en R tiene un limite
superior y un limite inferior,

limsup x,, = inf | supx, y liminfz, =sup (| inf z, | .
n—00 k=1 \ p>k n—00 k>1 \n=k

’

Muchas veces, se usa la notacion lim x,, en lugar de lim sup x,, y lim x,, en lugar
n

n—oo n

de lim inf z,,.
n—o0

Notar que si definimos dos nuevas sucesiones en R, a saber, {b;.} y {c;, }, mediante
las reglas,
b :=supx, y c¢:= inf x,,
n>k n>k

las mismas resultan ser decreciente y creciente, respectivamente.

145
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Esto asegura la existencia de sus limites en el sentido ordinario y en consecuencia
podemos definir el limite superior y el limite inferior de {x,}, de la siguiente
manera,

lim sup z,, = hm b, y liminfz, = lim c.
n—00 n—r00 k—o00

Se puede probar que siempre existe una subsucesién de {z,, } cuyo limite es igual
al limite superior de {x,,}. Més aun, el limite superior de una sucesién es el ma-
yor de los limites de sus subsucesiones. Andlogamente, se cumple que el limite
inferior de {x, }, es el menor de los limites de sus subsucesiones.

Ejemplo A.1.1. La sucesién x, = sen(") tiene como puntos de acumula-
cién a los puntos —1,0,1. En consecuencia, usando la observacién de arriba,
limsupz, =1y hmlnfxn = —1.

n—oo

Algunas propiedades que se desprenden inmediatamente de la definicién son

(a) limsup(zy, + yp) < limsup z,, + lim sup y,;

n—oo n—oo n—oo
(b) liminf(z,, + y,) > liminf z,, + liminf y,,;

(¢) limsup(Azy,) = Alimsupx,, y hm mf()\xn) = Aliminf z,,, cuando A\ >
n—+00 n—00 n—oo

A continuacién vamos a enunciar un teorema de caracterizacion de los limites
superior e inferior de una sucesion, y que muchas veces se usa como criterio para
determinar la existencia de los mismos.

Teorema A.1.2. Sea {r,} una sucesién en R y sea p € R. Entonces p =

lim sup x,,, si p satisface las dos condiciones siguientes:
n—o0

(a) Paracada e > 0, el conjunto {n € N : z,, > p + €} es finito;
(b) Para cada € > 0, el conjunto {n € N : z,, > p — €} es infinito.

La proposicién (a) implica que el conjunto {x1,x2, ...} estd acotado superior-
mente. En caso contrario definimos lim sup x,, = +00. Si el conjunto estd aco-

n—oo
tado superiormente pero en cambio no lo estd inferiormente y si {x,, } carece de
limite superior finito, entonces definimos lim sup x,, = —oc0.
n—,oo

Una afirmacién analoga es vélida para el limite inferior de una sucesion.

Notar que no puede existir mds que un nimero p que satisfaga simultdneamente
(a) y (b). El limite inferior de {x,} se puede definir también de la siguiente
manera:

hmlnfxn = —limsupy,, endonde y,=—xz, para n=1,2...
n—00 n—00
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Luego, la ecuacién o = liminf x,, es equivalente a establecer que, para cada
n—oo
e >0,
el conjunto {n € N : z,, < a — €} es finito,

mientras que
el conjunto {n € N : x,, < a + €} es infinito.

Observar que existe un dnico « satisfaciendo las dos condiciones anteriores. La
relacién que existe entre ambos limites viene dada por la desigualdad

lim inf z,, < limsup z,,.
n—oo n—o00
En el caso que éstos sean finitos y coincidan, entonces la sucesién {x,,} es con-
vergente en R y se satisface ’
p= lim z, = liminf z,, = limsup z,.
n—>00 n—>00 Nn—00
Esto es claro, pues el conjunto {n € N : |z,, — p| > €} es finito, para todo € > 0.
Reciprocamente, si una sucesion es convergente en R, entonces su limite superior
existe, es finito y coincide con el limite de la sucesion, sin embargo una sucesion

puede tener un limite superior finito sin que sea convergente como lo muestra el
siguiente ejemplo.

Ejemplo A.1.3. Usemos el Teorema A.1.2 para probar que el limite superior de
la sucesién x,, = (—1)" es 1. En efecto, la condicién (a) se cumple, ya que, para
e > 0, todos los x,, = (—1)" se encuentran situados a la izquierda de 1 + ¢, es
decir, el conjunto {n € N : z,, > 1 + €} es finito. Por otro lado, la condicién (b)
se satisface, pues para todo n par, z,, > 1 — €, cualquiera sea € > 0.

El siguiente teorema da otra caracterizacién que a veces es mds facil de aplicar.
Esta version también explica mejor por qué describimos esta nocién como “’lim
sup” y “lim inf”.

Teorema A.1.4. Sea {x,} una sucesién en R. Entonces

limsup z, = lim sup{z,, Tni2,...}, y liminfz, = lim inf{z,, zp492,...}.
n—oo n—oo n—oo n—oo

Demostracion. Nosotros s6lo probaremos la afirmacién para el limite superior

pues lo establecido para el limite inferior puede ser probado andlogamente. Sea

Yn = sup{xn, Tp42,... . Entonces x,, < y, para todo n y asi, limsup z, <

n—oo
lim sup y,,. Pero como {y,, } es una sucesién decreciente, se tiene que lim sup y,, =
n— o0 n—oo
lim y,,. Por lo tanto,
n—,oo
limsup z,, < lim sup{x,, Tni2,... }.
n—00 n—00
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Veamos ahora el reciproco de la desigualdad anterior. Si lim sup x,, = oo enton-
n—o0
ces {xy,} no estd acotada y por lo cual, para todo n, sup{z,, Tni2,... } = 0.
En consecuencia, es claro que limsup z,, = lim sup{z,, zn2,... }. Ahora, su-
n—o00 n—rco

pongamos p := lim sup z,, < co. Entonces, dado cualquier nimero $ mayor que
n—o0

p, de la definicién de limite superior, se deduce que existe un entero N tal que
x, < [, para cada n > N. De alli, nh_}rr;o sup{@n, Tnt2,... + < B. Si elegimos
el infimo de los 3 que satisfacen la desigualdad anterior podemos concluir que
lim sup{x,, n42,...} < limsupz,. Esto completa la prueba.

n—00 n—0o0

Ejemplo A.1.5. (a) Siz, = (—1)"n entonces limsupz, = ooy liminfz, =
n—00 n—o0
—0OQ.

(b) Siz, = (—1)" + n entonces limsup x,, = ooy liminf z,, = 0.
n—o00 n—roo
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entera, 72

exponencial, 81

limite, 38

logaritmo, 86

primitiva, 113

rama del logaritmo, 87

rama principal de una potencia, 89
rama principal del logaritmo, 87
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real, 106
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Inversion, 94
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integral de Goursat, 117
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de Cauchy Generalizado, 126
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