
REUN

Primeros conceptos de Análisis Complejo presenta un tratamiento 
introductorio y, al mismo tiempo, sólido de la teoría de funciones de 
una variable compleja. Se ha puesto especial énfasis en la representa-
ción integral de las funciones analíticas mostrando, de algún modo, 
un enfoque moderno del análisis complejo.

A diferencia de otros textos elementales en esta temática, los autores 
ponen el acento en el rigor de las deducciones y en los aspectos 
conceptuales, sin dejar de lado la intuición como puede verse en una 
cantidad importante de ilustraciones que ofrece este libro. De este 
modo, el lector podrá convencerse de que la precisión y el rigor no 
constituyen ni obstáculos para la intuición ni tampoco fines en sí 
mismos, sino simplemente el medio natural para formular y tratar 
las cuestiones matemáticas.

Este texto es comprensivo, detallado y presenta un buen número de 
interesantes ejemplos y ejercicios propuestos que le brindará al 
lector una mejor comprensión de las nociones teóricas desarrolladas.
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El análisis complejo clásico es un área que ha sido desarrollada 
principalmente a partir del siglo XIX. Esta área de la matemática no ha 
detenido su desarrollo allí sino que ha continuado creciendo desde entonces. 
En la actualidad existen importantes trabajos de investigación sobre temas 
correspondientes al análisis complejo, como así también investigaciones 
relacionadas a otras áreas del conocimiento que hacen uso de los temas y 
resultados de este, como por  ejemplo en el campo de la Física.
Este libro está basado en las notas de clase que los autores redactaron para los 
cursos de Análisis III, de la carrera de Licenciatura en Matemática de la Univer-
sidad Nacional de La Pampa, y de Variable Compleja y Análisis de Fourier, de la 
carrera de Licenciatura en Matemática de la Universidad Nacional de Río Cuarto. 
Los resultados expuestos en este libro corresponden a un curso introductorio de 
la teoría de funciones de una variable compleja, y como tal se busca transmitir al 
estudiante la habilidad para calcular límites, derivadas, integrales, series de po-
tencias, la comprensión intuitiva y su relación con otras ramas de la matemática, 
todo esto con el fin de prepararlos para cursos posteriores.
Es nuestra intención en este material, poner el acento en el rigor de las deduc-
ciones y en los aspectos conceptuales, sin dejar de lado la intuición de los 
estudiantes acerca de los conceptos del análisis complejo. Esto es, tratar de que 
el/la estudiante se convenza de que la precisión y el rigor no constituyen ni 
obstáculos para la intuición ni tampoco fines en sí mismos, sino simplemente el 
medio natural para formular y tratar las cuestiones matemáticas. Aunque ésto 
implique mucho trabajo tanto para el profesor como para el estudiante, creemos 
que a futuro tiene, en el mejor entendimiento del tema, su recompensa, tanto para 
el que está interesado en las aplicaciones como para el que desee introducirse en 
las matemáticas superiores.
Los temas desarrollados en este libro son bien conocidos y están basados en 
varios textos clásicos, los que a nuestro entender dan más rigurosidad y com-
prensión del tema, pero que al mismo tiempo, no escapan de nuestro objetivo 
principal que es brindar un texto introductorio.
Los contenidos están desarrollados en 7 capítulos. En el capítulo 1 introduci-
mos los números complejos, operaciones de suma y producto entre ellos, que le dan

Prólogo
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una estructura de cuerpo, y sus propiedades algebraicas más relevantes. Otras no-

ciones importantes que estudiaremos son la de módulo y argumento de un número

complejo.

El capı́tulo 2 está dedicado al estudio de las nociones topológicas en el plano

complejo. Como podemos identificar isomórficamente a C con R2, muchas de

las nociones consideradas aquı́ son similares o totalmente análogas a las nocio-

nes topológicas estudiadas en el plano real R2 en un curso de análisis en varias

variables.

En el capı́tulo 3 tratamos algunos hechos elementales sobre series infinitas en C

que tienen una gran analogı́a a series infinitas en R. Seguidamente, damos la de-

finición y propiedades básicas de una serie de potencias, y desarrollamos algunas

herramientas esenciales sobre estas.

En el capı́tulo 4 estudiamos el concepto de función analı́tica, el cual podrı́a defi-

nirse, a grandes rasgos, como el tema principal de estudio del análisis complejo.

Para ello desarrollaremos el concepto de diferenciabilidad de funciones complejas

y luego nos enfocaremos en algunas de las funciones complejas elementales más

usuales. Además, introduciremos el concepto de aplicaciones conformes y en par-

ticular hacemos hincapié en una de ellas llamadas Transformaciones de Möbius.

En el capı́tulo 5 mostramos uno de los resultados principales de este texto, cono-

cido como el Teorema de Cauchy, el cual es central en el desarrollo subsiguiente

de la teorı́a y sus aplicaciones, tales como el Teorema de Liouville, el Teorema de

Morera, el Teorema Fundamental del Álgebra, entre otros.

En el capı́tulo 6 retornamos con los tópicos de series, más precisamente series de

funciones. Estas herramientas nos permiten concentrarnos en las series de Tay-

lor y de Laurent. También mostraremos un resultado fundamental en la teorı́a de

funciones de una variable compleja conocido como el Principio de Prolongación

Analı́tica.

En el capı́tulo 7 prestaremos especial interés al comportamiento de las funciones

que no son diferenciables en un punto pero sı́ en un entorno suyo. En conexión con

estos tópicos, incluimos el Teorema de los Residuos y sus aplicaciones al cálculo

de integrales impropias.
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Capı́tulo 1

Números Complejos

Capı́tulo 1

Números Complejos

El objetivo de este primer capı́tulo es introducir los números complejos, opera-

ciones de suma y producto entre ellos que le dan una estructura de cuerpo, y sus

propiedades algebraicas más relevantes. Otras nociones importantes que estudia-

remos son la de módulo y argumento de un número complejo. Muchas de las

demostraciones a las afirmaciones de este capı́tulo no son dadas ya que no re-

presentan dificultad y son un buen ejercicio para el estudiante que se inicia en el

estudio del análisis complejo.

1.1. Un poco de historia

La primera referencia conocida para calcular raı́ces cuadradas de números nega-

tivos proviene del trabajo de los matemáticos griegos, como Herón de Alejandrı́a

en el siglo I antes de Cristo, como resultado de una imposible sección de una

pirámide.

Los complejos se hicieron más patentes en el Siglo XVI, cuando la búsqueda de

fórmulas que dieran las raı́ces exactas de los polinomios de grados 2 y 3 fueron

encontradas por matemáticos italianos como Tartaglia y Cardano. Aunque solo

estaban interesados en las raı́ces reales de este tipo de ecuaciones, se encontraban

con la necesidad de lidiar con raı́ces de números negativos. El término imaginario

para estas cantidades fue acuñado por Descartes en el Siglo XVII, debido a que

eran considerados como fantasmas de otro mundo, por carecer de representación

real.

En 1796, Wessel escribió su primer y único documento matemático en el cual

expresaba la interpretación geométrica de los números complejos y lo presentó en

una reunión de la Real Academia Danesa el 10 de marzo de 1797. La existencia

de los números complejos fue recién aceptada después de 1799, momento en que

este documento fue publicado, y luego de ser redescubierto y popularizado por

Gauss unos años después. La implementación más formal, con pares de números

1

reales fue dada en el Siglo XIX.
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1.2. Introducción a los números complejos.

Forma binómica

Supongamos que queremos resolver la ecuación

x2 + 1 = 0. (1.1)

Nos encontramos entonces que x2 = −1 y no existe ningún número real que

verifique tal condición. Introducimos entonces un nuevo número i de manera que

verifique la ecuación (1.1), esto es,

i2 = −1.

Este número, del que todavı́a no hemos apuntado sentido alguno, debe satisfa-

cer las propiedades algebraicas usuales de suma y producto de números reales.

Entonces, las siguientes identidades se verifican: i0 = 1, i1 = i, i2 = −1,

i3 = i i2 = −i, i4 = i2 i2 = (−1)(−1) = 1, y a partir de estas todas las po-

tencias se repiten, teniéndose que

in = ik, n = 0, 1, 2, 3, . . .

donde k es el resto de la división de n por 4, es decir n = 4 l+ k con l ∈ N∪ {0}
y 0 ≤ k ≤ 3.

Definición 1.2.1. Definimos un número complejo como una expresión de la forma

z = a + bi, donde a, b ∈ R. Dicha manera de escribir un número complejo se

denomina forma binómica. Llamaremos a a la parte real de z y lo denotaremos

por Re(z) = a y a b lo llamaremos la parte imaginaria de z y lo denotaremos por

Im(z) = b.

De esta manera, si operamos formalmente tenemos que las soluciones de la ecua-

ción x2 − 2x+ 2 = 0 son

x =
2±

√
−4

2
=

2±
√
4
√
−1

2
=

2±
√
4 i

2
= 1± i,

con lo que puede resolverse cualquier ecuación algebraica de grado dos.

Si la parte imaginaria de un número complejo es nula, éste resulta un número real,

mientras que si la parte real es nula, el número complejo es llamado imaginario

puro.

| 14
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a

b z = a+ bi

Re(z)

Im
(z
)

b

Figura 1.1: El plano complejo.
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Observemos que si z = a + bi y w = c + di son números complejos y tenemos

que a + bi = c + di, entonces usando las leyes ordinarias del cálculo algebraico

obtenemos que a − c
2
= (d − b)i

2
.
2
Luego elevando al cu

2
adrado ambos

2
miembros

nos queda que (a− c) = (d− b) i . Con lo cual (a− c) = −(d− b) . Pero esto

solo es posible si a = c y b = d. Por lo tanto, podemos identificar los números

complejos como pares ordenados de R2 donde la parte real sea el eje x y la parte

imaginaria sea el eje y (véase la Figura 1.1). El conjunto de todos los números

complejos lo denotaremos por C y es evidente que R ⊂ C. Esta extensión de los

números reales a la de los números complejos es la más natural si se quiere que

toda ecuación polinómica tenga raı́ces.

1.3. Operaciones con números complejos

Vamos a dotar al conjunto de los números complejos de dos operaciones, una

llamada suma y la otra producto, de tal manera que el conjunto C con estas ope-

raciones tenga estructura de cuerpo conmutativo en el cual R sea un subcuerpo de

él.

Para definir la suma tomamos como idea la idenficación hecha anteriormente de

C con el plano real.

Definición 1.3.1. Dados los números complejos z = a + bi y w = c + di,
definimos su suma como z + w = (a+ c) + (b+ d)i (véase la Figura 1.2).

Atendiendo a la definición de suma de vectores en el plano real, las propiedades

de la suma son las siguientes.

Proposición 1.3.2. La suma verifica las siguientes propiedades:

(S1) Propiedad conmutativa. Si z, w ∈ C, entonces z + w = w + z.
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(S2) Propiedad asociativa. Si z, w, v ∈ C, entonces (z+w)+v = z+(w+v).

(S3) Propiedad del elemento neutro. El número complejo 0 = 0 + 0i, es el

elemento neutro para la suma, es decir, si z ∈ C entonces z + 0 = z.

(S4) Propiedad del opuesto. Si z = a + bi ∈ C, existe su elemento simétrico

−z = −a + (−b)i, que también escribiremos −z = −a − bi (véase la

Figura 1.3).

Con estas cuatro propiedades se dice que (C,+) es un grupo abeliano.

Demostración. Las demostraciones son obvias y se dejan al lector.

En la Figura 1.4 se muestra la representación geométrica de la suma de un número

complejo z y la del opuesto de un número complejo w. En este caso, como es

usual, llamaremos a z+(−w) la diferencia de z y w y lo denotaremos simplemente

por z − w.

Es importante darnos cuenta que cuando los números complejos no tienen parte

imaginaria, entonces la suma de números complejos es la suma de números reales

que ya conocemos. Por lo tanto, (R,+) es un subgrupo de (C,+).
Esta última idea la tendremos también en cuenta a la hora de definir el producto

de números complejos.

Definición 1.3.3. Dados los números complejos z = a + bi y w = c + di,
definimos su producto como zw = (a+ bi)(c + di) = ac− bd+ (ad+ bc)i.

Como puede observarse, si tanto b como d son nulos, recuperamos el producto

usual de los números reales.

Proposición 1.3.4. El producto verifica las siguientes propiedades:

(P1) Propiedad conmutativa. Si z, w ∈ C, entonces zw = wz.

Re(z)

Im
(z
)

z

w

z + w

b

b

b

Figura 1.2: Suma geométrica de números complejos.

| 16
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(P2) Propiedad asociativa. Si z, w, v ∈ C, entonces (zw)v = z(wv).

(P3) Propiedad del elemento neutro. El número complejo 1 = 1 + 0i, es el

elemento neutro para el producto, es decir, si z ∈ C entonces 1z = z.

(P4) Pro

1

pieda
a
d del inverso. Si z = a+bi ∈ C\{0}, existe su elemento inverso

a2+b2
− b

a2+b2
i.

(P5) Propiedad distributiva. Si z, w, v ∈ C, entonces z(w + v) = zw + zv.

Demostración. Las demostraciones son obvias y se dejan al lector.

Con las propiedades (S1)-(S4) y (P1)-(P5) se verifica que (C,+, ·) tiene estructura

de cuerpo conmutativo y del cual (R,+, ·) es un subcuerpo.

Como es usual, se pueden definir las potencias enteras de números complejos

como sigue. Primero procedemos de manera inductiva para todos los números

enteros no negativos de la siguiente manera:

zn =

{
1 si n = 0,

zn−1 z si n ≥ 1.

Ahora si n es un entero negativo, entonces zn = (z−n)−1.

1.4. El conjugado de un número complejo

Definición 1.4.1. Sea z = a + bi ∈ C. Definimos su complejo conjugado como

z = a− bi (véase la Figura 1.5).

La demostración de las siguientes propiedades son obvias y se dejan al lector.

Proposición 1.4.2. El conjugado tiene las siguientes propiedades:

Re(z)

Im
(z
)

z = a+ bi

−z = −a− bi

b

b

Figura 1.3: Opuesto de un número complejo.
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(C1) Si z ∈ C, entonces z = z.

(C2) Si z, w ∈ C, entonces z + w = z + w.

(C3) Si z, w ∈ C, entonces zw = z w.

(C4) Si z ∈ C, entonces z + z = 2Re(z) y z − z = 2Im(z)i.

(C5) Si z ∈ C, entonces zz ∈ R.

(C6) Si z ∈ R, entonces z = z.

El uso del conjugado es muy útil en algunas ocasiones. Por ejemplo, si z ∈ C\{0},
tenemos que su elemento inverso puede escribirse como

z−1 =
z

zz
.

z

w
z − w

b

b b

Re(z)

Im
(z
)

Figura 1.4: Diferencia de números complejos.
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1.5. Módulo y argumento de un número complejo

Ya vimos que los números complejos pueden identificarse con el plano R2. En

virtud de esta identificación, a todo número complejo z 6= 0 podemos asociarle un

módulo y un argumento o ángulo que forma el vector determinado por el número

complejo con el eje real.

D√efinición 1.5.1. Sea z = a + bi ∈ C. Definimos su módulo como |z| :=
a2 + b2.

Proposición 1.5.2. El módulo tiene las siguientes propiedades:

(M1) Si z ∈ C, entonces |z| ≥ 0. Además |z| = 0 si y solo si z = 0.

(M2) Si z ∈ C, entonces |z|2 = zz.
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z

z̄

b

b

Re(z)

Im
(z
)

Figura 1.5: Conjugado de un número complejo.

(M3) Si z ∈ C, entonces |Re(z)| ≤ |z| y |Im(z)| ≤ |z|.

(M4) Si z, w ∈ C, entonces |zw| = |z||w|.

(M5) Si z ∈ C \ {0}, entonces |z−1| = 1
|z| .

(M6) Si z, w ∈ C tal que z 6= 0, entonces
∣∣w
z

∣∣ = |w|
|z| .

(M7) Desigualdad de Cauchy-Schwarz. Si z, w ∈ C, entonces |Re(zw)| ≤
|z||w| y |Im(zw)| ≤ |z||w|.

(M8) Desigualdad triangular. Si z, w ∈ C, entonces |z + w| ≤ |z|+ |w|.

Demostración. Las demostraciones de (M1)-(M6) son obvias y se dejan al lector.

Para ver (M7), observar que por (M3) y (M4) tenemos

|Re(zw)| ≤ |zw| = |z||w| y |Im(zw)| ≤ |zw| = |z||w|.

a

b
zb

θ

|z|

Re(z)

Im
(z
)

Figura 1.6: Módulo y argumento de un número complejo.
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Finalmente, (M8) sigue de las Proposiciones 1.3.2, 1.3.4, 1.4.2, (M2) y (M7). En

efecto, como

|z + w|2 = (z + w)(z +w) = (z + w)(z + w)

= zz + ww + zw + zw = |z|2 + |w|2 + zw + zw

= |z|2 + |w|2 + 2Re(zw) ≤ |z|2 + |w|2 + 2|z||w|
= (|z|+ |w|)2,

tomando raı́z cuadrada a ambos miembros obtenemos la prueba.

Pasemos a continuación a introducir el argumento de un número complejo.

Definición 1.5.3. Sea z ∈ C \ {0}. Un número real θ se dice un argumento de z
si se verifica que

Re(z) = |z| cos(θ) e Im(z) = |z| sen(θ).

Observar que si θ es un argumento de z, cualquier múltiplo de 2π más θ también

es un argumento, por lo que el conjunto de los argumentos será

arg(z) = {θ ∈ R : Re(z) = |z| cos(θ), Im(θ) = |z| sen(θ)}
= {Arg(z) + 2kπ : k ∈ Z},

donde Arg(z) denotará el único argumento comprendido entre (−π, π], llamado

argumento principal .

Es inmediato ver que en cada intervalo de la forma (α,α + 2π], donde α ∈ R,

hay un único argumento de un complejo no nulo. Este número es denotado por

argα(z).

1.6. Formas polar y trigonométrica de un número com-

plejo

Cuando definimos el producto entre números complejos se habrá notado que no

dimos una interpretación geométrica de este, como sı́ lo hicimos para la suma.

Recordemos que la fórmula para el producto es dada por

(a+ bi)(c+ di) = (ac− bd) + (ad− bc)i.

El lado derecho de esta expresión, resulta realmente difı́cil de interpretar usando

el sistema de coordenadas cartesianas. Para solventar este problema, requerimos

el uso de otro sistema de coordenadas. Veremos como la trigonometrı́a nos servirá

de herramienta para resolver este problema.
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Sea z = a + bi 6= 0. Por la Definición 1.5.3 sabemos que a = |z| cos(θ) y

b = |z| sen(θ), siendo θ un argumento de z (véase la Figura 1.6). Entonces, z se
puede escribir como

z = |z| cos(θ) + |z| sen(θ)i = |z|(cos(θ) + sen(θ)i).

Definición 1.6.1. Un número complejo z 6= 0 se dice que está en forma polar si

z = |z|θ con θ ∈ arg(z). Se dice que esta en forma trigonométrica si se escribe

como z = |z|eiθ con θ ∈ arg(z), donde eiθ es una abreviación de cos(θ)+sen(θ)i,
esto es, eiθ = cos(θ) + sen(θ)i. Esta última igualdad es llamada la fórmula de

Euler.

Ambas formas tratan de escribir el número complejo dependiendo de su módu-

lo y su argumento, al igual que las coordenadas polares en R2. La elección del

sı́mbolo eiθ para denotar cos(θ) + sin(θ)i no es arbitraria y quedará justificada en 
la subsección 4.4.1 del Capı́tulo 4.

Las formas polar y trigonométrica son útiles para trabajar con el producto, poten-

cias y raı́ces de números complejos, como veremos a continuación. Sean z, w ∈
C \ {0}, θ ∈ arg(z) y ϕ ∈ arg(w). Si los multiplicamos en forma trigonométrica
tenemos que

zw = |z|eiθ|w|eiϕ

= |z|(cos(θ) + sen(θ)i)|w|(cos(ϕ) + sen(ϕ)i)

= |z||w|(cos(θ) cos(ϕ)− sen(θ) sen(ϕ) + (cos(θ) sen(ϕ) + cos(ϕ) sen(θ))i)

= |z||w|(cos(θ + ϕ) + sen(θ + ϕ)i)

= |z||w|ei(θ+ϕ)

En forma polar, hacer una multiplicación de números complejos es básicamente

multiplicar los módulos y sumar los argumentos, esto es

zw = (|z||w|)θ+ϕ.

Con lo cual, ahora es más sencillo interpretar geométricamente el producto de

números complejos. Veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.6.2. Consideremos los números complejos z = 3
2e

iπ
4 y w = 2e

π
2 .

Entonces, zw = 3ei
3
4
π (véase la Figura 1.7).

Observemos que si n ∈ N, entonces zn = (|z|n)nθ y si w 6= 0, z
w =

(
|z|
|w|

)
θ−ϕ

.

Igualmente si n es un entero negativo, tenemos que zn = (|z|n)nθ.

Las coordenadas polares también son útiles para obtener las raı́ces n-ésimas de

un número complejo. Sea n ∈ N, si z 6= 0, tenemos que w = z
1

z = wn. Entonces

(|w|n)nϕ = wn = z = |z|θ, donde θ ∈ arg(z) y ϕ ∈ arg(w).
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1 2−1−2

1

2

b

b
b

z

w
z.w

Re(z)

Im
(z
)

Figura 1.7: Producto de números complejos.

De aquı́,

|w| = |z| 1n y ϕ =
θ + 2kπ

n
, k ∈ Z.

Ahora bien, si k /∈ {0, 1, . . . , n − 1} tenemos que k = nl + p, donde p ∈
{0, 1, . . . , n− 1}. Ası́

θ + 2kπ

n
=

θ + 2(nl + p)π

n
=

θ + 2pπ

n
+ 2lπ,

con lo que todos los argumentos de las raı́ces son

ϕ =
θ + 2kπ

n
, k = 0, . . . , n− 1.

Por lo tanto, las raı́ces n-ésimas de z son

z
1
n =

(
|z| 1n

)
θ+2kπ

n

, k = 0, . . . , n− 1. (1.2)

Ejemplo 1.6.3. Encontremos las raı́ces quintas del número complejo z = ei
π
3 .

Aplicando la fórmula de la ecuación (1.2), obtenemos que las cinco raı́ces de z
son (véase la Figura 1.8).

w0 = ei
π
15 , w1 = ei

7
15

π, w2 = ei
13
15

π, w4 = ei
19
15

π, w4 = ei
5
3
π.

1.7. Conjuntos en el plano complejo

Denotemos por L a una lı́nea recta en C. De la geometrı́a analı́tica elemental,

sabemos que L está determinada por un punto en L y un vector dirección. Ası́, si

w ∈ L y v 6= 0 es su vector dirección, tenemos

L = {z ∈ C : z = w + tv, t ∈ R} =

{
z ∈ C : Im

(
z − w

v

)
= 0

}
.
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1−1

−1

1

b

b

b

b

b

w0

w1

w2

w3 w4

Re(z)

Im
(z
)

Figura 1.8: Raı́ces quintas de z = ei
π
3 .

Veamos ahora qué representan los conjuntos

Hw :=

{
z ∈ C : Im

(
z − w

v

)
> 0

}
y Kw :=

{
z ∈ C : Im

(
z − w

v

)
< 0

}
.

θ

H0

Figura 1.9: Semiplano H0.

Consideremos primero el caso w = 0 y supongamos que v = |v|ϕ. Si z = |z|θ ,

entonces
z

v
=

( |z|
|v|

)

θ−ϕ

.

Luego, Im
(
z
v

)
>

Entonces H0 es un semiplano limitado por la recta ∈ v

0 si y solo si sen(θ − ϕ) > 0, est{o
z
es c
C

ua

:
n

I
do

m
ϕ( 

z
<) θ < π + ϕ.

= 0
}
:= L.

Más precisamente, el semiplano que queda a la izquierda cuando camino a lo largo

de la recta L en la dirección de v.

Es fácil ver que Hw = w + H0 = {w + v : v ∈ H0}, es decir Hw es la traslación de

H0 por w. Por lo tanto, Hw es un semiplano que vive a la izquierda de L. De 
manera similar, Kw es un semiplano que vive a la derecha de L.
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Ahora introduciremos de manera breve otros objetos geométricos en el plano com-

plejo que usaremos repetidamente a lo largo del libro.

Definición 1.7.1. Sean w ∈ C y r, s > 0. Llamaremos disco abierto de centro w y
radio r al conjunto D(w, r) := {z ∈ C : | z−w |< r}. Llamaremos disco cerrado

de centro w y radio r al conjunto D(w, r) := {z ∈ C : | z−w |≤ r}. Llamaremos

anillo con centro en w de radios s y r, s < r, al conjunto A(w, s, r) := {z ∈ C :
s <| z − w |< r}. Llamaremos disco punteado con centro en w y radio r al

conjunto A(w, 0, r) := {z ∈ C : 0 <| z − w |< r}.

b b

w

r

w

s

D(w, r) D(w, s)

b

w

r

w

sr

A(w, 0, r)

A(w, s, r)

Figura 1.10: Discos y anillos

Observación 1.7.2. Observemos que los puntos sobre la circunferencia de centro

w y radio r no pertenecen a D(w, r), y D(w, r) contiene todos los puntos inte-

riores de la circunferencia de centro w y radio r, más todos los puntos sobre ella.

Además, A(w, s, r) = D(w, r) \D(w, s).

1.8. El plano complejo extendido

En un curso de análisis real se define la recta real extendida como

R = R ∪ {∞,−∞},
de forma tal que las operaciones suma y producto en R son extendidas a R pro-

longando la relación de orden usual.

El caso complejo tendrá un desarrollo bastante similar. Como motivación, consi-

deremos la proyección estereográfica, que consiste en proyectar el plano complejo

C, sobre la esfera unitaria

S2 = {(x1, x2, x3) ∈ R3 : x21 + x22 + x23 = 1}

con la proyección de centro el polo norte, digamos N = (0, 0, 1).

En la Figura 1.11 observamos que la imagen del punto z ∈ C se proyecta sobre

la esfera en el punto Z ∈ S2. También remarcamos que esta proyección es inyec-

tiva, pero no es sobreyectiva ya que el polo norte no es imagen de ningún punto
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b

b

N

z

Z

Figura 1.11: Proyección estereográfica.

del plano complejo. Si queremos que la proyección esteográfica sea biyectiva, de-

bemos agregar un elemento a C. Por otro lado, no es difı́cil observar que N es el

lı́mite de la proyección, cuando |z| → ∞.

Definición 1.8.1. Se define el plano complejo extendido como el conjunto C∞ =
C ∪ {∞}.

Explicitemos ahora la proyección estereográfica. Sean

z = x+ yi, Z = (x1, x2, x3) y {((1 − t)x, (1 − t)y, t) : t ∈ R},

la recta que pasa por z y N . Para encontrar las coordenadas de Z debemos hallar

el valor de t para el cual la recta interseca la esfera S2. Entonces

1 = (1− t)2x2 + (1− t)2y2 + t2 = (1− t)2|z|2 + t2,

y por lo tanto 1− t2 = (1− t)2|z|2. Como z 6= ∞ y t 6= 1, conseguimos

t =
|z|2 − 1

|z|2 + 1
.

Luego

x1 =
2x

|z|2 + 1
, x2 =

2y

|z|2 + 1
y x3 =

|z|2 − 1

|z|2 + 1
,

o equivalentemente

x1 =
z + z

|z|2 + 1
, x2 =

−i(z − z)

|z|2 + 1
y x3 =

|z|2 − 1

|z|2 + 1
.
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Por consiguiente la proyección estereográfica Π: C∞ → S2 está dada por

Π(z) =

{ (
z+z

|z|2+1
, −i(z−z)

|z|2+1
, |z|

2−1
|z|2+1

)
si z ∈ C

(0, 0, 1) si z = ∞.

Podemos ahora definir una métrica en C∞ de la siguiente manera.

Definición 1.8.2. Sean z, w ∈ C∞, definimos una métrica en el plano complejo

extendido por d(z, w) = ‖Π(z) −Π(w)‖2, donde ‖ · ‖2 es la métrica euclı́dea en

R3 definida por ‖(x1, x2, x3)‖2 =
(
x21 + x22 + x23

) 1
2 .

Ejercicios propuestos

Ejercicio 1.1. Expresar los números complejos en la forma binómica.

(a) (2 + i)(4 + 3i);

(b) (
√
2+i)

(
(
√
2 + 3i) + (

√
2− 4i)

)
;

(c)
1− i

1 + i
;

(d) (4 + 3
√
3i)3.

Ejercicio 1.2. Calcular el módulo, el argumento, las formas polar y trigonométri-

ca de los siguientes números complejos.

(a)
1

z
;

(b)
z − a

z + a
, con a ∈ R y z 6= −a;

(c) z3;

(d) in, para n ∈ Z;

(e)

(
1 + i√

2

)n

, con 2 ≤ n ≤ 8;

(f) z−2.

Ejercicio 1.4. Representar gráficamente z + w y z − w si
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(a)
1

3 + i
;

(b)
(
1 + i

)2
;

(c)
2 + i

;

(d)
(√

3− i
)6

;

(e)
2

1 +

−√
3i

;

(f)
i

.
2− i −2− 2i

Ejercicio 1.3. Hallar las partes reales e imaginarias de los siguientes números

complejos.
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(a) z = 2− i y w = 5;

(b) z = −3− 2i y w = −3 + 5i;

(c) z =
√
2 + i y w = −

√
2− 3i.

Ejercicio 1.5. Determinar una ecuación de coeficientes reales cuyas soluciones

en C sean −3, 2 + i y 2− i.

Ejercicio 1.6. Determinar un polinomio de coeficientes reales de grado 4 que

tenga por raı́ces los números complejos −4i y −5 + 2i.

Ejercicio 1.7. Resolver en R y C las siguientes ecuaciones

(a) z4 + 3z2 − 10 = 0;

(b) z3 + 5z2 + 6z = 0;

(c) z4 + 2z2 + 1 = 0.

Ejercicio 1.8. Demostrar que se verifican las siguientes desigualdades:

Re(z) ≤ |Re(z)| ≤ |z| y Im(z) ≤ |Im(z)| ≤ |z|.
Ejercicio 1.9. Sean z1, z2, . . . , zn números complejos. Probar:
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(a) |z1z2 . . . zn| = |z1||z2| . . . |zn|;
(b) |z1 + z2 + · · · + zn| ≤ |z1|+ |z2|+ · · ·+ |zn|.
Ejercicio 1.10. Probar las siguientes afirmaciones.

(a) Re(z) = 1
2(z + z);

(b) Im(z) = −2
1(z − z)i;

(c) z es imaginario puro si y solo si z = −z;

(d) z es puramente real o imaginario si y solo si z2 = z2;

(e)

w

Sean z, w dos números complejos no nulos tales que |z+w| = |z−w|. Probar

que z es imaginario;

(f)

3

Consideremos el número complejo: z = x + yi = 1 . Probar2+cos(θ)+isen(θ)
que cuando θ varı́a en los números reales, z se mueve sobre la circunferencia

cuyo diámetro es el segmento que une los puntos (1 , 0) y (1, 0).

Ejercicio 1.11. Probar

(a) ||z| − |w|| ≤ |z − w| ≤ |z|+ |w|;
(b) |z + w|2 + |z − w|2 = 2(|z|2 + |w|2) (Ley del Paralelogramo).

Ejercicio 1.12. Indicar si es verdadero o falso el enunciado siguiente, razonando

la respuesta. Si z y w ∈ C, de módulo 1, entonces |z+w| = 2 si y solo si z = w.

Ejercicio 1.13. Describir geométricamente el conjunto de números complejos z
tales que



David E. FERREYRA · Luciano J. GONZÁLEZ · Fabián E. LEVIS

(a) |z| > 1;

(b) |Im(z)| < 1;

(c) |z − 1| = 2;

(d) |z − 1| = |z + 1|;

(e) |Re(z)| + |Im(z)| = 1;

(f) Im

(
z − w

v

)
= 0, con w, v ∈ C.

Ejercicio 1.14. Demostrar que existen exactamente n raı́ces n-ésimas del número

complejo z = reiθ, y que son de la forma

wk = n
√
r exp

(
θ + 2kπ

n
i

)
,

con k = 0, 1, . . . , n− 1.

Ejercicio 1.15. Encontrar todos los valores de z para los cuales z5 = −32 y

localizar estos valores en el plano complejo.

Ejercicio 1.16. Probar la identidad

1 + z + z2 + · · ·+ zn =
1− zn+1

1− z
(z 6= 1).

(a) w = 0;

(b) w = 1 + i;

(c) w = 3 + 2i;

(d) la parte real de C;

(e) la parte imaginaria de C.

Ejercicio 1.19. Sean Π: C∞ → S2 la función que determina la Proyección este-

reográfica y d la distancia euclidea en R2.

(a) Describir explı́citamente Π(C∞) en función de la parte real e imaginaria de

z, z ∈ C.

(b) Probar que la aplicación d : C∞×C∞ → R, definida por d(z, w) = d(Π(z),Π(w))
es igual a

2|z − w|
((|z|2 + 1)(|w|2 + 1))

1
2

, si z, w ∈ C;

(c) Obtener que d(z,∞) = 2√
1+|z|2

, para todo z ∈ C.

Ejercicio 1.20. Sea Γ un cı́rculo en S2. Si Γ contiene a (0, 0, 1), entonces su

proyección en C es una lı́nea recta, y si no, Γ se proyecta en un cı́rculo en C.
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Ejercicio 1.17. Mostrar que si z ∈ C y Re(zn) ≥ 0 para todo n ∈ N, entonces z
es un número real no negativo.

Ejercicio 1.18. Sea Π : C∞ → S2 la proyección estereográfica. Calcular la

imagen de los siguientes puntos.
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Capı́tulo 2

Topologı́a en el Plano Complejo

Este capı́tulo está dedicado al estudio de las nociones topológicas en el plano

complejo. Como podemos identificar isomórficamente a C con R2, muchas de 
las nociones consideradas aquı́ son similares o totalmente análogas a las nocio-

nes topológicas estudiadas en el plano real R2 en un curso de análisis en varias 
variables.

2.1. Conjuntos abiertos y cerrados. Puntos de acumula-

ción

Definición 2.1.1. Sea A ⊂ C. El conjunto A es llamado abierto si para cada

elemento z ∈ A, existe un número real r > 0 tal que D(z, r) ⊂ A.

b

z

r

A
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Figura 2.1: Conjunto abierto.

Como conjuntos abiertos triviales tenemos ∅ yC. Además, es claro que todo disco

abierto, todo disco punteado y todo anillo son conjuntos abiertos. Afirmamos que

ningún disco cerrado D(z, r) es un conjunto abierto ¿por qué?

17



b

b

puntos de
acumulación

Figura 2.2: Puntos de acumulación.

El objetivo de usar un disco punteado en lugar de un disco abierto en la definición

anterior, es para evitar que los puntos de A sean automáticamente puntos de acu-

mulación de A. En otras palabras, no todo punto de A es necesariamente un punto

de acumulación de A.

Ejemplo 2.1.4. Si A := {1 + i, 2 + i}, entonces 1 + i y 2 + i no son puntos

acumulación de A ¿por qué? De hecho, A no tiene puntos de acumulación.

Definición 2.1.5. Sea A ⊂ C. La clausura A de A es la unión de A y todos sus

puntos de acumulación, esto es, A = A ∪ A′.

Las siguientes dos proposiciones son consecuencias de las Definiciones 2.1.3 y

2.1.5. La primera de ellas es una caracterización de la clausura de un conjunto

y su demostración es inmediata. La segunda refiere a una caracterización de los

conjuntos cerrados y daremos una prueba de esta.

Proposición 2.1.6. Sean A ⊂ C y z ∈ C. Entonces, z ∈ A si y solo si D(z, r) ∩
A 6= ∅ para todo r > 0.

Proposición 2.1.7. Sea A ⊂ C. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) A es cerrado;
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Definición 2.1.2. Sea A ⊂ C. El conjunto A es llamado cerrado si C \ A es

abierto.

Como hemos dicho más arriba el disco cerrado no es un conjunto abierto, pero sı́

es un conjunto cerrado.

Definición 2.1.3. Sean A ⊂ C y z ∈ C. Diremos que z es un punto de acumu-

lación de A si A(z, 0, r) ∩ A 6= ∅ para todo r > 0. El conjunto de todos los

puntos de acumulación de A es denotado por A′. Un punto que no es un punto de

acumulación de A es llamado un punto aislado de A.

A



(b) A′ ⊂ A, es decir, A contiene a todos sus puntos de acumulación;

(c) A = A.

Demostración. (a) ⇒ (b) Supongamos que A es cerrado y sea z un punto de

acumulación de A, es decir, z ∈ A′. Supongamos que z /∈ A, entonces z ∈ C \A.

Como A es cerrado, tenemos que C \ A es abierto y ya que z ∈ C \ A, se sigue

que existe un r > 0 tal que D(z, r) ⊂ C \A. Entonces A(z, 0, r) ∩A = ∅, lo que

contradice que z ∈ A′. Por lo tanto, z ∈ A.

(b) ⇒ (c) Es trivial por la definición de la clausura de A.

(c) ⇒ (a) Supongamos que A = A y probemos que C \ A es un abierto. Sea

z ∈ C\A, con lo cual z /∈ A. Ya que A = A = A∪A′, tenemos que A′ ⊂ A y por

lo tanto z /∈ A′. Por la Definición 2.1.3, existe un r > 0 tal que A(z, 0, r)∩A = ∅.

Entonces, D(z, r) ⊂ C \ A. Ası́, C \ A es un abierto y por ende A es un cerrado

de C.

Otras propiedades de la clausura de un conjunto puede observarse en la siguiente

proposición.

Proposición 2.1.8. Sean A,B ⊂ C. Entonces, las siguientes condiciones se cum-

plen:

(a) A ⊂ A;

(b) si B ⊂ A, entonces B ⊂ A;

(c) A = A;

(d) A es un cerrado de C;

(e) B ∩ A ⊂ B ∩ A.

Demostración. La propiedad (a) es obvia por definición y (b) no es difı́cil y se

deja a cargo del lector. Ahora probemos (c). Por la definición 2.1.5, es claro que

A ⊂ A. Por otra parte, sea z ∈ A y r > 0. Por la Proposición 2.1.6, D(z, r)∩A 6=
∅, entonces existe w ∈ D(z, r)∩A. Como D(z, r) es un abierto que contiene a w,

existe un s > 0 tal que D(w, s) ⊂ D(z, r). Dado que w ∈ A, por la Proposición

2.1.6, nos queda que D(w, s) ∩ A 6= ∅. Entonces, D(z, r) ∩ A 6= ∅. Como r es

arbitrario, nuevamente la Proposición 2.1.6 implica z ∈ A. La propiedad (d) es

consecuencia directa de la Proposición 2.1.7. Finalmente, por (b) conseguimos

B ∩ A ⊂ B y B ∩ A ⊂ A, y en consecuencia vale (e).

Intuitivamente, podemos decir que la frontera de un conjunto A ⊂ C es el con-

junto de puntos que pertenecen al “borde” de A.
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ĺım
n→∞

zn = z0 o bién ĺım zn = z0 o también zn → z

Si la sucesión {zn} no es convergente, diremos que es divergente.

Observe que el entero positivo n0 en la definición anterior depende de ǫ. La si-

guiente proposición nos dice básicamente que podemos reducir el cálculo de una

sucesión de números complejos al cálculo de sucesiones de números reales.
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Definición 2.1.9. Sea A ⊂ C. El conjunto A∩C \ A es llamado la frontera de A
y denotada por ∂A.

El lector puede probar fácilmente la siguiente caracterización de los puntos fron-

teras.

Proposición 2.1.10. Sea A ⊂ C. Entonces, z ∈ ∂A si y solo si D(z, r) ∩ A 6= ∅
y D(z, r) ∩ (C \A) 6= ∅, para todo r > 0.

2.2. Sucesiones

Esta sección está dedicada a estudiar el concepto de sucesión de números comple-

jos como ası́ también la noción de lı́mite de una sucesión de números complejos.

Muchos de los temas expuestos en esta sección (como también en el resto de las

secciones de este capı́tulo) tratan con aquellos conceptos y resultados los cuales

se transfieren en una manera enteramente directa del análisis real elemental. Se

asume que el estudiante está familiarizado con las nociones de sucesión y lı́mite

de sucesiones en el contexto de números reales. Ya que C puede ser considerado

como R2 con la estructura algebraica extra de la multiplicación compleja, muchos

conceptos geómetricos como también algebraicos pueden ser trasladado a C. Por

ejemplo, como hemos visto anteriormente, el módulo de un número complejo

z = a+ bi es simplemente la norma o longitud del vector (a, b) en R2.

Definición 2.2.1. Una sucesión de números complejos es una aplicación f del

conjunto de los números naturales N al conjunto de los números complejos C,

esto es, f : N → C. Es frecuente denotar la imagen de un n ∈ N por f como

zn, es decir, f(n) = zn y como es habitual denotaremos a una sucesión f como

{zn}n∈N o simplemente como {zn}.

Definición 2.2.2. Sea {zn} una sucesión de números complejos. Se dice que la

sucesión {zn} es convergente si existe un número complejo z0 que cumple con la

siguiente condición: para todo ǫ > 0, existe un entero positivo n0 tal que

zn ∈ D(z0, ǫ) si n ≥ n0.

Al número complejo z0 se lo llama lı́mite de la sucesión {zn} y también diremos

que la sucesión {zn} converge a z0 y lo denotaremos por:



Proposición 2.2.3. Sean {zn} una sucesión de números complejos y z0 = a0 +
b0i ∈ C. Supongamos que zn = an + bni para cada n ∈ N. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

(a) ĺım zn = z0;

(b) ĺım an = a0 y ĺım bn = b0.

Demostración. Supongamos que (a) es cierta. Sea ǫ > 0, entonces existe un en-

tero positivo n0 tal que |zn − z0| < ǫ siempre que n ≥ n0. Dado que

|(an − a0)− (bn − b0)i| = |zn − z0|,

por la propiedad (M3) en la Proposición 1.5.2 tenemos que

|an − a0| ≤ |zn − z0| < ǫ y |bn − b0| ≤ |zn − z0| < ǫ

siempre que n ≥ n0. Entonces ĺım an = a0 y ĺım bn = b0. Recı́procamente,

supongamos que (b) es cierta y probemos (a). Sea ǫ > 0, entonces existe un entero

positivo n0 tal que para todo n ≥ n0 se cumple que |an−a0| < ǫ
2 y |bn−b0| < ǫ

2 .

Luego por la desigualdad triangular tenemos que

|zn − z0| = |(an − a0)− (bn − b0)i| ≤ |an − a0|+ |bn − b0| <
ǫ

2
+

ǫ

2
= ǫ

siempre que n ≥ n0. Por lo tanto ĺım zn = z0.

Ejemplo 2.2.4. Veamos que la sucesión { in

n } converge a 0. Sea ǫ > 0 y elijamos

n0 >
1
ǫ . Luego,

∣∣∣∣
in

n
− 0

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
in

n

∣∣∣∣ =
1

n
<

1

n0
< ǫ si n > n0.

Entonces, ĺım in

n = 0.

Ejemplo 2.2.5. La sucesión de números complejos {in} es divergente. Esto es

intuitivamente claro dado que los posibles valores de in son cuatro 1, −1, i, −i
que se van alternando sucesivamente. Ahora, veamos una prueba formal de esto.

Supongamos que la sucesión {in} converge a z0 = a0+b0i. Esto implica que para

cualquier ǫ > 0 que elijamos, existe un entero positivo n0 tal que |in − z0| < ǫ
para todo n ≥ n0. Tomemos ǫ = 1

2 . Consideramos los dos únicos casos posibles

(i) a0 ≥ 0 y (ii) a0 < 0. Si a0 ≥ 0, entonces para cualquier entero positivo

n0, tomamos un n ≥ n0 tal que in = −1, lo cual siempre es posible ya que

i4k+2 = −1 para todo entero k. Luego, tenemos que

|in − z0| = | − 1− (a0 + b0i)| ≥ | − 1− a0| = |1 + a0| ≥ 1 >
1

2
.
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Ahora si a0 < 0, para cualquier entero positivo n0 elegimos un n ≥ n0 tal que

in = 1, lo cual siempre es posible ya que i4k = 1 para todo entero k. Luego,

tenemos que

|in − z0| = |1− (a0 + b0i)| ≥ |1− a0| ≥ 1 >
1

2
.

Entonces, la sucesión {in} no converge a z0 y dado que z0 fue elegido arbitraria-

mente, obtenemos que la sucesión {in} es divergente.

Es bien conocido que toda sucesión convergente de números reales tiene un único

lı́mite. Entonces, por la Proposición 2.2.3 podemos concluir que toda sucesión

convergente de números complejos tiene un único lı́mite.

Las siguientes propiedades no son difı́ciles de probar y se dejan como ejercicio

al lector. Para varias de ellas puede usar las propiedades correspondientes al caso

real de sucesiones y la Proposición 2.2.3.

Proposición 2.2.6. Sean {zn} y {wn} sucesiones de números complejos y z0, w0 ∈
C. Si ĺım zn = z0 y ĺımwn = w0, entonces:

(a) ĺım(zn + wn) = z0 + w0;

(b) ĺım(znwn) = z0w0;

(c) ĺım

(
zn
wn

)
=

z0
w0

, si w0 6= 0;

(d) ĺım zn = z0;

(e) ĺım |zn| = |z0|.

Ahora veremos que algunos de los resultados de la sección anterior se pueden

reformular en término de sucesiones.

Proposición 2.2.7. Sea A ⊂ C. El subconjunto A es cerrado si y solo si para cada

sucesión {zn} ⊂ A con z0 = lı́m zn se tiene que z0 ∈ A.

Proposición 2.2.8. Sean A ⊂ C y z0 ∈ C. Entonces, z0 es un punto de acumu-

lación de A si y solo si existe una sucesión {zn} de números complejos distintos

(zi 6= zj si i 6= j) perteneciente a A tal que lı́m zn = z0.

Sabemos del análisis real que R es completo. Es decir, que toda sucesión para la

cual sus términos están “muy próximos entre sı́” a medida que n crece, debe ser

convergente. Tales sucesiones con la propiedad anterior son llamadas sucesiones

de Cauchy . Ahora introducimos la definición formal de sucesión de Cauchy en el

contexto de números complejos.
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Definición 2.2.9. Una sucesión {zn} de números complejos es llamada una suce-

sión de Cauchy si para cada ǫ > 0, existe un entero positivo n0 tal que |zn−zm| <
ǫ para todo n, m ≥ n0.

En muchas ocasiones puede resultar difı́cil demostrar que una sucesión de núme-

ros complejos es convergente exhibiendo explı́citamente su lı́mite. Dado que en

muchas situaciones solo estamos interesados en saber si la sucesión con la que

trabajamos es convergente y no en el valor particular de su lı́mite, es importante

contar con algún otro método que nos permita determinar si una sucesión conver-

ge o no. Para ello, la noción de sucesión de Cauchy es de mucha utilidad.

Proposición 2.2.10. El espacio C es completo. Esto es, toda sucesión de Cauchy

de C es convergente.

Demostración. Sea {zn = an + bni} una sucesión de Cauchy en C. Se puede

probar de manera similar a la prueba de la Proposición 2.2.3 que {an} y {bn}
son sucesiones de Cauchy en R. Dado que R es completo, existen a0, b0 ∈ R
tales que an → a0 e bn → b0. Entonces, por la Proposición 2.2.3 tenemos que

zn → z0 = a0 + b0i. Por lo tanto, C es completo.

2.3. Funciones continuas

Sea A ⊂ C. Llamaremos función compleja (o simplemente función) a toda apli-

cación f : A → C tal que a cada z ∈ A le corresponde un único número com-

plejo f (z). Sea f : A → C una función compleja y sean z0 = x0 + y0i ∈ A y
w0 = u0 +v0i ∈ C. Si f (z0) = w0, entonces f (x0 +y0i) = u0 +v0i. Con lo cual
podemos observar que tanto u0 como v0 dependen de x0 e y0. Luego f puede ser

expresada en término de dos funciones reales en dos variables u(x, y) y v(x, y):

f (z) = u(x, y) + v(x, y)i.

Llamaremos a la función u(x, y) la parte real de la función f y a v(x, y) la parte

imaginaria de f . A menudo, para abreviar, denotaremos f = u + vi donde u =
u(x, y) y v = v(x, y).

Ejemplo 2.3.1. Sea f : C → C la función f(z) = z2. Si z = x + yi, entonces

z2 = (x − y) + 2xyi. Luego, f(z) = (x − y) + 2xyi y ası́ u(x, y) = x − y y

v(x, y) = 2xy.

Sean A ⊂ C, z ∈ A y supongamos que 0 /∈ A. Como z 6= 0, sabemos que

podemos expresar a z como z = reθi donde r = |z| y θ ∈ arg(z). Luego, las

funciones parte real e imaginaria de f = u+ vi dependen ahora de r y θ. Esto es,

para cada z ∈ A, f(z) = u(r, θ) + v(r, θ)i.
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u

v

b b

f

z0 w0

Figura 2.3: Función compleja f : A → C tal que f(z0) = w0.

Ejemplo 2.3.2. SeaC∗ = C\{0} y consideremos la función f : C∗ → C definida

por

f(z) = z +
1

z
.

Si z = reθi, entonces

f(z) = reθi +
1

reθi

= reθi +
1

r
e−θi

= r(cos(θ) + sen(θ)i) +
1

r
(cos(θ)− sen(θ)i)

=

(
r +

1

r

)
cos(θ) +

(
r − 1

r

)
sen(θ)i.

Luego, u(r, θ) =
(
r + 1

r

)
cos(θ) y v(r, θ) =

(
r − 1

r

)
sen(θ).

z→z0

Definición 2.3.3. Sean f : A → C una función definida sobre un subconjunto

A ⊂ C y z0 ∈ C. Diremos que la función f tiene lı́mite w0 cuando z tiende a z0,

y lo denotaremos por lı́m f(z) = w0, cuando para todo ǫ > 0, hay un δ > 0 tal

que para cada z ∈ A,

| f(z)− w0 |< ǫ siempre que 0 <| z − z0 |< ǫ.

La definición anterior de lı́mite de una función compleja tiene la misma idea in-

tuitiva que la noción de lı́mite en análisis real. El lı́mite de f , cuando existe, es

determinado por el comportamiento de f cuando z se aproxima a z0 en el anillo

A(z0, 0, δ). Además, podemos observar que el valor de f en z0 es irrelevante y

puede aún no estar definido si z0 ∈/ A.

Proposición 2.3.4. El lı́mite de una función f : A → C, si existe, es único.
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b

b

b

Figura 2.4: Representación gráfica del lı́mite.

Demostración. Supongamos hacia una contradicción que existen w0, w1 ∈ C ta-

les que ĺım
z→z0

f(z) = w0 y ĺım
z→z0

f(z) = w1 y que w0 6= w1. Sea ǫ = |w0−w1|
2 > 0.

Por definición existe un δ > 0 tal que |f (z) − w0| < ǫ y |f (z) − w1| < ǫ siempre

que 0 < |z − z0| < δ. Elijamos cualquier z ∈ A(z0, 0, δ). Entonces,

|w0−w1| = |w0−f (z)+f (z)−w1| ≤ |w0−f (z)|+|f (z)−w1| < ǫ+ǫ = 2ǫ = |w0−w1|,

lo cual es una contradicción.

El cálculo de lı́mites complejos (suma, producto, composición) y otras propie-

dades básicas pueden ser desarrolladas similarmente como en el caso real. Pero

debemos tener cuidado ya que aquellos resultados de R que dependen del orden

pueden no ser tan obvios.

Proposición 2.3.5. Sean f : A → C una función compleja y z0, w0 ∈ C. Supon-
gamos que f (z) = u(x, y) + v(x, y)i, z0 = x0 + y0i y w0 = u0 + v0i. Entonces,

las siguientes dos condiciones son equivalentes:

(a) ĺım
z→z0

f(z) = w0;

(b) ĺım
(x,y)→(x0,y0)

u(x, y) = u0 y ĺım
(x,y)→(x0,y0)

v(x, y) = v0.

Demostración. Recuerde que por simplicidad denotamos u = u(x, y) y v =
v(x, y). Asumamos primero que (a) es verdadera. Sea ǫ > 0, entonces, existe

un δ > 0 tal que |f(z)− w0| < ǫ siempre que 0 < |z − z0| < ǫ. Luego, tenemos

que |(u − u0) + (v − v0)i| < ǫ siempre que 0 < |(x − x0) + (y − y0)i| < ǫ
donde z = x + yi. Como |u − u0| ≤ |(u − u0) + (v − v0)i| y |v − v0| ≤
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|(u − u0) + (v − v0)i|, se sigue que |u − u0| < ǫ y |v − v0| < ǫ siempre que

0 <
√
(x− x0)2 + (y − y0)2 < δ. Por lo tanto, concluimos que

ĺım
(x,y)→(x0,y0)

u(x, y) = u0 y ĺım
(x,y)→(x0,y0)

v(x, y) = v0.

Ahora, recı́procamente, supongamos que (b) es verdadera. Sea ǫ > 0, entonces

existen δ1 > 0 y δ2 > 0 tales que

|u− u0| <
ǫ

2
siempre que 0 <

√
(x− x0)2 + (y − y0)2 < δ1

y

|v − v0| <
ǫ

2
siempre que 0 <

√
(x− x0)2 + (y − y0)2 < δ2.

Sea δ = mı́n{δ1, δ2}. Entonces,

|f(z)− w0| = |(u− u0) + (v − v0)i| ≤ |u− u0|+ |v − v0| <
ǫ

2
+

ǫ

2
= ǫ

siempre que 0 <
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 < δ. Por lo tanto, ĺım
z→z0

f(z) = w0.

La demostración de las siguientes propiedades son similares al caso real y, por 
lo tanto, se dejan al lector.

Proposición 2.3.6. Sean f, g : A → C funciones complejas y z0, w1, w2 ∈ C. Si

ĺım
z→z0

f(z) = w1 y ĺım
z→z0

g(z) = w2, entonces:

(a) ĺım
z→z0

(cf(z)) = cw1, para todo c ∈ C;

(b) ĺım
z→z0

(f(z) + g(z)) = w1 + w2;

(c) ĺım
z→z0

(f(z)g(z)) = w1w2;

(d) ĺım
z→z0

f(z)

g(z)
=

w1

w2
si w2 6= 0;

(e) ĺım
z→z0

|f(z)| = |w1|.

Ejemplo 2.3.7. Sean a0, a1, . . . , an, z0 ∈ C y consideremos el polinomio P (z) =
anz

n+an−1z
n−1+. . .+a1z+a0. Probaremos que ĺım

z→z0
P (z) = P (z0). Para ello,

notar primero que es directo chequear ĺım
z→z0

z = z0. Ahora probaremos que para

cada k ∈ N, ĺım
z→z0

zk = zk0 . Para este fin usaremos inducción. Ya hemos visto que

para k = 1 es válido. Supongamos que ĺım
z→z0

zk = zk0 . Ahora por la Proposición
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2.3.6 tenemos que ĺım
z→z0

zk+1 = ĺım
z→z0

(zkz) = zk0z0 = zk+1
0 . Por lo tanto, usando

nuevamente la Proposición 2.3.6, nos queda

ĺım
z→z0

P (z) = ĺım
z→z0

(anz
n + an−1z

n−1 + . . . + a1z + a0)

= anz
n
0 + an−1z

n−1
0 + . . . + a1z0 + a0 = P (z0).

Ejemplo 2.3.8. Sea f(z) = z4+z2−1
z−1 , ¿existe ĺım

z→1
f(z)? Notar que z4 + z2 − 2 =

(z2 − 1)(z2 + 2) = (z − 1)(z + 1)(z2 + 2). Entonces,

ĺım
z→1

z4 + z2 − 1

z + 1
= ĺım

z→1

(z − 1)(z + 1)(z2 + 2)

z + 1
= ĺım

z→1
(z − 1)(z2 + 2) = 0.

Ejemplo 2.3.9. Sea f(z) = z
z , ¿existe ĺım

z→0
f(z)? Por la definición de lı́mite y

dado que el lı́mite es único, tenemos que ĺım
z→0

f(z), si existe, tiene un único valor

para cualquier dirección o camino por el cual z se aproxima a 0. Supongamos

primero que z se aproxima a 0 por el eje real, esto es, z = x ∈ R. Entonces,

ĺım
z→0

f(z) = ĺım
x→0

f(x) = ĺım
x→0

x

x
= 1.

Ahora supongamos que z se aproxima a 0 por el eje imaginario, esto es, z = yi
con y ∈ R. Note que en este caso z → 0 es equivalente a y → 0. Entonces,

ĺım
z→0

f(z) = ĺım
y→0

f(yi) = ĺım
y→0

−yi

yi
= −1.

Luego, como ĺım
z→0

f(z) tiene dos valores diferentes, eligiendo dos caminos distin-

tos, tenemos que ĺım
z→0

f(z) no existe.

Definición 2.3.10. Sea f : A → C una función compleja. Se dice que f es conti-

nua en un punto z0 ∈ A si:

(a) ĺım
z→z0

f(z) existe y

(b) ĺım
z→z0

f(z) = f(z0).

De manera abreviada podemos decir que f es continua en z0 si ĺım
z→z0

f(z) =

f (z0). Diremos que f es continua en A si es continua en todos los puntos z0 ∈ A.

La siguiente proposición muestra el vinculo existente entre continuidad y sucesio-

nes, y resulta de utilidad a la hora de probar que una función es continua.

Proposición 2.3.11. Sea f : A → C. La función f es continua si y solo si para

cada sucesión convergente zn → z0 de puntos de A (esto es, zn ∈ A y z0 ∈ A),

tenemos que f (zn) → f (z0).
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Demostración. Asumamos primero que f es continua y sea zn → z0 una sucesión

convergente de puntos en A. Probemos que f(zn) → f(z0). Sea ǫ > 0. Como

ĺım
z→z0

f(z) = f(z0), existe un δ > 0 tal que

|f(z)− f(z0)| < ǫ siempre que 0 < |z − z0| < δ. (2.1)

Ahora, dado que zn → z0 y δ > 0, existe un entero positivo n0 tal que

|zn − z0| < δ siempre que n ≥ n0. (2.2)

Luego, si n ≥ n0 tenemos por (2.2) que |zn−z0| < δ y ası́ por (2.1) y dado que f
está definida en z0, se sigue que |f(zn)−f(z0)| < ǫ. Esto es, |f(zn)−f(z0)| < ǫ
siempre que n ≥ n0 y por lo tanto f(zn) → f(z0).
Recı́procamente, supongamos ahora que para cualquier sucesión convergente zn →
z0 de puntos en A, tenemos que f(zn) → f(z0). Probemos que f es continua en

z0. Esto es, probemos que ĺım
z→z0

f(z) = f(z0). Supongamos hacia una contradic-

ción que ĺım
z→z0

f(z) 6= f(z0). Entonces existe un ǫ > 0 tal que para todo δ > 0

existe un zδ ∈ A que cumple con 0 < |zδ − z0| < δ y |f(zδ) − f(z0)| ≥ ǫ.
Luego para cada 1

n con n ∈ N, sea zn ∈ A tal que 0 < |zn − z0| < 1
n y

|f(zn) − f(z0)| ≥ ǫ. Entonces, se puede probar que la sucesión {zn} converge a

z0 y la sucesión {f(zn)} no converge a f(z0), lo cual contradice la hipótesis.

La siguiente proposición presenta otras caracterizaciones útiles de continuidad en

término de conjuntos abiertos y cerrados.

Proposición 2.3.12. Sea f : C→ C una función compleja. Entonces, las siguien-

tes condiciones son equivalentes:

(a) f es continua;

(b) la imagen inversa de cada subconjunto cerrado es un cerrado;

(c) la imagen inversa de cada subconjunto abierto es un abierto.

Demostración. (a) ⇒ (b) Sea A ⊂ C cerrado. Para probar que f−1(A) es ce-

rrado vamos a utilizar la Proposición 2.2.7. Sea {zn} un sucesión convergente de

puntos en f−1(A) y sea z0 su lı́mite. Esto es, {zn} ⊂ f−1(A) y zn → z0. Como

f es continua, por la Proposición 2.3.11, tenemos que f(zn) → f(z0). Dado que

{zn} ⊂ f−1(A) obtenemos que {f(zn)} ⊂ A y por el hecho que A es cerrado

y f(zn) → f(z0) se sigue, por la Proposición 2.2.7, que f(z0) ∈ A. Entonces,

z0 ∈ f−1(A) y por lo tanto f−1(A) es cerrado.

(b) ⇒ (c) Sea A un abierto de C. Luego C \A es un cerrado de C. Entonces, por

(b), f−1(C \ A) es un cerrado. Observe que C \ f−1(A) = f−1(C \ A), con lo

cual C \ f−1(A) es un cerrado y ası́ f−1(A) es un abierto de C.
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(c) ⇒ (a) Sea z0 ∈ C. Probemos que f es continua en z0, esto es, vamos a probar

que ĺım
z→z0

f(z) = f(z0). Sea ǫ > 0. Como f(z0) ∈ D(f(z0), ǫ), tenemos que

z0 ∈ f−1 (D(f(z0), ǫ)) y por (c) sabemos que f−1 (D(f(z0), ǫ)) es un abierto.

Entonces, existe un δ > 0 tal que D(z0, δ) ⊆ f−1 (D(f(z0), ǫ)). Esto implica

directamente que

|f(z)− f(z0)| < ǫ siempre que 0 < |z − z0| < δ.

Luego, f es continua en z0 y por lo tanto f es continua en C.

En la proposición anterior la función f fue considerada definida en todo el plano

complejo C. En el caso de una función f : A → C definida sobre un subconjunto

de C, un resultado análogo (véase la proposición siguiente) puede ser enunciado

y su prueba es similar a la anterior, considerando la topologı́a de C relativa a A.

Proposición 2.3.13. Sean A ⊂ C y f : A → C una función compleja. Entonces,

las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) f es continua en A;

(b) para cada cerrado B de C, existe un cerrado U de C tal que f−1(B) = A∩U ;

(c) para cada abierto B de C, existe un abierto U de C tal que f−1(B) = A∩U ;

2.4. Conjuntos conexos

En la definición de conjunto abierto, cuando decimos que A ⊂ C es abierto se

sobreentiende que A es abierto en C. En el estudio de la conexidad de conjuntos

que haremos en esta sección, es necesario definir lo que significa que un conjunto

B sea abierto en otro A que lo contenga. Para ello, damos la siguiente definición.

Definición 2.4.1. Sea A ⊂ C. El conjunto B ⊂ A es llamado abierto de A si para

cada z ∈ B existe un r > 0 tal que D(z, r) ∩ A ⊂ B. El conjunto B ⊂ A es

llamado cerrado de A si A \B es un abierto de A.

Observación 2.4.2. Sean B ⊂ A ⊂ C.

(a) Es fácil ver que si U es un abierto de A, entonces U ∩B es un abierto de B.

(b) Recı́procamente, si U es un abierto de B, existe un conjunto V abierto de

A tal que U = V ∩ B. En efecto, por hipótesis para cada z ∈ U , existe

rz > 0 tal que D(z, rz) ∩ B ⊂ U . Puesto que D(z, rz) ∩ A son abiertos de

A, entonces claramente sigue que V :=
⋃

z∈U D(z, rz) ∩ A es un abierto en

A satisfaciendo U = V ∩B.
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(c) Si U es un cerrado de B, existe un conjunto V cerrado de A tal que U =
V ∩ B. En efecto, por (b) existe un abierto O de A tal que B \ U = O ∩ B.

Luego, A \U = (B \U) ∪ (A \B) = (O ∩B)∪ (A \B) = O ∪ (A \B), y

por lo tanto U = (A\O)∩B. Tomando V := (A\O), concluimos la prueba.

Ejemplo 2.4.3. El conjunto {x + yi : x, y ∈ Q, 0 < x, y < 1} es abierto en

{x+ yi : x, y ∈ Q}, pero no en C.

La idea intuitiva de lo que es un conjunto conexo es que está formado por una sola

pieza. Por ejemplo si consideramos R con su topologı́a usual, los únicos conjuntos

conexos son los intervalos y ası́ por ejemplo el conjunto A := (−1, 0) ∪ (1, 2) no

es conexo en R.

Definición 2.4.4. Sea A ⊂ C. El conjunto A es llamado conexo en C si la única

manera de escribir a A como la unión disjunta de dos conjuntos abiertos de A es

la trivial, esto es, A = A ∪ ∅.

Ejemplo 2.4.5. (a) Si A := {z} para z ∈ C, entonces A es conexo.

(b) Si A := {z ∈ C; |z − i| < 1 ó |z + i| < 1}, entonces A no es conexo.

Ejemplos de conjuntos conexos Ejemplos de conjuntos no conexos

David E. FERREYRA · Luciano J. GONZÁLEZ · Fabián E. LEVIS

Figura 2.5: Ejemplo de conjuntos conexos y no conexos.

A continuación, veremos algunas propiedades y caracterizaciones de la noción de

conexidad que serán de mucha utilidad a la hora de determinar si ciertos conjuntos

son o no conexos. Comenzamos con la siguiente proposición.

Proposición 2.4.6. Sea A ⊂ C. El conjunto A es conexo si y solo si los úni-

cos subconjuntos de A que son simultáneamente abiertos y cerrados en A son el

mismo A y ∅.
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Demostración. Sea B ⊂ A un abierto y cerrado de A y supongamos B 6= ∅.

Veamos que B = A. Si B 6= A, entonces A \B es no vacio y un abierto de A ya

que B es un cerrado de A. Pero B ∩ (A \ B) = ∅ y B ∪ (A \ B) = A, lo que

contradice la hipótesis. Luego B = A.

Recı́procamente, supongamos que A no es conexo. Entonces existen U y V , con-

juntos abiertos de A, no vacı́os tales que U ∩ V = ∅ y A = U ∪ V . Como

A \ U = V , V es un cerrado de A y además V 6= A. Luego V es un abierto y

cerrado de A tal que ∅  V  A, lo que contradice la hipótesis.

Para la siguiente proposición necesitamos primero fijar el siguiente concepto.

Definición 2.4.7. Dos subconjuntos U y V de C son llamados separados si U ∩
V = ∅ y U ∩ V = ∅.

Proposición 2.4.8. Sea A ⊂ C. El conjunto A es conexo si y solo si no es la

unión de dos conjuntos no vacı́os separados.

Demostración. Supongamos primero que A es un conjunto conexo. Entonces sa-

bemos por la Proposición 2.4.6 que los únicos subconjuntos de A que son si-

multáneamente abiertos y cerrados de A son el mismo A y ∅. Supongamos que

existen U y V no vacı́os separados tal que A = U ∪ V . Como U y V son separa-

dos, tenemos que U ∩ V = ∅ y U ∩ V = ∅. Ahora, teniendo en cuenta que A es

la unión de U y V obtenemos que

V = (U ∩ V ) ∪ V = A ∩ V y U = (U ∩ V ) ∪ U = V ∩ A.

Entonces, U y V son conjuntos cerrados de A y dado que U = A\V y V = A\U ,

tenemos también que U y V son abiertos de A. Luego, U y V son abiertos y ce-

rrados de A, no vacı́os, y distintos de A, lo que contradice que A es conexo.

Recı́procamente, asumimos que A no es la unión de dos conjuntos no vacı́os se-

parados y supongamos que A no es conexo. Entonces existe un conjunto U , no

vacı́o, abierto y cerrado de A tal que U 6= A. Sea V := A \ U , ası́ V también

es un abierto y cerrado de A. Como U ⊂ A y por la Proposición 2.1.8 U ⊂ U ,

entonces U ⊂ U∩A. Por otra parte, U ∩A ⊂ U . En efecto, si z ∈ U ∩A y z ∈/ U ,

z ∈ V . Puesto que V es un abierto de A, existe r > 0 tal que D(z, r) ∩ A ⊂ V .

Pero z ∈ U , entonces la Proposición 2.1.6 implica que D(z, r) ∩ U 6= ∅. Sea

w ∈ D(z, r) ∩ U . Como U es abierto en A, existe s > 0, suficientemente pe-

queño, tal que D(w, s) ∩A ⊂ U y D(w, s) ⊂ D(z, r). Por ende U ∩ V 6= ∅, una

contradicción. Luego, U = U ∩ A. Similarmente, V = V ∩ A. Entonces, dado

que U y V son disjuntos, U ∩ V = ∅ y U ∩ V = ∅. Por lo tanto, A es la unión de

dos subconjuntos no vacı́os separados, lo que contradice la hipótesis.

Proposición 2.4.9. Si A y B son dos conjuntos conexos de C que no son separa-

dos, entonces A ∪B es conexo.



Capı́ tulo 2. Topologı́a en el Plano Complejo

A = f−1(f(A)) ∩ A = f−1(U ∪ V ) ∩ S

= (f−1(U) ∪ f−1(V )) ∩ A = (f−1(U) ∩ A) ∪ (f−1(V ) ∩ A)

⊂ (f−1(R) ∩ A) ∪ (f−1(S) ∩ A) = O ∪B ⊂ A

y O ∩B ⊂ f−1(U ∩ V ) = ∅, entonces A no es conexo, una contradicción.

2.5. Conjuntos arco-conexos

Ahora introduciremos una noción más fuerte que la noción de conexidad. Para

ello necesitamos primero introducir la siguiente definición.

Definición 2.5.1. Sean z, w ∈ C. Un camino (o trayectoria) de z a w es una

función continua γ que une los dos puntos z y w. En otras palabras, un camino de

z a w es una función continua γ : [0, 1] → C tal que γ(0) = z y γ(1) = w.

Definición 2.5.2. Sea A ⊂ C. El conjunto A es llamado arco-conexo (o conexo

por caminos) si para cada par de complejos z, w ∈ A existe un camino de z a w
en A.
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Demostración. Supongamos que A ∪ B no es conexo. Por la Proposición 2.4.8,

existen dos conjuntos no vacı́os separados U, V de C tal que A∪B = U ∪V . Por

hipótesis A∩B 6= ∅ o A∩B 6= ∅. Sin pérdida de la generalidad, supongamos que

A∩B 6= ∅. Entonces A = A∩(A∪B) = A∩(U∪V ) = (A∩U)∪(A∩V ). Como

A∩U ∩A ∩ V ⊂ A∩U ∩A∩V ⊂ U ∩V = ∅ y similarmente A ∩ U ∩A∩V =
∅, entonces A es la unión de dos conjuntos no vacı́os separados. Por ende, la

Proposición 2.4.8 implica que A no es conexo y esto contradice la hipótesis.

Definidos los conjuntos conexos, una importante definición es la siguiente.

Definición 2.4.10. Sea A ⊂ C. Llamaremos a A región si A es abierto y conexo.

De esta manera, R, el plano, un intervalo abierto en R, y un disco abierto en

el plano son regiones. De hecho, las regiones pueden ser consideradas como las

equivalentes multidimensionales de los intervalos abiertos en R.

Teorema 2.4.11 (Bolzano). Sean A ⊂ C y f : C → C una función continua. Si

A es conexo, entonces f(A) es conexo.

Demostración. Supongamos que f(A) no es un conexo en C, entonces existen

U, V abiertos no vacı́os de f(A) tales que U ∩ V = ∅ y f(A) = U ∪ V . Por

la Observación 2.4.2, existen R,S abiertos de C tales que U = R ∩ f(A) y

V = S ∩ f(A). Definimos O = f−1(R) ∩ A y B = f−1(S) ∩ A. Como f es

continua, O y B son abiertos de A. Además O y B son no vacı́os pues U y V no

lo son. Puesto que



Ejemplo 2.5.3. (a) Si A := {z} ∪ {0} para z ∈ C \ {0}, entoncesA no es arco-

conexo.

(b) Si A := {z ∈ C; |z− i| < 1 ó |z+ i| < 1}∪{0}, entonces A es arco-conexo.

Proposición 2.5.4. Todo conjunto arco-conexo A de C es conexo.

Demostración. Supongamos que A = U ∪ V con U y V abiertos de A no vacı́os.

Por hipótesis, existe un camino γ : [0, 1] → A tal que γ(0) ∈ U y γ(1) ∈ V .

Como [0, 1] es conexo, por el Teorema de Bolzano 2.4.11 también lo es γ([0, 1]),
y por lo tanto U ∩ γ([0, 1]) y V ∩ γ([0, 1]) son abiertos no vacı́os de γ([0, 1]) que

no pueden ser disjuntos. Ası́ pues, U y V no pueden ser disjuntos, de donde A es

conexo.

El recı́proco de la proposición anterior no es verdad como lo muestra el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 2.5.5. Consideremos los siguientes conjuntos de C:

B :=

[
1

2
, 1

]
y A := {z = x+ yi ∈ C : 0 ≤ x ≤ 1, y =

x

n
, n ∈ N}.

Observe la Figura 2.6. Los conjuntos A y B son arco-conexos, ası́ ellos son tam-

bién conexos. Ahora notemos que A y B no son separados ya que cada punto

z ∈ B es un punto de acumulación de A, esto es, A ∩ B 6= ∅. Entonces, por la

Proposición 2.4.9, A ∪ B es conexo. Observemos de la Figura 2.6 que para ca-

da z ∈ A y w ∈ B, no existe un camino de z a w. Por lo tanto, A ∪ B no es

arco-conexo.

1
4

1
2

3
4 1

1
4

1
2

3
4

1

Figura 2.6: Conjunto conexo pero no arco-conexo.

Si bien las nociones de conexo y arco-conexo no son equivalentes en general,

veremos en la siguiente proposición que para ciertos conjuntos ambas nociones

coinciden.
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Proposición 2.5.6. Sea A ⊂ C un conjunto abierto no vacı́o. Entonces, A es
conexo si solo si A es arco-conexo.

Demostración. Por la Proposición 2.5.4 solo debemos ver si A es un abierto y
conexo de C, entonces es arco-conexo. Sea z ∈ A y llamemos

Az := {w ∈ A : existe un camino de z a w en A}.

Nuestra intención es probar que Az = A, para lo que será suficiente con ver que 
Az 6= ∅ y Az es un conjunto abierto y cerrado de A. Veamos que Az es un abierto

de A. Sea w ∈ Az y consideremos el camino γ : [0, 1] → A con γ(0) = z y γ(1) =
w. Tomemos r > 0 tal que D(w, r) ⊂ A, y comprobemos que D(w, r) ⊂ Az . En

efecto, si v ∈ D(w, r) sea β : [0, 1] → D(w, r) tal que β(t) = (1 − t)w + tv.

Observar que la función β ∗ γ : [0, 1] → A definida por

β ∗ γ(t) =
{

γ(2t) si 0 ≤ t ≤ 1
2

β(2t− 1) si 1
2 ≤ s ≤ 1

es un camino de z a v en A. Esto prueba que D(w, r) ⊂ Az , y como w ∈ Az

es un punto arbitrario, Az es un abierto de C. Ahora, como Az ⊂ A, entonces

Az es un abierto de A. Veamos ahora que Az es un cerrado de A. Tomemos un

punto arbitrario w ∈ Az ∩ A y consideremos al igual que antes el disco abierto

D(w, r) ⊂ A. Como w ∈ Az , necesariamente D(w, r) ∩ Az 6= ∅. Tomemos

un punto v ∈ D(w, r) ∩ Az y un camino γ : [0, 1] → A tal que γ(0) = z y

γ(1) = v, que existe pues v ∈ Az . Consideremos β : [0, 1] → D(w, r) tal que

β(t) = (1− t)v + tw. Razonando como antes, β ∗ γ es un camino de z a w en A
y por tanto, que w ∈ Az . Ası́, Az ∩ A ⊂ Az y en consecuencia, Az ∩ A = Az .

Luego, por la Observación 2.4.2 (c), Az es un cerrado de A. En definitiva, Az = A
para cualquier punto z ∈ A, por lo que A es arco-conexo.

Corolario 2.5.7. Sea A ⊂ C. Si A es una región, entonces A es arco-conexo.

2.6. Conjuntos compactos

Una propiedad importante de los intervalos cerrados en la recta es que permite

demostrar que las funciones continuas alcanzan un máximo y un mı́nimo sobre

ellos. Este tipo de propiedad lleva a la noción de compacidad que se introduce a

continuación. Veremos más abajo que los subconjuntos compactos de C resultan

ser los subconjuntos cerrados y acotados.

Definición 2.6.1. Sea A ⊂ C. Una familia U := {Uλ}λ∈J de conjuntos abiertos

de C es un cubrimiento por abiertos de A si A ⊂ ⋃
λ∈J Uλ. Se dice que un

cubrimiento por abiertos U tiene un subcubrimiento finito si existe un subconjunto

finito {Uλj
}nj=1 tal que A ⊂ ⋃n

j=1Uλj
.
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Definición 2.6.2. Sea A ⊂ C. Diremos que A es un conjunto compacto si todo

cubrimiento por abiertos U de A, tiene un subcubrimiento finito.

Ejemplo 2.6.3. (a) Si A := {z} para z ∈ C, entonces A es compacto.

(b) Si A := R, entonces A no es compacto.

(c) Si A := [a, b]× [c, d], entonces A es compacto.

Antes de tratar la caracterización mas importante de compacidad, damos una de-

finición y una proposición auxiliar.
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Definición 2.6.4. Sea A ⊂ C. Decimos que A es acotado si existen z ∈ C y

r > 0 tal que A ⊂ D(z, r).

Proposición 2.6.5. Sean A ⊂ C un conjunto compacto y z ∈/ A. Entonces existen

U, V abiertos disjuntos de C tales que z ∈ U y A ⊂ V .

Demostración. Para cada w ∈ A, sea rw = 1
4 |w − z|, entonces D(z, rw) ∩

D(w, rw) = ∅. Como {D(w, rw)}w S
n
es un cubrimiento por abier⋂tos de A, exis-

ten w1, .⋃. . , wn ∈ A tales que A ⊂
∈⋃

j=1D(wj , rwj
). Sean U = j

n
=1D(z, rwj

)
y V = j

n
=1D(wj , rwj

). Es claro que U, V son abiertos de C, z ∈ U y A ⊂ V .

Además, si v ∈ U ∩ V , entonces existe 1 ≤ l ≤ n tal que v ∈ D(z, rwl
) ∩

D(wl, rwl
), lo cual es imposible. Luego U ∩ V = ∅ y se completa la prueba.

Tenemos ahora el siguiente resultado de caracterización.

Proposición 2.6.6. Sea A ⊂ C. Entonces A es compacto si y solo si A es cerrado

y acotado.

Demostración. Veamos que C \ A es abierto, y en consecuencia A es cerrado.

Sea z ∈ C \ A, por la Proposición 2.6.5, existen U, V abiertos disjuntos de C

tales que z ∈ U y A ⊂ V . Entonces U ∩ A = ∅ y por lo tanto z ∈ U ⊂ C \ A.

Luego, C \ A es abierto. Mostremos ahora que A es acotado. Sea z ∈ A y U :=
{D(z, n)}n∈N. Como U es un cubrimie por abiertos de A y A es compacto,

existen n1, . . . , nk ∈ N tales que A ⊂
n⋃tok

j=1D(z, nj). Sea r = máx{nj : 1 ≤
j ≤ k}, entonces A ⊂ D(z, r) y por ende A es acotado.

Recı́procamente, supongamos que A es cerrado y acotado. Como A es acotado,

existen z ∈ C y r > 0 tal que A ⊂ D(z, r), y ası́ A ⊂ [Re(z) − r,Re(z) +
r]× [Im(z) − r, Im(z) + r] =: V . Sea ahora U := {Uα}λ∈J un cubrimiento por

abiertos de A. Como A es cerrado, C \A es abierto, y por ende U ∪{C \A} es un

cubrimiento por abiertos de V . Como por el Ejemplo 2.6.3 (c), V es un conjunto

compacto, tiene un su
k
bcubrimiento finito, es decir,

k
existen λ1, . . . , λk ∈ J tales⋃

j=1 Uλj
. En particular, A ⊂ ⋃j=1 Uλj

, y por ende A resultaque V ⊂ (C \A)∪
compacto.



Ejemplo 2.6.7. (a) Para z ∈ C y r > 0, los discos cerrados D(z, r) son compac-

tos, pues son conjuntos cerrados y acotados.

(b) Los discos abiertos D(z, r) no son compactos por no ser cerrados.

La siguiente proposición es una muy buena herramienta para generar conjuntos

compactos.

Proposición 2.6.8. Sea A ⊂ C un conjunto compacto. Si B ⊂ A es cerrado,

entonces B es compacto.

Demostración. Sea U := {Uα}λ∈J un cubrimiento por abiertos de B. Notar que

A\B = A∩(C\B) yC\B es abierto, entonces A\B es un abierto de A. Luego,

por la Observación 2.4.2 (b), existe un abierto V tal que A \ B = V ∩ A. Como

U ∪ {V } es un cubrimiento por abiertos de A, por hipótesis, existen λ1, . . . , λk ∈
J tales que A ⊂ V ∪⋃k

j=1 Uλj
. En consecuencia, B ⊂ ⋃k

j=1 Uλj
y por ende B

es compacto.
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Proposición 2.6.9. Sean A ⊂ C y {zn} ⊂ A. Si A es compacto, entonces {zn} ⊂
A tiene al menos un punto de acumulación en A.

Demostración. Supongamos que la sucesión {zn} ⊂ A no tiene un punto de acu-

mulación en A. Entonces para cada z ∈ A existe rz > 0 tal que zn ∈ D(z, rz)
solo para finitos valores de n. Como U := {D(z, rz)}z∈A es un cubrimiento por

abiertos de A y A es compacto, entonces U ene un( subcub)rimiento finito, es de-⋃ti
k
j=1Dcir, existen w1, . . . , wk ∈ C tales que A ⊂ wj, rzj =: V . Pero entonces

zn ∈ V solo para finitos valores de n. Luego, si m es mayor que cualquiera de

esos valores, zm ∈/ V , pero como A ⊂ V se obtiene una contradicción, lo que

prueba que la sucesión necesariamente tiene al menos, un punto de acumulación

en A.

Observación 2.6.10. La proposición anterior, asegura la existencia de puntos de

acumulación para sucesiones en conjuntos compactos y, por lo tanto, la existencia

de subsucesiones convergentes. Es importante notar que, sin embargo, la sucesión

dada puede no ser convergente. Por ejemplo, si tomamos zn = (−1)n, n ∈ N.

Las siguientes tres proposiciones dan propiedades muy útiles que tienen las fun-

ciones continuas sobre conjuntos compactos.

Proposición 2.6.11. Sean A ⊂ C y f : C → C una función continua. Si A es

compacto, entonces f(A) es compacto.

n⋃. i⋃mDemostració Sea U := {Uλ}λ∈J un cubr iento
−
p
1
or abiertos de f(A). Enton-

λ∈Jces f(A) ⊂ λ J Uλ, y por lo tanto A ⊂ f (Uλ). Como f es continua,

para cada λ ∈ J ,
∈
f−1(Uλ) es un abierto de C y por ende V := {f−1(Uλ)}λ∈J es



un cubrimiento por abiertos de A. Como A es compacto, existen λ1, . . . , λk ∈ J
tales que A ⊂ ⋃k

j=1 f
−1(Uλj

). En consecuencia, f(A) ⊂ ⋃k
j=1 Uλj

y ası́ f(A)
es compacto.

Definición 2.6.12. Sean f : A → C una función compleja y A ⊂ C. Se dice que

f es uniformemente continua en A cuando para todo ǫ > 0, hay un δ > 0 tal que

para cada z, w ∈ A,

| f(z)− f(w) |< ǫ siempre que 0 <| z − w |< ǫ.

Proposición 2.6.13. Sean A ⊂ C y f : C → C una función continua. Si A es

compacto, entonces f es uniformemente continua en A.

Demostración. Como f es una función continua, para todo ǫ > 0 y para to-

do z ∈ C, existe δz,ǫ > 0 tal que f (D(z, δz,ǫ)) ⊂ D
(
f(z), ǫ

2

)
. Ya que U :={

D
(
z,

δz,ǫ
2

)}

z∈C
es un cubrimiento por abiertos de A y A es compacto, existen

⋃k
j=1D

(
δzj ,ǫ

2

)

Sea δ : = δ(ǫ) = mı́n
{

δzj,ǫ : 1 ≤ j ≤ k
}

.

Consideremos z, w ∈ A tal que |z − w| < δ y veamos que |f(z) − f(w)| < ǫ.

Como z ∈ A, existe zl, 1 ≤ l ≤ k, tal que z ∈ D
(
zl,

δzl,ǫ
2

)
. Luego, f(z) ∈

D
(
f(zl),

ǫ
2

)
. Ahora |w − zl| ≤ |w − z| + |z − zl| < δ +

δzl,ǫ
2 < δzl,ǫ, entonces

w ∈ D(zl, δzl,ǫ), y por lo tanto f(w) ∈ D
(
f(zl),

ǫ
2

)
. Finalmente, conseguimos

que |f(z)− f(w)| ≤ |f(z)− f(zl)|+ |f(zl)− f(w)| < ǫ
2 +

ǫ
2 = ǫ.

Proposición 2.6.14. Sean A ⊂ C y f : C → C una función continua tal que

f(A) ⊂ R. Si A es compacto, entonces existen z1, z2 ∈ A tales que f(z1) =
mı́n
z∈A

f(z) y f(z2) = máx
z∈A

f(z).

Demostración. Por las Proposiciones 2.6.6 y 2.6.11, f(A) es cerrado y acotado.

Como f(A) ⊂ R es acotado, existen a, b ∈ R tal que a ≤ f(z) ≤ b, para todo

z ∈ A. Sean m = ı́nf
z∈A

f(z) y M = sup
z∈A

f(z). Claramente, D(m, r) ∩ f(A) 6= ∅
y D(M, r) ∩ f (A) 6= ∅, para todo r > 0. Luego, la Proposición 2.1.6 implica que

m, M ∈ f (A). Dado que f (A) es cerrado, m, M ∈ f (A), y por lo tanto existen

z1, z2 ∈ A tales que f (z1) = m y f (z2) = M . Esto completa la prueba.

Ejercicios propuestos

Ejercicio 2.1. Probar que el conjunto {z : Re(z) > 0} es abierto en C.
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Ejercicio 2.3. Probar que el complemento de un conjunto finito de puntos en C es

un conjunto abierto en C.

Ejercicio 2.4. Decidir cuáles de los siguientes subconjuntos A de C son abiertos

(o no) y cuáles son cerrados (o no).

(a) A := {z : 0 < |z| ≤ 1}; (b) A := {z : |z| < 1};

(c) A := {z : 1 ≤ Re(z) ≤ 2};        (d)  A := {z : −1 < Re(z) ≤ 2};

(e) A := {z : Im(z) > 2}; (f) A : = {z :  zn = 1 para algún entero n ≥ 1}.

Ejercicio 2.5. Estudiar la continuidad en z = i de la función f definida por

f(z) =

{
z2+1
z−i si z 6= i

3i si z = i
.

Ejercicio 2.6. Demostrar que las siguientes funciones son continuas en C.

(a) f(z) = z; (b) f(z) = |z|; (c) f(z) = |z|5z2.
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Ejercicio 2.7. Demostrar que si f : C→ C es continua en w ∈ C con f(w) 6= 0,
entonces existe un entorno de w sobre el cual f 6= 0.

Ejercicio 2.8. Probar que si z0 y w0 son puntos en C, entonces se cumple que

(a) lı́m
z→z0

f(z) = ∞ si y solo si
z
lı́m

z→ 0

1
f(z) = 0;

(b) f(z) = w0 si y solo si lı́m
z→0

f
(
1
z

)
= w0;

(c)

lı́m
|z|→∞

lı́m
|z|→∞

f(z) = ∞ si y solo si lı́m
z→0

1
f(1/z) = 0.

Ejercicio 2.9. Mostrar que si |z| > 1 entonces lı́m
n→∞

zn

n = ∞.

Ejercicio 2.10. Mostrar que si |z| < 1 entonces lı́m
n→∞

zn = 0.

Ejercicio 2.11. Para |z| 6= 1, probar que la siguiente función está bien definida.

n→∞
zn

n

− 1

z + 1
f(z) = lı́m .

¿Es posible definir f para |z| = 1 de tal manera que f sea continua en C?



Ejercicio 2.12. Sea

f(z) = ĺım
n→∞

zn

1 + zn
.

(a) ¿Cuál es el dominio de definición de f?

(b) Dar explı́citamente los valores de f(z) para algunos puntos del cı́rculo unita-

rio.

(b) A := [0, 1) ∪ {1 + 1
n : n ≥ 1};

(c) A := {z : |Re(z)| ≤ 1};

(d) A := {z : |Re(z)| ≥ 1};

(e) A := {z : |z| ≤ 5, |Im(z)| ≥ 1}.

Ejercicio 2.16. Si A ∈ C y f : C→ C, mostrar que C \ f−1(A) = f−1(C \ A).

Ejercicio 2.17. Sea A1 ⊃ A2 ⊃ . . . ⊃ An ⊃ . . . una sucesión de conjuntos

compactos no vacı́os en C con la propiedad que

diam(An) → 0, cuando n → ∞.

Mostrar que existe un único punto w ∈ C tal que w ∈ An para todo n.

Ejercicio 2.18. Mostrar que la unión de un número finito de conjuntos compactos

en C, es compacta.

Ejercicio 2.19. Estudiar compacidad de los siguientes conjuntos.

(a) A := {z : 1 ≤ |z| ≤ 3};

(b) A := {z : |z| ≤ 3, |Re(z)| ≥ 1};

(c) A := {z : |Re(z)| ≤ 1};

(d) A := {z : |Re(z)| ≥ 1};
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Ejercicio 2.13. Sean zn, z puntos en C y d la métrica sobre C∞. Mostrar que

|zn − z| → 0 si y solo si d(zn, z) → 0. Además, probar que si |zn| → ∞,
entonces {zn} es una sucesión de Cauchy en C∞. ¿Es convergente {zn} en C∞?

Ejercicio 2.14. Supongamos que {zn} es una sucesión de Cauchy en C tal que

tiene una subsucesión {znk
} convergente. Demostrar que {zn} es convergente.

Ejercicio 2.15. Cuáles de los siguientes subconjuntos A de C son conexos.

(a) A := {z : |z| ≤ 1} ∪ {z : |z − 2| < 1};



(e) A := {z : |z| ≤ 5, |Im(z)| ≥ 1}.

Ejercicio 2.20. Mostrar que f(z) = z2 es uniformemente continua en D(0, 1).
¿Vale lo mismo para f(z) = 1

z ?

Ejercicio 2.21. Supongamos que f : A ⊂ C → C es uniformemente continua.

Mostrar que si {zn} ⊂ A es una sucesión de Cauchy entonces {f(zn)} también

lo es. ¿Vale la misma afirmación si f es solamente continua en A?
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∞∑
n=0

Capı́tulo 3

Series de Potencias

En este capı́tulo vamos a dar la definición y propiedades básicas de una serie de

potencias. Una vez que hemos desarrollado algunas herramientas esenciales sobre

la serie de potencias, estaremos listos para conectarlas a los capı́tulos anteriores.

Antes de hacer esto, es necesario dar algunos hechos elementales sobre series

infinitas en C que tienen una gran analogı́a a series infinitas en R las cuales deben

ser bien conocidas para el lector.

3.1. Series

Sea {zn}n≥0 una sucesión de números complejos, una serie es una expresión

formal zn. La N -ésima suma parcial de la serie es definida como

SN :=

N∑

n=0

zn = z0 + z1 + · · · + zN .

Definición 3.1.1. Se dice que la serie
∞∑
n=0

zn es convergente si la sucesión de

sumas parciales {SN}N≥0 es convergente, o sea si existe un número complejo S
(la suma de la serie) tal que para todo ǫ > 0 existe N0 ∈ N tal que

|S − SN | < ǫ, para todo N ≥ N0.

En tal caso se escribe S =
∞∑
n=0

zn. Si la serie no es convergente, se dice divergente.

Definición 3.1.2. Se dice que la serie
∞∑
n=0

zn es absolutamente convergente si la

serie
∞∑
n=0

|zn| es convergente.
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Puesto que |zN | = |SN − SN−1| ≤ |S − SN |+ |S − SN−1|, para todo N ≥ 1, si

una serie
∞∑
n=0

zn es convergente, entonces ĺım
n→∞

zn = 0, lo que provee un criterio

necesario para la convergencia. Pero esto no alcanza como es conocido del análisis

real.

Un criterio necesario y suficiente para la convergencia de una serie es el llamado

Criterio de Cauchy cuya demostración es idéntica que en el caso real.

Proposición 3.1.3 (Criterio de Cauchy). La serie
∞∑
n=0

si para todo ǫ > 0 existe N0 ∈ N tal que para todo par de números naturales N y

M con M > N ≥ N0 se tiene

∣∣∣∣∣

M∑

n=N+1

zn

∣∣∣∣∣ < ǫ.

A continuación mostramos que la convergencia absoluta es más fuerte que la con-

vergencia.

Proposición 3.1.4. Si la serie
∞∑
n=0

zn es absolutamente convergente entonces la

serie es convergente.

Demostración. De la convergencia absoluta se desprende que para todo ǫ > 0
existe un N0 ∈ N tal que

∞∑

n=N0+1

|zn| < ǫ.

Si M > N ≥ N0 entonces, por la desigualdad triangular,

∣∣∣∣∣

M∑

n=N+1

zn

∣∣∣∣∣ ≤
M∑

n=N+1

|zn| < ǫ,

con lo que la serie es convergente por el criterio de Cauchy.

Definición 3.1.5. Se dice que la serie
∞∑
n=0

zn es condicionalmente convergente si

la serie
∞∑
n=0

zn es convergente y la serie
∞∑
n=0

|zn| es divergente.

En lo que sigue queremos estudiar series donde los sumandos son funciones de

una variable compleja, o sea series de la forma

∞∑

n=0

fn ,
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zn es convergente si y solo



donde fn es una función a valores complejos de una variable compleja en algún 
subconjunto de C. Para ello será crucial las nociones de convergencia puntual y
de convergencia uniforme.

Definición 3.1.6. Sea A ⊂ C. Una sucesión {fn}n≥0 de funciones a valores com-

plejos definidas en A se dice que converge puntualmente en A si para todo z ∈ A,

la sucesión {fn(z)}n≥0 es convergente. El lı́mite, al que notamos por f (z), define
una nueva función f sobre A.

Una serie de funciones
∞∑
n=0

fn se dice que converge puntualmente en A si la co-

rrespondiente sucesión de sumas parciales FN =
N∑

n=0
fn converge puntualmente

en A.

Definición 3.1.7. Sea A ⊂ C. Una sucesión {fn}n≥0 de funciones a valores

complejos definidas en A se dice que converge uniformemente en A a una función

f si para todo ǫ > 0 existe n0 ∈ N tal que para n ≥ n0,

|f(z)− fn(z)| < ǫ, para todo z ∈ A.

Una serie
∞∑
n=0

fn se dice que converge uniformemente en A a una función f si

la correspondiente sucesión de sumas parciales FN =
N∑

n=0
fn converge uniforme-

mente en A a f .

El siguiente criterio, llamado M-test, es útil para establecer convergencia unifor-

me.

Proposición 3.1.8 (M-test). Sean
∞∑
n=0

tn una serie convergente de números reales

∑

por el Criterio de Cauchy, dado ǫ > 0 existe N1 ∈ N tal que
M∑

n=N+1
tn < ǫ, para

∣∣∣∣∣

M∑

n=N+1

fn(z)

∣∣∣∣∣ ≤
M∑

n=N+1

|fn(z)| ≤
M∑

n=N+1

tn < ǫ,
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∞

∞

M > N ≥ N1. Luego, para todo z ∈ A y para M > N ≥ máx{n0, N1} se tiene

no negativos (o sea: tn ≥ 0), A ⊂ C y {fn}n≥0 una sucesión de funciones a

valores complejos definidas en A. Si existe n0 ∈ N tal que |fn(
∞
z)| ≤ tn, para

todo z ∈ A y para todo n ∈ N con n ≥ n0, entonces la serie
n=0

fn converge

absoluta y uniformemente en A.

Demostración. Por hipótesis existe n0 ∈ N, tal que |f
∞
n(z)| ≤ tn, para todo z ∈ A

y para todo n ∈ N con n ≥ n0. Ya que la serie
n=0

tn es convergente, por el
∑
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∞∑

n=0

zn = 1 + z + z2 + . . . (3.1)

Observemos que se tiene la identidad

(1− z)(1 + z + · · · + zN ) = (1− z)

N∑

n=0

zn = 1− zN+1

para todo N ∈ N y para todo z ∈ C. Si z 6= 1, obtenemos la N -ésima suma

parcial de la serie geométrica como

N∑

n=0

zn =
1− zN+1

1− z
. (3.2)

Si |z| < 1, entonces ĺım
N→∞

zN = 0 pues ĺım
N→∞

∣∣zN
∣∣ = ĺım

N→∞
|z|N = 0. Ası́ de

(3.2) deducimos que

∞∑

n=0

zn =
1

1− z
, si |z| < 1 (Serie Geométrica). (3.3)

Proposición 3.1.9. La serie geométrica (3.1) es:

(a) Absolutamente convergente en {z : |z| < 1} a (1− |z|)−1;

(b) Divergente en {z : |z| ≥ 1};

(c) Uniformemente convergente en {z : |z| ≤ ρ} a (1− z)−1 si ρ < 1;

(d) Absoluta y uniformemente convergente en {z : |z| ≤ ρ} a (1 − |z|)−1 si

ρ < 1.

Demostración. (a) Se sigue de reemplazar z por |z| en (3.3).

(b) Si |z| ≥ 1, entonces ĺım
N→∞

zN no existe y la fórmula (3.2) indica que la serie

es divergente.

(c) Si |z| ≤ ρ < 1,

∣∣∣∣∣
1

1− z
−

N∑

n=0

zn

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
zN+1

1− z

∣∣∣∣ =
|z|N+1

|1− z| ≤
ρN+1

1− |z| ≤
ρN+1

1− ρ
,
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y asi la convergencia uniforme y la convergencia absoluta de la serie es conse-

cuencia del Criterio de Cauchy.

Entre las series mas útiles está la serie geométrica cuyos términos se obtienen

multiplicando sucesivamente un número complejo por sı́ mismo, es decir, zn =
zn. La serie geométrica de razón z es entonces



donde hemos usado la desigualdad |1− z| ≥ 1−|z|. Como ĺım
N→∞

ρN+1

1−ρ = 0, pues

ρ < 1, la serie converge uniformemente.

(d) El mismo argumento de arriba, con |z| en lugar de z, se puede repetir para

demostrar que la convergencia es absoluta y uniforme si ρ < 1.

Región de
convergencia

1

|z| < 1

Región de
divergencia

Re(z)

Im
(z
)

Figura 3.1: Región de convergencia de la serie
∞∑
n=0

zn

El siguiente resultado se conoce por el nombre de Criterio del Cociente.

Proposición 3.1.10 (Criterio del Cociente). Si a := ĺım
n→∞

∣∣∣zn+1

zn

∣∣∣ existe y es fini-

to o bien ∞, entonces la serie
∞∑
n=0

zn converge absolutamente cuando a < 1 y

diverge cuando a > 1.

Demostración. Supongamos que a < 1, y sea b tal que a < b < 1. Por la exis-

tencia del lı́mite, hay un n0 ∈ N tal que

∣∣∣ zn+1

zn

∣∣∣ < b para todo n ∈ N con n ≥ n0.

Entonces, para tales n,

|zn| =
∣∣∣∣
zn
zn−1

∣∣∣∣
∣∣∣∣
zn−1

zn−2

∣∣∣∣ . . .
∣∣∣∣
zn0+1

zn0

∣∣∣∣ |zn0 | ≤ |zn0 | bn−n0 , (3.4)

ya que cada cociente es de módulo menor que b y hay n − n0 de ellos. Ahora,

la convergencia absoluta se desprende del M-test ya que
∞∑

n=n0

bn−n0 es una serie
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geométrica de razón b < 1.

Ahora asumimo a > 1, y sea b con 1 < b < a. Por hipótesis, existe n0 ∈∣∣∣zn+1

zn

s∣∣∣N tal que > b para todo n ≥ n0. La misma factorización que en (3.4)
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muestra que |zn| ≥ |zn0 |bn−n0 para estos n. Pero entonces ĺım
n→∞

zn no existe ya

que ĺım
n→∞

bn−n0 = ∞ al ser b > 1. Por ende la serie diverge.

Las propiedades elementales de los lı́mites nos dan los hechos siguientes:

∞∑

n=0

zn +

∞∑

n=0

wn =

∞∑

n=0

(zn + wn) y v

∞∑

n=0

zn =

∞∑

n=0

vzn,

entendiendo que si las series de la izquierda convergen, las de la derecha también

lo hacen y se da la igualdad. Un resultado análogo para productos de series ya no

es tan sencillo.

Definición 3.1.11. Sean
∞∑
n=0

zn y
∞∑
n=0

wn dos series en C. Llamaremos producto

de Cauchy de estas series a la serie

∞∑

n=0

n∑

k=0

zkwn−k.

La intención es que la serie que acabamos de definir converja al producto de las

dos series de partida, pero esto no ocurre necesariamente salvo que al menos una

de ellas converge absolutamente, como lo muestra la siguiente afirmación (Ver

Ejercicio 3.4).

∞∑

n=0

n∑

k=0

zkwn−k =

( ∞∑

n=0

zn

)( ∞∑

n=0

wn

)
.

3.2. Series de potencias

El siguiente paso es estudiar las series de potencias. En primer lugar probaremos

que la región de convergencia es siempre un disco abierto y quizás algunos de los

puntos de su frontera.

Definición 3.2.1. Sean z0 ∈ C y {an}n≥0 una sucesión en C. Sea f : C → C la

función dada por fn(z) = an(z − zo)
n y por convenio f0(z) = a0. Llamamos

serie de potencias de coeficientes {an}n≥0 y centro z0 a la serie de funciones

∞∑

n=0

anfn.
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∑∞

n=0
Teorema 3.1.12. Sean zn y

∑∞

n=0
wn dos series convergentes en C. Si al menos

una de las series converge absolutamente, entonces



Suele usarse, y nosotros usaremos por conveniencia, la notación

∞∑

n=0

an(z − z0)
n.

para representar la serie de potencias de coeficientes {an}n≥0 y centro z0.

Recordemos ahora la definición de lı́mite superior e inferior de una sucesión de

números reales.

Sea {an}n≥0, definimos

ĺım
n

an = ı́nf
k≥0

sup
n≥k

an.

De la misma manera,

ĺım
n

an = sup
k≥0

ı́nf
n≥k

an.

Para ver algunas caracterizaciones y propiedades que estos satisfacen, véase 
el Apéndice.

Teorema 3.2.2. Dada una serie de potencias
∞∑
n=0

an(z−z0)
n, definimos el número

r, 0 ≤ r ≤ ∞, por

1

r
= ĺım

n
|an|

1
n (Cauchy-Hadamard).

Entonces

(a) la serie converge absolutamente en {z : |z − z0| < r};

(b) la serie diverge en {z : |z − z0| > r};

(c) la serie converge uniformemente en {z : |z − z0| ≤ ρ} si 0 < ρ < r.

Además r es el único número real satisfaciendo (a) y (b).

Demostración. Sin pérdida de generalidad podemos asumir que z0 = 0. Supon-

n≥k
|an|

1
n , por hipótesis,

ck ↓ 1
r , cuando k → ∞. Entonces, existe un n0 ∈ N tal que |an|

1
n para

todo n ≥ n0. Pero |an| < 1

|anzn| <
( |z|)n

, para todo n ≥ n0.

Puesto que
|z| < 1, la serie

∞∑
n=0

(
|z|
)n

es convergente y consecuentemente, la

serie
∞∑
n=0

anz
n converge absolutamente para |z| < r.
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gamos |z| < r y sea ρ tal que |z| < s < r. Si ck = sup

≤ cn < s
1

sn si n ≥ n0, y ası́

s

s s



Ahora supongamos 0 < ρ < r y elegimos s tal que ρ < s < r. Dado que 1
r < 1

s ,

como arriba existe n0 ∈ N tal que |an|
1
n < 1

s para todo n ≥ n0. Si |z| ≤ ρ,

|anzn| <
(ρ
s

)n
, para todo n ≥ n0

y ρ
s < 1. Ası́ el M-test implica que la serie de potencias converge uniformemente

, de la

1
< |ank

|
1
nk , k ≥ 0.

Se sigue que |ank
znk | >

(
|z|
)nk

para todo k ≥ 0, y como
|z| > 1, tenemos que

los términos anz
n no están acotados. Luego la serie

∞∑
n=0

anz
n diverge.

El número r se llama radio de convergencia de la serie de potencias, y el disco

{z : |z − z0| < r} se llama disco de convergencia de la serie. Tenemos, pues,

que una serie de potencias converge absolutamente en un cı́rculo y diverge fuera

de ese cı́rculo. En cada punto de la frontera del cı́rculo la serie puede converger

absolutamente, condicionalmente o divergir, según los casos.

A la hora de determinar el radio de convergencia de una serie suele ser útil el

siguiente caso particular del Criterio de d’Alembert.

Teorema 3.2.3. Sea
∞∑
n=0

an(z − z0)
n una serie de potencias tal que existe el si-

guiente lı́mite (posiblemente infinito)

ĺım
n→∞

|an|
|an+1|

= r,

entonces su radio de convergencia es r.

Demostración. Si aplicamos el Criterio del Cociente a la serie, tenemos que

ĺım
n→∞

|an+1(z − z0)
n+1|

|an(z − z0)n|
=

|z − z0|
r

.

Si |z− z0| < r, el lı́mite es menor que 1 y la serie es convergente. Si |z− z0| > r
el lı́mite es mayor que 1 y la serie es divergente. Luego, por el Teorema 3.2.2, r
es el radio de convergencia.

Ejemplo 3.2.4. (a) La serie
∞∑
n=0

n!zn converge solo en z = 0, pues r = ĺım
n→∞

n!
(n+1)!

= ĺım
n→∞

1
n+1 = 0.
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en {z : |z| ≤ ρ}. Esto completa la prueba de las partes (a) y (c).

Para probar (b), sea |z| > r y elegimos s con |z| > s > r. Como s
1

definición de lı́mite superior, existe una subsucesión {ank
}k≥0 tal que

1 1

s

s

< 1
r

s



(b) La serie
∞∑
n=0

1
n!z

n converge absolutamente para todo z ∈ C, pues r = ĺım
n→∞

(n+1)!
n! = ĺım

n→∞
n+ 1 = ∞.

Recalcamos el siguiente resultado de la teorı́a de series, cuya demostración queda

a cargo del lector (Ver Ejercicio 3.18).

Teorema 3.2.5. Sean
∞∑
n=0

an(z − z0)
n y

∞∑
n=0

bn(z − z0)
n dos series de potencias

con radios de convergencia mayor o igual a r > 0. Si cn =
n∑

k=0

akbn−k, entonces

las series de potencias

∞∑

n=0

(an + bn)(z − z0)
n y

∞∑

n=0

cn(z − z0)
n

tienen radio de convergencia mayor o igual a r y

∞∑

n=0

(an + bn)(z − z0)
n =

∞∑

n=0

an(z − z0)
n +

∞∑

n=0

bn(z − z0)
n

∞∑

n=0

cn(z − z0)
n =

( ∞∑

n=0

an(z − z0)
n

)( ∞∑

n=0

bn(z − z0)
n

)
,

para |z − z0| < r.

Ejercicios propuestos

Ejercicio 3.1. Sean {an} y {bn} dos sucesiones de números reales. Probar la

siguientes desigualdades.

(a) ĺım
n

(an + bn) ≤ ĺım
n

an + ĺım
n

bn;

(b) ĺım
n

(an + bn) ≥ ĺım
n

an + ĺım
n

bn;

(c) ĺım
n

|anbn| ≤ ĺım
n

|an| ĺım
n

|bn|, si el producto de la derecha no es de la forma

0.∞;

(d) ĺım
n

|an| ĺım
n

|bn| ≤ ĺım
n

|anbn|.

Ejercicio 3.2. Sean {an} y {bn} dos sucesiones de números reales positivos.

Probar que si 0 < b = ĺım
n→∞

bn y a = ĺım
n

an, entonces ĺım
n

anbn = ab.
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Ejercicio 3.3. Si z 6= w, probar que zn−1 + zn−2w + · · · + zwn−2 + wn−1 =
zn − wn

z − w
.

Ejercicio 3.4. Probar el Teorema 3.1.12.

Ejercicio 3.5. Sea
∞∑
n=1

an una serie absolutamente convergente de suma s. Mos-

trar que cada reordenamiento de
∞∑
n=1

an es también una serie absolutamente con-

vergente y su suma es s.

Ejercicio 3.6. Mostrar que si |z| < 1, entonces
∞∑
n=0

nzn−1 = 1
(1−z)2

.

Ejercicio 3.7. Si
∞∑
n=0

anz
n tiene radio de convergencia r1 y

∞∑
n=0

bnz
n tiene radio

de convergencia r2, probar que
∞∑
n=0

anbnz
n tiene radio de convergencia mayor o

igual a r1r2.

Ejercicio 3.8. Hallar el radio de convergencia de cada una de las siguientes series

de potencias.

(a)
∞∑
n=0

anzn, a ∈ C; (b)
∞∑
n=0

an
2
zn, a ∈ C; (c)

∞∑
n=0

npzn, p > 1.

Ejercicio 3.9. Mostrar que la serie
∞∑
n=1

n−s converge para todo s ∈ C tal que

Re(s) > 1.

Ejercicio 3.10. Mostrar que la serie de potencias
∞∑
n=1

nnzn converge únicamente

cuando z = 0.

Ejercicio 3.11. Mostrar que el radio de convergencia de la serie de potencia
∞∑
n=1

(−1)n

n zn(n+1) es 1. Discutir la convergencia para los valores z = −1, 1, i.

Ejercicio 3.12. Determinar el radio de convergencia de las siguientes series de

potencias.

(a)
∞∑
n=2

(−1)n

logn z2n−1, (b)
∞∑
n=1

(−1)n

n z2n, (c)
∞∑
n=1

zn!

n2 .

Ejercicio 3.13. Encontrar el radio de convergencia de cada una de las siguientes

series de potencias y decidir si convergen en algún punto, en todos o en ninguno

de los puntos del borde de su disco de convergencia,
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(a)
∞∑
n=1

zn

n2 , (b)
∞∑
n=1

zn

n , (c)
∞∑
n=1

nzn.

Ejercicio 3.14. Mostrar que si |z| < 1, entonces

z

1− z2
+

z2

1− z4
+ · · ·+ z2

n

1− z2n+1 + · · · = z

1− z
.

Ejercicio 3.15. Determinar el radio de convergencia de la serie de potencias
∞∑
n=1

anz
n cuando:

(a) an = (log n)2, (b) an = n2

4n+3n , (c) an = cosn.

Ejercicio 3.16. Determinar el radio de convergencia de la serie de potencias
∞∑
n=1

anz
n cuando:

(a) an = n
(3i)n , (b) an = cosn− i sen n, (c) an = cos n−i sen n

n2 .

Ejercicio 3.17. Sea f una serie de potencia centrada en el origen. Probar que

f admite una expansión en serie de potencias alrededor de cualquier punto que

pertenezca a su disco de convergencia.

Ejercicio 3.18. Probar el Teorema 3.2.5.
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ĺım
w→0

f(z + w)− f(z)

w
,

entonces se dice que f es diferenciable (o derivable) en z, y se denota por f ′(z).

Como vemos, la definición de diferenciabilidad de una función de variable com-

pleja es similar a la definición de derivada de una función de variable real y, co-

mo veremos más abajo, ellas comparten varias propiedades análogas. Pero cabe

señalar aquı́ que la diferenciabilidad compleja es más fuerte (o en otras palabras,

más rica) que la de diferenciabilidad real. Como veremos más adelante, la exis-

tencia de f ′ implica que las derivadas de todos los órdenes de f existen, esto es, 
si f ′ existe, entonces f ′′, f ′′′, . . . , f (n), . . . existen. Pero esto no ocurre en el caso 
de una función de variable real. Es decir, existen funciones f de variable real x
para la cual f ′(x) existe pero f ′′(x) no existe.
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Capı́tulo 4

Funciones Elementales y

Analı́ticas

El objetivo principal de este capı́tulo será estudiar el concepto de función analı́ti-

ca, el cual podrı́a decirse, a grandes rasgos, que es el tema principal de estudio del

análisis complejo. Para ello estudiaremos el concepto de diferenciabilidad de fun-

ciones complejas y luego nos enfocaremos en algunas de las funciones complejas

elementales más usuales.

La noción de derivada de una función compleja es definida de manera similar al

caso de derivada de una función de una variable real. Sin embargo, existen algunos

resultados especialmente interesantes en el caso de diferenciabilidad compleja.

4.1. La derivada

Definición 4.1.1. Sean A ⊂ C un conjunto abierto, f : A → C una función y

z ∈ A. Si existe el lı́mite
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Las reglas obtenidas en el cálculo real para derivar la suma de dos funciones,

el producto de dos funciones, el cociente de dos funciones, la composición de

dos funciones, las potencias, etc. fueron todas obtenidas por métodos algebraicos

basados en las propiedades de la suma y la multiplicación. Las mismas demostra-

ciones pueden aplicarse para demostrar los siguientes resultados.

Proposición 4.1.2. Sean A ⊂ C un conjunto abierto, f, g : A → C dos funciones

y z ∈ A. Si f y g son diferenciables en z entonces:

(a) (f + αg)′(z) = f ′(z) + αg′(z), α ∈ C;

(b) (fg)′(z) = f ′(z)g(z) + f(z)g′(z);

(c)
(
f
g

)′
(z) = f ′(z)g(z)−f(z)g′(z)

g2(z)
si g(z) 6= 0.

Ejemplo 4.1.3. Para un número entero n, la derivada de f (z) = zn es f ′(z) =
nzn−1, con la salvedad de que z 6= 0 si n es negativo.

Ejemplo 4.1.4. Las funciones f (z) = z y g(z) = |z| no son diferenciables en C.

Por el Ejemplo 4.1.4 sabemos que la función f (z) = z no es diferenciable y

no es difı́cil comprobar que ella es continua en todo el plano complejo. Por lo
tanto, podemos ver que la continuidad de una función compleja no implica la

diferenciabilidad de esta. La proposición siguiente nos muestra que la recı́proca 
de la afirmación anterior si se cumple.

Proposición 4.1.5. Sean A ⊂ C un conjunto abierto, f : A → C una función y
z ∈ A. Si f es diferenciable en z, entonces f es continua en z.

Demostración. Se deja a cargo del lector. Ver Ejercicio 4.1.

Definición 4.1.6. Sean A ⊂ C un conjunto abierto y f : A → C una función.
La función f es llamada analı́tica (o regular) en A si f es diferenciable en cada

punto de A. Si f es analı́tica en C, decimos que f es entera.

Proposición 4.1.7 (Regla de la Cadena). Sean A, B ⊂ C dos conjuntos abiertos,

f : A → C y g : B → C dos funciones analı́ticas en A y B, respectivamente, tales

que f (A) ⊂ B. Entonces g ◦ f es analı́tica en A y (g ◦ f )′(z) = g′(f (z))f ′(z)
para todo z ∈ A.

Demostración. Sea z0 ∈ A y sea w0 = f (z0). Vamos a definir la función Φ : B →
C como sigue

Φ(w) =





g(w) − g(w0)

w − w0
− g′(w0) si w 6= w0

0 si w = w0.
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Ya que g′(w0) existe, se puede comprobar que la función Φ es continua. Además, 
dado que la composición de funciones continuas es continua, tenemos que

ĺım
z→z0

Φ(f(z)) = Φ(f(z0)) = Φ(w0) = 0.

Por la definición de la función Φ tenemos que

g(w) − g(w0) = (Φ(w) + g′(w0))(w − w0)

para todo w ∈ B. Luego, dado z ∈ A con z 6= z0 y tomando w = f(z), de la

última igualdad nos queda

g(f(z)) − g(w0) = (Φ(f(z)) + g′(w0))(f(z)− w0).

Entonces, dividiendo por z − z0 y recordando que f(z0) = w0, obtenemos que

(g ◦ f)(z)− (g ◦ f)(z0)
z − z0

= (Φ(f (z)) + g′(w0))
f(z)− f(z0)

z − z0
.

Cuando z → z0, el lado derecho tiende a (0 + g′(w0))f
′(z0) y por lo tanto obte-

nemos el resultado buscado.

Utilizando una demostración similar a la de la proposición anterior se puede pro-

bar una forma especial de la Regla de la Cadena para funciones complejas: sea

γ : (a, b) → C una función diferenciable, esto es, γ puede ser considerada como

una función γ : (a, b) → R2 con γ(t) = (x(t), y(t)) = x(t) + y(t)i y donde

γ′(t) = (x′(t), y′(t)) = x′(t)+y′(t)i. Entonces la derivada de la función f(γ(t))
es f ′(γ(t))γ′(t).
La siguiente proposición es análoga a un resultado del analı́sis real el cual afirma

que una función cuya derivada es idénticamente cero debe ser constante.

El lector deberı́a notar en el siguiente resultado que la condición de tomar una

región y no solo un conjunto abierto es fundamental en la demostración de di-

cho resultado, lo cual manifiesta la importancia de considerar funciones definidas

sobre regiones en lugar de abiertos.

Proposición 4.1.8. Sean A ⊂ C una región y f : A → C una función analı́tica en

A. Si f ′(z) = 0 para todo z ∈ A, entonces f es constante en A.

Demostración. Fijemos z0 ∈ A y w0 = f(z0). Pongamos B := {z ∈ A : f(z) =
w0}. Veamos que B = A mostrando que B es abierto y cerrado en A.

Sea z ∈ A y {zn} ⊂ B tal que ĺım zn = z. Como f(zn) = w0 para todo n y f es

continua en A, entonces f(z) = w0, es decir, z ∈ B. Ası́ B es cerrado en A.

Ahora, sean a ∈ B y ǫ > 0 tal que D(a, ǫ) ⊂ A. Para z ∈ D(a, ǫ), definimos

g : [0, 1] → C por g(t) = f(tz + (1− t)a). Como f es derivable en A, usando la

Regla de la Cadena, tenemos que g′(t) = f ′(tz+(1− t)a)(z− a) para t ∈ [0, 1].
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Puesto que tz + (1 − t)a ∈ A, por hipótesis g′(t) = 0 para t ∈ [0, 1], es decir g
es constante en [0, 1]. Finalmente, dado que f(z) = g(1) = g(0) = f(a) = w0,

tenemos z ∈ B. Por la arbitrariedad de z conseguimos D(a, ǫ) ⊂ B y por ende B
es abierto en A.

En orden de definir la analiticidad de una función definida sobre un conjunto ar-

bitrario A del plano complejo, asumiremos siempre que la función esta definida

sobre un conjunto abierto que contiene al conjunto A.

Definición 4.1.9. Sean A ⊂ C un conjunto no abierto y f : A → C una función.

Decimos que f es analı́tica en A si f es analı́tica en un conjunto abierto que

contiene a A. Ası́, diremos que f es analı́tica en z0 si existe un r > 0 tal que f es

diferenciable en todo punto de D(z0, r).

4.2. Las ecuaciones de Cauchy - Riemann

Los resultados en esta sección ponen de manifiesto que la derivabilidad compleja

es mucho más restrictiva de lo que puede parecer a primera vista. Además, vere-

mos la relación que existe entre la derivada (en sentido complejo) de una función

compleja f y las derivadas parciales usuales de la parte real e imaginaria de f
consideradas como funciones en dos variables reales (x, y).
Las Proposiciones 4.2.1 y 4.2.2 nos proveen con un criterio muy útil para de-

terminar la existencia o no de la derivada de f en un punto dado y analizar su

analiticidad.

Proposición 4.2.1. Sean A ⊂ C un conjunto abierto, f : A → C una función y

z ∈ A. Notemos z = x+iy, u(x, y) = Re(f(x+iy)) y v(x, y) = Im(f(x+iy)).
Si f es diferenciable en z, entonces existen las derivadas parciales de u y v en

(x, y) y satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann

ux(x, y) = vy(x, y) y uy(x, y) = −vx(x, y). (4.1)

Además,

f ′(z) = ux(x, y) + ivx(x, y) = vy(x, y)− iuy(x, y). (4.2)

Demostración. Como f es diferenciable en z = x+ iy, tomando w ∈ R,

f ′(z) = ĺım
w→0

u(x+ w, y) + iv(x+ w, y)− u(x, y)− iv(x, y)

w

= ĺım
w→0

(
u(x+ w, y) − u(x, y)

w
+ i

v(x + w, y)− v(x, y)

w

)

= ux(x, y) + ivx(x, y),
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f ′(z) = ĺım
h→0

u(x, y + h) + iv(x, y + h)− u(x, y)− iv(x, y)

ih

= ĺım
h→0

(
(−i)

u(x, y + h)− u(x, y)

h
+

v(x, y + h)− v(x, y)

h

)

= −iuy(x, y) + vy(x, y).

Combinando ambas expresiones para f ′(z) y considerando la parte real e imagi-

naria, obtenemos (4.1).

Las ecuaciones de Cauchy-Riemann (4.1) son necesarias para la diferenciabilidad

compleja. Suplementadas con una condición de continuidad, también son sufi-

cientes.

Teorema 4.2.2 (Teorema de Cauchy-Riemann). Sean Ω ⊂ R2 un conjunto abier-

to y u, v : Ω → R dos funciones tales que u, v ∈ C1(Ω)1. Si se satisfacen las

ecuaciones de Cauchy-Riemann (4.1) en (x, y) ∈ Ω, entonces f = u + iv es

diferenciable en z = x+ iy, y se tiene (4.2).

Demostración. Sea (x, y) ∈ Ω y z = x+ iy. Con w = a+ ib, y suponiendo que

tanto a como b son tales que (x+ a, y + b) ∈ Ω, tenemos

f(z + w)− f(z)

w
=

u(x+ a, y + b)− u(x, y)

a+ ib
+ i

v(x+ a, y + b)− v(x, y)

a+ ib
.

(4.3)

Puesto que por hipótesis las derivadas parciales son continuas, el Teorema de Tay-

lor para funciones de dos variables reales implica que

u(x+ a, y + b)− u(x, y) = ux(x, y)a + uy(x, y)b+ g(x, y, a, b)
√

a2 + b2,

v(x+ a, y + b)− v(x, y) = vx(x, y)a+ vy(x, y)b + h(x, y, a, b)
√

a2 + b2,

donde las funciones g y h satisfacen

ĺım
(a,b)→(0,0)

g(x, y, a, b) = ĺım
(a,b)→(0,0)

h(x, y, a, b) = 0.

1En general, decimos que u ∈ Ck(Ω), si existen las derivadas parciales de orden k y son

continuas en Ω
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pues el lı́mite existe si y solo si existen los lı́mites de la parte real e imaginaria.

Tomando ahora w puramente imaginario, w = ih, conseguimos



Por (4.3),

f (z + w) − f (z)
w

=
ux(x, y)a+ uy(x, y)b+ g(x, y, a, b)

√
a2 + b2

a+ ib

+ i
vx(x, y)a + vy(x, y)b+ h(x, y, a, b)

√
a2 + b2

a+ ib

=
1

a+ ib
(ux(x, y)a+ ivy(x, y)b) +

i

a+ ib
(vx(x, y)a− iuy(x, y)b)

+

√
a2 + b2

a+ ib
(g(x, y, a, b) + ih(x, y, a, b)).

Ahora usamos las ecuaciones de Cauchy-Riemann y obtenemos

f(z + w)− f(z)

w
= ux(x, y)+ivx(x, y)+

√
a2 + b2

a+ ib
(g(x, y, a, b)+ih(x, y, a, b)).

Como

∣∣∣
√
a2+b2

a+ib

∣∣∣ = 1, haciendo (a, b) → (0, 0), conseguimos la existencia de la

David E. FERREYRA · Luciano J. GONZÁLEZ · Fabián E. LEVIS

derivada en z y la relación (4.2).

Sea f = u + vi una función compleja considerada como una función de varias

variables f(x, y) = (u(x, y), v(x, y)), (x, y) ∈ Ω ⊆ R2. Recordemos del cálculo

vectorial que una condición suficiente para que f sea diferenciable en z = (x, y),
es que las derivadas parciales de u y v respecto de x e y existan y sean continuas

en un entorno de z. Del Teorema de Cauchy-Riemann podemos observar que la

diferenciabilidad compleja es mucho más fuerte (o rica) que la diferenciabilidad

real, dado que las condiciones sobre u y v mencionadas anteriormente, ya no

alcanzan para asegurar que f sea diferenciable en z en el sentido complejo, pues

también deben verificarse las ecuaciones de Cauchy-Riemann.

Ejemplo 4.2.3. Veamos donde es diferenciable y analı́tica la función f(z) = x2+
y2i y en caso que corresponda hallemos su derivada. Observemos que u(x, y) =
x2 y v(x, y) = y2, con lo cual sus derivadas parciales ux(x, y) = 2x, vy(x, y) =
2y y uy(x, y) = vx(x, y) = 0 son continuas en todos los puntos del plano com-

plejo. Es directo ver que las ecuaciones de Cauchy-Riemann se cumplen si y solo

si x = y. Entonces, la función f es diferenciable en los puntos z = x+yi para los

cuales x = y y por (4.2) tenemos que f ′(z) = 2x. Por lo tanto, f no es analı́tica

en ningún punto del plano complejo.

También se pueden expresar las ecuaciones de Cauchy-Riemann en coordenadas

polares, lo cual resulta de utilidad para estudiar la regularidad de ciertas funciones

complejas. Sea z = x+ yi 6= 0. Recordemos que podemos escribir z = reθi con

r = |z| y θ = Arg(z). Entonces x = r cos(θ) e y = r sen(θ). Sea f : A → C

una función compleja definida en un abierto A tal que 0 ∈/ A. Luego podemos
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expresar a la parte real e imaginaria de f = u + vi tanto en las variables x e y
como en r y θ (véase la pág. 23). Supongamos que f (z) = u(x, y) + v(x, y)i y
que las derivadas parciales de primer orden de u y v con respecto a x e y existen y
son continuas en z0 ∈ A. Utilizando la Regla de la Cadena para funciones de dos
variables reales tenemos que las derivadas parciales de primer orden de u y v con

respecto a r y θ existen y son continuas en z0. Entonces

du

dr
=

du

dx

dx

dr
+

du

dy

dy

dr
y

du

dθ
=

du

dx

dx

dθ
+

du

dy

dy

dθ
,

y por ende

ur = ux cos(θ) + uy sen(θ) y uθ = −uxr sen(θ) + uyr cos(θ). (4.4)

Análogamente, obtenemos que

vr = vx cos(θ) + vy sen(θ) y vθ = −vxr sen(θ) + vyr cos(θ). (4.5)

Luego, si f es analı́tica en z0, entonces las derivadas parciales de u y v satisfacen

las ecuaciones de Cauchy-Riemann con respecto a x e y en z0, esto es,

ux = vy y uy = −vx (4.6)

en z0. Reemplazando en las ecuaciones (4.5) las ecuaciones (4.6) tenemos que

vr = −uy cos(θ) + ux sen(θ) y vθ = uyr sen(θ) + uxr cos(θ). (4.7)

en z0. Entonces, de (4.4) y (4.7) obtenemos la forma polar de las ecuaciones de

Cauchy-Riemann

rur = vθ y uθ = −rvr. (4.8)

√
r sen(θ/2) para todo z = reθi ∈ A. Sea z = reθi ∈ A. Entonces

ur =
1

2
√
r
cos(θ/2), uθ = −

√
r

2
sen(θ/2)
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en z0. Por lo tanto, hemos demostrado la siguiente proposición:

Proposición 4.2.4. Sean Ω
1
⊂ R2 \ {0} un conjunto abierto y u, v : Ω → R dos

funciones tales que u, v ∈ C (Ω). Entonces, la función f(z) = u(r, θ) + v(r, θ)i
es diferenciable en z0 = r0e

θ0i si y solo si u y v satisfacen la forma polar de

las ecuaciones de Cauchy-Riemann (4.8). Además, la derivada f ′(z0) se puede

escribir como

f ′(z0) = e−θ0i(ur(r0, θ0) + vr(r0, θ0)i).

Ejemplo 4.2.5. S√ea f : A → C definida en A = {reθi : r > 0 y − π < θ <
π por f(z) = reθ/2i. Determinemos en qué puntos de A es f diferenciable.

C

}
omo podemos observar fácilmente f = u + vi con u =

√
r cos(θ/2) y v =



y

vr =
1

2
√
r
sen(θ/2), vθ =

√
r

2
cos(θ/2).

Luego

rur =

√
r

2
cos(θ/2) = vθ y − rvr = −

√
r

2
sen(θ/2) = uθ.

Por lo tanto, por la Proposición 4.2.4 tenemos que f es diferenciable en todo punto

z ∈ A. Además

f ′(z) = e−θi(ur + vri)

= e−θi

(
1

2
√
r
cos(θ/2) +

1

2
√
r
sen(θ/2)i

)

=
1

2
√
r
e−θi (cos(θ/2) + sen(θ/2)i)

=
1

2
√
r
e−θie(θ/2)i

=
1

2
√
r
e−(θ/2)i.

4.3. Analiticidad de series de potencias

En esta sección y junto con el Capı́tulo 6 veremos la estrecha relación que existe

entre las funciones analı́ticas y las series de potencias. En esta sección veremos

que toda función definida por una serie de potencias es analı́tica y luego, más

adelante en el Capı́tulo 6 que todo función analı́tica admite un desarrollo en serie

de potencias.

Proposición 4.3.1. Sea f(z) =
∞∑
n=0

an(z − z0)
n una serie de potencias con radio

de convergencia R > 0. Entonces:

(a) Para cada k ≥ 1, la serie de potencias

∞∑

n=k

n(n− 1) . . . (n− k + 1)an(z − z0)
n−k, (4.9)

tiene radio de convergencia R;

(b) La función f es infinitamente diferenciable en D(z0, R) y f (k)(z) tiene por

serie a (4.9) para todo k ≥ 1 y z ∈ D(z0, R).

(c) Para n ≥ 0, an = 1
n!f

(n)(z0).
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Demostración. Observamos que si (a) es probado para k = 1, entonces los casos

k = 2, k = 3, etc, se siguen análogamente. En efecto, el caso k = 2 puede ser

obtenido aplicando (a) para k = 1 a la serie de potencias

∞∑

n=1

nan(z − z0)
n−1 =

∞∑

n=0

(n+ 1)an+1(z − z0)
n.

(a) La serie
∞∑
n=1

nan(z − z0)
n−1 y la serie

∞∑

n=1

nan(z − z0)
n = (z − z0)

∞∑

n=1

nan(z − z0)
n−1

convergen para los mismos valores de z y, por lo tanto, tienen igual radio de

convergencia, R′. La fórmula de Cauchy Hadamard nos dice que el radio de con-

vergencia de la última serie satisface 1
R′ = ĺım

n
|nan|

1
n . Pero ĺım

n→∞
n

1
n = 1. Ası́,

el Ejercicio 3.2 y la hipótesis implican que

1

R′ = ĺım
n

|nan|
1
n = ĺım

n
|an|

1
n =

1

R
.

(b) Sin pérdida de generalidad supongamos z0 = 0. Para |z| < R, pongamos

g(z) =

∞∑

n=1

nanz
n−1 sn(z) =

n∑

k=0

akz
k y Rn(z) =

∞∑

k=n+1

akz
k.

Sean ǫ > 0, w ∈ D(0, R) un punto fijo y r ∈ R con |w| < r < R. Sea δ > 0,

arbitrario, tal que D(w, δ) ⊂ D(0, r). Si z ∈ D(w, δ), entonces

f(z)− f(w)

z −w
− g(w) =

(
sn(z)− sn(w)

z − w
− s′n(w)

)
+
(
s′n(w)− g(w)

)

+
Rn(z)−Rn(w)

z − w
.

(4.10)

Ahora

Rn(z)−Rn(w)

z − w
=

1

z − w

∞∑

k=n+1

ak(z
k − wk) =

∞∑

k=n+1

ak
zk − wk

z − w

y ∣∣∣∣
zk − wk

z − w

∣∣∣∣ = |zk−1 + zk−2w + · · ·+ zwk−2 + wk−1| ≤ krk−1.
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Luego ∣∣∣∣
Rn(z)−Rn(w)

z − w

∣∣∣∣ ≤
∞∑

k=n+1

|ak|krk−1.

Por lo visto en la parte (a), con |an| en lugar de an, tenemos que
∞∑
n=1

n|an|zn−1

y
∞∑
n=1

n|an|zn tienen igual radio de convergencia. Pero ĺım
n

|nan|
1
n = R−1 y por

lo tanto
∞∑
n=1

n|an|zn−1 converge para |z| < R. Puesto que r < R,
∞∑
k=1

|ak|krk−1

converge. Ası́ existe n0 ∈ N tal que

∣∣∣∣
Rn(z)−Rn(w)

z − w

∣∣∣∣ < ǫ/3, para n ≥ n0. (4.11)

También, ĺım
n→∞

s′n(z) = g(z), y por ende existe n1 ∈ N tal que

|s′n(z)− g(z)| < ǫ/3, para todo n ≥ n1. (4.12)

Sea n = máx{n0, n1}. Como ĺım
z→w

sn(z)−sn(w)
z−w = s′n(w), podemos elegir δ∗,

0 < δ∗ < δ satisfaciendo
∣∣∣∣
sn(z)− sn(w)

z − w
− s′n(w)

∣∣∣∣ < ǫ/3, cuando |z −w| < δ∗. (4.13)

Luego de (4.10)-(4.13), tenemos

∣∣∣∣
f(z)− f(w)

z − w
− g(w)

∣∣∣∣ < ǫ, para |z −w| < δ∗.

Esto es f ′(w) = g(w).
(c) Por una rápida evaluación, conseguimos f(0) = f (0)(0) = a0. Usando (4.9),

para z0 = 0, tenemos f (k)(0) = k!ak.

Corolario 4.3.2. Si la serie de potencias
∞∑
n=0

an(z − z0)
n tiene radio de conver-

gencia R > 0, entonces f(z) =
∞∑
n=0

an(z − z0)
n es analı́tica en D(z0, R).

Corolario 4.3.3 (Unicidad de las series de potencias). Si existe R > 0 tal que

∞∑

n=0

an(z − z0)
n =

∞∑

n=0

bn(z − z0)
n,

para todo z ∈ D(z0, R), entonces an = bn para todo n ∈ N ∪ {0}.
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4.4. Funciones complejas elementales

Algunas de las funciones elementales más usuales estudiadas en análisis real son

por ejemplo la función exponencial ex, la función logaritmo natural ln(x), las fun-

ciones trigonométricas sen(x), cos(x) y tan(x), etc. En esta sección estudiaremos

el correlato de estas funciones en el caso complejo.

4.4.1. Función exponencial compleja

Recordemos que la representación en serie de potencias de la función exponencial

ex, también denotada por exp(x), es dada por
∞∑
n=0

1
n!x

n. Además, sabemos que

ella es la única solución a la ecuación diferencial

f ′(x) = f(x) sujeta a la restricción f(0) = 1.

Luego, una definición adecuada de función exponencial f(z) = exp(z) para una

variable compleja z deberı́a cumplir al menos que:

• si z = x es real, entonces f(x) = exp(x) =
∞∑
n=0

1
n!x

n y

• f ′(z) = exp(z) y f(0) = 1.

Por lo tanto, para definir exp(z), consideremos la serie de potencias compleja
∞∑
n=0

1
n!z

n. Como

ĺım
n→∞

∣∣∣∣
an

an+1

∣∣∣∣ = ĺım
n→∞

(n+ 1)!

n!
= ĺım

n→∞
(n + 1) = ∞,

por el Teorema 3.2.3, la serie converge para todo z ∈ C. Ası́, la siguiente defini-

ción tiene sentido.

Definición 4.4.1. Llamamos función exponencial compleja a la función

exp(z) =

∞∑

n=0

1

n!
zn, z ∈ C.

Recordemos que en la Sección 1.6 definimos la forma trigonométrica de un núme-

ro complejo z no nulo utilizando la fórmula de Euler eiθ = cos(θ) + i sen(θ),
siendo θ un argumento de z. Ahora comprobaremos que efectivamente esta igual-

dad es válida con respecto a la definición de función exponencial compleja dada.
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Sea x un número real cualquiera, por la Definición 4.4.1 tenemos que

exp(ix) =

∞∑

n=0

1

n!
(ix)n =

∞∑

n=0

1

n!
inxn

=

(
1− x2

2!
+

x4

4!
− . . .

)
+ i

(
x− x3

3!
+

x5

5!
− . . .

)
,

donde podemos reconocer que la suma infinita en el primer paréntesis es la repre-

sentación en serie de potencias de la función cos(x) y la suma infinita del segundo

paréntesis es la representación en serie de potencias de la función sen(x). Enton-

ces, nos queda que exp(ix) = cos(x) + i sen(x) = eix, que habı́amos definido

como la fórmula de Euler. A lo largo del texto usaremos indistintamente la nota-

ción exp(z) o ez para la función exponencial evaluada en z.

Ahora pasamos a comprobar que la función exponencial compleja tiene las pro-

piedades exigidas y también que cumple con las propiedades esperables de una

función exponencial.

Proposición 4.4.2. La función exponencial satisface las siguientes propiedades:

(a) exp′(z) = exp(z), para todo z ∈ C;

(b) Si a ∈ C, entonces exp(z) exp(a− z) = exp(a), para todo z ∈ C;

(c) exp(z + w) = exp(z) exp(w), para todo z, w ∈ C;

(d) exp(z) 6= 0, para todo z ∈ C;

(e) exp(z) = exp(z), para todo z ∈ C;

(f) | exp(z)| = exp(Re(z)), para todo z ∈ C.

Demostración. (a) Por la Proposición 4.3.1, tenemos

exp′(z) =
∞∑

n=1

n

n!
zn−1 =

∞∑

n=1

1

(n− 1)!
zn−1 =

∞∑

n=0

1

n!
zn = exp(z), z ∈ C.

(b) Para a ∈ C, sea g(z) = exp(z) exp(a− z), entonces

g′(z) = exp(z) exp(a− z) + exp(z)(− exp(a− z)) = 0, z ∈ C.

Luego, por la Proposición 4.1.8, g es constante enC, es decir, existe w ∈ C tal que

g(z) = w, para todo z ∈ C. En particular, exp(0) = 1 y ası́ w = g(0) = exp(a).
Luego vale (b).

(c) Es consecuencia de (b) tomando a = w + z.
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(d) Por (c), 1 = exp(z) exp(−z), luego exp(z) 6= 0, z ∈ C.

(e) Para z ∈ C, tenemos

exp(z) =

∞∑

n=0

1

n!
zn = ĺım

N→∞

N∑

n=0

1

n!
zn = ĺım

N→∞

N∑

n=0

1

n!
zn = ĺım

N→∞

N∑

n=0

1

n!
zn = exp(z).

(f) Por (e) y (c) , | exp(z)|2 = exp(z) exp(z) = exp(z) exp(z) = exp(z + z) =
exp(2Re(z)). Entonces

| exp(z)| = exp(Re(z)), z ∈ C.

Sea z = x+yi un número complejo no nulo. Por la propiedad (c) de la proposición

anterior tenemos que ez = ex+yi = exeyi y usando la fórmula de Euler obtenemos

que ez = ex(cos(y) + i sen(y)).

4.4.2. Funciones trigonométricas complejas

La extensión de las funciones coseno y seno al plano complejo se pueden hallar,

por ejemplo, usando las expresiones

cos(x) =
eix + e−ix

2
y sen(x) =

eix − e−ix

2i
, para x ∈ R,

ya que los términos de la derecha ya han sido extendidos al plano complejo.

Definición 4.4.3. Se definen las funciones trigonométricas coseno y seno median-

te

cos(z) =
eiz + e−iz

2
y sen(z) =

eiz − e−iz

2i
, para z ∈ C.

Dado que las exponenciales son funciones enteras, el coseno y el seno resultan

funciones enteras y de la periodicidad de la exponencial se deduce que las funcio-

nes coseno y seno complejas siguen siendo funciones 2π-periódicas.

Muchas de las fórmulas satisfechas por el coseno y seno reales son válidas aún en

el caso complejo (véase la proposición de abajo). Sin embargo, hay que advertir

que a diferencia del caso real, las funciones coseno y seno no son acotadas.

Proposición 4.4.4. Las funciones coseno y seno satisfacen las siguientes propie-

dades:

(a) sen2(z) + cos2(z) = 1;

(b) cos′(z) = − sen(z);

(c) sen′(z) = cos(z).
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Demostración. (a) Por la definición de las funciones sen y cos, tenemos que

(b) Por la Regla de la Cadena y la Proposición 4.4.2 tenemos que

cos′(z) =
ieiz − ie−iz

2
=

−eiz + e−iz

2i
= − sen(z).

(c) Por un argumento similar a (b).

Definidos el coseno y el seno, es posible definir las otras funciones trigonométri-

cas a partir de ellas. Por ejemplo,

tan(z) =
sen(z)

cos(z)
,

para z complejo y que no anule el coseno.

Recordando también las definiciones del seno y coseno hiperbólico en el caso real,

podemos de manera natural considerar la siguiente definición.

Definición 4.4.5. Se definen las funciones trigonométricas de seno hiperbólico y

coseno hiperbólico como

senh z =
ez − e−z

2
y cosh z =

ez + e−z

2
, para z ∈ C.

Algunas de las propiedades básicas de las funciones seno y coseno hiperbólicos

son las siguientes. Dejamos la demostraciones de las mismas a cargo del lector.

Proposición 4.4.6. Las funciones seno hiperbólico y coseno hiperbólico satisfa-

cen las siguientes propiedades:

(a) senh′(z) = cosh z;

(b) cosh′(z) = senh z;

(c) senh(iz) = i sen z;

(d) cosh(iz) = cos z.
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sen2(z)+cos2(z) =

(
eiz

)2
+

(
eiz + e−iz

2

)2
=

e2iz − 2 + e−2iz

−4
+ e2iz + 2 + e−2iz

4
= 1.

2i

− e−iz 2i  
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2Una función f : A → B es inyectiva si f(x) = f(y) implica que x = y. Una función f es

sobreyectiva si para cada b ∈ B existe un a ∈ A tal que f(a) = b.
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4.4.3. El logaritmo complejo

El objetivo aquı́ es extender la función real logaritmo al caso complejo. Esto es,

deseamos definir una función compleja f tal que si z = x es real, entonces f(x) =
ln(x). Además, recuerde que la función logaritmo en el caso real puede ser vista

como la inversa de la función exponencial, esto es, ln(x) = y si y solo si x =
ey . De la misma forma, queremos que algo similar ocurra en el caso complejo.

Pero aquı́ debemos tener más cuidado porque la función exponencial compleja es

periódica (véase el Ejercicio 4.7) y ası́ no puede tener una única inversa.

Comenzamos con las siguientes proposiciones, las cuales nos ayudaran a definir

la función buscada.

Proposición 4.4.7. Para todo 0 6= w ∈ C, existen infinitos números complejos z
tales que exp(z) = w.

Demostración. Sea w un complejo no nulo. Ası́ tenemos que w = |w| exp(iα),
para cualquier α ∈ arg(w). Buscamos z = x + yi ∈ C tal que exp(z) = w.

Recordemos que exp(z) = exp(x) exp(yi) y es no nulo. Como exp(x) exp(iy) =
|w| exp(iα), entonces

x = ln(|w|) e y = α+ 2nπ, para algún n ∈ Z.

Por lo tanto, z = ln(|w|) + i(α+ 2nπ), n ∈ Z.

La proposición anterior nos muestra que la función exponencial exp: C→ C\{0}
es sobreyectiva y no inyectiva2. La siguiente proposición nos mostrará en donde

debemos restringir a la función exponencial para que sea inyectiva.

Proposición 4.4.8. Sea α ∈ R y sea Aα = {z ∈ C : α < Im(z) ≤ α + 2π}.

Entonces, la función exp(z) envı́a el conjunto Aα de manera inyectiva sobre el

conjunto C \ {0}.

Demostración. Sean z1, z2 ∈ Aα y supongamos que exp(z1) = exp(z2). Luego

exp(z1 − z2) = 1 y entonces z1 − z2 = 2πni (véase el Ejercicio 4.8). Con

lo cual, Re(z1) = Re(z2) y Im(z1) − Im(z2) = 2πn. Notemos y1 = Im(z1)
e y2 = Im(z2). Como z1, z2 ∈ Aα, obtenemos que |y1 − y2| < 2π. Podemos

suponer sin perdida de generalidad que y1 ≥ y2. Entonces tenemos que 0 ≤
y1 − y2 < 2π e y1 − y2 = 2πn, lo cual implica que n = 0 y ası́ y1 = y2. Por

lo tanto z1 = z2. Ahora sea w = reiθ ∈ C \ {0}. Como ya hemos visto por la

Proposición 4.4.7, tomando z = ln(r) + i(θ + 2πn) con n ∈ Z se cumple que

exp(z) = w. Pero existe un único n0 tal que α < θ + 2πn0 ≤ α+ 2π. Entonces,

z = ln(r) + i(θ + 2πn0) ∈ Aα.



u

v

x

y

z 7→ exp(z)

b
αi

b
(α+ 2π)i

Figura 4.1: exp(z) como una función inyectiva sobre C \ {0}.

La proposición anterior nos muestra que podemos definir una función logaritmo si

fijamos el argumento. Recordemos que para cada α ∈ R, argα(z) denota el único

argumento de z que se encuentra en el intervalo (α,α + 2π].

Definición 4.4.9. Para cada α ∈ R, la función Logα : C \ {0} → C es definida

por

Logα(z) = ln(|z|) + i argα(z).

Observemos que se cumple que

exp(Logα(z)) = exp(ln(|z|)) (cos(argα(z)) + i sen(argα(z))) = z.

Notemos ahora que Logα no es continua en

Sα := {z ∈ C \ {0} : α ∈ arg(z)}
(véase la Figura 4.2). En efecto, si z 6= 0 es tal que α ∈ arg(z) entonces podemos

acercarnos a z por uno y otro lado de la semirrecta Sα. Consideremos la región

Gα formada por el plano complejo sin el rayo que parte de 0 y forma un ángulo α
con el semieje real positivo, esto es,

Gα := C \ (Sα ∪ {0}) = {z ∈ C \ {0} : α /∈ arg(z)}
(véase la Figura 4.2). Si nos acercamos a z por medio de puntos de Gα con argu-

mentos superiores y cercanos a α, o sea, tomamos una sucesión {zn}n≥1 ⊂ Gα

tal que zn = |zn| exp(i(α + ǫn)) con ǫn > 0, ĺım
n→∞

ǫn = 0 y ĺım
n→∞

|zn| = |z|,
entonces

ĺım
n→∞

Logα(zn) = ĺım
n→∞

(ln(|zn|) + i(α+ ǫn)) = ln(|z|) + iα.

Ası́, tenemos que zn → z y Logα(zn) → (ln(|z|)+iα), pero Logα(z) = ln(|z|)+
i(α + 2π), en consecuencia, por la Proposición 2.3.11, Logα no es continua en

z ∈ Sα.
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Sα

Gα

x

y

α

Sα

Figura 4.2: El rayo Sα = {z ∈ C \ {0} : α ∈ arg(z)} y la región Gα = C \ Sα.

Definición 4.4.10. Sean A ⊂ C una región y f : A → C una función continua.

Se dice que f es una rama del logaritmo si cumple que

exp(f(z)) = z. (4.14)

Puesto que el argumento argα es continuo en la región Gα, la función Logα : Gα →
C es una rama del logaritmo y no se puede extender a una función continua sobre

C\{0}. Además, podemos ver que cada una de las ramas Logα es en cierto senti-

do una inversa de la función exponencial. Más precisamente, si z = x+ yi es tal

que α < y ≤ α+ 2π, entonces

Logα(exp(z)) = ln(exp(x)) + i argα(exp(z)) = x+ iy = z.

Llamamos rama principal del logaritmo a la función

Log(z) := Log−π(z) = ln(|z|) + iArg(z) = ln(|z|) + i arg−π(z),

definida en la región G−π = C\{z ∈ C : Re(z) ≤ 0, Im(z) = 0} que se obtiene

de C quitando el semieje real no positivo.

Una observación importante es que en general

Log(z1z2) 6= Log(z1) + Log(z2).

Por ejemplo, si z1 = z2 = e
2π
3
i, entonces z1z2 = e−

2π
3
i y

Log(z1z2) = −2π

3
i 6= 4π

3
i = Log(z1) + Log(z2).

El siguiente resultado parece indicar que todo sucede como en el análisis real. Si

una función es invertible y diferenciable, entonces su inversa es diferenciable.

Proposición 4.4.11. Sean A,B ⊂ C dos conjuntos abiertos, f : A → C y g : B →
C dos funciones continuas tales que f(A) ⊂ B y (g ◦ f)(z) = z para todo z ∈ A.
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Si la función g es diferenciable en f(z0) con g′(f(z0)) 6= 0, entonces f es dife-

renciable en z0 y

f ′(z0) =
1

g′(f(z0))
.

Demostración. Sea 0 6= h ∈ C tal que z0 + h ∈ A. Como g(f(z0)) = z0 y

g(f(z0 + h)) = z0 + h, entonces f(z0) 6= f(z0 + h) y

1 =
g(f(z0 + h))− g(f(z0))

h
=

g(f(z0 + h))− g(f(z0))

f(z0 + h)− f(z0)

f(z0 + h)− f(z0)

h
.

Luego

f(z0 + h)− f(z0)

h
=

(
g(f(z0 + h))− g(f(z0))

f(z0 + h)− f(z0)

)−1

.

Pero por la continuidad de f y la diferenciabilidad de g en f(z0), tenemos

ĺım
h→0

g(f(z0 + h)) − g(f(z0))

f(z0 + h)− f(z0)
= g′(f(z0)).

Ası́, f es diferenciable en z0 y f ′(z0) =
1

g′(f(z0))
.

Corolario 4.4.12. Sean A ⊂ C una región y f : A → C una rama del logaritmo

sobre A. Entonces f es analı́tica en A y f ′(z) = 1/z.

Por lo tanto, podemos observar del corolario anterior que todas las ramas del lo-

garitmo Logα : Gα → C son analı́ticas y tienen la misma derivada.

4.4.4. Potencias complejas

Las potencias de la forma zn, con n ∈ Z, se pueden definir sin ningún tipo de

problema ya que dependen solo de poder multiplicar y dividir en C (véase la

Sección 1.3). En la Sección 1.6 se vio como definir las raı́ces n-ésimas, o sea

potencias de la forma 1
n . Una complicación puede ser observada en este último

caso, y es que la potencia z
1
n toma n valores distintos. Para tratar este caso y

casos más generales, resulta conveniente dar una definición general de potencia

za para a ∈ C. Para esto, el punto de partida es la siguiente propiedad en R:

xr = eln(x)r, para todo x > 0 y r ∈ R.

Definición 4.4.13. Dado a ∈ C, definimos la a-ésima potencia de z ∈ C \ {0}, a

ser cualquier número complejo β tal que

β = exp(aw) con exp(w) = z.

A tal potencia la denotamos por za.
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Sabemos que w no es el único que cumple con exp(w) = z, sino que w =
ln(|z|) + iγ donde γ ∈ arg(z) es arbitrario. Por simplicidad, vamos a denotar

log(z) := ln(|z|) + i arg(z).

Notemos que log(z) toma infinitos valores distintos, uno para cada γ ∈ arg(z).
Por lo tanto, las a-ésimas potencias de z 6= 0 son

za = exp(a log(z)). (4.15)

Ejemplo 4.4.14. Para todo n ∈ Z se satisface:

i−2i = exp (−2i log(i)) = exp (−2i (2n + 1/2) πi) = exp((4n + 1)π).

La Definición 4.4.13 (y ası́ también la ecuación (4.15)) proporciona efectivamente

una definición consistente de za en el sentido que si a = n ∈ Z, entonces zn =

exp(n log(z)) y si a = 1
n , entonces z

1
n = exp( 1n log(z)). En efecto,

exp(n log(z)) = (exp(log(z)))n = (exp(ln(|z|) + i arg(z)))n = zn

y

exp

(
1

n
log(z)

)
= exp

(
1

n
ln(|z|) + i

1

n
arg(z)

)

= exp

(
1

n
ln(|z|) + i

Arg(z) + 2πk

n

)

= |z| 1n exp

(
i
Arg(z) + 2πk

n

)

con k ∈ Z. Como sabemos, exp
(
iArg(z)+2πk

n

)
tiene valores distintos solo cuando

k = 0, 1, 2, . . . , n− 1 y por lo tanto, de la última igualdad vemos que

|z| 1n exp

(
i
Arg(z) + 2πk

n

)

son las n raı́ces n-ésimas de z.

La ecuación (4.15) es útil también para definir las ramas de za. Para cada α ∈ R,

una rama de za es definida sustituyendo en (4.15) log(z) por Logα(z), esto es,

una rama de za es

za = exp (aLogα(z)) .

Ası́, la rama principal o valor principal de za es definida a ser

za = exp
(
aLog−π(z)

)
.
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Ejemplo 4.4.15. ii = exp
(
iLog−π(i)

)
= exp

(
i(π2 i)

)
= exp

(
−π

2

)
.

Proposición 4.4.16. Sea a ∈ C. Entonces, para cada α ∈ R, la rama za =
exp (aLogα(z)) es analı́tica en la región Gα = {z ∈ C \ {0} : α /∈ arg(z)} y su

derivada es (za)′ = aza−1.

Demostración. Es claro que za es analı́tica en Gα ya que es la composición de

dos funciones analı́ticas en Gα. Además,

(za)′ = (exp (aLogα(z)))
′ = (exp (aLogα(z)))

a

z

= a
exp (aLogα(z))

exp (Logα(z))
= a exp ((a− 1)Logα(z)) = aza−1.

4.5. Funciones armónicas

Definición 4.5.1. Sean Ω ⊂ R2 y u : Ω → R tal que u ∈ C2(Ω). Decimos que u
es armónica en Ω si para todo (x, y) ∈ Ω se verifica uxx(x, y) +uyy(x, y) = 0, o

sea u satisface la ecuación de Laplace ∆u = 0.

Ejemplo 4.5.2. La función u(x, y) = x3 − 3xy2 + y es armónica en R2.

Como consecuencia directa de la Proposición 4.2.1 tenemos el siguiente resultado.

Corolario 4.5.3. Sean u y v funciones definidas en un abierto Ω ⊂ R2 tales

u, v ∈ C2(Ω). Si f = u + iv es analı́tica en A = {z : z = x+ iy, (x, y) ∈ Ω},

entonces u y v son funciones armónicas en Ω.

Demostración. Por la Proposición 4.2.1, se satisfacen las ecuaciones de Cauchy-

Riemann

ux = vy y uy = −vx.

Por lo tanto, uxx = vyx = vxy = −uyy, lo que conduce a ∆u = 0. De forma

similar vale para v.

Supongamos que u es armónica en un conjunto abierto Ω ⊂ R2. ¿Existe una

función armónica v en Ω tal que f = u + iv es analı́tica en A = {z : z =
x+ iy, (x, y) ∈ Ω}? Si existe, se dice que v es una armónica conjugada de u.

Teorema 4.5.4 (Regla de Leibniz de derivación bajo la integral). Sean I ⊂ R,

un abierto, y α, β : I → [a, b] funciones tal que α, β ∈ C1(I). Si f y fx son

continuas en I × [a, b], entonces

∂

∂x

(∫ β(x)

α(x)
f(x, t)dt

)
= f(x, β(x))β′(x)−f(x, α(x))α′(x)+

∫ β(x)

α(x)
fx(x, t)dt.
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o Ω es un disco en R
Teorema 4.5.5. Sean

2
Ω ⊂ R2 y u : Ω → R tal que u es armónica en Ω. Si Ω = R2

, entonces u tiene una armónica conjugada.

Demostración. Por la Proposición 4.2.2 es suficiente encontrar una función armóni-

ca v tal que u y v satisfagan las ecuaciones de Cauchy-Riemann. Definimos

v(x, y) =

∫ y

0
ux(x, t)dt+ φ(x), (4.16)

y busquemos φ tal que vx(x, y) = −uy(x, y). Como uxx = −uyy, diferenciando

a ambos lados de (4.16) con respecto a x y utilizando la Regla de Leibniz de

derivación bajo la integral conseguimos

vx(x, y) =

∫ y

0
uxx(x, t)dt+ φ′(x)

= −
∫ y

0
uyy(x, t)dt+ φ′(x)

= −uy(x, y) + uy(x, 0) + φ′(x).

Ası́, φ′(x) = −uy(x, 0) y por ende

v(x, y) =

∫ y

0
ux(x, t)dt −

∫ x

0
uy(s, 0)ds.

Puesto que vy(x, y) = ux(x, y) y

vxx(x, y) + vyy(x, y) = (−uyx(x, y) + uyx(x, 0) + φ”(x)) + uxy(x, y)

= −uyx(x, y) + uyx(x, 0) − uyx(x, 0) + uxy(x, y)

= 0,

la prueba está completa.

Ejemplo 4.5.6. Veamos como obtener, usando el teorema anterior, la armónica

Ahora calculamos vx(x, y) = 6xy+φ′(x). Como se debe cumplir que vx = −uy,

tenemos que

6xy + φ′(x) = −(−6xy + 1) lo que implica que φ′(x) = −1.

Entonces, φ(x) = −x + c, donde c es una constante real. Por lo tanto, de (4.17)

obtenemos que

v(x, y) = 3x2y − y3 − x+ c.

El lector puede ahora verificar que la función v(x, y) es en efecto armónica y

armónica conjugada de u(x, y).
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conjugada de la función u(x, y) = x
∫
3 − 3xy2 + y del Ejemplo 4.5.2. Definimos

∫
v(x, y) = ux(x, y)dy+φ(x) = (3x2−3y2)dy+φ(x) = 3x2y−y3+φ(x).

(4.17)



4.6. Aplicaciones conformes

4.6.1. Conservación de Ángulos

Una función analı́tica f aplicará dos segmentos rectilı́neos convergentes en un

punto c, en dos curvas que se cortarán en f(c). En esta sección probaremos que

las rectas tangentes a dichas curvas se cortan según el mismo ángulo que los seg-

mentos rectilineos si f ′(c) 6= 0.

Esta propiedad es evidente para funciones lineales. Por ejemplo, f(z) = z + b
representa una traslación que mueve cada recta paralelamente a si misma y ası́ es

claro que se conservan los ángulos. Otro ejemplo es f(z) = az donde a 6= 0.

En efecto, si |a| = 1, entonces a = eiθ y f representa una rotación de centro

0 y ángulo θ. Si |a| 6= 1, a = Reiθ, f representa una rotación seguida de una

dilatación (si R > 1) o de una contracción (si R < 1); y de nuevo se conservan

los ángulos. Una función lineal f(z) = az + b con a 6= 0, es una composición de

los dos tipos recién vistos y por lo tanto conserva también los ángulos.

En el caso general, la diferenciabilidad en c significa que se dispone de una apro-

ximación lineal en las proximidades de c, es decir, f(z) ≃ f(c) + f ′(c)(z − c).
Si f ′(c) 6= 0, podemos esperar que los ángulos se conserven en las proximidades

de c.

Definición 4.6.1. Sea γ : [a, b] → C una curva suave a trozos3. Diremos que γ
tiene tangente en un punto z = γ(t), cuando es derivable en t y γ′(t) 6= 0. A γ′(t)
se lo llama vector tangente a γ en z = γ(t).

Definición 4.6.2. Sean γ1, γ2 : [a, b] → C dos curvas que se cortan en un punto

z = γ1(t) = γ2(t) y que tienen tangente en dicho punto. La diferencia

∠(γ1, γ2, z) := Arg(γ′1(t))− Arg(γ′2(t)),

es llamada el ángulo formado por γ1 y γ2 en el punto z.

Definición 4.6.3. Sean A ⊂ C un abierto y f : A → C una función continua. Se

dice que f es conforme en un punto z ∈ A si f transforma curvas con tangente

en z en curvas con tangente en w = f(z) y conserva ángulos entre curvas que

se cortan en z, es decir, si γ1, γ2 : [a, b] → C son curvas en A que se cortan

en z y que tienen tangente en z, entonces f ◦ γ1 y f ◦ γ2 tienen tangente en w y

∠(γ1, γ2, z) = ∠(f ◦γ1, f ◦γ2, w). Se dice que f es conforme en A si es conforme

en todo punto de A.

A continuación vemos que toda función continua resulta conforme en aquellos

puntos donde tiene derivada no nula.

3Ver Definición 5.2.1
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Proposición 4.6.4. Sean A ⊂ C un abierto, c ∈ A y f
′
: A → C una función

continua en c. Supongamos que f es derivable en c con f (c) 6= 0. Entonces f es
conforme en c.

Demostración. Sean γ1, γ2 : [a, b] → C dos curvas que se cortan en un punto
c = γ1(t) = γ2(t) y que tienen tangente en dicho punto. Pongamos w = f (c),
β1 = f ◦ γ1 y β2 = f ◦ γ2. Observar que β1(t) = β2(t) = f (c). Por la Regla de
la Cadena,

β′ (t) = f ′(c)γ′ (t) y β′ (t) = f ′(c)γ′ (t).

Deducimos que las curvas β1 y β2 tienen tangentes en f (c) y

∠(β1, β2, w) = Arg(β′
1(t))− Arg(β′

2(t))

= Arg(f ′(c)) + Arg(γ′1(t))−
(
Arg(f ′(c)) + Arg(γ′2(t))

)

= ∠(γ1, γ2, c).

Ası́, f es conforme en c.

Los ángulos no se conservan en aquellos puntos donde la derivada es cero. Por

ejemplo si f(z) = z2, una recta que pasa por el origen y forma con el eje real un

ángulo α se transforma por medio de f en una lı́nea recta que forma con el eje

real un ángulo 2α. En general, cuando f ′(c) = 0, el desarrollo de Taylor4 de f
toma la forma,

f(z)− f(c) = (z − c)k

( ∞∑

n=0

an(z − c)n

)
,

donde k ≥ 2. Utilizando esta ecuación, es fácil ver que los ángulos formados por

las curvas que se cortan en c quedan multiplicados por un factor k en la aplicación

determinada por f .

4.6.2. Transformaciones de Möbius

Las transformaciones de Möbius son uno de los ejemplos más importantes de las

aplicaciones conformes, por lo que les dedicamos esta sección. Son los cocientes

no triviales entre polinomios de primer grado.

Definición 4.6.5. Llamaremos transformaciones de Möbius a las funciones

M(z) =
az + b

cz + d
,

donde a, b, c y d son números complejos tales que ad− bc 6= 0.

4Ver Teorema 6.2.1
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Notar que si fuera ad − bc = 0 entonces M(z) serı́a simplemente una constante.

El dominio de una transformación de Möbius es C∞ si convenimos que

M(∞) = ĺım
z→∞

M(z) =
a

c
∈ C∞, y M

(
−d

c

)
= ∞.

Si M(z) = z + a, entonces M es llamada una traslación; si M(z) = az con

a ∈ R+, entonces M es una homotecia; si M(z) = eiθz, entonces M es una

rotación y finalmente, si M(z) = 1
z , entonces M es llamada inversión.

Claramente M : C∞ → C∞ es una función continua y tiene inversa

M−1(z) =
dz − b

−cz + a
,

que, como vemos, es también una transformación de Möbius. Además, son con-

formes en cada punto z 6= −d
c , ya que

M ′(z) =
ad− bc

(cz + d)2
6= 0.

Sea M(z) =
az + b

cz + d
. Si λ ∈ C \ {0}, entonces M(z) =

(λa)z + (λb)

(λc)z + (λd)
. Ası́ los

coeficientes a, b, c y d no son únicos.

Comenzamos el estudio de estas funciones con una propiedad geométrica.

Teorema 4.6.6. La imagen de una recta o de una circunferencia por una transfor-

mación de Möbius es una recta o una circunferencia.

Demostración. El teorema no afirma que la imagen de una recta sea una recta y
la imagen de una circunferencia sea una circunferencia, sino que las rectas pue-

den ser transformadas en circunferencias y viceversa. La circunferencia de centro

(a, b) y radio r > 0 está formada por los puntos (x, y) que cumplen la ecuación

(x − a)2 + (y − b)2 − r2 = 0.

Operando y multiplicando por un número real A 6= 0 arbitrario queda

A(x2 + y2) − 2Aax − 2Aby + A(a2 + b2 − r2) = 0,

luego las circunferencias son los conjuntos de puntos que cumplen una ecuación

del tipo

A(x2 + y2) + 2Bx + 2Cy + D = 0 con A 6= 0 y B2 + C2 − AD > 0, (4.18)
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Por lo visto, las transformaciones de Möbius resultan ser homeomorfismos deC∞
en sı́ mismo. Un cálculo directo muestra que la composición de dos transforma-

ciones de Möbius es de nuevo una transformación de Möbius, luego estas forman

un grupo con la composición de aplicaciones.



Azz + Ez +Ez +D = 0, (4.19)

donde E = B + iC y, A 6= 0 y EE −AD > 0, o bien A = 0 y E 6= 0.

Convendremos en que ∞ pertenece a cualquier recta y no pertenece a ninguna cir-

cunferencia, luego una recta es un conjunto de números complejos determinados

por una ecuación de tipo (4.19) con A = 0 más el punto ∞ y una circunferencia es

un conjunto de números complejos determinados por una ecuación de tipo (4.19)

con A 6= 0 y EE −AD > 0.

Consideremos en primer lugar la inversión M(z) = 1
z . El conjunto de los números

complejos z 6= 0 que cumplen (4.19) se transforma en el conjunto de los números

complejos no nulos que cumplen

Dzz + Ez + Ez +A = 0.

Si A 6= 0 y D 6= 0 (con lo que z = 0 no cumple (4.19)) tenemos que el conjunto

inicial era una circunferencia y su imagen también.

Si A 6= 0 pero D = 0 entonces el conjunto inicial era una circunferencia y el final

es una recta. El 0 pertenecı́a a la circunferencia y su imagen es ∞, que pertenece

a la recta.

Si A = 0 y D 6= 0 tenemos una recta que no pasa por 0 y se transforma en una

circunferencia. El 0 está en la imagen porque es la imagen de ∞ que estaba en la

recta.

Finalmente si A = D = 0 tenemos una recta que pasa por 0 y que se transforma

en otra recta que pasa por 0 (de modo que 0 e ∞ se intercambian).

Ası́, el teorema es cierto para la función M(z) = 1
z . Análogamente se puede com-

probar que el resultado es válido para M(z) = z + b y M(z) = az.

Para el caso general con c 6= 0, el resultado sigue de expresar a M como composi-

ción de traslaciones, homotecias, rotaciones e inversiones (alguna de estas pueden

no estar). En efecto, si

M1(z) = z +
d

c
, M2(z) =

1

z
, M3(z) =

bc− ad

c2
z y M4(z) = z +

a

c
,
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ya que B2 + C2 −AD = A2r2. Recı́procamente, es fácil ver que el conjunto de

los puntos que cumple la ecuación (4.18) es una circunferencia.

Por otra parte si A = 0 la ecuación se reduce a 2Bx + 2Cy + D = 0 que,

admitiendo (B,C) 6= (0, 0), es la ecuación de una recta, y toda recta está formada

por los puntos que cumplen una ecuación de este tipo.

En resumen, las circunferencias y las rectas son los conjuntos de puntos (x, y) que

cumplen una ecuación del tipo (4.18), donde A 6= 0 y B2 +C2 −AD > 0 o bien

A = 0 y (B,C) 6= (0, 0).
Si consideramos z = x+ iy, entonces (4.18) equivale a
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entonces M = M4 ◦M3 ◦M2 ◦M1.

Si c = 0,

M(z) =
a

d
z +

b

d
.

Ası́, si M1(z) =
a
dz y M2(z) = z + b

d entonces M = M2 ◦M1 y por ende vale

el teorema.

Con más precisión, si M es una transformación de Möbius y M(z0) = ∞, enton-

ces las imágenes de las rectas y circunferencias que pasan por z0 han de contener

a ∞, luego han de ser rectas, y las imágenes de las rectas y circunferencias que no

pasan por z0 no han de contener a ∞, luego han de ser circunferencias.

Por otra parte, tanto las rectas como las circunferencias dividen a C∞ en dos

componentes conexas (dos semiplanos o el interior y exterior de la circunferencia)

y es obvio que si una función M transforma una recta o circunferencia A en una

recta o circunferencia B, entonces M es un homeomorfismo entre C∞ \ A y

C∞ \ B, luego biyecta sus dos componentes conexas, es decir, si por ejemplo

M transforma una recta en una circunferencia, entonces M envı́a los puntos de

uno de los semiplanos definidos por la recta al interior de la circunferencia y los

puntos del otro semiplano al exterior.

Teorema 4.6.7. Toda transformación de Möbius M deja fijo al menos a un punto

de C∞ y si M no es la identidad entonces tiene a lo sumo dos puntos fijos.

Demostración. Sea

M(z) =
az + b

cz + d
.

Supongamos primero que c = 0 (luego d 6= 0, a 6= 0). Entonces se cumple

M(∞) = ∞, luego M tiene un punto fijo. En C, la ecuación M(z) = z tiene a

lo sumo la solución b
d−a (siempre que a 6= d), luego en total hay a lo sumo dos

puntos fijos.

Ahora supongamos c 6= 0, con lo que M(∞) = a
c 6= ∞, luego ∞ no es un punto

fijo. Tampoco lo es el punto −d
c , pues su imagen es ∞. Entre los puntos restantes,

la ecuación M(z) = z equivale a cz2 + (d − a)z − b = 0, que tiene una o dos

soluciones en C.

Una consecuencia del teorema anterior es que si una transformación de Möbius

tiene tres puntos fijos entonces es la identidad. El teorema siguiente generaliza

considerablemente este hecho.

Teorema 4.6.8. Si z1, z2, z3 son tres puntos distintos de C∞ y w1, w2, w3 son

también distintos entre sı́ (aunque no necesariamente distintos de los anteriores),

entonces existe una única transformación de Möbius M que cumple M(zi) = wi,

i = 1, 2, 3.
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M(z) =
az + b

.

cz + d = c(z − z3).

Ası́, M(z) = a
c

z−z1
z−z3

. La condición M(z2) = 1 determina el cociente

a

c
=

z2 − z3
z2 − z1

y el resultado es

M(z) =
(z2 − z3)

(z2 − z1)

(z − z1)

(z − z3)
. (4.20)

Es claro que esta transformación cumple lo pedido.

Si uno de los puntos z es infinito es fácil ver que la función que resulta de to-

mar lı́mites en la expresión anterior cumple lo buscado. Concretamente sirven las

funciones

M(z) =
z2 − z3
z − z3

si z1 = ∞,

M(z) =
z − z1
z − z3

si z2 = ∞,

M(z) =
z − z1
z2 − z1

si z3 = ∞.

(4.21)
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Demostración. La unicidad es consecuencia del teorema anterior. En efecto, si

dos transformaciones M y N cumplen estas condiciones entonces N−1 ◦M deja

fijos a z1, z2, z3. Luego es la identidad y por lo tanto M = N .

Supongamos que z1, z2 y z3 son finitos y que w1 = 0, w2 = 1 y w3 = ∞. Para

que una transformación

cz + d

cumpla M(z1) = 0 se ha de cumplir que az1 + b = 0, o sea,

az + b = a(z − z1).

Del mismo modo, la condición M(z3) = ∞ equivale a cz3 + d = 0, es decir,

En general, podemos obtener dos transformaciones M y N tales que

M(z1) = 0, M(z2) = 1, M(z3) = ∞,

N(w1) = 0, N(w2) = 1, N(w3) = ∞,

y entonces N−1 ◦M es la transformación buscada.

Definición 4.6.9. La transformaciones de Möbius M dadas en (4.20) y (4.21),

que aplican z1, z2 y z3 en 0, 1 y ∞, se llaman razón doble de z, z1, z2, z3 y se

denotan por (z, z1, z2, z3).
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(a) f(z) = e−xe−yi;

(b) f(z) = 2x+ xy2i;

(c) f(z) = exe−yi;

(d) f(z) = cos x cosh y − i sen x senh y;

(e) f(z) = z2 − z2.

Ejercicio 4.7. Probar que exp(z) es periódica; cada periodo es de la forma 2πni
para algún entero n.

(a) cos(z) = cos x cosh y − i senx senh y;

(b) sen(z) = senx cosh y + i cos x senh y.

Ejercicio 4.11. Hallar para que valores de z se cumplen las siguientes identidades.
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Teniendo en cuenta que por tres puntos no alineados pasa una única circunferencia

es claro que dadas dos rectas/circunferencias existe una transformación de Möbius

que transforma una en otra.

Ejercicios propuestos

Ejercicio 4.1. Demostrar que si f es diferenciable en z, entonces f es continua

en z.

Ejercicio 4.2. Determinar en que puntos es diferenciable la función f(z) =
Re(z).

Ejercicio 4.3. Sean A una región y A∗ = {z ∈ C : z ∈ A}. Si f : A −→ C

es analı́tica, probar que f∗ : A∗ −→ C definida por f∗(z) = f(z) es también

analı́tica.

Ejercicio 4.4. Probar que f(z) = |z|2 tiene derivada solo en el origen.

Ejercicio 4.5. Probar que f(z) = z no es analı́tica en C, pero sin embargo es

continua.

Ejercicio 4.6. Determinar dónde las siguientes funciones son diferenciables y

analı́ticas, y determinar sus derivadas en los puntos donde sea diferenciable.

Ejercicio 4.8. Probar que exp(z) = 1 si y solo si z = 2πni para algún entero n.

Ejercicio 4.9. Mostrar que cos(z + w) = cos(z) cos(w)− sen(z) sen(w).

Ejercicio 4.10. Sea z = x+ iy. Probar las siguientes identidades.



(a) cos z = 0;

(b) sen z = 0;

(c) cosh z = 0;

(d) senh z = 0;

(e) sen z = 10.

Ejercicio 4.12. Sean zn, z ∈ A = C \ {z ∈ R : z 6 0} tales que zn = rne
iθn y

z = reiθ donde −π < θ, θn < π. Probar que si ĺım zn = z, entonces ĺım θn = θ
y ĺım rn = r.

Ejercicio 4.13. Sean f : A −→ C una rama del logaritmo y n ∈ Z. Probar que

zn = exp(n f(z)) para todo z ∈ A.

Ejercicio 4.14. Probar que la parte real de la rama principal de la función
√
z es

siempre positiva.

Ejercicio 4.15. Dar la rama principal de
√
1− z.

Ejercicio 4.16. Sean A ⊂ C una región y f : A −→ C analı́tica. Probar que si

f(z) es real para todo z ∈ A, entonces f es constante en A.

Ejercicio 4.17. Probar que la función u(x, y) = ln
(√

x2 + y2
)

es armónica en

R2 \ {(0, 0)}.

Ejercicio 4.18. Encontrar una función armónica conjugada de

ex cos y + ey cos x + xy.

Ejercicio 4.19. Demostrar que la función f (z) = cos x cosh y − i sen x senh y es

analı́tica en todo el plano complejo y que f ′′(z) = −f (z).
Ejercicio 4.20. Supongamos que f (z) = u + iv es analı́tica y que g(z) = v + iu
también lo es. Demostrar que u y v deben ser constantes.

Ejercicio 4.21. Encontrar la imagen por la función z2 de los siguientes conjuntos.

(a) {(x, y) : x2 − y2 = c}, c > 0; (b) {(x, y) : x > 0 e y > 0}.

Ejercicio 4.22. Describir los siguientes conjuntos.
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(a) {z ∈ C : ez = i}; (b) {z ∈ C : ez = −1}; (c) {z ∈ C : sen(z) =
0}.

Ejercicio 4.23. Encontrar la imagen por la función exponencial de los siguientes

conjuntos.

(a) {z : Re(z) < 0 y |Im(z)| < π}; (b) {z : |Im(z)| < π
2 }.

Ejercicio 4.24. Sea f(z) = exp (1/z). Determinar la imagen de A = {z ∈ C :
0 < |z| < r} por la función f .

Ejercicio 4.25. Sea f(z) =
√
z. Determinar la imagen de A = C \ {z ∈ R : z 6

0} por la función f .

Ejercicio 4.26. Encontrar la imagen por la función sen(z) del siguiente conjunto:

{(x, y) : −π
2 ≤ x ≤ π

2 , y > 0}.

Ejercicio 4.27. Hallar una transformación Möbius la cual aplica los puntos z =
0, −i y − 1 en w = i, 1 y 0, respectivamente.

Ejercicio 4.28. Sean A = {z : Im(z) > 0} y z0 ∈ A. Probar que la transforma-

ción w = eiθ0
(
z−z0
z−z0

)
aplica A en {z : |z| < 1}.

Ejercicio 4.29. Hallar una transformación que aplique A = {z : Im(z) ≥ 0} en

{z : |z| ≤ 1} de manera que z = i se aplica en w = 0, mientras que el punto en

el infinito se aplica en w = −1.

Ejercicio 4.30. Encontrar la imagen por la función f(z) = z+ 1
z de los siguientes

conjuntos.

(a) {z ∈ R : z 6 −1};

(b) {z ∈ R : z > 1};

(c) {z : Im(z) = Re(z) y z 6= 0}.

Ejercicio 4.31. Sea T (z) = az+b
cz+d con ad− bc 6= 0. Probar que T (R∞) = R∞ si

cz+d y
αz+β
γz+δ

David E. FERREYRA · Luciano J. GONZÁLEZ · Fabián E. LEVIS

si existe un número complejo λ 6= 0 tal que α = λa, β = λb, γ = λc y δ = λd.

Ejercicio 4.34. Probar que una transformación de Möbius tiene ∞ como único

punto fijo si y solo si es una traslación, pero no la identidad.

| 100

Ejercicio 4.33. Sean S(z) = az+b T (z) = . Probar que S = T si y solo

y solo si se pueden elegir a, b, c y d ∈ R.

Ejercicio 4.32. Sean A una región y f : A −→ C una función analı́tica tal que

f(A) es un subconjunto de un cı́rculo. Probar que f es constante en A.



Ejercicio 4.36. Para |z| < 1, definimos f por f(z) = exp

(
−iLog

[
i
(
1+z
1−z

)] 1
2

)
.

Probar que f manda de manera conforme A = {z : |z| < 1} en un anillo.

Ejercicio 4.37. Mandar A = C \ {z ∈ R : |z| ≤ 1} sobre el disco unidad abierto

por una función analı́tica.

101 |

PRIMEROS CONCEPTOS DE ANÁLISIS COMPLEJO

Ejercicio 4.35. Probar que una transformación de Möbius T satisface T (0) = ∞
y T (∞) = 0 si y solo si T (z) = z

a , para algún a ∈ C.



Capítulo 5

Integración Compleja



∫

γ
f(z)dz = 0.

Muchos de los resultados que veremos más adelante, como por ejemplo el cálculo

de residuos (Sección 7.2), están relacionados de una u otra manera al Teorema de

Cauchy.

5.1. Integral sobre intervalos reales

En esta sección daremos por conocida la integral de una función continua (o con-

tinua a trozos) sobre un intervalo acotado en R y extenderemos esta noción hasta

poder integrar funciones complejas. Recordemos:

Definición 5.1.1. Una función f : R → R es continua a trozos en [a, b] ⊂ R si

existe una partición de [a, b], digamos t0 = a < t1 < · · · < tn = b, de modo que

f es continua en [tj−1, tj ] para cada j = 1, . . . , n, los lı́mites laterales a ambos

lados existen y son finitos en cada tj , para j = 1, . . . , n − 1 y, además ĺım
t→a+

f(t)

y ĺım
t→b−

f(t) existen y son finitos. Una función h : R→ C se dice que es continua

a trozos si sus partes real e imaginaria lo son.

Definición 5.1.2. Sea f : R → R una función continua a trozos en [a, b] de modo
que f es continua en cada intervalo [tj−1, tj ] para cada j = 1, . . . , n. Se define la
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Uno de los resultados principales de esta Capı́tulo es el Teorema de Cauchy, el

cual es central en el desarrollo del resto de la teorı́a y sus aplicaciones. Ade-

lantándonos un poco, el Teorema de Cauchy dice que si f es una función analı́tica

sobre un conjunto abierto A y γ es una curva cerrada tal que ella y su interior

están contenidas en A, entonces



integral de f sobre [a, b] como

∫ b

a
f(t)dt =

n∑

j=1

∫ tj

tj−1

f(t)dt,

donde cada integral del lado derecho es la integral de una función continua en un

intervalo acotado.

La integral de una función compleja de una variable real h : [a, b] → C se define

a partir de la integral de sus partes real e imaginaria.

Definición 5.1.3. Sea h : [a, b] → C continua a trozos. Si h = u + iv con u =
Re(h) y v = Im(h), se define la integral de h sobre [a, b] como

∫ b

a
h(t)dt :=

∫ b

a
u(t)dt+ i

∫ b

a
v(t)dt.

Proposición 5.1.4. La integral de la Definición 5.1.3 tiene las siguientes propie-

dades.

(a) Linealidad. Si w1, w2 ∈ C y h1, h2 : [a, b] → C son funciones continuas a

trozos, entonces tenemos que

∫ b

a
(w1h1(t) + w2h2(t))dt = w1

∫ b

a
h1(t)dt+ w2

∫ b

a
h2(t)dt.

(b) Si h es continua y derivable a trozos en [a, b],

∫ b

a
h′(t)dt = h(b)− h(a).

(c) Si q : [c, d] → [a, b] es una biyección con derivada continua nunca nula y

h : [a, b] → C es continua a trozos, entonces

∫ d

c
h(q(t))q′(t)dt =

∫ b

a
h(t)dt si q′ > 0

y ∫ d

c
h(q(t))q′(t)dt = −

∫ b

a
h(t)dt si q′ < 0.

(d) Si h : [a, b] → C es continua a trozos, entonces

∣∣∣∣
∫ b

a
h(t)dt

∣∣∣∣ ≤
∫ b

a
|h(t)|dt.

Demostración. Las demostraciones son consecuencia de la Definición 5.1.3 y los

resultados conocidos para integrales de funciones reales.
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5.2. Integral sobre curvas

La integral que nos interesa definir más abajo es la integral de una función com-

pleja de una variable compleja f : A → C sobre curvas contenidas en A ⊂ C. Por

esta razón, vamos a comenzar por definir el tipo de curvas con las que vamos a

trabajar.

Definición 5.2.1. Llamaremos curva parametrizada en el plano complejo C a

toda función continua γ : [a, b] → C. Diremos que una curva parametrizada

γ : [a, b] → C es suave a trozos si γ′ es continua a trozos en [a, b] y γ′(t) 6= 0 para

todo t ∈ [a, b], excepto posiblemente en un número finito de puntos. Diremos que

γ es cerrada si γ(a) = γ(b).

La imagen de una curva parametrizada γ : [a, b] → C es el conjunto γ([a, b]) =
{γ(t) : t ∈ [a, b]}. Toda curva parametrizada tiene asociada una orientación,

determinada por la dirección en la cual γ(t) va trazando la imagen de γ a medida

que t aumenta de a a b (véase la Figura 5.1).

b

b

γ(a)

γ(b)

[ ]
a b

γ

Figura 5.1: Curva γ : [a, b] → C.

Dos curvas parametrizadas γ : [a, b] → C y β : [c, d] → C se dicen equiva-

lentes si existe una función biyectiva con derivada continua q : [c, d] → [a, b]
tal que q′(t) > 0 y β(t) = γ(q(t)) para t ∈ [c, d]. Entonces, tenemos que

γ([a, b]) = β([c, d]) y por la condición q′ > 0 se deduce que γ y β tienen la

misma orientación. Por lo tanto, γ y β representan la misma curva. También dire-

mos que β es una reparametrización de γ. De aquı́ en adelante diremos que γ es

una curva, entendiendo que γ : [a, b] → C es una de sus parametrizaciones. En

muchos casos resulta conveniente trabajar con curvas que no se crucen. Para esto

se introduce la siguiente definición.

Definición 5.2.2. Se dice que una curva es simple si admite una parametrización

por medio de una función inyectiva γ : [a, b] → C. Diremos también que una

curva es cerrada y simple si admite una parametrización γ : [a, b] → C tal que γ
es inyectiva en (a, b) y γ(a) = γ(b).

Ejemplo 5.2.3. Un ejemplo sencillo, pero útil, de una curva cerrada y simple es

el de una circunferencia. Consideremos la circunferencia C(z0, r) centrada en un
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∫

γ
f(z)dz :=

∫ b

a
f(γ(t))γ′(t)dt.

Notar que f(γ)γ′ es una función continua a trozos en [a, b].

En la definición anterior, la integral de f a lo largo de una curva γ, no depende de

la parametrización elegida para γ. Esto es lo que prueba la siguiente proposición.

Proposición 5.2.6. Sean A ⊂ C un abierto, f : A → C una función continua

en A y γ : [a, b] → C una curva tal que γ([a, b]) ⊂ A. Si γ̃ : [c, d] → C es otra

parametrización de la curva γ (esto es, γ y γ̃ son parametrizaciones equivalentes,

véase la pág. 87) entonces

∫

γ
f(z)dz =

∫

γ̃
f(z)dz.
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punto z0 y de radio r, la cual por definición es el conjunto

C(z0, r) = {z ∈ C : |z − z0| = r}.

Una parametrización de la circunferencia C(z0, r) orientada positivamente (en

sentido contrario a las manecillas del reloj) es dada por

γ(t) = z0 + reit, donde t ∈ [0, 2π].

Mientras una parametrización de C(z0, r) orientada negativamente (en sentido de

las manecillas del reloj) es

γ(t) = z0 + e−it, donde t ∈ [0, 2π].

En lo que sigue, solo vamos a considerar curvas suaves a trozos, razón por la que

hablaremos de curvas, sobrentendiendo que se trata de curvas de este tipo.

Observación 5.2.4. Un resultado intuitivamente claro pero difı́cil de probar en

detalle es que toda curva γ : [a, b] → C, cerrada y simple, separa el plano C en

dos conjuntos conexos, uno acotado, interior a la trayectoria de γ y el otro no

acotado, exterior a la trayectoria de γ. Este resultado se conoce como el Teorema

de Jordan y muchas veces se llama curva de Jordan a una curva cerrada y simple.

Se dice que una curva cerrada y simple está orientada positivamente si al reco-

rrerla (en su orientación), su interior queda siempre a la izquierda de la curva.

Definición 5.2.5. Sean A ⊂ C un abierto, γ una curva contenida en A con para-

metrización γ : [a, b] → C y f : A → C una función continua en A. Definimos la

integral de f a lo largo de γ por



Demostración. Dado que γ : [a, b] → C y γ̃ : [c, d] → C son curvas (parametriza-

das) equivalentes, existe una función biyectiva con derivada continua q : [c, d] →
[a, b] tal que q′ > 0 y γ̃(t) = γ(q(t)) para cada t ∈ [c, d]. Entonces, por la
Proposición 5.1.4 (c) con h = (f ◦ γ)γ′, obtenemos que

∫

γ̃
f(z)dz =

∫ d

c
f(γ̃(t))γ̃′(t)dt =

∫ d

c
f(γ(q(t)))γ′(q(t))q′(t)dt

=

∫ b

a
f(γ(t))γ′(t)dt =

∫

γ
f(z)dz.

Ejemplo 5.2.7. Sean f(z) = Re(z) y γ el arco de la circunferencia unidad que

va de 1 a i en sentido positivo, esto es, en dirección contraria a las manecillas

del reloj. Para encontrar el valor de
∫
γ f(z)dz debemos primero elegir una pa-

rametrización de γ. Elegimos la usual, γ(t) = cos(t) + i sen(t) con t ∈ [0, π2 ].
Entonces,

∫

γ
f(z)dz =

∫ π
2

0
f(γ(t))γ′(t)dt =

∫ π
2

0
cos(t)(− sen(t) + i cos(t))dt

= −
∫ π

2

0
cos(t) sen(t)dt+ i

∫ π
2

0
cos2(t)dt

=
1

2
cos2(t)

]π
2

0
+ i

1

2

(
t+

1

2
sen(2t)

)]π
2

0

= −1

2
+ i

π

4
.

Ejemplo 5.2.8. Evaluemos la integral
∫
γ

1
z−z0

dz, donde γ es la circunferencia

centrada en el punto z0 y de radio r (orientada positivamente). Tomamos como

parametrización de γ a γ(t) = z0 + reit con t ∈ [0, 2π]. Por la Regla de la

Cadena tenemos que γ′(t) = ireit. Entonces,

∫

γ

1

z − z0
dz =

∫ 2π

0

1

z0 + reit − z0
ireitdt =

∫ 2π

0
idt = 2πi.

Si f = u+ iv y γ(t) = x(t)+ iy(t), entonces (suponiendo por sencillez que γ es

suave en [a, b]) tenemos

∫

γ
f(z)dz =

∫ b

a
(u(x(t), y(t)) + iv(x(t), y(t))) (x′(t) + iy′(t))dt

=

∫ b

a
(u(x(t), y(t))x′(t)− v(x(t), y(t))y′(t))dt

+ i

∫ b

a
(u(x(t), y(t))y′(t) + v(x(t), y(t))x′(t))dt
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La fórmula anterior puede ser fácilmente recordada escribiendo

f(z)dz = (u+ iv)(dx + idy) = (udx− vdy) + i(udy + vdx).

Luego, ∫

γ
f(z)dz =

∫

γ
(udx− vdy) + i

∫

γ
(vdx+ udy). (5.1)

Hay dos operaciones básicas que podemos considerar sobre las curvas. La conca-

tenación de dos curvas (que terminan y comienzan adecuadamente) y el cambio

de orientación de una curva. La siguiente es la formalización de estas ideas.

Definición 5.2.9. Si γ1 : [a, b] → C y γ2 : [b, c] → C son dos curvas con γ1(b) =
γ2(b), definimos la curva suave a trozos γ1 + γ2 : [a, c] → C mediante

(γ1 + γ2)(t) =

{
γ1(t) si t ∈ [a, b]

γ2(t) si t ∈ [b, c].

Diremos que la curva γ1 + γ2 es la concatenación de las curvas γ1 y γ2.

Definición 5.2.10. Si γ : [a, b] → C es una curva, definimos la curva −γ : [a, b] →
C mediante (−γ)(t) = γ(a + b − t) para cada t ∈ [a, b]. Diremos que −γ es la

curva opuesta de γ.

Proposición 5.2.11. La integral de la Definición 5.2.5 satisface las siguientes pro-

piedades.

(a) Linealidad. Si w1, w2 ∈ C, γ : [a, b] → C es una curva tal que γ([a, b]) ⊂ A
y f, g : A → C son continuas en el abierto A, entonces

∫

γ
(w1f(z) +w2g(z))dz = w1

∫

γ
f(z)dz +w2

∫

γ
g(z)dz.

(b) Aditividad. Si γ1 : [a, b] → C y γ2 : [b, c] → C son dos curvas con γ1(b) =
γ2(b) y f : A → C es continua en el abierto A con γ1([a, b]) ⊂ A y γ2([b, c]) ⊂
A, entonces

∫

γ1+γ2

f(z)dz =

∫

γ1

f(z)dz +

∫

γ2

f(z)dz.

(c) Regla de Inversión. Si γ : [a, b] → C es una curva y f : A → C es continua

en el abierto A con γ([a, b]) ⊂ A, entonces

∫

−γ
f(z)dz = −

∫

γ
f(z)dz.
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(d) Sean q : [c, d] → [a, b] una biyección con derivada continua nunca nula,

γ : [a, b] → C una curva y f : A → C continua en el abierto A con γ([a, b]) ⊂
A. Si β = γ◦q y q′ < 0, entonces tenemos que

∫

β
f(z)dz = −

∫

γ
f(z)dz.

Demostración. Las primeras dos afirmaciones se siguen claramente de las defini-

ciones anteriores.

(c) Tomando el cambio de variable s = a+ b− t, tenemos que

∫

−γ
f(z)dz =

∫ b

a
f(γ(a+ b− t))(−γ′(a+ b− t))dt

=

∫ a

b
f(γ(s))γ′(s)ds

= −
∫ b

a
f(γ(s))γ′(s)ds

= −
∫

γ
f(z)dz.

(d) Por la Proposición 5.1.4 (c), conseguimos

∫

β
f(z)dz =

∫ d

c
f(β(t))β′(t)dt =

∫ d

c
f(γ(q(t)))γ′(q(t))q′(t)dt

= −
∫ b

a
f(γ(t))γ′(t)dt = −

∫

γ
f(z)dz.

Observación 5.2.12. La curva parametrizada β = γ ◦ q en la condición (d) de la

proposición anterior es la misma curva que γ, esto es, β([c, d]) = γ([a, b]). Pero,

dado que q′ < 0, β está orientada en sentido contrario a la orientación de γ. Por

lo tanto, las curvas parametrizadas γ y −β son equivalentes o en otras palabras,

−β es una reparametrización de γ.

Definición 5.2.13. Sean A ⊂ C un abierto, f : A → C una función continua en

A y γ : [a, b] → C una curva tal que γ([a, b]) ⊂ A. Definimos la integral de f
respecto a la longitud de arco por

∫

γ
f(z)|dz| :=

∫ b

a
f(γ(t))|γ′(t)|dt.
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Notar que si f(z) = 1 y γ(t) = x(t) + iy(t), entonces

∫

γ
|dz| =

∫ b

a
|γ′(t)|dt =

∫ b

a

√
(x′(t))2 + (y′(t))2dt.

Esta es la longitud de arco de la curva γ y la denotaremos por ℓ(γ) :=
∫
γ |dz|.

Proposición 5.2.14. Sean f, g : A → C funciones continuas en el abierto A y

γ : [a, b] → C una curva tal que γ([a, b]) ⊂ A. Entonces, la integral de la Defini-

ción 5.2.13 satisface las siguientes propiedades.

(a) Linealidad. Si w1, w2 ∈ C, entonces

∫

γ
(w1f(z) + w2g(z))|dz| = w1

∫

γ
f(z)|dz| + w2

∫

γ
g(z)|dz|.

(b) Aditividad. Si γ1 : [a, b] → C y γ2 : [b, c] → C son dos curvas tales que

γ1(b) = γ2(b) y γ1([a, b]) ∪ γ2([b, c]) ⊂ A, entonces

∫

γ1+γ2

f(z)|dz| =
∫

γ1

f(z)|dz| +
∫

γ2

f(z)|dz|.

(c)
∫
−γ f(z)|dz| =

∫
γ f(z)|dz|.

(d) Desigualdad Fundamental.
∣∣∣∣
∫

γ
f(z)dz

∣∣∣∣ ≤
∫

γ
|f(z)||dz|.

En particular, si máx
t∈[a,b]

|f(γ(t))| = K , entonces

∣∣∣
∫
γ f(z)dz

∣∣∣ ≤ K ℓ(γ).

Demostración. Las primeras tres afirmaciones se siguen claramente de la Defini-

ción 5.2.13.

(d) Si
∫
γ f(z)dz = 0, la primera desigualdad es trivial. En caso contrario, si

θ ∈ arg
(∫

γ f(z)dz
)

, se tiene

∣∣∣∣
∫

γ
f(z)dz

∣∣∣∣ = Re

(
e−iθ

∫

γ
f(z)dz

)
=

∫ b

a
Re
(
e−iθf(γ(t))γ′(t)

)
dt

≤
∣∣∣∣
∫ b

a
Re
(
e−iθf(γ(t))γ′(t)

)
dt

∣∣∣∣ ≤
∫ b

a

∣∣∣Re
(
e−iθf(γ(t))γ′(t)

)∣∣∣ dt

≤
∫ b

a
|f(γ(t))|

∣∣γ′(t)
∣∣ dt =

∫

γ
|f(z)||dz|.

Finalmente, la segunda desigualdad es consecuencia de la primera.
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Los siguientes dos teoremas son útiles a la hora de evaluar ciertas integrales. El

primero de ellos, es el análogo del Teorema Fundamental del Cálculo en el análisis

real, el cual afirma que la integral de la derivada de una función es la diferencia

de los valores de la función en los puntos extremos del intervalo de integración.

El segundo teorema da condiciones necesarias y suficientes para que la integral

de una función no dependa de la curva elegida que une dos puntos seleccionados.

Teorema 5.2.15 (Teorema Fundamental del Cálculo). Sean A ⊂ C un abierto y
F : A → C una función analı́tica en A tal que F ′ es continua en A. Si γ : [a, b] →
C es una curva tal que γ([a, b]) ⊂ A, entonces se cumple

∫

γ
F ′(z)dz = F (γ(b)) − F (γ(a)).

En particular, si γ es cerrada se tiene
∫
γ F

′(z)dz = 0.

Demostración. Es consecuencia del Teorema Fundamental del Cálculo para fun-

ciones de R en R. En efecto,

∫

γ
F ′(z)dz =

∫ b

a
F ′(γ(t))γ′(t)dt =

∫ b

a
(F ◦γ)′(t)dt = F (γ(b))−F (γ(a)).

Observemos que el Teorema 5.2.15 nos asegura que la integral
∫
γ F

′(z)dz no

depende de la curva que une los puntos γ(a) y γ(b). Esto es, para todo z1, z2 ∈ A,

tenemos que
∫
γ F

′(z)dz = F (z2) − F (z1) para cualquier elección de la curva γ
contenida en A que vaya del punto z1 al punto z2.

Teorema 5.2.16 (Independencia del Camino). Sean A ⊂ C una región y f : A →
C una función continua en A. Las siguientes condiciones son equivalentes

(a)
∫
γ f(z)dz es independiente del camino, es decir,

∫
γ1
f(z)dz =

∫
γ2
f(z)dz

para todo par de curvas γ1 y γ2 que comienzan en el mismo punto z1 y termi-

nan en el mismo punto z2;

(b)
∫
γ f(z)dz = 0 para toda curva cerrada contenida en A;

(c) f admite una primitiva en A, es decir, existe una función analı́tica F : A → C

en A tal que F ′(z) = f(z) para todo z ∈ A.

Demostración. (a) ⇒ (b) Sea γ una curva cerrada en A. Por (a) y por la condición

(c) de la Proposición 5.2.11, tenemos que

∫

γ
f(z)dz =

∫

−γ
f(z)dz = −

∫

γ
f(z)dz.
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Capı́ tulo 5. Integración compleja

Luego (b) sigue inmediatamente.

(b) ⇒ (a) Sean γ1 y γ2 dos curvas contenidas en A que unen un punto z1 ∈ A con

otro punto z2 ∈ A. Entonces γ = γ1 + (−γ2) es una curva cerrada y por (b),

0 =

∫

γ
f(z)dz =

∫

γ1

f(z)dz +

∫

−γ2

f(z)dz =

∫

γ1

f(z)dz −
∫

γ2

f(z)dz.

(c) ⇒ (a) Sean γ1 y γ2 dos curvas contenidas en A que unen un punto z1 ∈ A con

otro punto z2 ∈ A. Por (c), existe F : A → C analı́tica en A tal que F ′(z) = f(z)
para todo z ∈ A. Ası́, el Teorema Fundamental del Cálculo implica

∫

γi

f(z)dz =

∫

γi

F ′(z)dz = F (z2)− F (z1), i = 1, 2.

(a) ⇒ (c) Fijemos (arbitrariamente) un punto z0 ∈ A. Si z es un punto cualquiera

de A, por ser A una región hay una curva γ contenida en A que une z0 con z.

Definimos

F (z) =

∫

γ
f(w)dw.

Notar que por (a) F no depende de la curva γ en A que utilicemos para unir z0 con

z. Probemos que F es diferenciable en todo punto z ∈ A, con F ′(z) = f(z). Sea

ǫ > 0, al ser A abierto y f continua en A, existe δ > 0 tal que |f(w)− f(z)| < ǫ,
para todo w ∈ D(z; δ) ⊂ A. Dado un punto cualquiera z′ ∈ D(z; δ) distinto de z,

sea L ⊂ D(z; δ) el segmento que une z con z′. Entonces

F (z′)− F (z) =

∫

γ+L
f(w)dw −

∫

γ
f(w)dw =

∫

L
f(w)dw.

Puesto que f(z)(z′ − z) = f(z)
∫
L 1dw =

∫
L f(z)dw, conseguimos

∣∣∣∣
F (z′)− F (z)

z′ − z
− f(z)

∣∣∣∣ =
|F (z′)− F (z) − f(z)(z′ − z)|

|z′ − z|

=

∣∣∫
L f(w)dw −

∫
L f(z)dw

∣∣
|z′ − z| =

∣∣∫
L(f(w)− f(z))dw

∣∣
|z′ − z|

≤
∫
L |f(w)− f(z)| |dw|

|z′ − z| ≤ ǫℓ(L)

|z′ − z| = ǫ.

Ejemplo 5.2.17. Sean f(z) = ez y γ el segmento recto que une el punto 1 con i.
Teniendo en cuenta que la función exponencial ez es analı́tica y que f(z) = ez es

la derivada de F (z) = ez , tenemos por el Teorema Fundamental del Cálculo que

∫

γ
f(z)dz =

∫

γ
F ′(z)dz = F (i)− F (1) = ei − e1.
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Ejemplo 5.2.18. Evaluemos
∫
γ 4z

3dz, donde γ es la porción de la elipse x2 +

4y2 = 1 que va del punto z = 1 al punto z = i/2 en sentido positivo. Observando

que 4z3 es continua y es la derivada de la función analı́tica F (z) = z4, tenemos

por el Teorema Fundamental del Cálculo que
∫
γ 4z

3dz = (i/2)4−14 = −15/16.

∫
Ejemplo 5.2.19. Si γ es una curva cerrada, entonces    γ  cos(z)dz = 0, porque la 
función cos(z) admite una primitiva. La primitiva de cos(z) es la función

analítica sen(z).

Ejemplo 5.2.20. Consideremos la función f(z) = 1
z sobre la región C \ {0}. La

función f no admite una primitiva en la región C \ {0}, porque si consideramos

el cı́rculo unidad parametrizado por γ(t) = eit con t ∈ [0, 2π], tenemos que

∫

γ
f(z)dz =

∫ 2π

0

ieit

eit
dt = 2πi 6= 0.

5.3. Teorema de Cauchy

Nos interesa ahora tratar un resultado fundamental de la teorı́a de variable comple-

ja, conocido como Teorema de Cauchy, o de Cauchy-Goursat. Este resultado dice,

en rasgos generales, que si γ es una curva cerrada y f es una función analı́tica en

γ y en su interior, entonces
∫
γ f(z)dz = 0.

Veremos primero un caso un poco restringido pero que puede ser probado muy

fácilmente a partir del siguiente Teorema de Green.

Teorema 5.3.1 (Teorema de Green). Sean Ω ⊂ R2 un abierto yF = (P ;Q) : Ω →
R2 un campo continuamente diferenciable1 . Sean γ una curva cerrada, simple y

orientada positivamente en Ω y D el conjunto formado por la traza de γ junto con

su componente conexa interior. Si D ⊂ Ω, entonces

∫

γ
P (x, y)dx+Q(x, y)dy =

∫∫

D
(Qx − Py)dxdy.

Definición 5.3.2. Sean A ⊂ C un abierto y γ una curva cerrada contenida en A.

Se dice que γ es homotópicamente nula en A si el conjunto formado por la traza

de γ junto con su componente conexa interior esta contenido en A.

La noción de curva homotópicamente nula es equivalente a que exista una defor-

mación continua de la curva a una curva constante, con la deformación contenida

en A. En otros textos, esta última es la definición usual de curva homotópicamente

nula (véase Figura 5.3).

1Véase Mardsen y Tromba, 2004.
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A A

γ

β

Figura 5.2: γ es homotópicamente nula en A y β no es homotópicamente nula A.

A

Figura 5.3: Curva homotópicamente nula

Teorema 5.3.3 (Versión preliminar del Teorema de Cauchy). Sean A ⊂ C un

abierto y f : A → C una función analı́tica en A tal que f ′ es continua en A. Si γ
es una curva cerrada, simple, orientada positivamente y homotópicamente nula en

A, entonces
∫
γ f(z)dz = 0.

Demostración. Supongamos que f = u + iv y γ(t) = x(t) + iy(t). Entonces,

por (5.1) y aplicando el Teorema de Green, se obtiene

∫

γ
f(z)dz =

∫

γ
(udx− vdy) + i

∫

γ
(vdx+ udy)

=

∫∫

D
(−vx − uy)dxdy + i

∫∫

D
(ux − vy)dxdy,

donde D ⊂ A es el conjunto formado por la traza de γ junto con su componen-

te conexa interior. Ahora bien, siendo f analı́tica en A, valen las ecuaciones de

Cauchy-Riemann ux = vy y uy = −vx en A, y por lo tanto los integrandos se

anulan idénticamente en A. Ası́,
∫
γ f(z)dz = 0.

El Teorema 5.3.3 impone que, más allá de ser analı́tica en A, la función f debe

tener derivada continua allı́. Este requerimiento proviene del método de demos-

tración (el Teorema de Green) y puede ser eliminada.
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Lema 5.3.4 (Lema Integral de Goursat). Sean A ⊂ C un abierto y f : A → C
una función analı́tica en A. Si T es un triángulo contenido en A, entonces

∫

∂T
f(z)dz = 0

ℓ(∂Tj) =
1

2
ℓ(∂T ), 1 ≤ j ≤ 4, y

máx
z,w∈T

|z − w| ≤ ℓ(∂T ), para todo triángulo T.
(5.2)

T1

T2

T3

T4

Figura 5.4: Partición de T en T1, T2, T3 y T4.

Consideremos para cada triángulo Tj de la partición, la misma orientación que

tiene T . Dado que los lados de los triángulos Tj interiores a T son recorridos dos

veces, una en sentido contrario a la otra, la propiedad aditiva de la integral implica

que
∫

∂T
f(z)dz =

4∑

j=1

∫

∂Tj

f(z)dz.

Claramente, existe i ∈ {1, 2, 3, 4}, tal que

∣∣∣
∫
∂Ti

f(z)dz
∣∣∣ ≥

∣∣∣
∫
∂Tj

f(z)dz
∣∣∣ para

todo j ∈ {1, 2, 3, 4}. Llamemos T 1 := Ti. Por lo tanto

∣∣∣∣
∫

∂T
f(z)dz

∣∣∣∣ ≤ 4

∣∣∣∣
∫

∂T 1

f(z)dz

∣∣∣∣ . (5.3)

Repitiendo indefinidamente el proceso anterior, obtenemos una sucesión de triángu-

los encajados T 0 := T ⊃ T 1 ⊃ · · · ⊃ T n ⊃ T n+1 ⊃ · · · (véase la Figura 5.5),
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donde ∂T es la frontera de T en cualquiera de las dos orientaciones.

Demostración. Dado un triángulo T , consideremos una partición de este en cua-

tro triángulos Tj , 1 ≤ j ≤ 4, construidos trazando los segmentos que unen los

puntos medios de cada lado de T , (véase la Figura 5.4)). Recordar que ℓ(∂T ) es

la longitud (perı́metro) del triángulo T . Observar que



tales que para todo n ∈ N,

ℓ(∂T n) =
1

2n
ℓ(∂T ) y

∣∣∣∣
∫

∂T
f(z)dz

∣∣∣∣ ≤ 4n
∣∣∣∣
∫

∂Tn

f(z)dz

∣∣∣∣ . (5.4)

T 1

T 3

T 2

T 4

Figura 5.5: La sucesión T = T 0 ⊃ T 1 ⊃ T 2 ⊃ T 3 ⊃ T 4 ⊃ . . .

Por el Teorema de Encaje de Cantor para conjuntos compactos2, existe z0 ∈⋂∞
n=0

nT . Como f es analı́tica en A, existe f ′(z0) y, por lo tanto, la función

g(z) =

{
f(z)−f(z0)

z−z0
− f ′(z0) si z 6= z0

0 si z = z0

es continua en A y

f(z) = f(z0) + f ′(z0)(z − z0) + g(z)(z − z0), z ∈ A.

Ya que las funciones f(z0) y f ′(z0)(z − z0) admiten primitivas en todo C, por

el Teorema Fundamental del Cálculo sus integrales a lo largo de cualquier curva

cerrada son nulas. Ası́, integrando sobre ∂T n miembro a miembro en la última

igualdad, se obtiene

∫

∂Tn

f(z)dz =

∫

∂Tn

f(z0)dz +

∫

∂Tn

f ′(z0)(z − z0)dz +

∫

∂Tn

g(z)(z − z0)dz

=

∫

∂Tn

g(z)(z − z0)dz.
(5.5)

2  Véase Stein y Shakarchi, 2010.
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Teniendo en cuenta, (5.2), (5.4) y la Desigualdad Fundamental,

∣∣∣∣
∫

∂T
f(z)dz

∣∣∣∣ ≤ 4n
∣∣∣∣
∫

∂Tn

f(z)dz

∣∣∣∣ = 4n
∣∣∣∣
∫

∂Tn

g(z)(z − z0)dz

∣∣∣∣

≤ 4n máx
z∈∂Tn

|g(z)(z − z0)|ℓ(∂T n) ≤ 4n máx
z∈∂Tn

|g(z)|ℓ(∂T n)2

≤ 4n máx
z∈∂Tn

|g(z)|
(
ℓ(∂T )

2n

)2

= ℓ(∂T )2 máx
z∈∂Tn

|g(z)|. (5.6)

Finalmente, dado ǫ > 0 arbitrario, por la continuidad de g en z0, existe un δ > 0
tal que g(D(z0, δ)) ⊂ D(0, ǫ). Por otra parte, como el diámetro de los triángulos

T n tiende a 0 y z0 ∈ T n para todo n, existe un n0 tal que T n ⊂ D(z0, δ) si

n ≥ n0. En consecuencia, |g(z)| < ǫ para todo z ∈ T n y para todo n ≥ n0.
Luego, de (5.6) ∣∣∣∣

∫

∂T
f(z)dz

∣∣∣∣ < ǫ ℓ(∂T )2,

lo que prueba que
∫
∂T f(z)dz = 0.

Teorema 5.3.5 (Teorema de Cauchy-Goursat). Sean A ⊂ C un abierto y f : A →
C una función analı́tica en A. Si γ es una curva cerrada y homotópicamente nula

en A, entonces ∫

γ
f(z)dz = 0.

Demostración. Se hará la demostración en tres partes; en primer lugar, conside-

rando polı́gonos simples; en segundo lugar, considerando curvas cerradas y sim-

ples; y por último considerando curvas cerradas no simples.

(a) Sea P un polı́gono simple de n vértices contenido en A. Una triangulación

interior de P es una subdivisión de P en regiones triangulares de interiores dis-

juntos cuyos vértices son exclusivamente vértices de P . Dos vértices u y v de P
determinan una diagonal interna de P si el segmento abierto uv está contenido en

el interior de P . En una triangulación de P los lados de cada triángulo son o bien

lados de P o bien diagonales internas. Todo polı́gono de n > 3 vértices admite

una diagonal interna y todo polı́gono simple admite una triangulación. Además,

toda triangulación de un polı́gono de n vértices tiene n−2 triángulos y n−3 dia-

gonales internas. Existen diversos algoritmos de triangulación (Algoritmo trian-

gulación Mehlhorn, Algoritmo de partición Hertel-Mehlhorn, etc). Considerando

la orientación de P y de los triángulos inducida por un orden de los vértices y,
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teniendo en cuenta la propiedad aditiva de las integrales, se obtiene

∫

P
f(z)dz =

n−2∑

j=1

∫

∂Tj

f(z)dz,

ya que se integra dos veces sobre los lados interiores al polı́gono y con orien-

taciones contrarı́as. Ahora, aplicando el Lema Integral de Goursat, conseguimos∫
P f(z)dz = 0.

(b) Sea γ una curva cerrada, simple y homotópicamente nula en A. La prueba

requiere un poco de topologı́a. La primera afirmación es que para algún ρ > 0, la

versión ρ-engrasada de la curva γ vive en la región A, esto es, existe ρ > 0 tal que

⋃

z∈γ
D(z, ρ) ⊂ A. (5.7)

En efecto, si A = C, esto es obvio. Supongamos C\A 6= ∅ y definimos la función

d : γ → R+ por

d(z) = d(z,C \ A) = ı́nf{|z − w| : w ∈ C \ A}.

Como d es continua y γ es compacto, d alcanza un mı́nimo el cual es positivo.

Luego, si 2ρ = mı́n
z∈γ

d(z), entonces

|z − w| ≥ 2ρ, para todo z ∈ γ y para todo w ∈ C \ A,

y por lo tanto (5.7) se satisface.

Ahora llamemos R a la cinta R :=
⋃

z∈γ D(z, ρ) ⊂ A, véase la Figura 5.6.

Claramente, γ ⊂ R.

ρ

2ρ

R
γ

A

Figura 5.6: Construcción de la cinta R conteniendo a γ y contenida en A
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Como R es un conjunto compacto y f es continua en A, f es uniformemente

continua en R. Ası́, dado ǫ > 0, existe δ0 > 0 tal que si |z − w| < δ0, entonces

|f(z)− f(w)| < ǫ

2ℓ(γ)
.

Sea 0 < δ < mı́n{δ0, ρ} y consideremos una partición de γ en n arcos γ1, . . . , γn
tal que ℓ(γj) < δ, para 1 ≤ j ≤ n. Notemos zj y zj+1 a los extremos de γj .

Consideremos también el polı́gono P formado por los segmentos Pj = zj zj+1.

Como la distancia entre dos vértices consecutivos de P es menor que δ, tenemos

que el polı́gono P esta contenido en R (véase la Figura 5.7). Por consiguiente (a)

implica ∫

P
f(z)dz = 0. (5.8)

zj

zj+1

R
γ

A

Figura 5.7: Polı́gono P aproximando a γ.

Por el Teorema Fundamental del Cálculo,
∫
γj
f(zj)dz =

∫
Pj

f(zj)dz = f(zj)(zj+1−
zj). En consecuencia

∣∣∣∣∣

∫

γj

f(z)dz −
∫

Pj

f(z)dz

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

∫

γj

(f(z)− f(zj))dz −
∫

Pj

(f(z)− f(zj))dz

∣∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣∣

∫

γj

(f(z)− f(zj))dz

∣∣∣∣∣ +
∣∣∣∣∣

∫

Pj

(f(z)− f(zj))dz

∣∣∣∣∣

≤ máx
z∈γj

|f(z)− f(zj)|ℓ(γj) + máx
z∈Pj

|f(z)− f(zj)|ℓ(Pj)

<
ǫ

2ℓ(γ)
(ℓ(γj) + ℓ(Pj)) ≤

ǫ

ℓ(γ)
ℓ(γj).
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y de (5.8),

∣∣∣∣
∫

γ
f(z)dz

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫

γ
f(z)dz −

∫

P
f(z)dz

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣

n∑

j=1

(∫

γj

f(z)dz −
∫

Pj

f(z)dz

)∣∣∣∣∣∣

≤
n∑

j=1

∣∣∣∣∣

∫

γj

f(z)dz −
∫

Pj

f(z)dz

∣∣∣∣∣ <
n∑

j=1

ǫ

ℓ(γ)
ℓ(γj) = ǫ,

lo que prueba que
∫
γ f(z)dz = 0, dado que se ha tomado ǫ > 0 arbitrario.

(c) Sea γ una curva cerrada, no simple y homotópicamente nula en A, pero que se

intersecta consigo misma un número finito de veces. Se descompone a γ en curvas

cerradas simples (ver la Figura 5.8) y se aplica el resultado de (b) a cada una de

las curvas de la descomposición.

γ

Curva no simple

b

b

b

γ1

γ2

Descomposición en curvas simples

(2) Una corona circular y una circunferencia no son regiones simplemente cone-

xas.

3Una curva, no necesariamente suave a trozos, es rectificable si tiene longitud finita.
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Figura 5.8: Descomposición de curvas cerradas no simples en curvas cerradas

simples.

Como la integral sobre la curva original es la suma de las integrales sobre las

curvas simples, se obtiene el resultado deseado.

Observación 5.3.6. Los resultados de los Teoremas 5.3.3 y 5.3.5 se pueden ex-

tender al caso más general en que las curvas cerradas γ son rectificables3 (véase

[4, Sección 6 del Capı́tulo IV]).

Definición 5.3.7. Se dice que una región A ⊂ C es simplemente conexa si toda

curva cerrada contenida en A es homotópicamente nula en A.

Ejemplo 5.3.8. (1) El plano C, un disco (abierto) y un semiplano, son regiones

simplemente conexas.



Veamos como se puede aplicar el Teorema de Cauchy-Goursat para probar la

existencia de ramas del logaritmo en regiones simplemente conexas.

Proposición 5.3.10. Sea A una región simplemente conexa tal que 0 /∈ A. Sean

z0 ∈ A y w0 ∈ C tal que exp(w0) = z0. Para cualquier curva γ contenida en A
que une z0 con un punto z ∈ A, el número

fz0w0(z) = w0 +

∫

γ

dw

w
(5.9)

no depende de γ y la función fz0w0 : A → C definida por (5.9) define una rama

del logaritmo sobre A.

Demostración. La analiticidad de f(z) = 1
z en A y el Corolario 5.3.9 indican,

por el Teorema 5.2.16, que fz0w0 es independiente del camino que une z0 a z. De

nuevo por el Teorema 5.2.16, tenemos que f tiene una primitiva F en A y por

ende fz0w0(z) = w0 + F (z) − F (z0). Sea

g(z) = z exp(−fz0w0(z)).

Entonces, g′(z) = exp(−fz0w0(z)) − z exp(−fz0w0(z))
1
z = 0 para todo z ∈ A.

Por la Proposición 4.1.8, c = g(z) = z exp(−fz0w0(z)), para toda z ∈ A. Puesto

que c no puede ser 0 ya que 0 /∈ A y exp(w) 6= 0, entonces exp(fz0w0(z)) =
z
c .

Pero z0
c = exp(fz0w0(z0)) = exp(w0) = z0 y por ende c = 1. Finalmente, como
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F es analı́tica, entonces fz0w0 es analı́tica y la prueba está completa.

Observación 5.3.11. Cabe observar que la rama no es única ya que depende de

la elección de z0. Además, notar que si A es la región simplemente conexa G−π

y z0 = 1, entonces w0 = 0 y fz0w0 es la rama principal del logaritmo. Para esto,

usar el camino de integración γ como se muestra en la Figura 5.9.

Una consecuencia del Teorema 5.3.5 es el siguiente resultado que relaciona el

valor de la integral sobre distintas curvas.

Teorema 5.3.12. Sean A ⊂ C un abierto y γ una curva cerrada, simple y ho-

motópicamente nula en A con orientación positiva. Sean γ1, . . . , γn curvas ce-

rradas, simples, orientadas positivamente e interiores a γ y cuyos interiores no

γ

De una manera muy inocente, podemos decir que una región es simplemente cone-

xa si no tiene agujeros en su interior, por lo que cualquier curva cerrada contenida

en la región tiene su interior también contenido en ella.

Corolario 5.3.9. Sean A ⊂ C una región simplemente conexa y∫f : A → C una

función analı́tica en A. Si γ es una curva cerrada en A, entonces f(z)dz = 0.



1 r

b
z = reiθ

Re(z)

Im
(z
)

Figura 5.9: Camino de integración para la rama principal del logaritmo.

tienen puntos en común (véase la Figura 5.10 (a)). Si f es una función analı́tica

en el abierto A excepto en puntos interiores a cada γ1, . . . , γn, entonces

∫

γ
f(z)dz =

n∑

j=1

∫

γj

f(z)dz.

γ

γ1

γ2

(a) Curvas dadas

A

γ

γ1

γ2

C0

C1

C2

(b) Curvas dadas y curvas auxiliares

A

γ′γ′′

γ′
1γ′′

1

γ′
2γ′′

2

C0

C1

C2

(c) Curvas partidas

A

Figura 5.10: Curvas del Teorema 5.3.12.

Demostración. Comenzamos por definir curvas simples C0, . . . , Cn tales que to-

das están contenidas entre γ y las γj , sin cortar ninguna de ellas salvo en los

extremos. La orientación se elige de modo de que las conexiones ocurran como

se describe a continuación: C0 conecta γ con γ1, C1 conecta γ1 con γ2, y ası́ si-

guiendo hasta Cn que conecta γn con γ. El resultado se muestra en la Figura 5.10

(b). Luego, usando los puntos de intersección de γ con C0 y Cn se separa γ como

γ = γ′ + γ′′. De modo análogo, todas las γj = γ′j + γj”, para j = 1, . . . , n.
La situación resultante se ve en la Figura 5.10 (c). Ahora se definen las curvas

cerradas

Γ′ := γ′ + C0 + (−γ′1) + · · ·+ (−γ′n) + Cn,
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y

Γ′′ := γ′′ + (−Cn) + (−γ′n
′) + · · · + (−γ′1

′) + (−C0).

Resulta que Γ′ y Γ′′ son homotópicamente nulas en un abierto en el cual f es 
analı́tica y ası́, por el Teorema 5.3.5, tenemos

0 =

∫

Γ′

f(z)dz +

∫

Γ′′

f(z)dz

=

∫

γ′+γ′′

f(z)dz +
n∑

j=1

∫

(−γ′ j)+(−γ′′
j )

f(z)dz +
n∑

j=1

(∫

Cj

f(z)dz +

∫

−Cj
f(z)dz

)

=

∫

γ′+γ′′

f(z)dz +

n∑

j=1

∫

(−γj)
f(z)dz +

n∑

j=1

(∫

Cj

f(z)dz −
∫

Cj

f(z)dz

)

=

∫

γ
f(z)dz −

n∑

j=1

∫

γj

f(z)dz

que es lo buscado.

Ahora vamos a enunciar el siguiente resultado, el cual sigue inmediatamente del

Teorema 5.3.12, que suele conocerse como el Principio de Deformación de Cami-

nos. Muy frecuentemente deseamos evaluar una integral
∫
γ fdz donde la función

f no es necesariamente analı́tica en el interior de γ y con lo cual su integral a lo

largo de γ puede no ser cero. Por ejemplo, si f(z) = 1
z y γ es el cı́rculo unidad,

entonces f no es analı́tica en el punto z = 0 y
∫
γ

1
zdz = 2πi. Para estudiar es-

te tipo de funciones es importante poder reemplazar la curva γ por una β donde

sea más sencillo calcular su integral. Es decir, queremos poder calcular
∫
β fdz en

lugar de
∫
γ fdz donde β sea una curva convenientemente elegida.

Corolario 5.3.13 (Principio de Deformación de Caminos). Sean A ⊂ C un abier-

to, γ1 y γ2 curvas cerradas, simples y orientadas positivamente, con γ1 homotópi-

camente nula en A y γ2 contenida en el interior de γ1 (véase la Figura 5.11). Si f
es una función analı́tica en la región A salvo, eventualmente, en algún subconjunto

del interior de γ2, entonces

∫

γ1

f(z)dz =

∫

γ2

f(z)dz.

Ejemplo 5.3.14. Determinar el valor de la integral
∫
γ

z
z−1dz donde γ es la elipse

(x−1)2

3 + y2

2 = 1 recorrida en sentido positivo. Primero observamos que no po-

demos aplicar el Teorema de Cauchy-Goursat (Teorema 5.3.5) porque la función
z

z−1 no es analı́tica en el punto z = 1. Pero, por el Principio de Deformación de
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A

γ1

γ2

Figura 5.11: Principio de deformación de caminos.

Caminos (Corolario 5.3.13), podemos considerar alguna otra curva cerrada simple

β interior a γ con la que nos resulte más sencillo trabajar. Tomemos β(t) = 1+eit

con 0 ≤ t ≤ 2π. Entonces tenemos que
∫

γ

z

z − 1
dz =

∫

β

z

z − 1
dz =

∫ 2π

0

1 + eit

eit
eitidt =

∫ 2π

0
(1 + eit)idt = 2πi.

El siguiente resultado es una pequeña generalización del Teorema 5.3.5 para el

caso en que la función puede tener finitas singularidades en A, donde el compor-

tamiento está controlado.

Teorema 5.3.15 (Teorema de Cauchy Generalizado). Sean A ⊂ C un abierto y f
analı́tica en A \ {z1, . . . , zn} y tal que ĺım

z→zj
(z − zj)f(z) = 0, para j = 1, . . . , n.

Si γ es una curva cerrada y homotópicamente nula en A que no pasa por ningún

zj con j = 1, . . . , n, entonces
∫
γ f(z)dz = 0.

Demostración. Supongamos, para simplificar, que γ es simple. Si no lo fuera, se

la descompone en curvas cerradas simples y se aplica el resultado a cada curva de

la descomposición. También se puede suponer que todos los zj están en el interior

de γ ya que sólo estos cuentan a la hora de evaluar
∫
γ f(z)dz.

Por ser A abierto, es posible tomar un radio r > 0 de modo que

(I) D(zj , r) ⊂ A para todo j = 1, . . . , n;

(II) D(zj , r) ∩D(zk, r) = ∅, para todo j, k distintos;

(III) D(zj , r) ∩ γ = ∅, para todo j.

Definimos las curvas γj(t) := zj+reit, 0 ≤ t ≤ 2π. Observar que γj parametriza

positivamente el borde de D(zj , r), para cada j, por lo que las curvas γj no se

intersecan y no intersecan a γ, estando todas contenidas en el interior de γ. Como

f es analı́tica en A \ {z1, . . . , zn}, el Teorema 5.3.12 implica que

∫

γ
f(z)dz =

n∑

j=1

∫

γj

f(z)dz. (5.10)
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Por otro lado, como ĺım
z→zj

(z − zj)f(z) = 0, para j = 1, . . . , n, dado ǫ > 0, existe

r′ > 0 tal que |(z − zj)f(z)| < ǫ si z ∈ D(zj , r
′). Haciendo r < r′, si fuese

necesario, tenemos

∣∣∣∣∣

∫

γj

f(z)dz

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫ 2π

0
f(zj + reit)rieitdt

∣∣∣∣ ≤
∫ 2π

0

∣∣f(zj + reit)r
∣∣

︸ ︷︷ ︸
<ǫ

dt < 2πǫ.

Luego, de (5.10) conseguimos

∣∣∣∣
∫

γ
f(z)dz

∣∣∣∣ ≤
n∑

j=1

∣∣∣∣∣

∫

γj

f(z)dz

∣∣∣∣∣ < 2πnǫ.

Ahora como ǫ > 0 es arbitrario,
∫
γ f(z)dz = 0.

5.4. Índice de una curva cerrada

Definición 5.4.1. Sean γ una curva cerrada suave a trozos y a /∈ γ. Definimos el

ı́ndice de a respecto a γ mediante

n(γ, a) =
1

2πi

∫

γ

dz

z − a
.

Sea γ : [0, 2nπ] → C la curva dada por γ(t) = a + reit. Es claro que γ es una

circunferencia de centro a y radio r > 0 recorrida n veces en sentido contrario de

las manecillas del reloj y

n(γ, a) =
1

2πi

∫ 2nπ

0

ireit

reit
dt = n.

Análogamente, si γ es la circunferencia de centro a y radio r > 0 recorrida n

veces en sentido de las manecillas del reloj,

n(γ, a) = −n.

Esto sugiere que n(γ, a) es el número de vueltas que da la curva alrededor de a.

Observación 5.4.2. Si z0 es un punto exterior a cualquier curva cerrada simple

γ, entonces 1
z−z0

es analı́tica en A = C \ {z0} y γ es homóticamente nula en A.

Entonces por el Teorema de Cauchy-Goursat, n(γ, z0) = 0.

Proposición 5.4.3. Sean γ una curva cerrada suave a trozos y z0 /∈ γ. Entonces

n(γ, z0) es un número entero.
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Demostración. Supongamos por simplicidad que γ es suave en [a, b] y definimos

h(t) =

∫ t

a

γ′(s)
γ(s)− z0

ds.

Entonces n(γ, z0) =
h(b)
2πi . Por otra parte, como el integrando es continuo, ya que

el denominador no se anula, h es derivable en [a, b] y

h′(t) =
γ′(t)

γ(t)− z0
.

Si a /∈ γ, entonces

n(γ, a)f(a) =
1

2πi

∫

γ

f(z)

z − a
dz.

Demostración. La función g : A → C definida por

g(z) =

{
f(z)−f(a)

z−a si z 6= a

f ′(a) si z = a,

es analı́tica en A \ {a}, ya que g′(z) = f ′(z)(z−a)−f(z)+f(a)
(z−a)2

si z 6= a. Además

ĺım
z→a

(z − a)g(z) = ĺım
z→a

(f(z) − f(a)) = 0. Por el Teorema de Cauchy Genera-

lizado,

0 =

∫

γ
g(z)dz =

∫

γ

f(z)− f(a)

z − a
dz =

∫

γ

f(z)

z − a
dz − f(a)

∫

γ

dz

z − a

=

∫

γ

f(z)

z − a
dz − f(a) 2πi n(γ, a).
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Luego, d
dt (exp(−h(t))(γ(t) − z0)) = 0, para todo t ∈ [a, b]. Por lo tanto, tene-

mos que exp(−h(t))(γ(t) − z0) es constante en [a, b], de donde se deduce que

γ(a)− z0 = exp(−h(b))(γ(b) − z0) = exp(−h(b))(γ(a) − z0).

Ası́ exp(−h(b)) = 1 y en consecuencia h(b) = 2nπi, n ∈ Z. Ası́, n(γ, z0) = n,

n ∈ Z.

5.5. La representación integral de Cauchy

Ahora usaremos el Teorema de Cauchy-Goursat para hallar una representación

integral para el valor de una función analı́tica en el interior de una curva cerrada

simple.

Teorema 5.5.1 (Fórmula Integral de Cauchy). Sean A ⊂ C un abierto, f : A → C

una función analı́tica en A y γ una curva cerrada y homotópicamente nula en A.



Considerando el caso especial en la Fórmula Integral de Cauchy cuando γ es una

curva cerrada simple y a está en el interior de la curva γ obtenemos

f(a) =
1

2πi

∫

γ

f(z)

z − a
dz,

pues n(γ, a) = 1. Con lo cual podemos observar que los valores de una fun-

ción analı́tica f en los puntos del interior de una curva cerrada simple γ quedan

completamente determinados por los valores de la función f sobre la curva γ.

La Fórmula Integral de Cauchy, junto con la observación anterior, es también de

mucha utilidad para evaluar integrales.

Consideremos por ejemplo la integral
∫
γ

z
z−1dz del Ejemplo 5.3.14. Entonces, por

la Fórmula Integral de Cauchy tenemos que
∫
γ

z
z−1dz = 2πif(1) donde f(z) = z∫

γ
zy ası́ z−1 dz = 2πi.

El siguiente teorema es una extensión de la Fórmula Integral de Cauchy para las 
derivadas de una función analı́tica f .

Teorema 5.5.2 (Fórmula de Cauchy para Derivadas). Sean A ⊂ C un abierto y 
f : A → C una función analı́tica en A. Entonces f es infinitamente diferenciable 
en A. Además, si γ : [c, b] → C es una curva cerrada y homotópicamente nula en 
A y a ∈/ γ, se satisface

n(γ, a)f (k)(a) =
k!

2πi

∫

γ

f(z)

(z − a)k+1
dz, k ∈ N.

Demostración. Consideremos la integral de tipo Cauchy

G(w) =

∫

γ

g(z)

z − w
dz,

donde g es una función continua sobre γ y w /∈ γ. Demostraremos que G es

infinita veces derivable en todo punto w /∈ γ siendo

G(k)(w) =

∫
g(z)

dz.

2δ = mı́n
t∈[c,b]

|γ(t)− a| > 0, y M = máx
t∈[c,b]

|g(γ(t))|.

Notar que δ > 0, y por la continuidad de γ y g ◦ γ en [c, b], M < ∞. Si w ∈
D(a, δ) con w 6= a, tenemos

G(w) −G(a)

w − a
=

∫

γ

1

w − a

(
1

z − w
− 1

z − a

)
g(z)dz.
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γ (z − w)k+1

La demostración es por inducción, aunque nosotros solo probaremos en detalle el

caso k = 1. Para ello, sean a ∈/ γ,



b

b

b
δ

2δ

a

γ

Figura 5.12: Integral tipo Cauchy.

Pero

1

w − a

(
1

z − w
− 1

z − a

)
=

1

(z − w)(z − a)
=

1

(z − a)2
z − a

z − w
=

1

(z − a)2

(
1 +

w − a

z − w

)
.

Por lo tanto, dado que |z − w| > δ para todo z ∈ γ,

De aquı́, si w → a, resulta que G es diferenciable en a y

G′(a) =
∫

γ

g(z)

(z − a)2
dz.

En particular, si g(z) = 1
2πi , entonces G(w) = n(γ,w); por lo que la función

n(γ, ·) : C \ γ → Z, es continua en cualquier entorno D(a, r) de a que no corte

a γ. Ası́, n(γ, ·) es constante en dicho entorno y por lo tanto n(γ,w) = n(γ, a)
para todo w ∈ D(a, r).
Ahora, si

F (w) =
1

2πi

∫

γ

f(z)

z − w
dz,

la Fórmula Integral de Cauchy implica

F (w) = n(γ,w)f(w) = n(γ, a)f(w), w ∈ D(a, r).

En consecuencia,

n(γ,w)f ′(w) = n(γ, a)f ′(w) = F ′(w) =
1

2πi

∫

γ

f(z)

(z − w)2
dz.

Observación 5.5.3. A partir del teorema anterior se prueba fácilmente que si f
es analı́tica en un conjunto cualquiera A entonces f es infinitamente diferencia-

ble en todo punto de A. Además, considerando el caso especial cuando γ es una
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∣∣∣∣
G(w) −G(a)

w − a
−
∫

γ

g(z)

(z − a)2

∣∣∣∣dz = |w − a|
∣∣∣∣
∫

γ

g(z)

(z − a)2(z − w)

∣∣∣∣dz ≤ |w − a|M
4

ℓ

δ

(
3

γ)
.



curva cerrada simple y a se encuentra en el interior de γ obtenemos las siguientes

representaciones integrales de Cauchy

f (k)(a) =
k!

2πi

∫

γ

f(a)

(z − a)k+1
dz,

pues n(γ, a) = 1. Con lo cual, nos permitirá en muchas ocasiones evaluar de una

manera más sencilla ciertas integrales.

Ejemplo 5.5.4. Determinemos el valor de la integral

∫

γ

1

(z − 4)(z + 1)4
dz, donde γ(t) = 1 +

5

2
eit, 0 ≤ t ≤ 2π.

Podemos considerar esta integral como
∫
γ

f(z)
(z+1)4

dz donde f(z) = 1
z−4 . Como f

es analı́tica dentro y sobre la curva γ y z = −1 es un punto interior de γ. Entonces,

podemos aplicar la Fórmula de Cauchy para Derivadas para obtener

∫

γ

1

(z − 4)(z + 1)4
dz =

∫

γ

f(z)

(z + 1)4
dz =

2πi

3!
f (3)(−1) = −2πi

54
.

Ejemplo 5.5.5. Determinemos el valor de la integral

∫

γ

dz

z2(z − 1)

donde γ es el cı́rculo con centro en el origen y radio 2, γ(t) = 2eit con 0 ≤ t ≤
2π. Aquı́ no podemos aplicar directamente la Fórmula de Cauchy para Derivadas

ya que dentro de la curva tenemos dos puntos z = 0 y z = 1 donde el integrando

no es analı́tica. Para poder resolver esto, primero dividimos la curva γ en dos

curvas cerradas γ1 y γ2 introduciendo una nueva curva que separa los puntos

z = 0 y z = 1 como en la Figura 5.13. Si integramos sobre estos dos nuevos

caminos γ1 y γ2 orientados positivamente, las dos contribuciones a lo largo de la

nueva curva deberán cancelarse una con otra. Ası́ hemos pasado de una integral,

en la cual hay dos singularidades dentro de la curva de integración, a la suma de

dos integrales, cada una de las cuales ahora tiene solo una singularidad dentro de

su curva de integración y estas ahora sı́ las podemos calcular usando la Fórmula

de Cauchy para Derivadas. En efecto, si f1(z) =
1

z−1 y f2(z) =
1
z2

, entonces

∫

γ

dz

z2(z − 1)
=

∫

γ1

dz

z2(z − 1)
+

∫

γ2

dz

z2(z − 1)
=

∫

γ1

f1(z)

z2
dz +

∫

γ2

f2(z)

z − 1
dz

= 2πif ′
1(0) + 2πif2(1) = 2πi− 2πi = 0.
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b b
0 1

Figura 5.13: Curva del Ejemplo 5.5.5

5.6. Consecuencias del Teorema de Cauchy

En esta sección presentamos cuatro resultados importantes que se derivan del Teo-

rema de Cauchy.

Teorema 5.6.1 (Desigualdad de Cauchy). Sean A ⊂ C un abierto, a ∈ A y

f : A → C una función analı́tica en A. Supongamos que D(a,R) ⊂ A. Si M =
máx

|z−a|=R
|f(z)|, entonces

∣∣∣f (k)(a)
∣∣∣ ≤ k!

Rk
M, k ∈ N ∪ {0}.

Demostración. Sea γ : [0, 2π] → C tal que γ(t) = a + Reit. Entonces γ es

homotópicamente nula en A y como n(γ, a) = 1, la Fórmula Integral de Cauchy

para la k-ésima derivada implica

∣∣∣f (k)(a)
∣∣∣ =

k!

2π

∣∣∣∣
∫

γ

f(z)

(z − a)k+1
dz

∣∣∣∣ ≤
k!

2π

∫

γ

|f(z)|
|z − a|k+1

|dz| ≤ k!

2π

M

Rk+1
2πR =

k!

Rk
M.

Teorema 5.6.2 (Teorema de Liouville). Si f : C→ C es una función entera y |f |
es acotada en C, entonces f es constante.

Demostración. La hipótesis implica que existe M > 0 tal que |f(z)| < M para

todo z ∈ C. Sean R > 0 y z ∈ C, arbitrarios. Como D(z,R) ⊂ C, entonces la

Desigualdad de Cauchy para la derivada primera implica

|f ′(z)| < M

R
.

De la arbitrariedad de R, se sigue obviamente que f ′(z) = 0. De aquı́, f ′ = 0 en

C. Pero C es una región y consecuentemente f es constante en C.
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γ

Teorema 5.6.3 (Teorema∫de Morera). Sean A ⊂ C una región, y f : A → C una

función continua tal que         f  (z)dz = 0 para toda curva cerrada contenida en A.

Entonces f es analı́tica en A.

Demostración. El Teorema 5.2.16 (Independencia del Camino) implica que existe

F : C → C analı́tica en A tal que F ′ = f en A. Como F es analı́tica en A, por

el Teorema 5.5.2, es infinitamente diferenciable en A, y por lo tanto existe f ′ y

f ′(z) = F ′′(z) para todo z ∈ A.

Teorema 5.6.4 (Teorema Fundamental del Álgebra). Todo polinomio P (z) =
anz

n + an−1z
n−1 + · · ·+ a1z + a0 con coeficientes complejos y de grado n ≥ 1

(an 6= 0) tiene n raı́ces z1, . . . , zn contando multiplicidades.

Demostración. Supongamos que P no tiene ninguna raı́z. Entonces la función

f = 1
P es entera. Observar que

|P (z)| ≥ |z|n
(
|an| −

|an−1|
|z| − · · · − |a0|

|z|n
)
, z 6= 0.

Como ĺım
|z|→∞

|aj |
|z|n−j = 0 para cada 1 ≤ j ≤ n − 1 y dado que

|an|
2n > 0, existe

K > 1 tal que si |z| > K , entonces

|aj|
|z|n−j

<
|an|
2n

, para todo 0 ≤ j ≤ n− 1.

Por lo tanto, si |z| > K ,

|P (z)| > |an|
2

|z|n >
|an|
2

> 0.

Por otra parte, al ser D(0,K) un conjunto compacto, existe M > 0 tal que

|P (z)| > M > 0 si |z| ≤ K . Notar que M > 0, pues por hipótesis, P (z) 6= 0
para todo z ∈ C. Por consiguiente, hemos probado que

|f(z)| = 1

|P (z)| < máx

{
2

|an|
,
1

M

}
, para todo z ∈ C.

Por el Teorema de Liouville, f es constante y por consiguiente P lo es, una con-

tradicción ya que an 6= 0 y n ≥ 1. Luego P tiene una raı́z z1 y

P (z) = an(z − z1)P1(z),

donde P1 es un polinomio de grado n − 1 con coeficiente principal igual a 1.

Aplicando el mismo argumento a P1 obtenemos una raı́z z2 de P1 y

P (z) = an(z − z1)(z − z2)P2(z),

donde P2 tiene grado n − 2 con coeficiente principal igual a 1. Repitiendo este

procedimiento llegamos a una (n− 1)-ésima raı́z zn−1 donde el polinomio Pn−1

es de grado 1, Pn−1(z) = z − zn. Esto completa la prueba.
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5.7. Principio del módulo máximo

El siguiente resultado muestra que el valor de una función f en a ∈ C es la media

de los valores de f en el cı́rculo de centro a y radio r.

Teorema 5.7.1 (Propiedad del valor medio). Si f es una función analı́tica en el

disco cerrado D(a, r), entonces

f(a) =
1

2π

∫ 2π

0
f(a+ reit)dt.

Demostración. Por hipótesis f es analı́tica en un conjunto abierto A que contie-

ne a D(a, r). Afirmamos que existe ρ > r tal que D(a, ρ) ⊂ A. En efecto si

A = C, esto es obvio. Supongamos que C \ A 6= ∅ y consideremos la función

d : D(a, r) → R+ dada por

d(z) = ı́nf{|z − w| : w ∈ C \ A} = d(z,C \A).

Como d es continua y D(a, r) es un conjunto compacto, d alcanza un mı́nimo el

cual es positivo. Luego, si 0 < 2s = mı́n
|z−a|≤r

d(z), entonces

|z − w| ≥ 2s, para todo w ∈ D(a, r) y para todo z ∈ C \A.

Definimos ρ = r + s. Sea z ∈ D(a, ρ) y supongamos que z ∈ C \ A. Tomando

w :=
r

|z − a|z +
(
1− r

|z − a|

)
a ∈ D(a, r),

conseguimos 2s ≤ |z − w| = |z − a| − r < ρ − r = s, una contradicción. Ası́

D(a, ρ) ⊂ A.

Ahora, como el disco abierto D(a, ρ) es una región y la circunferencia γ de centro

a y radio r (orientada positivamente) es homotópicamente nula en D(a, ρ), la

Fórmula Integral de Cauchy implica

f(a) =
1

2πi

∫

γ

f(z)

z − a
dz =

1

2πi

∫ 2π

0

f(a+ reit)

reit
ireitdt =

1

2π

∫ 2π

0
f(a+reit)dt.
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Teorema 5.7.2 (Principio del Módulo Máximo Local).  Sean A ⊂ C un abierto y
f : A → C una función analı́tica en A. Si |f | tiene un máximo relativo en a ∈ A, 
entonces f es constante en un entorno de a.

Demostración. Por hipótesis, existe R > 0 tal que

|f (z)| ≤ |f (a)|, para todo z ∈ D := D(a, R) ⊂ A.
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Vamos a probar, en primer lugar, que |f | es constante en D. Para ello, supongamos

que existe z0 = a + reit0 ∈ D tal que |f (z0)| < |f (a)|. Por la continuidad de f
en D, existen ǫ > 0 y 0 < δ ≤ π tales que

|f (a + reit)| < |f (a)| − ǫ, |t − t0| < δ.

En efecto, al ser |f (a)| − |f (z0)| > 0, existe ǫ > 0 tal que |f (z0)| < |f (a)| − 2ǫ,
y por continuidad de g(t) = f (a + reit) en t = t0 existe 0 < δ ≤ π tal que

|f (a + reit) − f (a + reit0 )| < ǫ si |t − t0| < δ. Para estos valores de t se cumple

|f (a + reit)| ≤ |f (a + reit0 )| + ǫ = |f (z0)| + ǫ < |f (a)| − 2ǫ + ǫ = |f (a)| − ǫ.
Aplicando ahora la Propiedad del valor medio obtenemos,

|f(a)| = 1

2π

∣∣∣∣
∫ t0+π

t0−π
f(a+ reit)dt

∣∣∣∣

≤ 1

2π

∣∣∣∣
∫ t0−δ

t0−π
f(a+ reit)dt

∣∣∣∣+
1

2π

∣∣∣∣
∫ t0+δ

t0−δ
f(a+ reit)dt

∣∣∣∣+
1

2π

∣∣∣∣
∫ t0+π

t0+δ
f(a+ reit)dt

∣∣∣∣

≤ 1

2π
(|f(a)|(π − δ) + (|f(a)| − ǫ)2δ + |f(a)|(π − δ))

= |f(a)| − δ ǫ

π
< |f(a)|,

lo cual es absurdo. Esto demuestra que |f | es constante en D, lo cual implica que

f es también constante en D.

Corolario 5.7.3. Sean A ⊂ C una región y f : A → C una función analı́tica en

A. Si |f | alcanza un máximo absoluto en A, entonces f es constante en A.

Demostración. Supongamos que |f | alcanza un máximo absoluto en z0 ∈ A, y

sea

B = {z ∈ A : f(z) = f(z0)}.
Notar que B 6= ∅, y al ser f continua en A, B es un conjunto cerrado y ası́ es

cerrado respecto de A. Afirmamos también que B es abierto en A. En efecto, si

z ∈ B, como |f(z)| = |f(z0)| = máx
z∈A

|f(z)|, el Principio del módulo máximo

local implica que existe un entorno U de z tal que f es constante en U . Ası́, z ∈
U ⊂ B. Como B es simultáneamente abierto y cerrado respecto de A, no vacı́o y

A conexo, se tiene que B = A, es decir f(z) = f(z0) para todo z ∈ A.

Teorema 5.7.4 (Principio del Módulo Máximo Global). Sean A ⊂ C una región

acotada y f : C → C una función analı́tica en A y continua en ∂A. Si M =
máx
z∈∂A

|f(z)|, entonces se satisface,

(a) |f(z)| ≤ M para todo z ∈ A;
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(b) Si |f (a)| = M para algún a ∈ A, entonces f es constante en A.

Demostración. En primer lugar M ∈ R existe, al ser ∂A cerrada y acotada (por

ser A acotada) y |f | continua en ∂A. En segundo lugar, (b) es consecuencia de (a)

y del Corolario 5.7.3. Para probar (a) notar que la función |f | también es continua

en el compacto A = A ∪ ∂A, de forma que alcanza un máximo en A. Si dicho
máximo se alcanza en ∂A, entonces (a) se cumple por definición de máximo.

Si, por el contrario, el máximo de |f | en A se alcanza en un punto z0 ∈ A, el

Corolario 5.7.3 implica que f (z) = f (z0) para todo z ∈ A. Por continuidad, f (z)
= f (z0) para todo z ∈ A, es decir, f es constante en A. En consecuencia,

(a) es trivial.

Ejercicios propuestos

Ejercicio 5.1. Completar la demostración de la Proposición 5.1.4.

Ejercicio 5.2. Evaluar las siguientes integrales.

(a)
∫
γ

sen(z)
z3

dz, donde γ(t) = eit, t ∈ [0, 2π];

(b)
∫
γ

log(z)
zn dz, donde γ(t) = 1 + 1

2e
it, t ∈ [0, 2π] y n > 0.

Ejercicio 5.3. Evaluar las siguientes integrales:

a)
∫
γ

ez−e−z

zn dz, donde n es un entero positivo y γ(t) = eit, t ∈ [0, 2π];

b)
∫
γ

1

(z− 1
2)

n dz, donde n es un entero positivo y γ(t) = 1
2 + eit, t ∈ [0, 2π];

c)
∫
γ

1
z2+1

dz, donde γ(t) = 2eit, t ∈ [0, 2π].

Ejercicio 5.4. Calcular
∫
γ

z2+1
z(z2+4) dz, donde γ(t) = reit, t ∈ [0, 2π], para todos

los valores posibles de r.

Ejercicio 5.5. Completar la demostración de la Proposición 5.2.11.

Ejercicio 5.6. Completar la demostración de la Proposición 5.2.14.

Ejercicio 5.7. Sean P un polinomio de grado n y R > 0 suficientemente grande

de modo tal que P no se anula en {z : |z| ≥ R}. Si γ(t) = Reit con 0 6 t 6 2π,

probar que
∫
γ

P ′(z)
P (z) dz = 2πni.

Ejercicio 5.8. Sean D±
(
±1, 12

)
, A = D(0, 3) \ (D+ ∪ D−), γ1, γ2, γ3 curvas

cuyas trazas son |z − 1| = 1, |z + 1| = 1 y |z| = 2 respectivamente. Orientarlas

de modo que n(γ1, w) + n(γ2, w) + n(γ3, w) = 0 para todo w ∈ C \ A.
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Ejercicio 5.9. Sea γ una curva cerrada suave a trozos en C y a /∈ γ. Probar que

para n > 2, se cumple que
∫
γ

1
(z−a)n dz = 0.

Ejercicio 5.10. Sea γ(t) = 1 + eit para 0 6 t 6 2π. Encontrar, para todos los

números naturales, el valor de la siguiente integral
∫
γ

(
z

z−1

)n
dz.

Ejercicio 5.11. Evaluar la integral
∫
γ

dz
z2+1

donde γ(t) = 2| cos(2t)|eit para 0 6

t 6 2π.

Ejercicio 5.12. Sean γ(t) = teit para 0 6 t 6 2π y γ(t) = 4π − t para 2π 6

t 6 4π. Evaluar
∫
γ

dz
z2+π2 .

Ejercicio 5.13. Sean A = C\{a, b}, a 6= b y γ la curva de la Figura 5.14. Mostrar

que n(γ, a) = n(γ, b) = 0.

a b

Figura 5.14: Curva del Ejercicio 5.13

Ejercicio 5.14. Fijemos w = reit 6= 0. Sea γ una curva suave a trozos en C \{0}
de 1 a w. Probar que existe un entero k tal que

∫
γ

1
z dz = Log(r) + i(θ + 2kπ).

Ejercicio 5.15. Sean A un abierto y γ una curva suave a trozos en A tal que

n(γ,w) = 0 para todo w ∈ C \ A. Sea r = d({γ}, ∂A) y H = {z ∈ C :
n(γ, z) = 0}. Mostrar que {z : d(z, ∂A) < r

2} ⊂ H .

Ejercicio 5.16. Mostrar que la cinta R definida en la demostración del Teorema

5.3.5 es un conjunto compacto.

Ejercicio 5.17. Completar la demostración del Teorema 5.5.2.

Ejercicio 5.18. Sea f una función entera. Supongamos que existe una constante

M , un R > 0 y n ∈ N tales que |f(z)| ≤ M |z|n, para |z| > R. Probar que f es

un polinomio de grado menor o igual que n.

Ejercicio 5.19. Sea f una función analı́tica en A = D(0, 1) tal que |f(z)| ≤ 1
para Z ∈ A. Probar que |f ′(0)| ≤ 1.

Ejercicio 5.20. Sea U : C −→ R una función armónica tal que U(z) ≥ 0 para

todo z ∈ C. Probar que U es constante.

Ejercicio 5.21. Sean A una región y f una función analı́tica en A. Supongamos

que existe un a ∈ A tal que |f(a)| ≤ |f(z)| para todo z ∈ A. Entonces f(a) = 0
o f es constante.
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Capı́tulo 6

En particular, si gk : A → C, k ∈ N, son continuas en A y la serie
∞∑
k=1

gk converge

uniformemente en A, entonces

∫

γ

( ∞∑

k=1

gk(z)

)
dz =

∞∑

k=1

∫

γ
gk(z)dz.
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lı́m
n→∞ γ

fn(z)dz =

Series de Taylor y de Laurent

El objetivo de la primera parte de este capı́tulo es desarrollar un resultado funda-

mental que afirma que toda función analı́tica f admite localmente una expansión

en serie de potencias en cada punto del dominio A donde vive. Como veremos,

esta serie será llamada la serie de Taylor de f centrada en un punto z0 ∈ A.

En la segunda parte del capı́tulo, aprenderemos acerca de las series de Laurent,

que son una generalización de las series de Taylor, en el sentido de que son series

de potencias donde las potencias enteras negativas de los términos también ocu-

rren en la expansión. Esto será útil para estudiar las funciones que son analı́ticas

en dominios más generales como por ejemplo los anillos. Las series de Laurent

también serán una herramienta fundamental para clasificar las singularidades ais-

ladas de una función analı́tica y poder caracterizarlas.

6.1. Series de funciones. Convergencia

En esta sección introducimos algunos resultados de convergencia de sucesiones

de funciones a valores complejos que serán necesarios para las secciones subsi-

guientes.

Lema 6.1.1. Sean A ⊂ C y fn : A → C, n ∈ N, funciones continuas en A.

Si {fn}n∈N converge uniformemente a f en A y γ es una curva contenida en A,

entonces ∫ ∫

γ
f(z)dz.
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usando que {Fn}n∈N es una sucesión de funciones continuas que converge uni-

formemente a F en A.

Teorema 6.1.2 (Teorema de la Convergencia Analı́tica). Sean A ⊂ C un abierto

y fn : A → C, n ∈ N, funciones analı́ticas en A. Supongamos que {fn}n∈N
converge uniformemente a f en cada disco cerrado contenido en A. Entonces f
es analı́tica en A, y {f ′

n}n∈N converge uniformemente a f ′ en cada disco cerrado

contenido en A.

Demostración. En primer lugar, por ser uniforme la convergencia de fn a f en

discos cerrados contenidos en A, f es continua en cada disco cerrado contenido

en A, y por tanto es continua en A. Sean D(a, r) ⊂ A y γ una curva cerrada

contenida en D(a, r). Entonces f es continua en D(a, r), y por el Lema 6.1.1 y el

Corolario 5.3.9, ∫

γ
f(z)dz = ĺım

n→∞

∫

γ
fn(z)dz = 0.

Por el Teorema de Morera tenemos que f es analı́tica en D(a, r), y por lo tanto en

A.

Para probar que {f ′
n}n∈N converge uniformemente a f ′ en D(a, r), notar que,

como en el Teorema 5.7.1, existe ρ > r tal que D(a, ρ) ⊂ A. Dados r < R < ρ
y ǫ > 0, por hipótesis existe N ∈ N tal que |fn(w) − f(w)| < ǫ para todo

w ∈ D(a,R) y n ≥ N . Sea z ∈ D(a, r) y γ la circunferencia de centro a y

radio R, orientada positivamente. Como f es analı́tica en la región D(a, ρ), por la

Fórmula Integral de Cauchy para la derivada primera tenemos que

|f ′
n(z)− f ′(z)| = 1

2π

∣∣∣∣
∫

γ

fn(w)− f(w)

(w − z)2
dw

∣∣∣∣ ≤
1

2π

ǫ

(R − r)2
2πR =

ǫR

(R − r)2
,

para todo z ∈ D(a, r) y n ≥ N .

Corolario 6.1.3. Sean A ⊂ C un abierto y gk : A → C, k ∈ N, funciones

analı́ticas en A. Supongamos que la serie
∞∑
k=1

gk converge uniformemente a g

en cada disco cerrado contenido en A. Entonces g es analı́tica en A, y
∞∑
k=1

g′k

converge uniformemente a g′ en cada disco cerrado contenido en A.
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Demostración. Por hipótesis, dado ǫ > 0, existe N ∈ N tal que |fn(z)−f(z)| < ǫ
para todo z ∈ A y n ≥ N . Además, f es continua al ser uniforme la convergencia

gk. La segunda parte sigue de la primera

de fn a f . Ento
∫
nces para n ≥ N

∫ 
se tiene

γ γ

Ahora sean Fn =
n∑

k=1

γ

gk y F =
∑∞

k=1

∣∣∣∣
∫

γ

fn(z)dz −
∫

γ

∣∣∣∣f(z)dz =

∣∣∣∣
∫

γ

∣∣∣∣(fn(z)− f(z))dz ≤
∫

γ

|fn(z)− f(z)| |dz| ≤ ǫ ℓ(γ).



Notar que, ( ∞∑

k=1

gk

)′

= g′ =
∞∑

k=1

g′k, en A,

en otras palabras, la serie se puede derivar término a término en A.

6.2. Series de Taylor

El teorema central de esta sección establece que toda función analı́tica admite una 
expansión en serie de potencias cuyo términos están definidos a partir de las su-

cesivas derivadas de la función. Aquı́ cabe recordar que ya hemos visto (Teorema 
5.5.2) que toda función analı́tica en una región es infinitamente derivable. Esto 
está en contraste con el hecho de que existen funciones de una variable real las 
cuales son infinitamente diferenciables y no pueden ser expandidas en una serie 
de potencias. Esto es otro ejemplo que muestra que la condición de ser analı́tica 
en el caso complejo es más fuerte que la de ser derivable en el caso real.

Teorema 6.2.1 (Teorema de Taylor). Sean A ⊂ C un abierto, f : A → C una 
función analı́tica en A. Sea z0 ∈ A y supongamos que D(z0, r) ⊂ A. Entonces f 
admite el desarrollo en serie de Taylor

f(z) =

∞∑

n=0

f (n)(z0)

n!
(z − z0)

n, z ∈ D(z0, r). (6.1)

Demostración. Sean 0 < ρ < R < r, y fijemos z ∈ D(z0, ρ), z 6= z0. Si γ es

la circunferencia de centro z0 y radio R, orientada positivamente, se tiene por la

Fórmula Integral de Cauchy,

f(z) =
1

2πi

∫

γ

f(w)

w − z
dw. (6.2)

Por otra parte, si w ∈ γ, entonces |z − z0| < ρ < R = |w − z0|, y por ende

f(w)

w − z
=

f(w)

w − z0 + z0 − z
=

f(w)

w − z0

1(
1− z−z0

w−z0

)

=
f(w)

w − z0

∞∑

n=0

(
z − z0
w − z0

)n

=

∞∑

n=0

f(w)

(w − z0)n+1
(z − z0)

n.

(6.3)

Como f es analı́tica en γ, está acotada en γ, por lo que

∣∣∣∣
f(w)

(w − z0)n+1
(z − z0)

n

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
f(w)

w − z0

∣∣∣∣
∣∣∣∣
z − z0
w − z0

∣∣∣∣
n

<
M

R

∣∣∣
ρ

R

∣∣∣
n
, w ∈ γ, n ∈ N.
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Dado que
∞∑

n=0

M

R

∣∣∣
ρ

R

∣∣∣
n
=

M

R

1(
1− ρ

R

) =
M

R− ρ
,

(6.3) y el M-Test implica que la serie

∞∑

n=0

f(w)

(w − z0)n+1
(z − z0)

n

converge uniformemente a
f(w)
w−z para w ∈ γ. Entonces, de (6.2), el Lema 6.1.1 y

la Fórmula Integral de Cauchy para Derivadas, tenemos que

f(z) =
1

2πi

∞∑

n=0

∫

γ

f(w)

(w − z0)n+1
(z − z0)

ndw

=

∞∑

n=0

(z − z0)
n 1

2πi

∫

γ

f(w)

(w − z0)n+1
dw =

∞∑

n=0

f (n)(z0)

n!
(z − z0)

n,

para z ∈ D(z0, ρ), con 0 < ρ < r, arbitrario, es decir para todo z ∈ D(z0, r).

Corolario 6.2.2. El radio de convergencia de la serie de Taylor (6.1) de una fun-

ción f analı́tica en A es mayor o igual que la distancia de z0 a la frontera de

A.

Ejemplo 6.2.3. Determinemos la expansión en series de potencias de Taylor de

la función f(z) = cos(z) alrededor del punto z0 = 0. Sabemos que f(z) =

cos(z) = ezi+e−zi

2 . Entonces las sucesivas derivadas de f en z y en 0 son

f(z) = cos(z), f(0) = 1
f ′(z) = 1

2 (ie
zi − ie−zi), f ′(0) = 0,

f ′′(z) = 1
2 (i

2ezi + i2e−zi), f ′′(0) = −1,

f (3)(z) = 1
2 (i

3ezi − i3e−zi), f (3)(0) = 0,

f (4)(z) = 1
2 (i

4ezi + i2e−zi), f (4)(0) = 1,

f (5)(z) = 1
2 (i

5ezi − i5e−zi), f (5)(0) = 0.

Podemos ver claramente que f (2n)(0) = i2n = (−1)n y f (2n+1)(0) = 0, para

n = 0, 1, 2, . . . . Entonces, por (6.1) tenemos que

f(z) =
∞∑

n=0

(−1)n

(2n)!
z2n,

y donde esta representación es válida en todo el plano complejo ya que la función

f(z) = cos(z) es entera.

| 144

David E. FERREYRA · Luciano J. GONZÁLEZ · Fabián E. LEVIS



En el ejemplo anterior las derivadas de orden superior de la función coseno se

obtuvieron de forma sencilla, pero en muchos otros casos obtener las derivadas

superiores de una función especifica puede resultar un trabajo muy tedioso y com-

plicado. Una forma más sencilla y elegante para encontrar la representación en

series de potencias de Taylor de una función analı́tica f es buscar una serie de po-

tencias convergente que represente a f . Si por algún método y/o análisis podemos

determinar que f(z) =
∑∞

n=0 an(z − z0)
n y la serie converge para algún radio

R > 0, entonces por el Corolario 4.3.3 tenemos que esa debe ser la representación

de f en serie de potencias de Taylor.

Ejemplo 6.2.4. Encontremos la serie de Taylor alrededor de z0 = 0 para f(z) =
1

z2+2
y calculemos su radio de convergencia. Recordemos de (3.3) (ver pág. 44)

que ya hemos determinado la serie de potencia de Taylor de la función 1
1−z ,

1

1− z
=

∞∑

n=0

zn para |z| < 1.

Expresemos la función f como

f(z) =
1

2

(
1

1− (−z2/2)

)
.

Ahora reemplazamos z por −z2/2 en la serie geométrica y obtenemos:

f(z) =
1

2

(
1

1− (−z2/2)

)
=

1

2

∞∑

n=0

(−z2/2)n =
∞∑

n=0

(−1)n

2n+1
z2n,

para | − z2/2| < 1, esto es, para |z| <
√
2. Entonces, el radio de convergencia de

la serie anterior es mayor o igual a
√
2. Notamos que |z| <

√
2 es el mayor disco

posible centrado en z0 = 0 donde la función f es analı́tica, ya que la regularidad

falla en z =
√
2i.

En el siguiente ejemplo ilustramos otra técnica para hallar la representación de

Taylor de una función analı́tica.

Ejemplo 6.2.5. Consideremos la función f(z) = ez

1−z . Podemos escribir a f co-

mo f(z) = ez. 1
1−z . Conocemos las representaciones en series de Taylor de las

funciones ez y 1
1−z :

ez = 1 + z +
z2

2!
+

z3

3!
+ . . . y

1

1− z
= 1 + z + z2 + z3 + . . .

donde la primera representación es válida en todo el plano complejo y la segunda

en |z| < 1. Entonces, por el Teorema 3.2.5, obtenemos la serie para el producto

145 |

PRIMEROS CONCEPTOS DE ANÁLISIS COMPLEJO



formal de las dos series, la cual debe converger en |z| < 1:

f(z) =

(
1 + z +

z2

2!
+

z3

3!
+ . . .

)
(1 + z + z2 + z3 + . . . )

= 1 + (z + z) +

(
z2

2
+ z2 + z2

)
+

(
z3

3!
+

z3

2
+ z3 + z3

)
+ . . .

(a) f ≡ 0;

(b) Existe un punto a ∈ A tal que f (n)(a) = 0 para todo n ≥ 0;

(c) {z ∈ A : f(z) = 0} tiene un punto de acumulación en A.

Demostración. La implicación (a) ⇒ (c) es obvia.

(c) ⇒ (b) Sean a ∈ A un punto de acumulación de Z = {z ∈ A : f(z) = 0}
y r > 0 tal que D(a, r) ⊂ A. Puesto que f es continua y a es un punto de

acumulación de Z , tenemos que f(a) = 0. Supongamos que existe un k ≥ 1 tal

que f(a) = f ′(a) = · · · = f (k−1)(a) = 0 y f (k)(a) 6= 0. Por el Teorema de

Taylor,

f(z) =
∞∑

n=k

f (n)(a)

n!
(z − a)n = (z − a)k

∞∑

n=0

f (n+k)(a)

(n+ k)!
(z − a)n, z ∈ D(a, r).
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El término general de la serie anterior no tiene una forma simple, ası́ que la de-

jamos expresada en los primeros términos. El lector puede comprobar que este

método es un poco más rápido que computar las sucesivas derivadas f (n) de f .

6.3. Principio de prolongación analı́tica

En esta sección mostraremos un resultado fundamental en la teorı́a de funciones

de una variable compleja y que refleja otra gran diferencia con las funciones de

variable real. Es conocido como el principio de prolongación analı́tica y afirma

que toda función analı́tica en una región A queda determinada por sus valores en

cualquier conjunto que tenga un punto de acumulación en A. Este hecho es un

importante teorema de unicidad que puede ser usado de la siguiente manera: Si

f : A → C es una función analı́tica que se anula en un abierto, U ⊂ A, pudiendo

éste ser arbitrariamente pequeño, entonces f debe anularse en todo A.

Definición 6.3.1. Sean A ⊂ C, a ∈ A y f : A → C una función analı́tica en A
tal que f(a) = 0. Entonces decimos que f tiene un cero de orden k en a si existe

una función analı́tica g : A → C tal que f(z) = (z − a)kg(z) con g(a) 6= 0.

Teorema 6.3.2 (Principio de Prolongación Analı́tica). Sean A ⊂ C una región y

f : A → C una función analı́tica. Entonces las siguientes condiciones son equiva-

lentes

.



Denotemos g(z) =
∞∑
n=0

f(n+k)(a)
(n+k)! (z − a)n. Entonces g(a) = f(k)(a)

k! 6= 0 y

f(z) = (z − a)kg(z), z ∈ D(a, r).

Por el Corolario 4.3.2, g es analı́tica en D(a, r) pues es una serie de potencias

convergente en D(a, r). Luego, existe ρ, 0 < ρ < r, tal que g(z) 6= 0 para

|z−a| < ρ. Como a es un punto de acumulación de Z , existe b ∈ C con f(b) = 0
y 0 < |b− a| < ρ. En consecuencia, 0 = f(b) = (b− a)kg(b) y ası́ g(b) = 0, una

contradicción.

(b) ⇒ (a) Sea B = {z ∈ A : f (n)(z) = 0, para todo n ≥ 0}. Por hipótesis

B 6= ∅. Veamos que B es un abierto y un cerrado de A, luego por la conexidad de

A, tendremos que A = B y ası́ f ≡ 0.

Para ver que B es un cerrado de A, sean z ∈ B ∩ A y {zk} ⊂ B tal que z =
ĺım
k→∞

zk. Como f (n) es continua, f (n)(z) = ĺım
k→∞

f (n)(zk) = 0, y por ende z ∈ B.

Ası́ B ∩ A = B y entonces B es un cerrado de A.

Para ver que es un abierto de A, sean a ∈ B y r > 0 tal que D(a, r) ⊂ A. Puesto

que f (n)(a) = 0 para todo n ≥ 0, tenemos por el Teorema de Taylor que

f(z) =
∞∑

n=0

f (n)(a)

n!
(z − a)n = 0, z ∈ D(a, r).

Consecuentemente, D(a, r) ⊂ B, o sea B es un abierto de A.

Corolario 6.3.3. Sean A ⊂ C una región y f : A → C una función analı́tica no

idénticamente nula. Entonces, para cada a ∈ A tal que f(a) = 0, existen m ∈ N
y una función analı́tica g : A → C tal que g(a) 6= 0 y f(z) = (z − a)mg(z) para

todo z ∈ A.

Demostración. Sea m = máx{k ∈ N : f(a) = · · · = f (k−1)(a) = 0, f (k)(a) 6=
0}. Usando el método de prueba del teorema anterior, existen r > 0 y una función

analı́tica g : D(a, r) → C tal que g(a) = f(m)(a)
m! y

f(z) = (z − a)mg(z) para todo z ∈ D(a, r).

Definimos

g(z) =

{
(z − a)−mf(z) si z 6= a

f(m)(a)
m! si z = a.

Por lo visto, g es analı́tica en D(a, r). Como g es claramente analı́tica en A \
D(a, r), la prueba está completa.

El siguiente resultado muestra que los ceros de una función analı́tica no nula son

aislados.
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Corolario 6.3.4. Sean A ⊂ C una región, a ∈ A y f : A → C una función

analı́tica no constante tal que f(a) = 0. Entonces existe r > 0 tal que D(a, r) ⊂
A y f(z) 6= 0 para todo z ∈ D(a, r) \ {a}.

Demostración. Por el Corolario 6.3.3, tenemos que f(z) = (z − a)mg(z) para

un m ∈ N y una función analı́tica g en A tal que g(a) 6= 0. Como g es analı́tica

en A, y ası́ continua, y g(a) 6= 0, tenemos que existe un r > 0 tal que g(z) 6= 0
para todo z ∈ D(a, r) ⊂ A. Entonces, claramente f(z) 6= 0 para todo z ∈
D(a, r) \ {a}.

6.4. Series de Laurent

En la Sección 6.2 probamos que toda función analı́tica f en un entorno D(z0, r)
tiene una representación en serie de potencias alrededor del punto z0. Pero ¿qué

sucede, por ejemplo, si deseamos obtener una representación en serie de potencias

(de algún tipo) alrededor de z = 0 de la función 1
z ? Como vemos, no podemos

usar el Teorema de Taylor para hallar una representación en serie de Taylor al-

rededor de z0 = 0 en ningún disco D(0, r), pues la función 1
z no es analı́tica en

z = 0. Pero, como ya sabemos, esta función igualmente tiene un comportamiento

bastante bueno ya que es analı́tica en todo anillo de la forma A(0, 0, R).
El objetivo de esta sección es probar que toda función analı́tica en un anillo

A(z0, R1, R2), con R1 < R2, admite una representación en series de potencias

positivas y negativas (Teorema 6.4.1).

Una serie de la forma

f(z) =

∞∑

k=1

bk
(z − z0)k

es una serie de potencias en la variable w = (z − z0)
−1. Por lo tanto, existe

0 ≤ R ≤ ∞ tal que la serie converge absolutamente a una función analı́tica si

|z−z0| > R y diverge si |z−z0| < R, siendo la convergencia de la serie absoluta

y uniforme en el complemento de cualquier disco D(z0, ρ) con ρ > R.

Consideremos ahora la expresión

f(z) =

∞∑

k=0

ak(z − z0)
k +

∞∑

k=1

a−k

(z − z0)k
:=

∞∑

k=−∞
ak(z − z0)

k. (6.4)

La primera serie convergerá absolutamente en un disco D(z0, R2), y la segunda

para |z − z0| > R1. Por lo tanto, f estará definida y será analı́tica en el anillo

A(z0, R1, R2) = {z ∈ C : R1 < |z − z0| < R2},

siempre y cuando sea 0 ≤ R1 < R2 ≤ ∞. Además, por los resultados sobre

series de potencias, la convergencia de ambas series es absoluta y uniforme en
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b

b

Figura 6.1: Teorema de Laurent

todo subanillo cerrado contenido en A(z0, R1, R2). Una serie del tipo (6.4) se

denomina Serie de Laurent centrada en z0.

Teorema 6.4.1 (Teorema de Laurent). Sea f una función analı́tica en el anillo

A(z0, R1, R2), con 0 ≤ R1 < R2 ≤ ∞. Si γr es una circunferencia orientada

positivamente de centro z0 y radio r tal que R1 < r < R2 y definimos

ak :=
1

2πi

∫

γr

f(z)

(z − z0)k+1
dz, k ∈ Z, (6.5)

entonces f admite el siguiente desarrollo en series de Laurent

f(z) =

∞∑

k=−∞
ak(z − z0)

k. (6.6)

La serie del miembro derecho converge absoluta y uniformemente en cada subani-

llo cerrado contenido en A(z0, R1, R2). Más aún, este desarrollo es único.

Demostración. Sea C = A(z0, r1, r2) con R1 < r1 < r < r2 < R2, de modo

que el anillo cerrado C está contenido en A(z0, R1, R2). Sea z ∈ C y γ0 una

circunferencia centrada en z, orientada positivamente y contenida en A(z0, r1, r2)
(véase la Figura 6.1).

Observar que
f(w)
w−z es analı́tica en A(z0, R1, R2) excepto en el conjunto D(z0, R1)∪

{z} interiores a las curvas γr1 y γ0. Entonces por el Teorema 5.3.12 vale que

∫

γr2

f(w)

w − z
dw =

∫

γr1

f(w)

w − z
dw +

∫

γ0

f(w)

w − z
dw. (6.7)
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todo subanillo cerrado contenido en A(z0, R1, R2). Una serie del tipo (6.4) se 
denomina Serie de Laurent centrada en z0.

R1 z0

R2

A(z0, R1, R2)

γr2

γr1

γrz γ0

Figura 6.1: Teorema de Laurent

·
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uniformemente a 1

1− z−z0
w−z0

en γr2 y

∫

γr2

f(w)

w − z
dw =

∫

γr2

f(w)

w − z0 − (z − z0)
dw =

∫

γr2

f(w)

(w − z0)

1(
1− z−z0

w−z0

)dw

=

∫

γr2

f(w)

w − z0

∞∑

n=0

(
z − z0
w − z0

)n

dw.

Como el coeficiente
f(w)
w−z0

en la integral es una función continua sobre γr2 , la serie

∞∑

n=0

f(w)

(w − z0)n+1
(z − z0)

n,

obtenida al conmutar el coeficiente con la sumatoria, sigue convergiendo unifor-

memente a
f(w)
w−z en γr2 . Por lo tanto, es posible intercambiar la sumatoria con la

integral para obtener

∫

γr2

f(w)

w − z
dw =

∞∑

n=0

(∫

γr2

f(w)

(w − z0)n+1
dw

)
(z − z0)

n. (6.8)

De un modo similar, tomando ahora en cuenta que la serie geométrica
∞∑
n=0

(
w−z0
z−z0

)n

converge uniformemente a 1

1−w−z0
z−z0

en γr1 , tenemos

∫

γr1

f(w)

w − z
dw =

∫

γr1

f(w)

w − z0 − (z − z0)
dw =

∫

γr1

f(w)

(z − z0)

1(
w−z0
z−z0

− 1
)dw

= −
∫

γr1

f(w)

z − z0

∞∑

n=0

(
w − z0
z − z0

)n

dw

= −
∞∑

n=0

(∫

γr1

f(w)

(w − z0)−n
dw

)
(z − z0)

−(n+1)

= −
−1∑

n=−∞

(∫

γr1

f(w)

(w − z0)n+1
dw

)
(z − z0)

n.

(6.9)

Por último, usando la Fórmula Integral de Cauchy,

∫

γ0

f(w)

w − z
dw = 2πif(z). (6.10)
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A continuación, evaluaremos cada una de las tres integrales. S(i w ∈)γnr2
, resulta∣

w−z0

∣
|z−z0|
r2

< 1. Por lo tanto, la serie geométrica
∑
n=0

w
z−z

z
0

− 0
que

∣∣ z−z0 ∣∣ =
∞

converge



Volviendo a (6.7), por (6.8)-(6.10), obtenemos

f(z) =

∞∑

n=0

(
1

2πi

∫

γr2

f(w)

(w − z0)n+1
dw

)
(z − z0)

n

+
−1∑

n=−∞

(
1

2πi

∫

γr1

f(w)

(w − z0)n+1
dw

)
(z − z0)

n.

(6.11)

Como
f(w)

(w−z0)n+1 es analı́tica en D(z0, R2), salvo en D(z0, R1) interior a la curva

γr, el Principio de Deformación de Caminos implica que

∫

γr2

f(w)

(w − z0)n+1
dw =

∫

γr

f(w)

(w − z0)n+1
dw, n ≥ 0. (6.12)

Similarmente tenemos
∫

γr1

f(w)

(w − z0)n+1
dw =

∫

γr

f(w)

(w − z0)n+1
dw, n < 0. (6.13)

Ası́, de (6.11)-(6.13) se obtiene (6.6).

f(z)

(z − z0)n+1
=

∞∑

k=0

bk(z − z0)
k−n−1 +

∞∑

k=1

b−k

(z − z0)k+n+1
,

converge uniformemente en γr, y por lo tanto el Lema 6.1.1 implica

∫

γr

f(z)

(z − z0)n+1
dz =

∞∑

k=0

bk

∫

γr

(z−z0)
k−n−1dz+

∞∑

k=1

b−k

∫

γr

1

(z − z0)k+n+1
dz.

Es fácil ver que si m es un número entero,
∫
γr
(z − z0)

mdz = 0 si m 6= −1 y es

igual a 2πi si m = −1. En consecuencia, para n ≥ 0,

∫

γr

f(z)

(z − z0)n+1
dz = 2πibn.

Similarmente, si n ≤ −1, entonces
∫

γr

f(z)

(z − z0)n+1
dz = 2πib−n.

De esta manera, los coeficientes bk coinciden con los dados en la fórmula (6.5).
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∞∑
Para probar la unicidad de la expansión (6.6), supongamos que

f (z) = 
k= 

bk(z − z0)k converge absoluta y uniformemente en cada subanillo
−∞

cerrado contenido en A(z0, R1, R2). Ası́,



Capı́ tulo 6. Series de Taylor y de Laurent

Podemos observar que, a diferencia de la representación en series de Taylor, no es

práctico obtener de manera directa los coeficientes ak con k ∈ Z con la fórmula

(6.5). En los siguientes ejemplos mostraremos un par de técnicas sencillas para

obtener la representación en series de Laurent de ciertas funciones.

Ejemplo 6.4.2. Encontremos la representación en serie de Laurent de la función

f(z) = 1
1−z2

alrededor de z0 = 1. Usando fracciones parciales podemos escribir

a f como

f(z) =
1

1− z2
=

1/2

1− z
+

1/2

1 + z
.

Primero notamos que la función en el término izquierdo de la igualdad anterior

ya se encuentra en forma de serie de Laurent,
1/2
1−z = −1

2 .(z−1)−1, y la represen-

tación es válida en |z − 1| > 0. Para la función en el término derecho utilizamos

lo que sabemos de la serie geométrica

1/2

1 + z
=

1/2

2− (−(z − 1))
=

1

4
.

1

1− (−(z − 1)/2)

=
1

4

∞∑

n=0

(
−z − 1

2

)n

=
1

4

∞∑

n=0

(−1)n

2n
(z − 1)n

=

∞∑

n=0

(−1)n

2n+2
(z − 1)n

para
∣∣− z−1

2

∣∣ < 1 y ası́ la representación anterior es válida en |z − 1| < 2. Enton-

ces, obtenemos que

f(z) =
1

1− z2
= −1

2
(z − 1)−1 +

∞∑

n=0

(−1)n

2n+2
(z − 1)n

en el anillo 0 < |z−1| < 2. Por la unicidad, tenemos que esta es la representación

en serie de Laurent de la función f en el anillo A(1, 0, 2).

Ejemplo 6.4.3. Sea f(z) = cos
(

1
z3

)
. Para hallar una representación en serie de

Laurent de f alrededor de z0 = 0, utilizamos la representación en serie de Taylor

de la función coseno,

cos(z) =

∞∑

n=0

(−1)n

(2n)!
z2n, z ∈ C.

Ahora reemplazamos z por 1
z3

en la igualdad anterior para obtener

cos

(
1

z3

)
=

∞∑

n=0

(−1)n

(2n)!

(
1

z3

)2n

=
∞∑

n=0

(−1)n

(2n)!

1

z6n

= 1− 1

2z6
+

1

4!z12
− 1

6!z18
+ · · ·

en la región |z| > 0.
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(a) f(z) =
1

z2 + 4
en z0 = 0; (b) f(z) =

1

z
en z0 = 1.

Ejercicio 6.4. (a) Encontrar la expresión en serie de ez−1
z alrededor de z = 0 y

determinar el radio de convergencia.

(b) Considerar f(z) = z
ez−1 y sea f(z) =

∞∑
n=0

an
n! z

n su expresión en serie de

potencia alrededor de z = 0. ¿Cuál es el radio de convergencia?

(c) Mostrar que 0 = a0 +
(n+1

1

)
a1 + · · · +

(n+1
n

)
an;

(d) Usando el hecho que f(z) + 1
2z es una función par, mostrar que an = 0 para

n impar y n > 1. Los números B2n = (−1)n−1a2n son llamados números de

Bernoulli para n > 1.

Ejercicio 6.5. Sea f (z) = Log(z), la rama principal del logaritmo definida en el

abierto A = C \ {z ∈ C : Re(z) ≤ 0, Im(z) = 0}, y z0 = −1 + i. Probar que
el radio de convergencia de la serie de Taylor de f es estrı́ctamente mayor que la
distancia de z0 a la frontera de A.

Ejercicio 6.6. Encontrar todas las funciones enteras tales que f (z) = ez , para

todo z ∈ R.

Ejercicio 6.7. Sean A una región y f, g funciones analı́ticas en A tales que f (z)g(z)
= 0, para todo z ∈ A. Probar que alguna de las dos es la función idénticamente nula.

Ejercicio 6.8. Dar la expansión en fracciones parciales de

r(z) =
z2 + 1

(z2 + z + 1)(z − 1)2
.

Ejercicio 6.9. Determinar la serie de Laurent para la función f(z) = z
z2+1

en el

anillo A(i, 0, 2).

Ejercicio 6.10. Dar la serie de Laurent en cada uno de los siguientes anillos para

f(z) = 1
z(z−1)(z−2) .
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Ejercicios propuestos

Ejercicio 6.1. Dar la expresión en serie de potencia de Log(z) alrededor de z = i
y encontrar su radio de convergencia.

Ejercicio 6.2. Dar la expresión en serie de potencia de
√
z alrededor de z = 1 y

encontrar su radio de convergencia.

Ejercicio 6.3. Encontrar la serie de Taylor de las siguientes funciones alrededor

del punto indicado y determinar el radio de convergencia.

(a) A(0, 0, 1); (b) A(0, 1, 2); (c) A(0, 2,∞).



Capítulo 7

Singularidades



Capı́tulo 7

Singularidades

En este capı́tulo veremos cómo pueden usarse las series de Laurent para clasificar

las singularidades aisladas de una función analı́tica y poder caracterizarlas. Asi-

mismo, veremos una aplicación del teorema de Cauchy llamado Teorema de los

Residuos que permite calcular integrales de la forma
∫
γ
f(z)dz sobre curvas γ que

rodean singularidades aisladas de f . En particular, esto permitirá evaluar algunas

integrales reales impropias clásicas.

7.1. Clasificación de singularidades

En los capı́tulos anteriores hemos estudiado distintas propiedades de las funciones

analı́ticas. Por lo tanto, hemos puesto especial interés en los puntos en los que

una función es diferenciable. En esta sección estaremos interesados en estudiar el

comportamiento de las funciones en los puntos en que no son diferenciables en el

sentido complejo. En particular, nos concentraremos en puntos donde la función

no es diferenciable, pero sı́ lo es en un entorno de cada uno de ellos.

Definición 7.1.1. Una singularidad aislada de una función f es un punto z0 tal

que f es analı́tica en todos los puntos de algún entorno de z0 salvo en z0. En tal

caso f admite un desarrollo en serie de Laurent

f(z) =

∞∑

n=−∞
an(z − z0)

n

en A(z0, 0, ρ). Se dice que la singularidad aislada z0 es:

(1) evitable si an = 0 para todo n < 0;

(2) un polo de orden m (m ∈ N) si a−m 6= 0 pero an = 0 para todo n < −m;
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(3) esencial si an 6= 0 para un número infinito de valores negativos de n.

La serie
−1∑

n=−∞
an(z− z0)

n se denomina parte principal del desarrollo de Laurent

de f en z0 y el residuo de f en z0 es definido a ser Res(f, z0) := a−1, el cual será

importante en la siguiente sección.

Si la singularidad z0 es evitable, se tiene

f(z) =
∞∑

n=0

an(z − z0)
n,

en un entorno de z0 salvo para z = z0. La serie infinita del miembro derecho

de la igualdad converge uniformemente en todo el entorno y define una función

analı́tica g(z) tal que g(z) = f(z) para todo z en el entorno exceptuando z0. De

aquı́ el nombre de evitable, ya que reemplazando f por g tenemos una función

analı́tica idéntica salvo en z0.

Los siguientes resultados dan una caracterización de los distintos tipos de sin-

gularidades aisladas, en términos del comportamiento de la función cerca de la

singularidad.

Proposición 7.1.2. Sea f una función analı́tica en A(z0, 0, ρ). Entonces z0 es una

singularidad evitable si y solo si lı́m
z→z0

(z − z0)f(z) = 0.

Demostración. Supongamos que z0 es una singularidad evitable. Entonces

f(z) =
∞∑

n=0

an(z − z0)
n, z ∈ A(z0, 0, ρ),

y por ende ĺım
z→z0

(z − z0)f(z) = 0.

Recı́procamente, si ĺım
z→z0

(z − z0)f(z) = 0, dado ǫ > 0, existe δ, 0 < δ <

mı́n{1, ρ}, tal que |(z− z0)f(z)| < ǫ para todo z ∈ D(z0, δ). Tomando la circun-

ferencia γr de centro z0 y radio r < δ, orientada positivamente, por (6.5) tenemos

a−n :=
1

2πi

∫

γr

f(z)(z − z0)
n−1dz, n ∈ N.

Luego,

|a−n| ≤
1

2π
ǫrn−2(2πr) = ǫrn−1 ≤ ǫ,

y de la arbitrariedad de ǫ, obtenemos a−n = 0, n ∈ N.

Proposición 7.1.3. Sea f una función analı́tica en A(z0, 0, ρ). Entonces z0 es un

polo de orden m si y solo si lı́m
z→z0

(z − z0)
mf(z) 6= 0, y es finito.
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Demostración. Supongamos que z0 es un polo de orden m. Entonces

f(z) =
∞∑

n=−m

an(z − z0)
n, con a−m 6= 0,

y por ende ĺım
z→z0

(z − z0)
mf(z) = a−m 6= 0.

Recı́procamente, si ĺım
z→z0

(z − z0)
mf(z) = L, dado ǫ > 0, existe δ, 0 < δ <

mı́n{1, ρ}, tal que |(z − z0)
mf(z)| < ǫ + |L| := M para todo z ∈ D(z0, δ).

Tomando la circunferencia γr de centro z0 y radio r < δ, orientada positivamente,

por (6.5) tenemos

a−n :=
1

2πi

∫

γr

f(z)(z − z0)
n−1dz, n ∈ N, n ≥ m+ 1.

Luego,

|a−n| ≤
1

2π
Mrn−m−1(2πr) = Mrn−m,

y tomando lı́mite para r → 0+, se concluye que a−n = 0 para todo n ∈ N,

n > m. Más aún, reescribiendo, f(z) =
∞∑

n=−m
an(z − z0)

n, se tiene que

0 6= L = ĺım
z→z0

(z − z0)
mf(z) = ĺım

z→z0

∞∑

n=−m

an(z − z0)
n+m = a−m.

Observación 7.1.4. Si f tiene un polo de orden m en z0, entonces

ĺım
z→z0

|f(z)| = ∞. (7.1)

En efecto, como ĺım
z→z0

∞∑
n=−m

an(z − z0)
n+m = a−m 6= 0, entonces existe δ > 0

tal que

∣∣∣∣∣

∞∑

n=−m

an(z − z0)
n+m

∣∣∣∣∣ ≥
|a−m|
2

, para todo z ∈ D(z0, δ).

Luego,

|f(z)| =
∣∣∣∣∣

∞∑

n=−m

an(z − z0)
n

∣∣∣∣∣ =
1

|z − z0|m

∣∣∣∣∣

∞∑

n=−m

an(z − z0)
n+m

∣∣∣∣∣ ≥
|a−m|

2|z − z0|m
,

para todo z ∈ D(z0, δ). En consecuencia, (7.1) vale.
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Capı́ tulo 7. Singularidades

El siguiente ejemplo muestra que (7.1) no se cumple si f tiene una singularidad

esencial en z0.

Ejemplo 7.1.5. Sean f(z) = exp
(
1
z

)
y zn = 1

2nπi . Entonces ĺım
n→∞

zn = 0 y

f(zn) = 1 para todo n ∈ N.

El comportamiento de una función en una singularidad esencial es muy comple-

jo, como lo veremos en el próximo teorema. Comenzamos primero con un lema

auxiliar.

Lema 7.1.6. Sea f una función analı́tica en A(z0, 0, ρ). Entonces ĺım
z→z0

|f(z)|

f(z) =
g(z)

(z − z0)m
, z 6= z0, y g(z0) 6= 0. (7.2)

Demostración. Si f admite la representación indicada, claramente ĺım
z→z0

|f(z)| =
∞.

Veamos la suficiencia de esta representación. Por hipótesis ĺım
z→z0

|f(z)| = ∞, ası́

existe R, 0 < R < ρ, tal que f(z) 6= 0 para todo z ∈ A(z0, 0, R). La función

h(z) = 1
f(z) es analı́tica en A(z0, 0, R) y ĺım

z→z0
h(z) = 0, con lo cual z0 es una

singularidad evitable de h y la función h̃ : D(z0, R) → C dada por

h̃(z) =

{
h(z) si z ∈ A(z0, 0, R)
0 si z = z0,

es analı́tica en D(z0, R). Como h̃(z0) = 0, el Corolario 6.3.3 implica que existen

m ∈ N y una función analı́tica q : D(z0, R) → C tal que q(z0) 6= 0 y

h̃(z) = (z − z0)
mq(z) para todo z ∈ D(z0, R).

Sea ahora r < R tal que q(z) 6= 0 para z ∈ D(z0, r). Como 1
q es analı́tica en

D(z0, r) y (z−z0)
mf(z) = 1

q(z) , para z ∈ A(z0, 0, r), se concluye que la función

g : D(z0, r) → C definida por g = 1
q es analı́tica y satisface (7.2).

David E. FERREYRA · Luciano J. GONZÁLEZ · Fabián E. LEVIS

Para singularidades esenciales, tenemos ahora la siguiente caracterización en térmi-

nos de los valores de la función.

Teorema 7.1.7 (Teorema de Casorati-Weierstrass). Sea f una función analı́tica en

el disco punteado A(z0, 0, ρ). Entonces z0 es una singularidad esencial si y solo

si para cada δ > 0, f(A(z0, 0, δ)) = C.
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Demostración. Supongamos que z0 es una singularidad esencial. Debemos mos-

trar que si c ∈ C y ǫ > 0, entonces para cada δ > 0, se satisface que f (A(z0, 0, δ))∩
D(c, ǫ) 6= ∅, es decir, existe z ∈ C tal que 0 < |z − z0| < δ y |f (z) − c| < ǫ. 
Asumimos que esto es falso. Entonces existen c ∈ C, ǫ > 0 y 0 < δ ≤ ρ, tal que

|f(z)− c| ≥ ǫ para cada z ∈ A(z0, 0, δ). Ası́, ĺım
z→z0

|(z− z0)
−1(f(z)− c)| = ∞ y

por el Lema 7.1.6, existe m ∈ N, r < δ y una función analı́tica g : D(z0, r) → C

tal que

(z − z0)
−1(f(z)− c) =

g(z)

(z − z0)m
, z 6= z0, y g(z0) 6= 0.

Luego, f(z) = c + g(z)
(z−z0)m−1 para z ∈ A(z0, 0, r) y por ende z0 es evitable si

m = 1 o un polo si m > 1. Esto contradice la hipótesis.

Recı́procamente, si se cumple la condición está claro que ĺım
z→z0

|f(z0)| no existe

ni es ∞, con lo cual la singularidad no es ni evitable ni un polo.

El Teorema de Casorati-Weierstrass dice que la imagen de cualquier bola alrede-

dor de una singularidad esencial es densa en C, o sea que se pueden encontrar

puntos de dicha imagen tan cerca de cualquier número complejo como se desee.

Este resultado, ya de por si sorprendente, puede ser mejorado, como muestra el

siguiente teorema, cuya demostración se omite por escapar a los objetivos del

presente curso.

Teorema 7.1.8 (Teorema de Picard). Sea z0 una singularidad esencial de f . En-

tonces para cualquier δ > 0, f(A(z0, 0, δ)) es igual a C salvo, a lo sumo, un

punto.

7.2. Residuos

La inspiración de esta sección, es dar respuesta a la siguiente pregunta: Si f tiene

una singularidad aislada en z = a, ¿Cuáles son los posibles valores de
∫
γ f(z)dz

cuando γ es una curva cerrada homotópicamente nula y que no pasa por a? Si la

singularidad es evitable, entonces claramente la integral valdrá cero. Si z = a es

un polo o una singularidad esencial el resultado no siempre es cero, pero podemos

hallarla aunque con cierta dificultad.

Teorema 7.2.1 (Teorema de los residuos). Sean A ⊂ C una región, z1, . . . , zn
puntos distintos en A y γ un curva en A homotópicamente nula en A tal que

ningún zj esta en γ. Si f es analı́tica en A \ {z1, . . . , zn}, entonces

∫

γ
f(z)dz = 2πi

n∑

k=1

n(γ, zk)Res(f, zk).
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Demostración. Por el Teorema de Laurent, para cada i = 1, . . . , n, hay un anillo

A(zi, 0, ǫi) de zi en el que es válido el desarrollo

f(z) =

∞∑

k=0

ak(z − zi)
k +

∞∑

k=1

a−k

(z − zi)k
. (7.3)

La primera serie convergerá absolutamente en un disco D(zi, ǫi) ⊂ A, y la parte

principal en A \ {zi}. Por lo tanto, f será analı́tica en el anillo A(zi, 0, ǫi) ⊂ A.
Además, por los resultados sobre series de potencias, la parte principal converge

absoluta y uniformemente en la intersección de A con el exterior de todo disco

abierto centrado en zi. Denotemos

fi(z) =

∞∑

k=0

ak(z−zi)
k, Si(z) =

∞∑

k=1

a−k

(z − zi)k
y g(z) = f(z)−

n∑

k=1

Sk(z).

Claramente, g es analı́tica en A \ {z1, . . . , zn}, y además los puntos zi son singu-

laridades evitables de g. En efecto, para cada i = 1, . . . , n, tenemos

g(z) = fi(z) + Si(x)−
n∑

k=1

Sk(z) = fi(z)−
n∑

k=1
k 6=i

Sk(z), 0 < |z − zi| < ǫi.

Definiendo g(zi) = ĺım
z→zi

g(z), la función g es analı́tica en A, y por el Teorema de

Cauchy,
∫
γ g(z)dz = 0. De aquı́,

∫

γ
f(z)dz =

n∑

k=1

∫

γ
Sk(z)dz. (7.4)

Consideremos, ahora la integral
∫
γ Sk(z)dz, para 1 ≤ k ≤ n. Como C \ γ es

abierto, existe δk > 0 tal que D(zk, δk) ∩ γ = ∅. Por lo tanto, la parte principal

Sk es uniformemente convergente en γ, lo que nos permite, por el Lema 6.1.1,

intercambiar la sumatoria con la integral para obtener,

∫

γ
Sk(z)dz =

∫

γ




∞∑

j=1

a−j

(z − zk)j


 dz =

∞∑

j=1

∫

γ

a−j

(z − zk)j
dz.

Para j 6= 1, 1
(z−zk)j

admite una primitiva 1
(1−j)(z−zk)j−1 , y por el Teorema Funda-

mental del Cálculo, ∫

γ

a−j

(z − zk)j
dz = 0, j 6= 1.

Por otro lado, de la definición de ı́ndice,
∫
γ

1
z−zk

dz = 2πin(γ, zk). Luego,
∫

γ
Sk(z)dz = a−12πin(γ, zk) = 2πin(γ, zk)Res(f, zk). (7.5)

Finalmente, (7.4) y (7.5) completan la prueba.
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Res(f, a) =
g(m−1)(a)

(m− 1)!
.

En particular, si z = a es un polo simple, Res(f, a) = g(a) = ĺım
z→a

(z − a)f(z).

Demostración. Por la Proposición 7.1.3 tenemos, ĺım
z→a

(z−a)mf(z) 6= 0, y es fini-

to. Luego, ĺım
z→a

(z−a)m+1f(z) = 0 y de la Proposición 7.1.2, g tiene una singula-

ridad evitable en z = a. Sean g(a) = ĺım
z→a

(z− a)mf(z) y g(z) =
∞∑
k=0

ak(z− a)k,

con ak = g(k)(a)
k! , la expansión en serie de potencias de g alrededor de a. Por lo

tanto

f(z) =
a0

(z − a)m
+ · · ·+ am−1

(z − a)
+

∞∑

k=0

ak+m(z − a)k,

en un entorno reducido de a, y en consecuencia Res(f, a) = am−1 = g(m−1)(a)
(m−1)! .

Ejemplo 7.2.3. Mostrar que

∫ ∞

−∞

x2

1 + x4
dx =

√
2

2
π.

Sea f(z) = z2

1+z4
. Como el integrando f es una función continua en R, 0 ≤

f(x) < 1
x2 , para todo x ∈ R, y la integral

∫∞
−∞

1
x2dx existe, entonces la integral

en cuestión también existe y

∫ ∞

−∞

x2

1 + x4
dx = ĺım

R→∞

∫ R

−R

x2

1 + x4
dx. (7.6)

ParaR > 0 definimos la curva γR := CR+SR, donde CR es la semicircunferencia

de radio R centrada en 0 que va desde R hasta −R pasando por iR, y SR es el

segmento de recta que va desde −R hasta R, (véase la Figura 7.1).

La función f es analı́tica con polos simples en

zk = exp
(
i
(π
4
+ k

π

2

))
, k = 0, . . . , 3
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El teorema de los residuos es una espada de doble filo. Si podemos calcular el

residuo de una función, podemos calcular cierta integral de lı́nea y viceversa. Con

mayor frecuencia, sin embargo, esto es usado como un medio para calcular inte-

grales de linea. En este camino necesitamos un método que nos permite calcular

el residuo de un polo de una función.

Proposición 7.2.2. Si f tiene un polo de orden m en z = a y g(z) = (z −
a)mf(z), entonces



−R R

CR

SR

Figura 7.1: Curva del Ejemplo 7.2.3

(las raı́ces cuartas de −1). Entonces, si R > 1, por el Teorema de los Residuos,

∫

γR

z2

1 + z4
dz = 2πi (Res(f, z0) +Res(f, z1)) . (7.7)

De la Proposición 7.2.2,

Res(f, z0) = ĺım
z→z0

(z − z0)f(x) =
z20

(z0 − z1)(z0 − z2)(z0 − z3)

=
1− i

4
√
2

=
1

4
exp

(
−πi

4

)
.

Similarmente,

Res(f, z1) =
1

4
exp

(
−3πi

4

)
.

Luego, de (7.7) tenemos

∫

γR

z2

1 + z4
dz = 2πi

(
exp

(
−πi

4

)
+ exp

(
−3πi

4

))
=

√
2

2
π,

y por la aditividad de la integral de lı́nea,

√
2

2
π =

∫

γR

f(z)dz =

∫

CR

f(z)dz +

∫

SR

f(z)dz. (7.8)

Vamos a evaluar cada una de las integrales de la derecha.

Dado que, para todo z ∈ CR y R > 1,

|z|2
|z4 + 1| ≤

|z|2
||z4| − 1| =

R2

R4 − 1
,

entonces
∣∣∣∣
∫

CR

f(z)dz

∣∣∣∣ ≤
∫

CR

|z|2
|z4 + 1| |dz| ≤

R2

R4 − 1

∫

CR

|dz| = πR3

R4 − 1
,
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y consecuentemente

ĺım
R→∞

∫

CR

f(z)dz = 0. (7.9)

Por otro lado, parametrizando SR por z(x) = x, para x ∈ [−R,R], conseguimos

∫

SR

f(z)dz =

∫ R

−R

x2

x4 + 1
dx,

y por ende de (7.6),

ĺım
R→∞

∫

SR

f(z)dz =

∫ ∞

−∞

x2

1 + x4
dx. (7.10)

Finalmente, por (7.9) y (7.10) y tomando lı́mite para R → ∞ en (7.8), concluimos

∫ ∞

−∞

x2

1 + x4
dx =

√
2

2
π.

Ejemplo 7.2.4. Mostrar que

∫ ∞

0

sen(x)

x
dx =

π

2
.

La función f(z) = exp(iz)
z tiene un polo simple en z0 = 0. Si 0 < r < R, sea γ la

curva cerrada como se muestra en la figura 7.2.

0−R R

CR

−r r

Cr

Figura 7.2: Curva del Ejemplo 7.2.4

Sean CR y Cr los semicı́rculos de R a −R y de −r a r, respectivamente. Por el

Teorema de Cauchy
∫
γ f(z)dz = 0, y por la aditividad de la integral,

0 =

∫ R

r

eix

x
dx+

∫

CR

exp(iz)

z
dz +

∫ −r

−R

eix

x
dx+

∫

Cr

exp(iz)

z
dz.
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Reemplazando x por −x en la tercera integral y asociando con la primera, conse-

guimos

0 =

∫ R

r

eix − e−ix

x
dx+

∫

CR

exp(iz)

z
dz +

∫

Cr

exp(iz)

z
dz.

Pero, sen(z) = eiz−e−iz

2i , entonces

2i

∫ R

r

sen(x)

x
dx = −

∫

CR

exp(iz)

z
dz −

∫

Cr

exp(iz)

z
dz. (7.11)

Parametrizando CR por z(θ) = Reiθ, para θ ∈ [0, π], tenemos

∣∣∣∣
∫

CR

exp(iz)

z
dz

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣i
∫ π

0
exp(iReiθ)dθ

∣∣∣∣ ≤
∫ π

0
e−R sen(θ)dθ, (7.12)

pues | exp(iz)| = | exp(−Im(z) + Re(z)i)| =
∣∣e−Im(z)

∣∣ ∣∣eRe(z)i
∣∣ = e−Im(z), para

z ∈ C.

Sea 0 < ǫ < π
2 . Puesto que máx

θ∈[0,π]
e−R sen(θ) = 1 y máx

θ∈[ǫ,π−ǫ]
e−R sen(θ) = e−R sen(ǫ),

tenemos
∫ π

0
e−R sen(θ)dθ ≤ 2ǫ+

∫ π−ǫ

ǫ
e−R sen(θ)dθ ≤ 2ǫ+ πe−R sen(ǫ).

Luego de (7.12) obtenemos ĺım
R→∞

∣∣∣
∫
CR

exp(iz)
z dz

∣∣∣ ≤ 2ǫ. Como ǫ es arbitrario,

conseguimos

ĺım
R→∞

∫

CR

exp(iz)

z
dz = 0. (7.13)

Puesto que
exp(iz)−1

z tiene una singularidad evitable en z = 0, existe una constante

M > 0 tal que

∣∣∣ exp(iz)−1
z

∣∣∣ ≤ M para |z| ≤ 1. De aquı́,

∣∣∣∣
∫

Cr

exp(iz)− 1

z
dz

∣∣∣∣ ≤ rπM,

y por ende, ĺım
r→0+

∫
Cr

exp(iz)−1
z dz = 0. Pero,

∫
Cr

1
zdz = −πi, para cada r, ası́

ĺım
r→0+

∫

Cr

exp(iz)

z
dz = −πi. (7.14)

Finalmente, por (7.13) y (7.14) y tomando lı́mite para r → 0+ y R → ∞ en

(7.11), concluimos ∫ ∞

0

sen(x)

x
dx =

π

2
.
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Ejemplo 7.2.5. Mostrar que para a > 1,

∫ π

0

1

a+ cos(θ)
dθ =

π√
a2 − 1

.

Si z = eiθ, −π < θ < π, entonces z = 1
z , y ası́

2eiθ(a+ cos(θ)) = 2z

(
a+

1

2
(z + z)

)
= 2az + z

(
z +

1

z

)
= z2 + 2az + 1.

Por lo tanto
∫ π

0

1

a+ cos(θ)
dθ =

1

2

∫ π

−π

1

a+ cos(θ)
dθ = −i

∫

γ

1

z2 + 2az + 1
dz, (7.15)

donde γ es la circunferencia |z| = 1. Observar que α = −a +
√
a2 − 1 y β =

−a−
√
a2 − 1 son polos simples de f(z) = 1

z2+2az+1
, donde |α| < 1 y |β| > 1,

pues a > 1. Por el Teorema de los Residuos,

∫

γ

1

z2 + 2az + 1
dz = 2πiRes(f, α) =

2πi

α− β
=

πi√
a2 − 1

.

Combinando esto con (7.15), conseguimos

∫ π

0

1

a+ cos(θ)
dθ =

π√
a2 − 1

.

Ejercicios propuestos

Ejercicio 7.1. Cada una de las siguientes funciones tiene una singularidad en

z = 0. Decir en cada caso que tipo de singularidad es. Si es una singularidad

evitable, dar f(0) para extender f analı́ticamente; si es polo dar la parte singular

de f ; y si es escencial, determinar f({z : 0 < z < δ}) para δ suficientemente

pequeño.

(a) f(z) = sen(z)
z ;

(b) f(z) = cos(z)
z ;

(c) f(z) = cos(z)−1
z ;

(d) f(z) = log(z+1)
z2

;

(e) f(z) = zn sen(1z );

(f) f(z) = exp(1z ).

Ejercicio 7.2. Sean p y q dos funciones analı́ticas en z0 y p(z0) 6= 0. Entonces
p(z)
q(z) tiene un polo de orden m en z0 si y solo si q tiene un cero de orden m en z0.

Ejercicio 7.3. Sea f una función analı́tica en A tal que tiene un cero de multipli-

cidad k en el punto z = a ∈ A. Probar que el residuo de Res
(
f ′

f , a
)
= a.
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Ejercicio 7.4. Demostrar que f(z) = tan(z) es analı́tica en C, salvo en los polos

simples zn = π
2 + nπ, n ∈ N. Dar la parte singular de f en cada punto.

Ejercicio 7.5. Probar que si f : A −→ C es meromorfa, es decir analı́tica salvo

en los polos, entonces los polos de f no pueden tener un punto de acumulación en

A.

Ejercicio 7.6. Supongamos que f tiene un polo simple en a y g es analı́tica en un

entorno conteniendo a a. Probar que Res(fg, a) = g(a)Res(f, a).

Ejercicio 7.7. Encontrar los residuos de las siguientes funciones en el punto in-

dicado.

(a) f(z) =
z

z2 − 1
en z = 1;

(b) f(z) =
ez − 1

z2
en z = 0;

(c) f(z) =
ez − 1

z
en z = 0;

(d) f(z) = z2 sin(1z ) en z = 0.

Ejercicio 7.8. Encontrar todos los puntos singulares de las siguientes funciones y

computar los residuos en esos puntos.

(a)
1

z3(z + 4)
; (b)

1

z3 − 3
; (c)

1

ez − 1
.

Ejercicio 7.9. Calcular las siguientes integrales.

(a)
∫∞
0

x2

x4+x2+1
dx;

(b)
∫∞
0

cos(x)−1
x2 dx;

(c)
∫ n
0

cos(2θ)
1−2a cos(θ)+a2

dθ donde a2 < 1 y a 6= 0.

Ejercicio 7.10. Verificar las siguientes igualdades.

(a)
∫∞
0

dx
(x2+a2)2

= π
4a3

si a > 0;

(b)
∫∞
0

cos(ax)
(1+x2)2

dx = π(a+1)e−a

4 si a > 0.
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Apéndice A

Lı́mites superiores e inferiores de

sucesiones reales

A.1. Definición y propiedades

A menudo es útil agregar dos puntos extras a R, a saber, ∞(= +∞) y −∞, para

formar el sistema de números reales extendido R := R∪{−∞, ∞}, y ası́ extender

el orden usual sobre R, declarando que −∞ < x < ∞ para todo x ∈ R. La
completación de R puede entonces ser establecida como sigue: Todo subconjunto

A de R admite un supremo (la menor de las cotas superiores) y un ı́nfimo (la
mayor de las cotas inferiores), denotados por sup A y ı́nf A, respectivamente. Si

A = {x1, . . . , xn}, escribimos

máx(x1, . . . , xn) = sup A, mı́n(x1, . . . , xn) = ı́nf A.

De esta manera podemos afirmar que toda sucesión {xn} en R tiene un lı́mite
superior y un lı́mite inferior,

ĺım sup
n→∞

xn = ı́nf
k≥1

(
sup
n≥k

xn

)
y ĺım inf

n→∞
xn = sup

k≥1

(
ı́nf
n≥k

xn

)
.

Muchas veces, se usa la notación ĺım
n

xn en lugar de ĺım sup
n→∞

xn y ĺım
n

xn en lugar

de ĺım inf
n→∞

xn.

Notar que si definimos dos nuevas sucesiones enR, a saber, {bk} y {ck}, mediante

las reglas,

bk := sup
n≥k

xn y ck := ı́nf
n≥k

xn,

las mismas resultan ser decreciente y creciente, respectivamente.
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Esto asegura la existencia de sus lı́mites en el sentido ordinario y en consecuencia

podemos definir el lı́mite superior y el lı́mite inferior de {xn}, de la siguiente

manera,

ĺım sup
n→∞

xn = ĺım
k→∞

bk, y ĺım inf
n→∞

xn = ĺım
k→∞

ck.

Se puede probar que siempre existe una subsucesión de {xn} cuyo lı́mite es igual

al lı́mite superior de {xn}. Más aún, el lı́mite superior de una sucesión es el ma-

yor de los lı́mites de sus subsucesiones. Análogamente, se cumple que el lı́mite

inferior de {xn}, es el menor de los lı́mites de sus subsucesiones.

Ejemplo A.1.1. La sucesión xn = sen(nπ2 ) tiene como puntos de acumula-

ción a los puntos −1, 0, 1. En consecuencia, usando la observación de arriba,

ĺım sup
n→∞

xn = 1 y ĺım inf
n→∞

xn = −1.

Algunas propiedades que se desprenden inmediatamente de la definición son

(a) ĺım sup
n→∞

(xn + yn) ≤ ĺım sup
n→∞

xn + ĺım sup
n→∞

yn;

(b) ĺım inf
n→∞

(xn + yn) ≥ ĺım inf
n→∞

xn + ĺım inf
n→∞

yn;

(c) ĺım sup
n→∞

(λxn) = λ ĺım sup
n→∞

xn y ĺım inf
n→∞

(λxn) = λ ĺım inf
n→∞

xn, cuando λ >

0.

A continuación vamos a enunciar un teorema de caracterización de los lı́mites

superior e inferior de una sucesión, y que muchas veces se usa como criterio para

determinar la existencia de los mismos.

Teorema A.1.2. Sea {xn} una sucesión en R y sea ρ ∈ R. Entonces ρ =
ĺım sup
n→∞

xn, si ρ satisface las dos condiciones siguientes:

(a) Para cada ǫ > 0, el conjunto {n ∈ N : xn > ρ+ ǫ} es finito;

(b) Para cada ǫ > 0, el conjunto {n ∈ N : xn > ρ− ǫ} es infinito.

La proposición (a) implica que el conjunto {x1, x2, . . . } está acotado superior-

mente. En caso contrario definimos ĺım sup
n→∞

xn = +∞. Si el conjunto está aco-

tado superiormente pero en cambio no lo está inferiormente y si {xn} carece de

lı́mite superior finito, entonces definimos ĺım sup
n→∞

xn = −∞.

Una afirmación análoga es válida para el lı́mite inferior de una sucesión.

Notar que no puede existir más que un número ρ que satisfaga simultáneamente

(a) y (b). El lı́mite inferior de {xn} se puede definir también de la siguiente

manera:

ĺım inf
n→∞

xn = − ĺım sup
n→∞

yn, en donde yn = −xn para n = 1, 2, . . .
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Luego, la ecuación α = ĺım inf
n→∞

xn es equivalente a establecer que, para cada

ǫ > 0,
el conjunto {n ∈ N : xn < α− ǫ} es finito,

mientras que

el conjunto {n ∈ N : xn < α+ ǫ} es infinito.

Observar que existe un único α satisfaciendo las dos condiciones anteriores. La

relación que existe entre ambos lı́mites viene dada por la desigualdad

ĺım inf
n→∞

xn ≤ ĺım sup
n→∞

xn.

En el caso que éstos sean finitos y coincidan, entonces la sucesión {xn} es con-

vergente en R y se satisface ’

ρ = ĺım
n→∞

xn = ĺım inf
n→∞

xn = ĺım sup
n→∞

xn.

Esto es claro, pues el conjunto {n ∈ N : |xn − ρ| > ǫ} es finito, para todo ǫ > 0.
Reciprocamente, si una sucesión es convergente en R, entonces su lı́mite superior

existe, es finito y coincide con el lı́mite de la sucesión, sin embargo una sucesión

puede tener un lı́mite superior finito sin que sea convergente como lo muestra el

siguiente ejemplo.

Ejemplo A.1.3. Usemos el Teorema A.1.2 para probar que el lı́mite superior de

la sucesión xn = (−1)n es 1. En efecto, la condición (a) se cumple, ya que, para

ǫ > 0, todos los xn = (−1)n se encuentran situados a la izquierda de 1 + ǫ, es

decir, el conjunto {n ∈ N : xn > 1 + ǫ} es finito. Por otro lado, la condición (b)
se satisface, pues para todo n par, xn > 1− ǫ, cualquiera sea ǫ > 0.

El siguiente teorema da otra caracterización que a veces es más fácil de aplicar.

Esta versión también explica mejor por qué describimos esta noción como ”lı́m

sup” y ”lı́m inf”.

Teorema A.1.4. Sea {xn} una sucesión en R. Entonces

ĺım sup
n→∞

xn = ĺım
n→∞

sup{xn, xn+2, . . . }, y ĺım inf
n→∞

xn = ĺım
n→∞

ı́nf{xn, xn+2, . . . }.

Demostración. Nosotros sólo probaremos la afirmación para el lı́mite superior

pues lo establecido para el lı́mite inferior puede ser probado análogamente. Sea

yn = sup{xn, xn+2, . . . }. Entonces xn ≤ yn para todo n y ası́, ĺım sup
n→∞

xn ≤
ĺım sup
n→∞

yn. Pero como {yn} es una sucesión decreciente, se tiene que ĺım sup
n→∞

yn =

ĺım
n→∞

yn. Por lo tanto,

ĺım sup
n→∞

xn ≤ ĺım
n→∞

sup{xn, xn+2, . . . }.
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Veamos ahora el recı́proco de la desigualdad anterior. Si ĺım sup
n→∞

xn = ∞ enton-

ces {xn} no está acotada y por lo cual, para todo n, sup{xn, xn+2, . . . } = ∞.

En consecuencia, es claro que ĺım sup
n→∞

xn = ĺım
n→∞

sup{xn, xn+2, . . . }. Ahora, su-

pongamos ρ := ĺım sup
n→∞

xn < ∞. Entonces, dado cualquier número β mayor que

ρ, de la definición de lı́mite superior, se deduce que existe un entero N tal que

xn < β, para cada n ≥ N . De allı́, ĺım
n→∞

sup{xn, xn+2, . . . } ≤ β. Si elegimos

el ı́nfimo de los β que satisfacen la desigualdad anterior podemos concluir que

ĺım
n→∞

sup{xn, xn+2, . . . } ≤ ĺım sup
n→∞

xn. Esto completa la prueba.

Ejemplo A.1.5. (a) Si xn = (−1)nn entonces ĺım sup
n→∞

xn = ∞ y ĺım inf
n→∞

xn =

−∞.

(b) Si xn = (−1)n + n entonces ĺım sup
n→∞

xn = ∞ y ĺım inf
n→∞

xn = 0.
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