MPSI 2 - FABERT Fonction continues 1. Définitions de continuité

[ Fonction réelles continues )

Les fonctions (ou applications) réelles sont les fonctions & valeur dans R, définie sur une partie X de R.
L’ensemble des fonctions de X dans R est souvent noté F(X,R) ou R¥.

1 CONTINUITE EN UN POINT, CONTINUITE SUR UN INTERVALLE

Soit f une application réelle définie sur une partie non vide X de R. Soit a un élément de D. On suppose qu’il existe
un réel o > 0 tel que Ja — o, a + o[C X (On dit aussi que a est intérieur & X).

On dit que f est si et seulement si
lin £(z) = f(a)
On dit que f est , 8’il existe un réel a > 0 tel que

[a,a + a|C X (resp. Ja — a,a] C A) et tel que

lim f(z)= f(a) (respectivement lim f(z)= f(a)).

z—at T—a~

Avec les quantificateurs

En utilisant la définition de limite avec les quantificateurs, on obtient

e f est continue en a, si et seulement si,

f?f(a) = Ve>0, Ja>0, VeeD, |z—a|<a=|f(z)— fla)<e.

e f est continue a droite en a, si et seulement si,

f—+>f(a) = Ve>0, Ja>0, VzeX, a<z<at+a=|f(x)— fla)|<e.

e f est continue a gauche en a, si et seulement si,

[ — f(a) = Ve>0, Ja>0, VzeX, a—a<z<a=|f(z)— fla)|<e.

Exemple 1
Les fonctions z — 2™ sont continue en a € R quelconque. En effet, soit € > 0. On a
n—1
‘.7,’”7(1n|:‘.737(1‘~ § alkl,nflfk
k=0

Faisons la preuve pour a > 0. La preuve pour a < 0 est la méme en faisant attention aux changement de signes. Alors
a—a <z <a+ «a Quitte a prendre « plus petit, on suppose que a — o, a et a + « sont de méme signe.
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D’ou, pour tout k € [0,n — 1],

0<d(a—a)" ' <afa" 7 <dfa+ o) < dFa+ )R

n—1

On peut donc majorer donc 2" —a"| < |z —al Z at(a+1)"" 1k
k=0
n—1 -1
En prenant o = ¢ (Z a”(a + 1)7’_1_k> , on obtient la majoration voulue
k=0

n—1
|2 —a"| < |z — al Z ak(LL + 1)”7171‘”‘ <e.
k=0

La caractérisation de la limite par la limite a gauche et a droite, nous donne le résultat suivant.

Proposition 1 : Caractérisation de la continuité a ’aide des continuités a gauche/a droite

Soient f : D — C une fonction et a € D un point au voisinage duquel f est définie a gauche et a droite. f est
continue en a si et seulement si f est continue a gauche et d droite en a.

Une application réelle f est dite continue sur

. ,a€RetbecRsifestcontinue en tout point de 1.

. ,a€RetbecRsif est continue & droite en a et f est continue en tout point de ]a, b[.
o ,a €RetbeRsif est continue & gauche en b et f est continue en tout point de ]a, b|.
o , a < b, si f est continue en tout point de I'intervalle ]a, b[, continue & droite en a et continue

a gauche en b.

Exemple 2
Montrer les propositions suivantes.

@ Toute fonction polynémiale est continue sur R.
@ Les fonctions sinus et cosinus sont continues sur R.
@ La fonction In est continue sur |0, +o0.

@ La fonction exponentielle est continue sur R.

Proposition 2 : Caractérisation séquentielle de la continuité
Soit f une application réelle définie sur un voisinage de a € R.
La fonction f est continue au point a

si et seulement si
pour toute suite (an)nen d’éléments de D qui converge vers a alors

Jim f(@n) = f(a) -
G J

Preuve. On utilise la caractérisation séquentielle de la limite sur la définition de continuité. [
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Utilisation habituelle de la caractérisation séquentielle

Une conséquence directe est que, pour une fonction continue, 1 Er_{l Up ) = limy oo fun) .
n o0
———
si la limite
existe

Ce résultat est utilisé dans le contexte des suites définies par une relation de récurrence du type un4+1 = f (u). On
peut donc 'utiliser seulement si (uy,), . converge vers un réel £ et si f est définie et continue en /.

Alors  f(£) =¢.

Exemple 3
Résolvons I'équation fonctionnelle donnée par

Vo,y €R, flz+y) = f(z)+ f(y) .

Pour z = y = 0, la relation donne f(0) =2f(0) donc| f(0)=0

Par récurrence immédiate , on montre que [ VneN, f(nx)=nf(z) |.

On passe aux relatifs. Pour y = —z, la relation donne f(0) = f(z) + f(—2z) donc f(—z) = —f(x).
Alors, pour n € Z~, on écrit n = —p avec p € N. On a alors f(nz) = —f(px) = —pf(z) = nf(x). On passe aux
rationnels. Soit 7 € Q. On peut écrire r = p/q avec p € Z et ¢ € N*. On obtient

Fr) =pf(1/q) = gqf(l/q) = gf(n —ar .

Enfin, pour tout x € R il existe une suite (u,) telle que w,, — x et u, € Q.
Par continuité f(u,) — f(z) or puisque uw, € Q, f(u,) = au, — ax donc par unicité de la limite

[ f(x) = az, pour tout = € R j .

La synthese est immédiate.

2 OPERATION ALGEBRIQUE SUR LES APPLICATIONS CONTINUES

Proposition 3
La somme et le produit de deux applications continues, f et g, en un point a sont continues au point a. Si de plus f

ne s’annule pas dans un voisinage de a, alors — est continue en a.

f

Preuve. On utilise, pour la démonstration, la caractérisation séquentielle de la continuité.
Soient f et g deux applications réelles continues en un point a de R. Soient (u,,) une suite réelle convergente de limite égale
a a. Comme f et g sont continues au point a, alors

lim f(x) = f(a) et lim g(x) = g(a).

Tr—a r—a

D’apres la caractérisation séquentielle de la continuité,

lim f(un,) = f(a) et lim g(u,) = g(a).

n— oo n— oo

Par les opérations sur les suites,

@

lim (f + g)(un) = Tim (f(un) +g(ua) )= Tim f(un) + lim g(un) = f(a) +g(a) = (f + g)(a).

n—oo

Encore par la caractérisation séquentielle de la continuité,

lim (f + g)(2) = (f + 9)(a)

T—ra

et lapplication f + g est continue au point a.
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©

lim (f9)(un) = lim (F(un) % g(un))= lim_ fluwa) x T glun) = f(a) % g(a) = (g)(a).

n—oo n—0o0

Encore par la caractérisation séquentielle de la continuité.,
lim (fg)(z) = (f9)(a)
r—a

et lapplication fg est continue au point a.

1
converge vers ——. D’ou

f(a)

@ Si de plus f ne s’annule pas dans un voisinage de a, alors la suite

lim (1) (@) = lim —— =
(5)@

r—a

1
et I'application — est continue au point a.

f
O

3 COMPOSITION DE DEUX APPLICATIONS CONTINUES

Proposition 4
Soient I et J deuzx intervalles non vides de R. Soit f une application réelle définie sur I et telle que f(I) C J. Soit
g une application réelle définie sur J. Soient a un point de I et b= f(a). Si f est continue en a et g est continue en
b= f(a), alors lapplication composée g o f est continue au point a.

Preuwve.

@ Comme f est continue au point a, alors lim f(xz) =b= f(a) .

r—a

@ Comme g est continue au point b = f(a), alors  lim,_,;, g(y) = g(b) = g(f(a)) .

Par la proposition sur la limite de la composition de fonctions,

lim go f(z) = (go f)(a)

Tr—ra

et I'application g o f est continue au point a. [

4 PROLONGEMENT PAR CONTINUITE

Soient I un intervalle de R et a un point de I. Soit f une fonction définie sur I\{a}. On dit que f admet un
si f admet une limite finie ¢ en a. On définit, dans ce cas la fonction f sur I
par

Vo € 1, f(@)=f(z) si zel\{a} et fla)="¢.

Cette fonction f est appelée prolongement par continuité de f en a.

Exemple 4

o La fonction z — x In x n’est pas définie en 0 mais on peut la prolonger par continuité en ce point en lui donnant

la valeur 0 en O , car lim xlnx = 0.
z—0

sinx

. . sinz | PP . . o
e La fonction xz —— n’est pas définie en 0 , mais comme hn%) = 1, on peut la prolonger par continuité
xr Tr—r xX

en ce point en lui donnant la valeur 1 en 0.

e Pour tout o > 0, 2% = e*™® — 0, donc en posant 0% = 0, on prolonge la fonction z — x“, a priori
—0

x
définie sur R% , en une fonction continue sur R tout entier.
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5 LES THEOREMES DE DE LA CONTINUITE

Hors la propriété de propagation de l'inégalité stricte (qui n’est rien de plus que celle des limites appliquée a la continuité)

nous allons ranger toutes les dernieres propriétés du cours dans un tableau pour les résumer. Soit f une fonction continue sur

un intervalle I, de bornes a,b € R. Notons J := f(I), f(a):=lm f et f(b) := lilr)n f, si nécessaire. Par soucis de simplicité,
a

on suppose que f(a) < f(b), ce qui n’est pas toujours le cas !

f fonction continue f fonction continue et strictement

monotone
TVI: VA€ , f(b)], dc € I tel
I:=[a,b], avec a,b e R [fj(fa():) :( /)\] ¢ e que VYA € [f(a), f(D)], Tlc € T tel que f(c) = A.
f(I) est un intervalle f(I) =[f(a), f(b)] + Réciproque continue

f est bornée, atteint ses bornes sur I et ses

I:=1a,b], avec a,b € R f est bornée et atteint ses bornes sur [/ bornes sont f(a) et f(b).

On remarquera que si I := [a,b], avec a,b € R, alors J = [min (f(a), f(b)) , max (f(a), f(b))]
Les preuves des théoréemes reposent pour beaucoup sur le théoréme de la borne supérieure et le théoréme de
Bolzano-Weierstrass qui seront vu dans d’autres chapitres. Nous feront les preuves une fois ces théoremes démontrés.

5.1 PROPAGATION DE L’INEGALITE STRICTE

Proposition 5

Soit I un intervalle de R. Soit f une application réelle définie sur I. Soit a € I. Si f est continue en a et si
f(a) >0, alors il existe o > 0 tel que

Vo eI, z€la—a,a+af = f(z)>0.
Preuve. Soit € = % f(a) > 0. Comme f est continue au point a, par définition
da >0, Vzel, lt—al <a = |f(z)— fla)| <e
et donc| 3Ja >0, Vrel, z€la—a,a+af= 0<if(a) < f(z). |O

5.2 IMAGE D’UN INTERVALLE PAR UNE APPLICATION CONTINUE

Théoréme 1 : Théoréme des valeurs intermédiaires (TVI)

Soit f une fonction réelle, continue sur un segment [a,b],a < b de R. Soit A\ un nombre réel compris entre f(a) et
f(b). Alors il exsite un ¢ € [a,b] tel que A = f(c).

Preuve. Par dichotomie - Sans le théoréme de la borne supérieure
On suppose pour simplifier que f(a) < f(b).

e On pose (an)nen et (by)nen deux suites, définies par ap =a et bg = b et

b b
ama";r n> si f an;r" > A
(an41,bng1) =
a, +b . a, +b
n2 n,bn) si f(nz n><)\.
A partir de I'intervalle [ag, bo] = [a, b], on construit donc par récurrence de nouveaux intervalles intéressants plus petits

[a1,D1], tels que f(a1) < A < f(b1) et ainsi de suite donc f(a,) < A < f(b,), pour tout n € N.

o On peut démontrer par récurrence que, pour tout n € N, a, < by, (an)nen est croissante et (b, )nen est décroissante.
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« Comme on divise I'intervalle par 2, la taille de I'intervalle [a,, b,] est %32, qui est qussi la distance entre a,, et b,,, soit

271’
b—a

e Les deux suites sont donc adjacentes.

by, —a,. Dou| b, —a,=

Elles ont donc la méme limite dans ¢ € R, soit { lim a,= lim b,=c ’ .
n——+00 n——+00

e Comme f est continue, d’apres la caractérisation séquentielle de la continuité,

lim f(an) = / (ngrfm an) — J(e) = f( lim bn) — lim_ f(b) |

n—+oo n—-+oo n—4o0o

Donc en passant a la limite dans f(a,) < A < f(b,), on obtient ‘ fle) <A< f(e) done f(c) = A

O
Preuve. Avec le théoréme de la borne supérieure
Supposons, par exemple que f(a) < A < f(b). On considére I’ensemble

E={zelab]; flz) <A}

Alors a € E. Ainsi E est une partie non vide majorée (par b) de R admet une borne supérieure ¢ € [a,b]. Montrons que
7(0) = A

Supposons f(c¢) < A. Alors ¢ < b, puisque ¢ < b et 1’égalité ¢ = b impliquerait A < f(b) = f(c¢) par hypotheése. Posons
e=A— f(¢) > 0. Comme f est continue au point ¢, il existe a > 0 tel que

VacE]c,c—i—oz[ﬂ[a,b}, f(.’E)—f(C)<)\—f(C)
Ce qui montre, par définition de I’ensemble E, que
Ve € Je,e+a[Na,b], z€kFE

et donc ¢ n’est pas un majorant de E. Contradiction avec la définition de c¢. On a donc f(c) > A.
Si f(e) > A, alors a < ¢, sinon a = c et f(a) = f(c) < A Soit € = f(¢) — A > 0. Comme f est continue au point c¢, il existe
8 > 0 tel que
Va € le,ct+a[N[ab], A= f(c) < f(z)— f(c)
et donc
Vo € le,e+a[ N [a,b], X< f(z).
Mais ceci implique que
Vo € Je,e+a[Na,b], z¢&E.

On en déduit que ¢ — § est un majorant de E, ce qui contredit la définition de ¢. On a montré finalement que f(c) = X. O

On a maintenant une version améliorée du TVI, pour tout intervalle de R !

Corollaire 5.1

L%image d’un intervalle non vide de R, par une application continue est un intervalle.

Preuve. Soient I un intervalle non vide de R, f une application continue sur I, y et z deux éléments de f(I). Soit
A € [y, 2] ou ([z,y]). Soient a et b dans I tels que y = f(a) et z = f(b). Par le Théoreme[] il existe ¢ € [a,b] ou [b, a] tel que
A= f(e) e f(I). O

A ArtenTioN Il existe des fonctions non continues (discontinues) et qui vérifient la propriété des valeurs intermé-

diaires.
Exemple 5
On consideére 'application f définie sur l'intervalle [0, 1] par :
. 1 1
flx) =22, si O§x<§ et f(z)==a, si §<r<1

1
f est discontinue au point 3 et f([0,1]) = [0,1].
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Exemple 6

Le théoréme des valeurs intermédiaires est ’arme clé pour montrer 1’existence d’un point fixe !

Soit f : [0,1] — [0, 1] continue. Montrons que f admet un point fixe.

Tout a gauche ! Soit ¢ : [0, 1] — R définie par p(z) = f(x) —z. Un point fixe de f est alors une valeur d’annulation
de ¢.

¢ est continue, p(0) = f(0) > 0 et ¢(1) = f(1) — 1 < 0 donc, par le théoréme des valeurs intermédiaires, ¢ s’annule !

Théoréme 2 : Théoréme des bornes atteintes A
Soient [a,b],a < b, un segment de R et f une fonction réelle continue sur [a,b]. Alors
@ f est bornée sur [a,b)].
@ f atteint ses bornes sur [a,b].
U J

Preuve.

Mountrons que f est bornée sur [a,b]. Supposons le contraire. Pour tout entier n > 1, il existe u, € [a,b] tel que
|f(un)| > n. La suite (u,) est une suite réelle bornée. D’apres le théoréme de Bolzano-Weierstrass, il existe une suite
extraite (uy(n)) convergente. Soit ¢ la limite de cette sous-suite :

c= lim u .
e p(n)

Donc ¢ € [a,b]. Comme f est continue sur [a, b], alors f est continue au point ¢ :

lim f(y) = f(c).

Yy—cC

D’apres la caractérisation séquentielle de la continuité, la suite (f(uy(,))) converge vers f(c). On en déduit que la suite
(f(tgp(n))) est bornée. Or ceci est absurde, puisque

Vn e N*, | f(upm))| > ¢(n) > n.
Donc f est bornée sur [a,b]. Il existe deux nombres réels A et B tels que

Vz € [a,b], A< f(zx)<B.

@ L’ensemble {f(z) | € [a,b]} est une partie non vide de R et bornée, admet une borne inférieure m et une borne

supérieure M. Montrons (par exemple) que f atteint sa borne supérieure M. Supposons que
Vz € [a,b], f(x) <M.
Soit g 'application définie sur le segment [a, b] & valeurs dans R par

!
- M- f(=)

g est une application continue sur le segment [a, b] & valeurs réelles, par le premier point, g est bornée sur [a, b].
Maintenant, par définition de M, pour tout réel r > 0, il existe = dans [a, b] tel que

Vz € [a,b], g(z)

M—%<f(x)<M.

On en déduit que
1
0< M- flz) < -

et donc
Vr >0, 3z € [a,b], g(z)>r.

Ceci montre que lapplication g n’est pas majorée sur [a,b]. Contradiction. Donc, il existe (au moins) un élément x
dans [a, b] tel que f(x) = M. On démontre de méme que f atteint sa borne inférieure.
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Attention a toutes les hypotheéses

@ f :]0,4+00[— R définie par : f(x) = z. f est continue, mais non bornée. Cela tient & ce que 'intervalle [0, +00[
n’est pas borné.

1
@ f:10,1] — R définie par : f(x) = —, si x €]0,1] et f(0) = 0. f n’est pas bornée. Cela tient a ce que f n’est pas
x
continue en 0.

@ f:]0,1][— R définie par : f(x) = 2z. f est continue et bornée. Sa borne supérieure 2 n’est pas atteinte. Cela
tient & ce que l'intervalle [0, 1] n’est pas fermé.

Exemple 7

f xlnzx

Montrons que la fonction £ — ———— possede un minimum sur 10, 1].
2 +e

On pourrait sans doute étudier les variations de f, mais on préfere éviter les calculs. Prolongée par continuité en 0 par
la valeur 0, f est continue donc posséde un minimum sur le segment [0, 1], d’apres le théoréme précédent. Ce minimum
est en fait atteint sur ]0, 1] car f est strictement négative sur |0,1[ et  f(0) = 0.

Exemple 8
Soit f : R — R continue telle que Em f=1lim f =+00. Montrons que f admet un minimum absolu.
oo — 00

Posons M = f(0) + 1. Puisque 1+im f=1lim f = 400, il existe A, B € R tels que

Ve< A, f(x)>M et Ve>B, f(x)>M.

Ona A<0< B car f(0) < M.

Sur [A, B], f admet un minimum en un point a € [A, B] car continue sur un segment.

On a f(a) < f(0) car 0 € [A, B] donc f(a) < M.

Pour tout = € [A, B], on a f(x) > f(a) et pour tout x €] — 0o, A] U [B,+o0[, f(z) > M > f(a).
Ainsi f admet un minimum absolu en a.

Norme infinie d’une fonction bornée

Soit X une partie non vide de R. Soit f : X — R une fonction bornée. On appelle norme infinie de f sur D et on
note || flloo, O || flloo,x en cas d’ambiguité, le réel || flloo = sup | f(x)].
zeX

La norme infini a les propriétés suivantes, pour toutes fonctions f : X — R et g : X — R bornées et pour tout A € R
¢ [fle=0 = [f=0,
« [Mfllso = 1A X ([ flloo>
o 1f+9gllce < flloe +19lloo-

Théoréme 3 : Théoréme de la bijection continue

Toute application réelle continue et strictement monotone sur un intervalle I de R est une bijection de I sur
Uintervalle J = f(I). Si f=1 est la réciproque de f, alors f=! est continue, strictement monotone sur J et de méme
sens de monotonie que f.

Preuve. f est monotone donc, pour tout = € I, donc si les bornes de I sont a,b € R,

lim f < flz) < lli)mf , si f est croissante,
- 1

lim f > f(z) > lli)mf , si f est décroissante.
- 1

Donc la borne supérieure de f est max{liIJp f lli)m} et la borne inférieure de f est min{lirp f lli7m}.
a - a -
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Montrons que f est une bijection. Soit y € J = [min{lirjl f,lim f},max{lian f,lim f}] = f(I). D’apres le théoréme
a b= a b—

(TVI), il existe un z € I, tel que f(z) = y. Supposons, par 'absurde, que z n’est pas unique. Alors il existe un élément
' €1 tel que f(a') =y et (2 >z ou z > 2’). Par strict monotonie de f on a donc f(z') > f(z) ou f(x) > f(z'),

donc f(z) # f(z'), ce qui est absurde puisque f(z) =y = f(a').

Par conséquent, =’ n’existe pas et donc tout y € J admet un unique antécédant dans I. Donc f est une bijection de I sur J.

Posons f~!:J — I la réciproque de f. On rappelle que f~! est définie en associant & tout y € J son unique antécédant
dans I.

Soit b € J. Montrons que f~! est continue en b. Pour cela, prenons une suite (b,)neny d’élément de J \ {b} qui
tend vers b. Pour tout n € N, posons a, = f~1(b,) € I. La suite (an)nen est bornée, donc, d’aprés la théoréme de
Bolzano-Weierstrass, on peut y extraire une suite convergente. Notons la (ag(,))nen et sa limite a. Par continuité de f, et
la caractérisation séquentielle de la limite,

lim f(ad>(n)) = f(a) .

n—oo

De plus, pour tout n € N, f(ag(n)) = bg(n). Donc (bg(n))nen converge vers f(a), mais aussi vers b car c’est une sous suite de
(bn)nen. Par unicité de la limite, b = f(a).
On a donc montré que la suite extraite de terme général ag(,) = f _1(b¢(n)) converge vers a = f~1(b). Nous allons montrer
que f~1(b,) n’a en fait quune valeur d’adhérence et donc qu’elle converge vers celle ci.
Par I'absurde, supposons qu'il existe une autre valeur d’adhérence f=1(b') # f~1(b). Alors il existe une suite extraite
(fil(b(;(n)))neN tel que

lim = (bsny) = f7H (1) -

n—oo
Alors, par continuité de f, la suite de terme général f o ffl(b(;(n)) = bs(n) converge vers f o L) =b # b, ce qui est
absurde.
Donc

lim f1(b,) = f1(b),

n—r oo

ce qui prouve que f~! est continue.

Il reste la monotonie de f~!. Supposons que f est strictement croissante. Le cas décroissante est similaire. Soit
z,y € J tel que x < y. Par bijectivité de f, il existe a,b € I, tel que f(a) = z et f(b) = y. On a a < b car sinon,
a>b = f(a) > f(b), ce qui est absurde. Donc

fla)y=a<b=f"'(y),
donc f~! est strictement croissante. [

Réciproque du TVI monotone

On a méme une réciproque du TVI dans le cas ou f est strictement monotone. On ne le montrera pas ici car le
résultat est hors programme, mais il existe !
Soient a et b deux nombres réels, a < b, et f une application strictement monotone sur Uintervalle I = [a,b]. Si limage
f(I) est un intervalle, alors f est continue sur [a,b].

Exemple 9
Soit f € ¥ (Ry,R). On suppose que [ est strictement croissante sur Ry et que limyo f = ¢ € R. Alors f est
bijective de Ry sur [0,£] et li}n ft=+oo.
En effet, le TVI strictement monotone garantit la bijectivité de f de R, sur [0,/]. Ensuite, f~1 étant croissante,
le théoréme de la limite monotone nous assure l'existence de la limite lim,_,, f~'(y), notons-la L.
Enfin, par composition, on a  f~}(f(z)) — Let f71(f(z)) =2 — +oo, donc L = +oo, par unicité de la
T—+00 z—+00

limite.

Exemple 10
Soient a < b € R et f :]Ja,b[— R une fonction strictement croissante.
Montrons que f est continue si, et seulement si, f(]a,b[) =]lim, f,lim; f|

(=) Supposons f continue.
Puisque f est continue et strictement croissante, f réalise une bijection de ]a, b[ sur | lim, f,lim; f[ d’ot le résultat.
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(<=) Supposons f(]a,b[) =]lim, f,lim; f[.
Soit g €] a,b[. On a lim, f < f (xg) < lim, f.
Pour tout £ > 0, soit y* €] f (z0), f (zo) + &] N lim, f,limy, f [
Il existe 1 €]a, b] tel que f(zT) =yT. Soit y~ € [f (wo) — &, f (wo) [N] lim, f,lim, f[. 1l existe = €] a,b| tel
que f(z7)=y".
Puisque f est croissante, 27 < g < x+. Posons a = min (z7 — zg, 19 —27) > 0.
Pour tout = €la,b|, si |z — x| < calors 2~ <z < 27 donc y~ < f(z) < yTdou |f(z) — f (x| < e.
Ainsi f est continue en x( puis f continue sur |a, b|.

6 FONCTIONS COMPLEXES CONTINUES SUR R

Proposition 6

Soient f : X — C une fonction et a € D. La fonction f est continue en a (repsectivement sur X ) si et seulement
si Re(f) et Im(f) le sont.

Exemple 11
La fonction t — e'* est continue sur R car les fonctions sinus et cosinus le sont.
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