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Bien commencer :
Les nombres complexes

1 L’ENSEMBLE C DES NOMBRES COMPLEXES

Bien que les nombres complexes soient introduits au lyceee immédiatement apres la résolution des équations de la forme
ax? + bx + c = 0 (pour tous a # 0,b et c réels), leur invention n’est pas due a cela. Elle vient en fait d’algébristes du XI°
siecle tentant de résoudre les équations du troisieme degré. En effet, aprés avoir transformé I’équation z3 + bz +cx+d =0
en X3 4+ pX 4 g = 0 par la translation X = z + %, les italiens déterminent que (formule dite de Cardan)

o8l a1 [4p34+27¢* 5] g 1 [4p® +27¢?
X\/2+2 27 + 2 2 27

Mais lorsque 4p® + 27¢% < 0, Péquation X2 + pX + ¢ = 0 admet 3 racines réelles (étudier la fonction X — X3 + pX + ¢
pour s’en convaincre), ce qui bloquait longtemps les algébristes. Bombelli élucida alors ce cas en introduisant ce que 1’on
note aujourd’hui i et —i. C’est Leonhard Euler (1707-1783) qui a introduit la notation pour représenter un tel nombre dont
le carré vaut -1. A 'époque, ils écrivaient v/—1 et —/—1 (et parfois on ’écrit encore dans les articles actuels).

1.1 FORME ALGEBRIQUE, CONJUGUE, MODULE

@ L’ensemble des nombres complexes est noté C et est composé de I’ensemble des réels R d’un certain élément i
pour lequel  i2 = —1, et de toutes les mutliplications et additions que I’on peut faire avec (appelés combinaisons
linéaires de i et des nombres réels).

@ Tout nombre complexe z s’écrit donc d’une et une seule maniere sous la forme dite algébrique
z=a+1ib

pour a,b € R. Le réel a est appelé la partie réelle de z et noté Re(z), le réel b est appelé la partie imaginaire de
z et noté Im(z).

@ Les réels sont exactement les nombres complexes de partie imaginaire nulle.

@ Un nombre complexe de partie réelle nulle est appelé un

Exemple 1
Déterminons les parties réelle et imaginaire du nombre complexe sous forme de fraction 1 En multipliant par le
)

conjugué du dénominateur les deux termes de cette fraction, on obtient

3+i  (3+)(2—i) .
2vi = 57—

ot

Ainsi, la partie réelle est 7 1a partie imaginaire -1
’ 57 (S} 5
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Unicité de la forme algébrique

L’unicité de la forme algébrique d’un nombre complexe est utilisée le plus souvent pour faire des identifications.
Donc I’égalité

a+ib=ada +ib’
est équivalente a
a=d etb=10".

Une égalité _ Deux égalités
de nombres complexes ~  de nombres réels

(Proposition 1 )

Soit z =a+ b et 2/ = a' + b’ des nombres complexes. Alors

z2+2 =(a+ad)+i(b+b) et 22 = (aa’ —bb') +i(ab + ba')

Donc
Re(z +2') =Re(z) + Re(2') et Im(z+2")=Im(z) +Im(2) ,
et
Re(22') = Re(2)Re (2') — Im(2)Im (2') et Im(22") = Re(2)Im (') + Im(2)Re (') .

Enfin, si z=x +1iy € C* avec x,y € R

1 z—iy

Cxiy a?4y?

L J

1
z

Linéarité
On peut montrer tout aussi facilement que pour tout A, u € R,
Re (A2 + puz’) = ARe(2) + uRe (2') et Im(Az+ A2") = Am(2) + pulm (') .

On dit que les parties réelles et imaginaires sont des applications R-linéaires.

A ATTENTION  Je ne veux pas voir

Re (zz’)><Re(z)Re (), |m(zz')><|m(z)|m(z’) ,

Re (%) ><Re(z)2 ou Im(z?) ><Im(z)2 .

et donc pas non plus

Preuve. Calculs directs. O

Sommes et produits de complexes

Les notations ¥ et [] sont donc transposables aux nombres complexes, et leur propriétés restent vraies. On a donc
encore, par exemple

VneN V(z1,22) €C* (214 29)" = Z (Z) P
k=0
ou
29—p+1l _q

a
Vp,q € N Vz e C\{1} sz:zp~ o

k=p
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A ATTENTION  On ne peut pas dire qu'un nombre complexe est positif ou négatif ! ZXO

On dit que que C n’a pas de relation d’ordre compatible avec I’addition et la multiplication.

(Déﬁnition 2 : Conjugué, module A
Soit z € C.
@ On appelle conjugué de z le nombre complexe  Z := Re(z) — ilm(z),
@ On appelle module de z le réel positif ou nul  |z| := y/Re(z)2 + Im(z)2.
. J
Proposition 2 : Propriétés du conjugué
Soient z,z' € C. On a
(D Re(z) = 22, (@) Im(2) = %2, =z,
DHz+7=z+7, Bz =zx7, (6) 2z = |2
U J
Exemple 2
Pour tout z € C, le conjugué de 5 —iz vaut 5 —iz=5—-ixz=>5+iz et non pas 5+ iz !
Corollaire 2.1
Pour tout nombre complexe z,
@zeR@z:E @zeiR = r==7
Exemple 3
Ce dernier résultat est tres utile en pratique ! -
Soit u € C\{1} et z € C\R. Montrons par exemple que "R o lul =1.
Z—uz R . L s S <
Le complexe est réel si, et seulement s’il est égal a son conjugué, c’est-a-dire
Zl__zf = Zl__lg & (z—uz)(1—a) = (2 —az2)(1 —u)
Sz—tz—uZ+|uPz =7z —uz—uz+|ul’z
S(z—2) (1-|u?)=0
s uff=1 car z n'est pas réel donc z # z .
. g )
Proposition 3 : Propriétés du module
Soient z,z' € C. On a
D Izl = |, (@ |22 = |2| x |7, @ lzl=0 & z=0
. z z
@az#0 [2]-E  @Re@I<, ® lim(2)] < Il
Les deux inégalités triangulaires sont vérifiées
2| = [Z']] < |z £ 2" < 2] + 2]
L J
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Identité remarquable

Pour tous z1, 202 € C, on a
|21 + 22]® = |21]* + 2Re (2173) + |22]* .
En effet,
|21 + za|* = (21 + 22) (71 + 22)
= 2121 + 2221 + 21722 + 2222
= 2171+ 2071 + 271 + 22 72

d’ou I'égalité.

Cas d’égalité de I’inégalité triangulaire

Comme pour les nombres réels, on a la premiere inégalité triangulaire
! !
|2+ 2| < z] + [2]

avec égalité si et seulement si les vecteurs z’ = Az pour un certain A € R.

Preuve. On ne démontre que 'inégalité triangulaire. Les autres propriétés sont presque immédiates. Vous pouvez
les démontrer en exercice. Commencons par démontrer 'inégalité. On a

|2+ 2| < 2]+ |2']

= |2+ 2 < (2] + 1)) = (z+2)E+7) < (l2+12])°
= 2P 427 + 2+ )P <P 2022+ P = EEE e |7
> Re(22) <7 |7] e Re(27) < |27

ce qui prouve 'inégalité triangulaire, par équivalence.
Etudions le cas d’égalité. La partie réel d’un nombre complexe est égale a son module si et seulement si ce nombre est
réel et positif. Donc
Re(22') = |272/| < 272/ €eR,.

Or
277 e Ry <= JNeR, tel que 22" =\ .

Mais 22/ = A <= 272/ = X2 <= z|Z|> =X7. Orsi 2’ =0, on a bien 2/ = Az, pour A = 0 et si 2/ # 0, on a
z = ﬁz', avec ﬁ S R+. O

Corollaire 3.1

Pour tous z1,...,z, € C, on a

k n
> <Dl
i=1 k=1

Preuve. Démontrez le par récurrence. [

1.2 LES COMPLEXES ET LA GEOMETRIE - PARTIE 1

La construction de C repose sur une identification ensembliste de C au plan. On peut en déduire facilement une utilisation
des complexes en géométrie. A partir de maintenant, on se place dans le repére habituel (O, 7, 7).

On appelle d’un point M (z,y) du plan, le complexe z = = + iy.

Complexes vs vecteurs

La partie réelle (respectivement imaginaire) d’un complexe z est la coordonnée du point d’affixe z sur 'axe des
abscisses (respectivement ordonnées).

Prenons alors un vecteur AB. Par définition, si A(z4,y4) et B(zp,yp), alors AB (rp—2a,yp —ya). Mais A(xa,ya)
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veut dire que affixe du point A est z4 = x4 +iya et B(xp,yp) veut dire que affixe du point B est zp = x5 + iyp.
Donc laffixe du vecteur /@ (xp —xaA,yB —ya) est bien

Z2qp =T —Ta+i(ys —ya) =z — 24 .

Exemple 4

!
. - . s Z+z
Soit z,z’ dans C. Le milieu du segment entre les points d’affixe z et 2z’ a pour affixe .

En passant aux modules dans la remarque précédente on obtient la propositions suivante.

Proposition 4 )

o Si il et U sont deux vecteurs du plan d’affizes respectifs u et v, alors pour tous X\, € R, le vecteur i + uv a
pour affize Au + pv.

o Soient deux points du plan A et B d’affize respective z4 et zg. On a

|AB|| = |24 — 28] -

On dit que la distance euclidienne entre deux points du plan A et B d’affize z4 et zp est le module |z4 — zp|.

\.

Mais qu’est ce qu’une distance ?

L’application
d: (CQ — R+
(z,2") — |z—=27|
est, en un sens plus général, une distance car elle vérifie les propriétés suivantes,
@ Vz,2/ € C, d(z,2')=0=2z=2,
@ Vz,2/ € C, d(z,2')=d(7,2),
@ Vz, 2/, 2" € C, d(z,2')<d(z7z")+d(z",7).

Toutes les distances doivent vérifier ces propriétés.

Module et conjugué

Soit A un point d’affixe z4 € C.
o Le point d’affixe z4 est le symétrique de A par rapport a (Ox), comme Z4 a une partie imaginaire opposée a z4.

e Le point d’affixe —z4 est le symétrique de A par rapport a O, comme —z4 a une partie réelle et une partie
imaginaire opposées a z4.

o Le nombre réel positif |z4| = |z4 — 0| représente la distance de A a 0.

1.3 EQUATION DU SECOND DEGRE : PAS DE GRAND CHANGEMENT

En fait, si on reprend les solutions par le discriminant des équations du second degré dans le cas des réels, on a :
2 2

ar’ +br+c = a(z2+2%x+§) = a[x2+2%x+(%) — (L) +9]

2a a
b \2 b%—4ac
a|(@+ £)? - Pt

et on peut continuer & factoriser, si et seulement si A := b? — 4ac est positif. Seulement, dans le corps des complexes, on a
la propriété suivante.
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Proposition 5

Pour tout a € C*, il existe deuz solutions (opposées) a 'équation 2% = a.

En particulier, si A est un nombre réel négatif, on a quand méme A = (i\/—A)27 et on peut continuer a factoriser !
Preuve. Soient z,y,a, 3 € R. Identifions les parties imaginaires et réelles dans I'équation (x + iy)? = o + i; on
obtient le systeme non-linéaire
22—y =a
{ 2y =0

Pour simplifier la résolution de celui-ci, on ajoute la condition sur le module |z +iy|? = |a+if| qui s’écrit 2% +y? = /a2 + 2.
On obtient ainsi
2 _ VoP+BHa

x
2
y2 _ Va?4p2—a
-2
2xy =0

ce qui permet de trouver rapidement les deux valeurs possibles de (z,y)

JZ TP +a 8 VTP ta 3

2 \/2( T+ B2 +a) ey C \/2( o7 +a)

Les premiéres équations donnent |x| et |y|, la derniére nous donne le signe de x en fonction de celui de y. O

A ATTENTION  Par définition d’une fonction, celle-ci doit avoir une et une unique image pour chaque élément de
I’ensemble de départ. On vient de voir, qu’il n’existe pas une mais toujours 2 racines a un nombre complexe. Donc la
racine n’est pas une fonction sur C et donc vous n’écrirez jamais, pour z € C*,

DA

Rappel Si P est un polynéme (méme a coefficients com-
plexes), on dit que a € C est racine de P lorsque P(a) = 0.
Dans ce cas, il existe un polynome @ tel que

P(2) = Q()(z — a) .

. )
Proposition 6 : Equations du second degré a coefficients complexes
Soient a,b,c € C avec a # 0. Les solutions de l’équation az? + bz + ¢ = 0 d’inconnue z € C sont
—b+46 —b—90
et
2a 2a

ot 0 est l'une des deux racines carrées du discriminant b> — 4ac.

Si b? — 4ac = 0, ces deuz solutions sont confondues.
_ J

Preuve. On vient de la faire ! Il suffit de finir ce que 1'on a fait au dessus. O

Exemple 5

Cherchons les solutions de 22 + 2iz — 4 + 4i = 0. _ _

Le discriminant est A = 12 — 167 dont une racine est § = 4 — 2. Les solutions sont donc w = -2 et

—2i+(4—27) .
% =2— 2.
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Comment trouver les racines d’un nombre complexe

Pour trouver les racines d’un nombre complexe z, on procéde comme dans la preuve de la Proposition [f]! On pose
a, B € R tels que (a +iB)? = 2. On obtient donc 3 équations :

2| +Re(z) o2
2
2 =a®+p°
Re(z) =a?—p? = 2l = Re(z)  _ 32
Im(z) =2ap 2
Im(z) =2af

On trouve donc « et 8 a un signe prés. Comme les deux racines sont 'opposée I'une de I'autre, il suffit de savoir si «
et [ ont les mémes signes, ou des signes opposés. La derniere équation nous le dit !

Exemple 6
Calculons les racines carrées de 24 + 10:.
Pour tout w = a4 i € C sous forme algébrique :

W =24+10i <= w?=24+10iet |w]* =24+ 10i] =2 x |12 + 5i

a?—p2=24 a? = 2082 — 95,
= 208 =10 — B2 = 2624 _
a? + 42 =2V122 +52 =26 aB =5
22 (0,8 =+(5,1) = w=5+i ou w=—(5+1).

Le corollaire suivant peut étre intéressant dans certains exercices :

Corollaire 6.1

Soit a,b et ¢ trois complexes, avec a # 0. Si z1 et zo sont les racines (éventuellement confondues) de ’équation
az? +bz+c=0, alors on a :

b c
21+ 29 = —— et 2129 = —
a a

Utiliser le produit et la somme des racines

Il y a trois cas principaux :

e Si z; et zy sont les racines de I'équation az? + bz + ¢ = 0, et si 'on connait une de ces racines, alors on peut
facilement en déduire 'autre.

« Silon sait que z; et zy sont les racines de I'équation az? 4 bz + ¢ = 0, alors on peut exprimer toute expression
symétrique en z1 et 2o (c’est-a-dire invariante quand on échange z; et 22 ), en fonction de 21 + 22 et 2122, et donc
de a, b et ¢, sans avoir a expliciter z; et zs.

¢ On obtient aussi :
Soit s et p deux nombres complexes.
Alors les nombres complexes z; et zo vérifient le systeme

21+ 29 =38
Z122 =p

si, et seulement si, z; et zo sont les deux racines (éventuellement confondues) de 1’équation

22 —s24p=0.
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2 L’EXPONENTIELLE COMPLEXE ET SES APPLICATIONS

2.1 LES NOMBRES COMPLEXES DE MODULE 1

Pour I’histoire - Hors programme

Pour tout nombre réel x, la seule application f : R — R vérifiant f' = 2 f et f(0) = 1 est 'application ¢ — exp(zt).
On le verra dans le chapitre sur les équations différentielles.
L’application f définie par
f(z) =cosxz +isinz
vérifie
f(r) =icosz —sinx =if et f(0) =1
Si on pouvait la définir, elle coincide donc avec l'application = +— exp(iz). Cela justifie la notation utilisée dans la

définition [d] La démonstration se fait avec les développements en série entiéres,.. que vous verrez I’an prochain.
Cette nouvelle fonction, est bien stir compatible avec I’exponentielle réelle, sur son point de concours. En effet,

e =1=cos0+isin0 .

Soit § € R. On définit '
e = cos(f) + isin() .

On pose
U:={z€C||z|=1}.

Géométriquement, cela représente le cercle trigonométrique de centre 0 et de rayon 1.

Proposition 7 A
e Pour tout z € C, .
zelU<= TR, z=¢"7.
Donc .
U= {c*|0eR} .
e Pour tous 0,0' € R, . »
¢ =¥ «—= 0 =027] .
. J
Exemple 7
On a en particulier €'Z =4, e7'%2 = —j et ™ = —1.
Preuve. Pour tout # € R on a ’ew‘ = /cos2(f) +sin?(f) = 1. Réciproquement, pour tout nombre complexe z

de module 1, z est sur le cercle trigonométrique. Donc son abscisse est cos et son ordonnée sinf ou 6 € R est 'angle qui
détermine z. Donc on a bien z = cosf + isinf = . O
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Proposition 8 : Propriétés de ’exponentielle i )
Soient z,y € R et n € N.
@ Conjugaison @ =e % = £+,
@ Formules d’Fuler cosx = @ et sinx = %
@ Transformation des sommes en produits el(@ty) — eizely,
@ Formules de Moivre
cos(nx) = Re((cosm + isin m)”) et sin(nz) = Im((cosx + isin x)") .
L J

Preuve. Tout se démontre en remplacant e*? par sa formule. Pour Moivre,

1nz@(

cos(nx) +isin(nz) = e )" = (cosz +isinz)" .

Exemple 8

Cela rend la forme exponentielle bien plus pratique que la forme algébrique des que ’on fait des multiplications ou que
I'on met a la puissance !

Soit n € N\{0}. Résolvons, par exemple, I’équation Re (z") = Im (z").

Difficile avec la forme algébrique... Cherchons plutét les solutions sous la forme z = re’
L’équation se réécrit alors 7" cos(nf) = r" sin(nf) soit r = 0 ou nf = F[x].

En conclusion, les solutions de ’équation sont donc 0 et, pour tout » > 0 et tout entier k,

rexp (z'(A‘k i U”) .

% avec r € Ryet 0 € R.

4n

Une nouvelle méthode pour linéariser !

On a, pour le cas des puissances 3,

3
9 =
COS B

i0 —ig\ 3
(e""e> _ é (€% 1 36 4 3¢9 4 ¢—3i%)
= % (30 4 =30 4 3 (e 4+ e~19)) = 3(005(30) + 3c0s0)
et de méme

it _ o—if 3 1. ' ' 4
sin® 0 = <2> — _g (ez39 — 3¢ + 30— 0 _ 6—310)
1 2

_ _% ((631’0 o 673i0) -3 (eiG . efie)) _ %(_ sin(39) + 3sin 9)

Plus difficile,

sin® 0 — eld — o710 ° _ i (6519 — 56319 4 106 — 1061 + 5310 _ e—5i0)
2i 32i
_ i ((e5i9 _ 8—519) _5 (esie _ 6—319) +10 (eie _ e—ie)) _

sin(56) — 5sin(36) + 10sin @
32i '

16

Technique de ’angle moitié

En utilisant les formules d’Euler, on peut factoriser une expression de la forme et + "2 en mettant en facteur
(01402
i(*572)

e ; le deuxiéme facteur sera alors un réel ou un imaginaire pur.
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Exemple 9
Par exemple, pour tout réel 0, on a

,_.
I
o
..
=
Il
)

0 [ _;0 0 0 .0
'z <e ‘2 —e’?) =e'2 (—2zsm2)

Retrouvons les formules de cosp + cosq et sinp + sing. Soit p € R et ¢ € R. On a

i ; ipta iP—4 2} ipta p
e’ +e'¥9=¢"2 (el 2 +e'2 ):e” 2 2cos

En séparant la partie réelle et la partie imaginaire des deux membres de ’égalité, on obtient

Re(e? + ¢') = cosp + cos q = 2 cos <pJ2rq) cos (p2q)
et

Im(e® + ¢') = sinp + sin ¢ = 2sin (p;—q) cos (p;q)

. ; ; ;ptaq -p—q -q—p cpta . . — N
En écrivant e’? — e'? = ' 2 (el 7 —e'2 ) =e'" 2z 2isin 1’2—", on trouve de méme

B . (p—q\ . (pPt+q . . (P—q p+q
cosp — cosq = —2sin 5 sin et sin p — sin g = 2sin 5 cos | ——

2 2

Une nouvelle méthode pour dupliquer !

On utilise cette fois ci la formule de Moivre puis la formule du binéme de Newton ! En effet, on a
cos(nf) = Re (ei"9> = Re((eie)") = Re((cos:z: + isin x)”) , que lon peut développer avec la formule du binéme.

Exemple 10
Par exemple, pour cos 36 et sin 36.

cos(36) + isin(36) = (cos§ +isin ) = cos® 6 + 3icos® fsin 6 — 3 cos fsin? O — i sin® O
et donc en séparant partie réelle et partie imaginaire
Re(cos(SH) +1 5111(39)) = c0s(30) = cos® 0 — 3cosfsin® § = 4 cos® ) — 3cos 0
Im ( cos(30) + isin(SG)) = sin(36) = 3cos? fsinf — sin® @ = 3sinf — 4sin® 9

en utilisant 1’égalité cos®  + sin? 6 = 1.

Exemple 11 n n
- Calcul de Zcos(k@) et Zsin(k@)
k=0 k=0

Pour n € Net 0 € R, on pose
Sp = Z cos(kl) et T,= Zsin(kﬂ) ,
k=0 k=0

puis Z,, = S, +iT, . On a alors, d’apres la formule de Moivre :

n n

Z, = Zeike _ (eie)k

k=0 k=0

10
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iel c’est-a-dire 7|, on obtient, en utilisant la technique de ’angle moitié :
Si e #£ 1, c’est-a-dire 6 # 0[27], btient, tilisant la technique de ’angl t
(n+1)0 (n+1)0 . (n+1)0
e B G BT
Ty = : — —et 2
ef —1 il ( il 71'3) sin 2
- ez (e'z —e 2 2
On en déduit : o o
cos % sin LZ ) sin ”79 sin LJ; )
Sp=ReZ,=—"—F——et T,=ImZ,= —
sin 5 sin 5
Si @ = 0[27], on trouve directement Z,, =n+ 1 et donc S, =n+1 et T, = 0.

2.2 PERIODE D’UNE FONCTION CIRCULAIRE

On peut donc toujours transformer une somme de cos et sin en un seul sin ou cos, ce qui nous donne la période de la fonction
circulaire.

Proposition 9 )
Soit a et b des réels non tous deux nuls. Il existe un réel 0 tel que, pour tout réel x,
acosz + bsinz = rcos(x — 0) ,
ou T = Va2 + b2.
U J
Preuve. Par hypotheése, le complexe a + b est non nul. En notant r = /a2 + b2 son module et § I'un de ses

arguments, on peut écrire :
acosz + bsinz = rcosfcosz + rsinfsinx = rcos(z — 0) .

O

Exemple 12
Essayons par exemple de résoudre ’équation 2cosz +sinx = % . sur R.

r=1+/22+12 = /5. On impose
V5cosf =2, Vb5sinf =1,

. On peut prendre § = arctan (%), avec 0 € (0, g)

1
V5

2

donc cosf = ==,sinf =

S

Ainsi
2cosx + sinz = /5 cos(z — 6).

L’équation de départ est donc équivalente a
1

N

Il nous faut la fonction arccos pour finir, que nous verrons bientot.

cos(z —0) =

2.3 FORME TRIGONOMETRIQUE D’UN NOMBRE COMPLEXE

Pour localiser un point du plan, on peut donner son abscisse et son ordonnée. On peut aussi donner son angle et sa distance
a (0,0). Clest le principe de la forme trigonométrique d’un nombre complexe. Pour cela, on remarquera que, pour tout
z € C*,

z

—| =1, c’est a dire que = elU.
2| 2|

11
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(Proposition 10 )
Tout nombre complexe non-nul peut s’écrire de maniére unique sous la forme
z=re? ou reR:etde]—mn
Cette écriture de z s’appelle la forme (ou exponentielle).
r est appelé le module de z (on va voir tout de suite pourquoi...) et 0 est appelé I de z.
Le couple (r,0) est aussi appelé un couple de du point d’affize z.
J

Module et arguments

Dans Iécriture z = re'?, le réel r est unique car on va voir dans la preuve que r = |z|, mais 6 est seulement unique
& 27 prés et est appelé un argument de z. Il existe en revanche un et un seul argument de z dans | — 7, 7], et celui-ci
est appelé L’argument (principal) de z et noté arg(z).

Preuve. Il suffit de remarquer que
z

|2|

_ A

2|
Donc, d’apres la proposition il existe un 0 € R tel que ﬁ =¢elf.
Vérifions que 6 est unique sur | — 7, 7]. Deux réels 6 et ¢ sont des arguments d'un méme complexe si, et seulement si, e? = e
donc €?=%) = 1. Cette condition équivaut & cos(f — ¢) =1 et sin(f — ¢) = 0, c’est-a-dire & § — ¢ € 2nZ. O

Exemple 13
Les formes trigonométriques des réels et des imaginaires purs sont a connaitre !
o Cas des réels Pourtout r € R*, z=ze"siax >0 et z=(—2)"siz<O0.

o Cas des imaginaires purs
Pour tout y € R*, iy =ye? si y>0 et iy=(—y)e"

o

siy <O0.

A ATTENTION 0 n’a pas d’argument !

Exemple 14
Déterminer la forme trigonométrique des complexes suivants.

X 3 3 i 3irm 2im —irm
21:7\/§+z, 290=14+2, z3=—=—i, z=—eT1, z3=¢5 +e>

(Corollaire 10.1 )
Deuzx nombres complexes non nuls sont égaux si, et seulement s’ils ont méme module et des arguments égaux modulo
2.

. J

" o )
Proposition 11 : Propriétés des arguments
Pour tous z,z' € C*,
1
arg (22') = arg(z) + arg (') [2 arg(z) = —arg(2)[2 arg [ — | = —arg(z)[27] .
(D) arg (z2) = arg(z) +arg (') [2n]  (2) arg(z) = ~arg(z)(2n]  (8) arg ( - g(2)[2n]
U J

Preuve. Pour tout z € C*.
@ 27 = |z|etare(2) || ! arg(') — |22/ ei(arg(Z)Jrarg(zl)), donc arg(zz') = arg(z) + arg (2') [27].

@ z = |z]elars(z) = |z|e12r8(2) = |zle~1ar8(2)  donc  arg(Z) = —arg(z)[27].

12
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@ 1= L =|e a8l donc arg(L)=—arg(z)[2n].

z = Jzleiers(®
(]

Et c’est utile ?

Il est plus facile de calculer des produits, des quotients et des puissances de nombres complexes non nuls écrits sous
forme trigonométrique. Par exemple, pour #; € R et 0y € R, si 21 = |21| €™ et 25 = |22] €72, alors

2120 = |21] €7 |22] €72 = |21 2] €71 €2 = |21 | 20| (1 H02)
et
2 _ o0
22 |2

et de méme pour la puissance 2 = |z1|" €1, pour tout n € Z.

Exemple 15
Par exemple, passer a la forme trigonométrique permet de calculer plus rapidement des quotients

1—1 B ﬂ(f% e T

1—iv3 2% V2

o
()
R

o

Lien entre la forme algébrique et les formes trigonométriques

Soit z € C* de forme algébrique z = z+iy et de forme trigonométrique z = re'. Comment passer de I'une a I’autre ?

« Trigonométrique vers algébrique On a z = re? = rcosf 4 irsinf. Donc

{m:rcos@ ot = /7:32—1—3/2.

y=rsind
e Algébrique vers trigonométrique
Cas out # >0 : Alors cosf >0 donc 6 €] — 7,5 [+2kr  pour un certain k € Z.
in 0
"SI _ Y done 6 = Arctan [27].

rcosf x z
Cas ou = < 0 : On se rameéne au cas x > 0 en factorisant par —1 = '™,

Or tanf =

z=gx+iy=e"(—x —iy) .

Donc

_ { Arctang[Zﬂ'] si x>0
0= x

7w+ ArctanZ[27] si x <O0.

xT

2.4 EXPONENTIELLE COMPLEXE
Soit z € C. On définit 'exponentielle complexe de z, notée exp(z) ou e* par
e? = eRe(z)eiIm(z)

Ainsi le module de e* est eR(*) et un argument de e est Im(z).

13
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Exemple 16

2 52
2 76 e

(54 7)= 5t

5

im i
et T =ee

#

(Proposition 12 )
Pour tous z,2' € C,
@ Périodicité & =e* <= z=2[2in].
. . o U
@ Transformation des sommes en produits e*7% =e%e¢” ete = —
e
L J

Preuve.
@ On identifie les formes trigonométriques.
o” = o7 = eRe®) = Re(¥) ot Im(z) = Im (2) [27]

<= Re(z) =Re(?) et Im(z)=Im(¢)[2r] <= z=22in]

/

@ ez+z’ _ eRe(erz/)eHm(erz/) _ eRe(z)JrRe(z')ei-lm(z)+i-|m(z’) _ eRe(z)eRe(z')e“m(z«)ei.lm(z') = e%e? .

O

Résolution de e =a

Soit @ € C* dont la forme trigonométrique est a = re*®. On a donc

= a6 = rei@ — eln(r)ezﬂ
o ef = eln('r‘)+i6’

&z —1In(r) —if € 2inZ
Donc 'ensemble des solutions de e* = a est

{In(r) +i(0 + 2km), k € Z}

Exemple 17
Les solutions de e = 2 + 3i sont les £ In(13) + arctan(3/2)i + 2ikm, k € Z.

2.5 RACINES n'®™® DE NOMBRES COMPLEXES

Pour tout n € N*, la fonction racine n'®™® est la réciproque de la fonction puissance n sur R..
Pour tous z,y e Ry 1 y=Yr <+—= z=y"

Pour tous z € C et n € N*, on appelle de z tout nombre complexe ¢ pour lequel
z=C".
En particulier, les racines ni®™°s de 1 sont appelées les racines ni®™s de I'unité et leur ensemble est noté

k€ Z} = {ezfﬂ

2ikm
n

Unz{e ke[[O,n—l]]} .

On doit quand méme montrer 1’égalité affirmée.
Preuve. Un complexe z = |z|e? appartient & U, si, et seulement si, [2|* = 1 et nf € 27Z. Comme |z| € R, |z| = 1.

D’ou la premiere égalité.

14
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Pour tout k € Z, il existe (g,r) € Z x [0,n — 1] (quotient et reste de la division euclidienne de k par n ) tel que k = gn + r.
Ainsi,

I = M ¢ {e%v]fw,k € [0,n— 1]]}

Donc
2ikm 2ikm

{eT,kEZ} C {e n ke [[O,n—lﬂ}.

L’autre inclusion est évidente et 'on vérifie que ces n complexes sont deux a deux distincts (car les arguments principaux
sont distincts). O

A ArTENTION  Comme pour la racine carré, ne JAMAIS écrire

Sinon, il faudra expliquer quelle racine n'*™* vous notez comme cela !

Polygones

Les points d’affixes les racines ni®™° de I'unité forment un polygone régulier & n sommets, inscrit dans le cercle
unité et qui admet (1,0) pour sommet. En effet, 'angle au centre défini par deux racines n'*™® de I'unité consécutives

2i(k+1)m
(& n — 2im o
est un argument de —— =em , donc de mesure <.
n —0

Exemple 18

Les racines n'®™° de 1'unité ont beaucoup de propriétés intéressantes. Voyons en 2.
. . o 7 . P . 2iml
Soit n € N. Soit w € C\{1} vérifiant ’équation w™ = 1. On a vu alors qu'il existe [ € [1,n — 1] tel que w =e™n .

n—1
n—1

Produit de racines de ’'unité. On a H W = wdkeo ¥ = yn(n=1/2 — gin(n=1)l _ (-1l

k=0
n—1 1—wm 1 — e2iml
Somme des racines de ’unité.  Par ailleurs, g Wk = 1 = s = 0.
—w 1—en

k=0
Pour [ =1, on a le résultat que la somme des racines de I'unité est nulle !

Proposition 13

Tout nombre complexe z = re'’ € C* avec r > 0 et § € R posséde exactement n racines n®™° , a savoir :

{‘/;e%"’%, k décrivant [0,n — 1].

Preuve. Soit z = rel € C* avec 7 > 0 et § € R. Posons: ¢ = Q/Fe% Il est immédiat que : (" =2z et ¢ est non
nul puisque z ne 'est pas. Nous disposons ainsi déja d’un exemple de racine n®"°¢ de z, et grace a lui, nous allons les trouver
toutes. Pour tout w € C

wh=2z <<= w'=" g(w) =1

¢
w ik ; er
— Jke[o,n-1], 7= e = Feon-—1], w= YrewtE
O
Nombre j
On note j la racine cubique de I'unité " = —% + ig. Ce nombre est beaucoup utilisé dans les exercices. On

peut montrer quelques relations intéressantes sur ce nombre

P=1g=7 14+ =0

15
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et pour tout z € C,
Prztl=(z-j)(=-]).

Exemple 19
'LTW

Déterminons les racines cinquiemes de 1 + 4. Comme 1 + i = y/2eT, 'ensemble de ses racines cinquiémes est

{2T{Jei(%+2‘%)‘ ke [[0-,4]]} :

3 LES COMPLEXES ET LA GEOMETRIE - PARTIE 2

Proposition 14

Soit a,b, z des complexes avec z # a et z # b. On note M, A, B les images respectives dans le plan compleze de z,a,b.

On a alors " B ,
z— z—
Z = == t — ) = m ]\ﬁ 2
Y- e ae(Y) = GEALMB)R)
Preuve. On a
z—bl |z—b MB
z—a| |z—a] MA
et 5
arg <Z_ > = arg ( _Z> = (Zl\ﬁ) - (f,m) = (Mg,m)[%r]
— —z
O
Corollaire 14.1 : Alignement, orthogonalité )
Soit a,b, z des complexes avec z # a et z # b. On note M, A, B les images respectives dans le plan complezxe de z, a, b.
A, B, M sont alignés si, et seulement si, % € R.
(AM) et (BM) sont orthogonales si, et seulement si, 22 € iR
L J
Preuve.
N —b
A, B et M sont alignés <= (MA,M§) = 0[27] ou (m,]\ﬁ) =721 = j_ L € R
—-b
(AM) et (BM) sont orthogonales <= (W,Mﬁ) = g[ZW] ou (m,Mﬁ) = —3[277] = j - € iR
O
Pour exprimer c-a € R ou Z_ ¢ € iR, penser a utiliser
—a —a
le conjugué de cette quantité.
zeER& 2z=2
Exemple 20

Soit A et B deux points distincts du plan, d’affixes respectives a et b. Le point M d’affixe z appartient au cercle I' de

diametre [AB] si, et seulement si, les vecteurs M A et M § sont orthogonaux, ce qui équivaut, si M # A, a j:b € iR,

z—b__ z—0b __2—5
z—a z—a)  z—a

ou encore a

16
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Exemple 21
L’ensemble des z € C tels que le triangle de sommets z, 22, 2% soit rectangle en z est constitué de la droite verticale
d’équation Re(z) = —1 et des deux points 0 et 1 . En effet, si z = 0 ou z = 1 c’est évident car le triangle est alors

réduit & un point. Sinon, on résout

3 —1 1
z zeiR(:}z(z )(z+1)

N iR 1) = =-1
2, -1 € iR < Re(z+1) =0 < Re(z)

Exemple 22
Symétrie orthogonale
Soit A, B deux points distincts d’affixe a et b. On peut se poser la question du calcul du symétrique

orthogonal M’ d’un point M, d’affixe z par rapport a la droite (AB).

b—a
On va vérifier que ce point est 2’ =a+ ; (z —a).

Ce point M’ doit vérifier

(MM') L (AB) €iR,
B , — a—b
AM = AM' . |z—a\:|z’—a|
b—a, _ _
sy FTOTT —(z —a)
On a d’abord = —a
a—b a—>b
_ZB—al_)—ZC_L—‘y-CLC_L—bZ—I-aZ—i-bC_L—aC_l
a (a—0b)(b—a)
:7(zgfb5)+(bd—a5)+(a,§fz&)GZR'
la —bf?
car, pour tout y € C, y — y € iR.
, b—a, _ _ b—al,_ _
De plus, [/ —a| = 3 —(z—a)|=|——||z—a|=1x%x|z—al=|z—dq] .

Ce qui vérifie bien les conditions demandées.

Exemple 23

Points remarquables d’un cercle

Soit A, B, C trois points non-alignés d’affixes respectives a, b et c tels que O, le centre du cercle circonscrit
au triangle ABC, ait une affixe nulle, et donc |a| = |b| = |¢|.

Montrons que 'orthocentre H a pour affixe a + b+ c.

Pour cela, il suffit de vérifier que le vecteur ﬁ est orthogonal au vecteur B?’ . Les autres vérifications sont symétriques.

(a+b+c—a)(c=b)=(b+c)(c=b)=0.

Donc (a+b+c—a)(c—1b)) € iR, et AH 1 BC.
Petite remarque : Comme le centre de gravité G admet pour affixe %(a + b+ ¢), parce que c’est I'isobarycentre des

3 points A, B et C, on retrouve avec ce résultat que O‘ﬁ = 30@.
A

17
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Grace a I'exemple précédent, calculons les symétriques orthogonal H' de H par rapport & un coté AB et H” de H par
rapport au milieu du segment [AB]. On a
b—a, ——— b—a -
= T —a) = = C b
T letbte—a)=at——(b+0) ) Z//:a+b+(1+2x<a; —(a+b+c))
e
_|b]* —a]* —ac+ b e(b—a)
b—a b—a

7 =a+

=—c

D’ou 2’ et 2" sont sur le cercle circonscrit au triangle ABC.

TRANSFORMATION DU PLAN

Si F' est une application du plan dans lui-méme, on peut lui associer une unique application f de C dans C telle que pour tous
points M et M’ d’affixes respectives z et 2z’ on ait M’ = F(M) si, et seulement si, 2’ = f(z). Réciproquement, Papplication
f caractérise F.. On dit que F est représentée par f dans le plan complexe.

7
Proposition 15 )
Soit % un vecteur du plan. La translation de jSOit u un vect_(’aur du pl/an e?f a son affive. La transla-
vecteur @ est I'application du plan dans lui-méme tfon d'e v?cteur U est représentée dans le plan complexe par
qui, & tout point M, associe 'unique point M’ tel Vapplication C — C
que MM' = 4. s 5 g
L J
(Proposition 16 )
Soit 2 un point du plan et A € R*. L’homothétie L’homothétie de centre €, d’affize w, et de rapport A
de centre ) et de rapport A est lapplication est représentée dans le plan complexe par [application
du plan dans lui-méme qui, a tout M, associe C —C
X . — —
Punique point M’ tel que QM' = A\QM z —r A(2 —w) +w.
U J
Exemple 24
La symétrie par rapport au point 2, d’affixe w, est ’homothétie de centre €2 et de rapport -1 . Elle est donc représentée
par l'application z — —z + 2w.
~\

( g
) ) ) Proposition 17
Soit  un point du plan et § € R. La rotation

de centre Q) et d’angle 6 est 'application du plan
dans luiméme qui transforme 2 en 2, et tout

La rotation v de centre ), d’affixe w, et d’angle 6 est
représentée dans le plan complexe par l'application

point M # Q en 'unique point M’ tel que : C_>C
— = 6
QM = QM' et (QM,QM’) = g[2n] z— e (z —w) +w.
G J
Preuve. On fait ici les démonstrations des 3 dernieéres propositions.

Proposition Si les points M et M’ ont pour affixes z et 2/, alors M’ est 'image de M par la translation de vecteur i,
si, et seulement si, I'égalité MM’ = @ est vérifiée, ce qui équivaut a I’égalité des affixes 2’ — 2 = a et donc & 2’ = z + a.

Proposition Si les points M et M’ ont pour affixes z et 2/, alors M’ est I'image de M par 'homothétie de centre Q et de
. C das s A oy N /
rapport A, si, et seulement si, ’égalité QM’ = AQM est vérifiée, ce qui équivaut a 1’égalité des affixes 2’ —w = A\(z — w)
et donc & 2/ = Az —w) + w.

Proposition Soit M # Q d’affixe z et (M) = M’ # Q d’affixe 2’. Par définition de la rotation r, on a :
—
QM = QM' et (W QM) = o[2n]
—
ce qui se traduit, sur les affixes 2’ —w et 2z — w des vecteurs QM’ et QM, par :

18
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2 —w=e"(z—w)

Cela reste vrai si z = w, puisque r(2) = Q.

O

Définition 11 : Similitude directe

On appelle similitude directe du plan toute application du plan dans lui-méme représentée dans le plan complexe
par z — az + b, avec (a,b) € C* x C.

On voit assez facilement, que la composée de deux similitudes directes est une similitude directe. Les similitudes directes
conservent le sens des angles du plan.
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Comment savoir ce qu’est une similitude directe ?

Soient a € C*,b € C et F la similitude du plan représentée par z — az + b.

e Lorsque a = 1, c’est une translation.

e Supposons a # 1. Un point M d’affixe z est invariant par F si, et seulement si, z vérifie I’équation z = az + b,

qui a pour unique solution % car a # 1. L’unique point invariant par F est donc le point 2 d’affixe w = %.

De plus, pour tout point M d’affixe z, l'affixe z’ du point F(M) vérifie
Z—w=az+b— (aw+0b) =a(z —w)

Soit R la rotation de centre 2 et d’angle a et H I'homothétie de centre Q et de rapport |a|. Vérifions que
F = H o R. Soit M un point d’affixe z, z; laffixe de R(M) et z; laffixe de H(R(M)). On a, d’apres les
propositions [I7] et [16], les relations

2 —w=eY2z—w) et z—w=]la|(z —w)
ce qui donne _
29 —w = |ale"(z —w) = a(z —w)

Le complexe z5 est donc affixe du point F'(M), ce qui montre I’égalité F' = H o R. On montre de méme ’égalité
F=RoH.

Le réel |a| est appelé rapport de la similitude et « une mesure de 'angle de la similitude.

Exemple 25

z +— 2iz + 1 est la similitude directe de centre ]+52i7 de rapport 2 et d’angle 7. En effet, 2 # 1 donc on résout
o 1222, pour rapport [2i] = 2, et pour angle

z = 2iz + 1, clest-a~dire z =

arg(2i) = 7.

= HTZlf a donc pour centre w :=

Similitudes indirectes (Hors programme)

L’application z — z représente la symétrie du plan par rapport a la droite (O, 7).
11 existe aussi des similitudes indirectes (qui ne sont pas au programme). Ce sont les transformations du plan représen-
tées par les applications z +— az + b, ou a € C* et b € C.
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