
MPSI 2 - Fabert Applications linéaires 1. Rappels

Applications linéaires

Soient E,F et G trois espaces vectoriels sur un même corps K.

1 Rappels

1.1 Définitions et exemples

Définition 1 : Application linéaire
On dit que u : E → F est une application linéaire si

• ∀(x, y) ∈ E2, u(x+ y) = u(x) + u(y) • ∀x ∈ E,∀λ ∈ K, u(λx) = λu(x)

Ce qui peut se contracter en ∀x, y ∈ E, ∀λ, µ ∈ K, u(λx+ µy) = λu(x) + µu(y) .
On note L (E,F ) l’ensemble des applications linéaires de E dans F .
On note L (E) l’ensemble des endomorphismes de E.

Rappel de vocabulaire
Isomorphisme = Application linéaire bijective
Endmorphisme = Application linéaire de E dans E
Automorphisme = Endomorphisme de E bijectif
Forme linéaire = Application linéaire de E dans K

N’oubliez pas...

Une application linéaire est un morphisme de groupes (pour la loi additive), u (0E) = 0F .
Une application linéaire "conserve" les combinaisons linéaires

∀λ1, . . . , λn ∈ K, ∀x1, . . . , xn ∈ E, u

(
n∑

i=1
λixi

)
=

n∑
i=1

λiu (xi) .

Exemple 1
L’application nulle, 0L (E,F ) : E → F , définie par 0L (E,F )(x) = 0F , pour tout x ∈ E, est une application linéaire.
L’application identité IdE : E → E, définie par IdE(x) = x, est une application linéaire.
Les homothéties, hλ : E → E, définie, pour tout λ ∈ K, par hλ(x) = λx, sont des applications linéaires.
Les translations, ty : E → E, définie, pour tout y ∈ E, par ty(x) = x+ y, ne sont pas des applications linéaires.
La fonction exp : R → R n’est pas une application linéaire.
Pour tout intervalle I, l’application f 7−→ f ′ est un endomorphisme de C ∞(I,R).

L’application f 7−→
∫ 1

0
f est une forme linéaire de C ([0, 1],R).

L’application u 7−→ lim
n→+∞

un est une forme linéaire de l’espace vectoriel des suites réelles convergentes.

Pour tout x ∈ K, l’application P 7−→ P (x) d’évaluation en x est une forme linéaire de K[X].
Pour tout A ∈ K[X], l’application P 7−→ AP de multiplication par A est un endomorphisme de K[X].
Pour tout Q ∈ K[X], l’application P 7−→ P ◦Q de composition à droite par Q est un endomorphisme de K[X].
L’application P 7−→ P ′ de dérivation est un endomorphisme de K[X].

1



MPSI 2 - Fabert Applications linéaires 1. Rappels

Vous avez donc beaucoup d’exercices à faire !

Cas des application de Rn dans Rm

Il est possible de montrer que si une application

f : Rn −→ Rm

(x1, . . . , xn) 7−→

 n∑
j=1

fj1xj , . . . ,

n∑
j=1

fjnxj

 ,

où les fji sont des scalaires qui définissent f , donne les coordonnées du vecteur arrivée par combinaisons linéaires des
coordonnées du vecteur de départ, alors f est linéaire. Prenez par exemple,

f : R3 −→ R2

(x, y, z) 7−→
(
2x− 5y + z , x− 2y − z

)
.

Ce sont en fait les seules applications linéaires !
Par exemple, si on ajoute une constante

f̃ : R3 −→ R2

(x, y, z) 7−→
(
2x− 5y + z+1 , x− 2y − z

)
perd sa linéarité.
Aussi, quand on a une multiplication entre deux coordonnées (on appelle cela un terme quadratique), on perd encore
la linéarité. Les applications

f̃1 : R3 −→ R2

(x, y, z) 7−→
(
2xy − 5y + z , x− 2y − z

) et f̃2 : R3 −→ R2

(x, y, z) 7−→
(
2x− 5y + z2 , x− 2y − z

)
ne sont pas linéaires.

1.2 Image et image réciproque
Vous connaissez les définitions d’image et d’image réciproque. On les rappelle pour en être bien sûr. Soit une application
f : E → F . Soient X ⊂ E et Y ⊂ F .

L’image de f Im(f) = f(E) := {f(x) | x ∈ E}.
L’image de X par f f(X) := {f(x) | x ∈ X}.
L’image réciproque de Y par f f−1(Y ) := {x ∈ E | f(x) ∈ Y }.

Quelques souvenir sur les morphismes doivent vous rappeler que

f surjective ⇐⇒ f(E) = F .
f injective ⇐⇒ Ker(f) := f−1({0F }) = {0E}.
f bijective ⇐⇒ f surjective et injective.

Proposition 1 : Rappel sur les images de sous-espaces vectoriels
Soient E1 un sous espace vectoriel de E et F1 un sous espace vectoriel de F .

1 f(E1) est un sous-espace vectoriel de F

2 f
(

Vect(X)
)

= Vect f(X)

3 f−1(F1) est un sous-espace vectoriel de F .
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Cas particuliers

Quelques cas particuliers utiles de la proposition

1 Si E1 = E, la propriété 1 montre que l’image de f est un sous-espace vectoriel de F .

2 Si X =: {e1, . . . , en} est une base de E, la propriété 2 montre que

l’image de f est engendrée par les
(
f(ei)

)
i∈J1,nK .

3 Si F1 = {0F }, la propriété 2 montre que le noyau de f est un sous-espace vectoriel de E.

� Attention On ne se trompe pas d’ensemble ambiant.
Kerf est inclus dans l’ensemble de départ ! Pas dans l’ensemble d’arrivée !

1.3 Opérations, groupe linéaire

Proposition 2 : Opérations qui conservent la linéarité
Pour tous f1, f2 ∈ L (E,F ), g1, g2 ∈ L (F,G), et λ ∈ K,

1 g1 ◦ f1 ∈ L (E,G),

2 f1 + λf2 ∈ L (E,F ),

3 g1 ◦ (f1 + λf2) = g1 ◦ f1 + λg1 ◦ f2,

4 (g1 + λg2) ◦ f1 = g1 ◦ f1 + λg2 ◦ f1,

5 Si f1 est un isomorphisme, f−1
1 ∈ L (F,E).(

L (E),+, ◦
)

a donc une structure d’anneau et L (E,F ) est un espace vectoriel sur K.

� Attention On a jamais dit que f · g était une application linéaire... Qu’il faudrait d’ailleurs définir !

Structure d’anneau de de L (E)

Comme la loi produit de l’anneau L (E) est la composition, et que la loi de mulitplication n’a pas vraiment de sens
deux endomorphismes de E, on omet souvent de noter le symbole ◦ de composition en notant gf à la place de g ◦ f
pour tous f, g ∈ L (E).

Pour tous f ∈ L (E) et n ∈ N, on note fn :=


IdE si n = 0 ,
f ◦ f ◦ . . . ◦ f︸ ︷︷ ︸

n fois

si n ⩾ 1 .

On se rappelle de la structure d’anneau. Pour tous f, g ∈ L (E) qui commutent,

(f + g)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
fkgn−k (formule du binôme) et fn − gn = (f − g)

n−1∑
k=0

fkgn−k−1 .

Preuve. Pour tous x, y ∈ E et λ ∈ K,

(g ◦ f)(λx+ y) = g(f(λx+ y)) = g(λf(x) + f(y)) = λg(f(x)) + g(f(y)) = λ(g ◦ f)(x) + (g ◦ f)(y) .

Le reste a déjà été démontré. □
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Exemple 2
L’application Φ : C ([0, 1],R) −→ R

f 7−→
∫ 1

0 f
(
t2
)

dt ,
est linéaire, comme composée des applications linéaires

f 7−→
(
f ◦
(
t 7−→ t2

) )
et f 7−→

∫ 1

0
f(x)dx.

Définition 2
On note GL(E) l’ensemble des automorphismes de E. On l’appelle le groupe linéaire de E.

GL(E) est un groupe

C’est pour cela qu’on l’appelle groupe linéaire.
On montre que c’est un sous-groupe de EE , mais tout a déjà été démontré ! La composée de deux applications linéaires
bijectives est une application linéaire bijective et la réciproque d’une application linéaire bijective est bijective et linéaire
!

Proposition 3 : Détermination d’une application linéaire sur une somme directe
Soient E1 et E2 deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E et u1 ∈ L (E1, F ) , u2 ∈ L (E2, F ).

Il existe une et une seule application linéaire u ∈ L (E,F ) telle que u|E1
= u1 et u|E2

= u2.

Preuve. Par hypothèse, E = E1 ⊕E2, donc tout vecteur de E est la somme, d’une unique manière, d’un vecteur
de E1 et d’un vecteur de E2.

Analyse Soit u ∈ L (E,F ). On suppose que u|E1
= u1 et u|E2

= u2. Pour tout x = x1 + x2 ∈ E avec x1 ∈ E1 et
x2 ∈ E2, u(x) = u (x1 + x2) = u (x1) + u (x2) = u1 (x1) + u2 (x2) . Cette expression qui ne dépend que de u1, u2 et
x montre l’unicité cherchée.

Synthèse Pour tout x = x1 + x2 ∈ E avec x1 ∈ E1 et x2 ∈ E2, posons u(x) = u1 (x1) + u2 (x2). On définit ainsi une
application de E dans F .

• Pour tout x1 ∈ E1, u (x1) = u (x1 + 0E) = u1 (x1) + u2 (0E) = u1 (x1) , donc u|E1
= u1, et de même

u|E2
= u2.

• Pour la linéarité de u, soient λ ∈ K et x = x1 + x2, y = y1 + y2 ∈ E avec x1, y1 ∈ E1 et x2, y2 ∈ E2. Alors
λx+ y = (λx1 + y1) + (λx2 + y2) avec: λx1 + y1 ∈ E1 et λx2 + y2 ∈ E2, donc

u(λx+ y) = u1 (λx1 + y1) + u2 (λx2 + y2) = (λu1 (x1) + u1 (y1)) + (λu2 (x2) + u2 (y2))
= λ (u1 (x1) + u2 (x2)) + (u1 (y1) + u2 (y2)) = λu(x) + u(y)

□

1.4 Image d’une famille de vecteurs
Soit u : E → F une application linéaire.

Proposition 4
Une application linéaire est entièrement définie par les images des vecteurs d’une base.
Autrement dit, si B = (ei)i∈I est une base de E. Alors

∀ (yi)i∈I ∈ F I , ∃!u ∈ L (E,F ), ∀i ∈ I, u (ei) = yi

Preuve. Déjà vue. □
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Proposition 5
Soit u ∈ L (E,F ) et B = (ei)i∈I une base de E. Alors

1 u injective ⇐⇒ (u (ei))i∈I forme une famille libre de F ⇐⇒ u envoie toute famille libre
sur une famille libre

2 u surjective ⇐⇒ (u (ei))i∈I forme une famille génératrice de F ⇐⇒ u envoie toute famille génératrice
sur une famille génératrice

3 u bijective ⇐⇒ (u (ei))i∈I forme une base de F ⇐⇒ u envoie toute base de E
sur une base de F

Preuve. A vous ! □

On dit que deux espaces vectoriels sont isomorphes si et
seulement si il existe un isomorphisme entre les deux.
Vous pouvez alors considérer que ces deux espaces sont "les
mêmes" en tant qu’espaces vectoriels.

2 Projections, Symétries

Définition 3 : Projection, Symétrie
Soient E1, E2 deux sous-espaces supplémentaires de E. On a alors,

∀x ∈ E, ∃!(x1, x2) ∈ E1 × E2, x = x1 + x2 .

On appelle (première) projection (ou projecteur)
sur E1 parallèlement à E2 l’application p1 : E → E
qui à x ∈ E associe l’unique x1 de E1 de la décomposi-
tion de x dans la somme supplémentaire E = E1 ⊕ E2.

On appelle (deuxième) projection (ou projecteur)
sur E2 parallèlement à E1 l’application p2 : E → E
qui à x ∈ E associe l’unique x2 de E2 de la décomposi-
tion de x dans la somme supplémentaire E = E1 ⊕ E2.

On peut réécrire alors x = p1(x) + p2(x), pour tout x ∈ E.

On appelle symétrie par rapport à E1 parallèle-
ment à E2 l’application s1 : E → E qui à x ∈ E
associe x1 − x2.

On appelle symétrie par rapport E2 parallèlement
à E1 l’application s2 : E → E qui à x ∈ E associe
x2 − x1.

Dans les deux cas, E1 est appelé la base et E2 la direction de la projection p1 ou de la symétrie s1.

Lien entre symétrie et projection

Au vue de la définition, il est clair du lien fort entre ces deux objets mathématiques. Par exemple,

s1 = p1 − p2 = 2p1 − IdE et p1 = s1 + IdE

2 .

Exemple 3
On considère l’endomorphisme s : R3 → R3 défini par

s(x, y, z) = (−x− 4y − 2z, 4x+ 9y + 4z,−8x− 16y − 7z)

Montrer que s est une symétrie et donner les espaces la caractérisant F = ker(s− Id) et G = ker(s+ Id).
Soit (x, y, z) ∈ R3. On a

(s ◦ s)(x, y, z) = s(s(x, y, z)) = s(−x− 4y − 2z︸ ︷︷ ︸
X

, 4x+ 9y + 4z︸ ︷︷ ︸
Y

,−8x− 16y − 7z︸ ︷︷ ︸
Z

)

= (−X − 4Y − 2Z, 4X + 9Y + 4Z,−8X − 16Y − 7Z).

Or, −X− 4Y − 2Z = x, 4X+ 9Y + 4Z = y et −8X− 16Y − 7Z = z. On a donc s◦ s = IdR3 et donc s est une symétrie.

On a (x, y, z) ∈ F si et seulement si

 −x− 4y − 2z = x
4x+ 9y + 4z = y

−8x− 16y − 7z = z
⇔ x+ 2y + z = 0.
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Donc F =
{

(x, y, z) ∈ R3 | x+ 2y + z = 0
}

= vect((−2, 1, 0), (−1, 0, 1))
De même, on a (x, y, z) ∈ G si et seulement si −x− 4y − 2z = −x

4x+ 9y + 4z = −y
−8x− 16y − 7z = −z

⇔

 2y + z = 0
2x+ 5y + 2z = 0
4x+ 8y + 3z = 0

⇔
{
z −4x = 0

y + 2x = 0 .

Donc G = {(x,−2x, 4x) | x ∈ R} = vect((1,−2, 4)).

Proposition 6 : Propriétés
Soit i ∈ {1, 2}.

1 On a pi ∈ L (E) et si est un automorphisme de E.

2 On a Ei = Im pi = Ker p3−i = Ker(si − IdE) = Ker(s3−i + IdE).

3 On a pi ◦ p3−i = p3−i ◦ pi = 0 .

4 Caractérisation d’un projecteur pi ◦ pi = pi.
De plus, si p ∈ L (E) tel que p ◦ p = p, alors p est le projecteur sur Im p parallèlement à Ker p.

5 Caractérisation d’une symétrie si ◦ si = IdE.
De plus, si s ∈ L (E) tel que s ◦ s = IdE, alors s est la symétrie sur Ker(s− IdE) parallèlement à Ker(s+ IdE).

� Attention Les hypothèses p ∈ L (E) et s ∈ L (E) ne sont pas là pour décorer ! Il faut vérifier que vos
applications sont bien linéaires avant de conclure que ce sont des projecteurs ou symétries.

La fonction f : x 7→

{
0 si x = 0 ,
1
x sinon,

n’est pas une symétrie de R !

Preuve. Soit i ∈ {1, 2}.

1 Pour tous x, y ∈ E et pour tout λ ∈ K, x + λy = x1 + x2 + λ(y1 + y2) = x1 + λy1 + x2 + λy2, où x1 + λy1 ∈ E1 et
x2 + λy2 ∈ E2. La décomposition étant unique, on a

pi(x+ λy) = xi + λyi = pi(x) + λpi(y) ,

ce qui prouve la linéarité. Elle implique celle de si qui est combinaison linéaire d’applications linéaires.
De plus,

Ker si = {x ∈ E | si(x) = 0E} = {x ∈ E | xi − x3−i = 0E} = {x ∈ E | xi = x3−i} = Ei ∩ E3−i .

Or Ei ∩ E3−i = {0E}, donc Ker si = {0E} et si est injective.
Enfin, pour tout y ∈ E, on a si(y1 − y2) = y1 + y2 = y. Donc si est surjective.
D’où si est un automorphisme de E.

2 Il suffit de calculer directement l’image et le noyau par leur définitions. A vous !

3 Pour tout x ∈ E, on a pi ◦ p3−i(x) = pi(x3−i) = 0, car x3−i ∈ E3−i = Ker pi.

4 Pour tout x ∈ E, on a pi ◦ pi(x) = pi(xi) = pi(xi + 0 · x3−i) = xi = pi(x).
Réciproquement, soit p ∈ L (E), tel que p ◦ p = p. Alors, on montre que E = Im p⊕ Ker p. En effet, pour tout x ∈ E,
on a x− p(x) ∈ Ker p et donc x = p(x)︸︷︷︸

∈Im p

+x− p(x)︸ ︷︷ ︸
∈Ker p

.

De plus, si x ∈ Im p ∩ Ker p, alors x = p(x) = 0E , donc la somme est bien directe.
Alors p est bien la projection sur Im p parallèlement à Ker p.
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5 Pour tout x ∈ E, on a si ◦ si(x) = si(xi − x3−i) = xi + x3−i = x.
Réciproquement, soit s ∈ L (E), tel que s ◦ s = IdE . Alors, on montre que E = Ker(s− IdE) ⊕ Ker(s+ IdE).

En effet, pour tout x ∈ E, on a x = s(x) + x

2︸ ︷︷ ︸
∈Ker(s−IdE)

+ x− s(x)
2︸ ︷︷ ︸

∈Ker(s+IdE)

.

De plus, Ker(s− IdE) ∩ Ker(s+ IdE) = {x ∈ E | s(x) = x = −x} = {0E}, donc la somme est bien directe.
Alors s est bien la projection sur Ker(s− IdE) parallèlement à Ker(s+ IdE).

□

Exemple 4

Soit F et G les deux sous-espaces vectoriels de R3 définis par
{
F =

{
(x, y, z) ∈ R3 | x+ y + 2z = 0

}
,

G =
{

(x, y, z) ∈ R3 | x = −y = −z
}
.

Démontrer que F ⊕ G = R3, puis donner l’expression analytique de la projection p sur F parallèlement à G et celle
de la symétrie s par rapport à F parallèlement à G.

Somme directe. On commence par remarquer que F ∩G = {0}. En effet, si (x, y, z) ∈ F ∩G, on a x+y+2z = 0,
d’où, en utilisant x = −z et y = z, 2z = 0, soit z = 0, et finalement x = y = z = 0.
D’autre part,

F = Vect(f1, f2) et G = Vect(g3) ,

avec f1 = (−1, 1, 0) et f2 = (−2, 0, 1) et g3 = (−1, 1, 1). Les vecteurs étant libre, dimF = 2 et dimG = 1. On
déduit de la formule de Grassmann que

dim(F +G) = dim(F ) + dim(G) = 3

et donc que F +G = R3.

Projection. Soit u = (x, y, z) ∈ R3. On va le décomposer sous la forme u = uF + uG, où uF ∈ F et uG ∈ G.
On a donc uG = (−λ, λ, λ) avec λ ∈ R. On a donc uF = u− uG = (x+ λ, y − λ, z − λ) ∈ F , donc

x+ y + 2z − 2λ = 0 ⇐⇒ λ = x+ y + 2z
2

d’où uF =
(

3x+ y + 2z
2 ,

−x+ y − 2z
2 ,

−x− y

2

)
et uG =

(
−x+ y + 2z

2 ,
x+ y + 2z

2 ,
x+ y + 2z

2

)
.

Ainsi,
p(x, y, z) = uF =

(
3x+ y + 2z

2 ,
−x+ y − 2z

2 ,
−x− y

2

)
Symétrie. D’après les liens entre projection et symétrie, s(x, y, z) = uF −uG = (2x+y+2z,−x−2z,−x−y−z),

pour tout (x, y, z) ∈ R3.

En pratique

Ici on fait, de la géométrie. Donc faites des dessins ! Cela aide beaucoup pour la compréhension d’un problème.
Avec un seul projecteur p, il faut tout de suite décomposer l’espace E = Im p⊕Ker p. Cela permet de calculer facilement
l’image du projecteur pour tout vecteur x de E.
Pour une symétrie s, on fait de même en écrivant E = Ker(s− IdE) ⊕ Ker(s+ IdE).

3 Cas particulier de la dimension finie - Matrices

En dimension finie, les applications linéaires sont toujours des matrices !
Soient E un espace vectoriel de dimension n muni d’une base BE = {e1, . . . , en} et F un espace vectoriel de dimension

m muni d’une base BF = {f1, . . . , fm}. On va voir que la donnée d’une application u ∈ L (E,F ) est équivalente à la
donnée d’un tableau de nombre (que l’on appellera matrice). Pour définir une matrice, il suffit de connaître l’image par u
de chaque élément de BE . En effet, si on connait la valeur de u(ei), pour tout i = 1, . . . , n, alors, pour tout x ∈ E, il existe
x1, . . . , xn ∈ K, tel que x = x1e1 + · · · + xnen et donc

u(x) = u(x1e1 + · · · + xnen) = x1u(e1) + · · · + xnu(en) ,

7
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par linéarité de u.
Comme u(ei) ∈ F , elle s’écrit, de manière unique, comme combinaison linéaire des éléments de BF . Donc pour tout
i = 1, . . . , n,

u(ei) =
m∑

j=1
ujifj , (1)

où uji ∈ K pour tout i = 1, . . . , n et j = 1, . . . ,m.
Il y a donc n × m nombres uji que l’on peut classer dans un tableau de nombre avec n colonnes et m lignes, appelé

matrice :

U :=


u11 u12 · · · u1n

u21 u22 · · · u2n

...
...

...
um1 um2 · · · umn

 .

Pour plus de simplicité on note souvent
U = (uji)1≤i≤m

1≤j≤n
.

On dit que U est une matrice à m lignes et n colonnes ou une matrice m×n. On note souvent Mat(u,BE ,BF ), la matrice
de u dans les bases BE et BF .

Proposition 7
L’association décrite ci-dessus qui à toute application linéaire u de E dans F associe une matrice U := Mat(u,BE ,BF )
dans Mm,n(K), est un isomorphisme de L (E,F ) dans Mm,n(K).

Pourquoi ça marche ?

On garde les mêmes notations que précédemment.
1 L’image d’un vecteur par une application linéaire est une multiplication de matrices

Soit
u : E −→ F

x 7−→ u(x)
.

Si on décompose x = x1e1 + · · ·+xnen sur la base BE , on peut l’écrire sous la forme d’une matrice colonne qui contient
exactement les mêmes informations

x 7→ Mat(x,BE) :=

x1
...
xn

 :=

x11
...
xn1

 .

On rappelle que

U :=


u11 u12 · · · u1n

u21 u22 · · · u2n

...
...

...
um1 um2 · · · umn

 .

est la matrice associée à u. On remarque alors que

u(x) = x1u(e1) + · · · + xnu(en) =
n∑

i=1
xi

m∑
j=1

ujifj =
n∑

i=1

m∑
j=1

xiujifj =
m∑

j=1

( n∑
i=1

ujixi1

)
fj ,

en utilisant la décomposition de u(ei) sur la base BF dans (1). Comme nous avons écrit x en matrice colonne, on peut
écrire u(x) en matrice colonne à m lignes de ses coeficients dans la base BF . on obtient

u(x) 7→


∑n

i=1 u1ixi1∑n
i=1 u2ixi1

...∑n
i=1 umixi1

 = U ·

x1
...
xn

 = Mat(u,BE ,BF ) · Mat(x,BE) ,

en utilisant la définition de la multiplication des matrices.
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2 La composition de deux applications linéaires est une multiplication de matrices

Soit
u : E −→ F

x 7−→ u(x)
et v : F −→ G

x 7−→ v(x)
deux applications linéaires. On garde comme précédemment la notation sous forme de matrice à 1 colonne, les vecteurs
de chaque espace vectoriel. Donc ∀x ∈ E, y ∈ F et z ∈ G

x 7→

x1
...
xn

 :=

x11
...
xn1

 , y 7→

 y1
...
ym

 :=

 y11
...

ym1

 et z 7→

z1
...
zp

 :=

z11
...
zp1

 .

Comme précédement on pose, ∀x ∈ E et y ∈ F , les éléments uji et vkj comme suit:

u(x) =
m∑

j=1

( n∑
i=1

ujixi1

)
fj ,

et

v(y) =
p∑

k=1

( m∑
j=1

vkjyj1

)
gk ,

où l’on a noté BG = {g1, . . . , gp} une base de G. Donc

v ◦ u(x) = v(u(x)) =
p∑

k=1

 m∑
j=1

vkj

(
n∑

i=1
ujixi1

) gk

=
p∑

k=1

 n∑
i=1

 m∑
j=1

vkjuji

xi1

 gk

Ce qui correspond, en tant que vecteur de G à la matrice

v ◦ u(x) 7→


[∑n

i=1

(∑m
j=1 v1juji

)
xi1

]
...[∑n

i=1

(∑m
j=1 vpjuji

)
xi1

]
 =


(∑m

j=1 v1juj1

)
. . .

(∑m
j=1 v1jujn

)
...

...(∑m
j=1 vpjuj1

)
. . .

(∑m
j=1 vpjujn

)
 ·

x11
...
xn1

 = (V · U) ·

x11
...
xn1


en utilisant la définition de la multiplication des matrices. Donc la matrice de v ◦ u est la matrice

V · U = Mat(v,BF ,BG) · Mat(u,BE ,BF ) .

Exemple 5
Soient

u : R3 −→ R2

(x, y, z) 7−→ (2x− 5y + z, x− 2y − z)
et v : R2 −→ R3

(x, y) 7−→ (x, 2x− 4y, y)

Alors pour tout (x, y) ∈ R2,

u ◦ v(x, y) = u
(
v(x)

)
= u(x, 2x− 4y, y) = (−8x+ 21y,−3x+ 7y) .

Du côté des matrices :
La matrice de u est donnée par

U :=
(
u(1, 0, 0) , u(0, 1, 0) , u(0, 0, 1)

)
=
(

2 −5 1
1 −2 −1

)
.

et celle de v :

V :=
(
v(1, 0) , v(0, 1)

)
=

1 0
2 −4
0 1

 .

9
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On obtient bien
U · V =

(
−8 21
−3 7

)
ce qui correspond à la matrice de u ◦ v dans les mêmes bases canoniques.

3.1 Cas d’un isomorphisme

Proposition 8 : Espace isomorphes et dimension finie

1 Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Si E est de dimension finie et si F est isomorphe à E, alors F est de
dimension finie et dimE = dimF .

2 Réciproquement, deux K-espaces vectoriels de mêmes dimensions finies sont isomorphes.
En particulier, tout K-espace vectoriel de dimension finie n > 0 est isomorphe à Kn.

Preuve.
1 On suppose E ̸= {0E}. Soit f un isomorphisme de E sur F . L’espace E a une base (e1, . . . , en), avec dimE = n. En

particulier, d’après 5, F = Im f = Vect (f (e1) , . . . , f (en)) et (f (e1) , . . . , f (en)) est une base de F .
Donc F est de dimension finie, égale à n.

2 Soient E et F deux K-espaces vectoriels de même dimension finie n. On peut supposer n ̸= 0. Alors E et F possède
une base (e1, . . . , en) et (f1, . . . , fn)e respectivement.
Posons φ : E → F , l’application linéaire définie par φ(ei) = fi, pour tout i ∈ J1, nK. D’après la proposition 5, f est
une bijection, car elle envoie une base sur une base. Donc E et F sont isomorphes.

□

Corollaire 8.1
Soit E, et F deux espaces vectoriels de dimension finie. Alors l’espace vectoriel des applications linéaires de E dans
F est de dimension finie égale à dimE · dimF .

Preuve. En effet, d’après la proposition 7, il y a un isomorphisme entre L (E,F ) et Mdim F, dim E(K). Or d’après
la proposition précédente, ces deux espaces vectoriels doivent donc avoir la même dimension, ce qui donne la dimension de
L (E,F ). □

Proposition 9 : Matrice inversible ∼ Isomorphisme
Soient E un espace vectoriel sur K de dimension n et u ∈ L (E). Alors u est un isomorphisme si et seulement si

on peut fixer une base BE de E la matrice Mat(u,BE) est inversible. Dans ce cas

Mat(u−1,BE) = Mat(u,BE)−1 .

L’isomorphisme de la proposition 7 est alors une bijection entre les automorphismes GL(E) et les matrices carrées
inversibles GLn(K).

Exemple 6
Dans l’exemple précédent, u ◦ v est un isomorphisme car UV est inversible. Quelle est la manière la plus rapide de
l’obtenir ?

Exemple 7
Dans Rn, une projection est inversible, si et seulement si, c’est l’application identité.
En effet, c’est un isomorphisme, si et seulement si, sa matrice dans une base B est inversible.
Soit p la projection parallèlement à F sur G. Prenons B = BF ∪ BG de Rn, où BF est un base de F et BG est un base
de G. Ceci est possible car F et G sont en somme directe.
On obtient alors

Mat(p,B) =
(

0 0
0 IdG

)
,

10
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qui est inversible, si et seulement si F = {0Rn}.

3.2 Cas des dimensions égales
On vient de montrer que deux espaces vectoriels de dimensions finies égales sont isomorphes. Essayons d’avoir les propriétés
des applications linéaires entre ces deux espaces.
On suppose donc que dimE = dimF = n .

Matrices d’une application linéaire entre deux espaces de dimension n

Entre deux espace vectoriels de dimension n, La matrice d’une application linéaire f est une matrice de taille n×n,
donc une matrice carrée !
Si E = F , on a la proposition suivante.

Proposition 10
L’isomorphisme de la proposition 7 est alors un isomorphisme entre les L (E) et Mn(K).

Proposition 11
Soit f : E → F une application linéaire. Il y a équivalence entre :

i f injective, ii f surjective, iii f bijective.

Preuve. Soit (e1, . . . en) une base de E. Alors (f (e1) , f (e2) , . . . , f (en)) est une famille de F de même cardinal
que la dimension de F .
Ainsi, cette famille est libre si et seulement si c’est une base de F si et seulement si c’est une famille génératrice. D’après la
proposition 5, cela revient à donner les équivalences demandées. □

Proposition 12
Soit f : E → F une application linéaire. Il y a équivalence entre :

i f admet un inverse à gauche, ii f admet un inverse à droite, iii f admet un inverse.

Preuve.

• f inversible à gauche =⇒ ∃g ∈ L(F,E), g ◦ f = IdE =⇒ g ◦ f bijective =⇒ f injective =⇒ f bijective.

• f inversible à droite =⇒ ∃g ∈ L(F,E), f ◦ g = IdE =⇒ f ◦ g bijective =⇒ f surjective =⇒ f bijective.

Les dernières implications sont immédiates. □

Démonstration d’un résultat admis pour les matrices

Vous devez vous rappeler de

Soit A ∈ Mn(K). Alors les propositions suivantes sont équivalentes :
i A est inversible à gauche, ii A est inversible à droite, iii A est inversible.

qui maintenant peut être démontré !
Preuve. Il suffit de montrer que 1 ⇒ 3 . La preuve est la même pour 2 ⇒ 3 . Soit A,B ∈ Mn(K) telle
que BA = In. Alors

BA = In .

L’astuce ici est de voir les matrices comme des applications linéaires, puisqu’on sait que "si u ◦ v = Id, alors u est
surjective". Mais ici, u est un endomorphisme, donc u est bijective, et donc la matrice de u, la matrice B, est inversible
! D’où :

BAB = B ⇐⇒ B−1BAB = B−1B ⇐⇒ AB = In.

Donc A est inversible d’inverse B. □

11
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Les liens entre matrices et applications linéaires ne s’arrêtent pas là !

Proposition 13
A ∈ M(n,K) est inversible si et seulement si les colonnes de A sont linéairement indépendantes en tant que vecteurs

de Kn.

C’est bien sûr pareil pour les lignes !

Comme les lignes de A sont les colonnes de tA et que (tA)−1 = t(A−1). Alors si les colonnes de tA sont linéairement
indépendantes, c’est aussi le cas pour les lignes de A qui représentent les mêmes vecteurs mais transposés en ligne !

Preuve. Supposons que A est inversible. Alors toute combinaison linéaire des colonnes s’écrit

n∑
i=1

λiAi =
(
A1, . . . , An

)λ1
...
λn

 = A

λ1
...
λn

 ,

où λ1, . . . , λn ∈ K. Supposons, par l’absurde, que les colonnes ne soient pas linéairement indépendantes. Alors, il existe
λ1, . . . , λn ∈ K, non tous nuls, tels que

∑n
i=1 λiAi = 0. Donc

A

λ1
...
λn

 = 0 .

Comme A est inversible, alors, en multipliant à gauche par A−1 des deux côtés, on aλ1
...
λn

 = 0 ⇒ λ1 = · · · = λn = 0 ,

ce qui est absurde. Donc "A inversible" ⇒ "Les colonnes de A sont linéairement indépendantes".
Supposons à présent que les colonnes de A soient linéairement indépendantes. Alors pour tout X ∈ Mn,1(K) non nul,
AX ̸= 0. Posons B la base canonique de Rn, a : Rn → Rn l’application linéaire qui à un vecteur x ∈ Rn associe l’unique
vecteur dont les coordonées dans la base B sont données par le vecteur colonne A · Mat(x,B). On a alors

Ker(a) = {x ∈ Rn | a(x) = 0} = {x ∈ Rn | A · Mat(x,B) = 0} = {0} .

Donc a est injective, et comme c’est un endomorphisme, a est bijective. D’après la Proposition 9 et comme A = Mat(a,B),
alors A est inversible. □

3.3 Cas général et théorème du rang

Rappel :

On a déjà vu une notions de rang.
Soit F = {u1, . . . , up} une famille de vecteurs de E. Le rang de F , noté rg(F ) est défini par :

rg(F) = dim Vect{u1, . . . , up} .

C’est aussi le cardinal d’une sous-famille libre maximale L de F .

Définition 4 : Rang d’une matrice / d’une application linéaire
Soit f ∈ L (E,F ). Le rang de f est la dimension de l’image de f .

Soit A ∈ Mm,n(K) une matrice. On note A1, . . . , Ap ∈ Mm,1(K) les colonnes de A. Le rang de A, noté par rgA, est
le rang de la famille formée par les colonnes de A.

Ce sont tous les mêmes !

12
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La relation avec la première notion vient du fait que, si {(e1, . . . , en} est une base de E, alors Im(f) =
Vect{f(e1), ..., f(ep)}, et donc

rg(f) = rg ({f(e1), ..., f(ep)}) .

Donc le rang d’une application linéaire est le rang de sa matrice dans n’importe quelles bases, et est aussi le rang de
la famille de vecteurs formée par l’image de toute base de l’espace de départ, autrement dit

rg f = rg Mat(f,BE ,BF ) = rg ({f(e1), ..., f(ep)}) .

Remarques pratiques

Comme le rang d’une matrice est le rang de ses vecteurs colonnes, il ne change pas si :

• on permute les colonnes

• on multiplie une colonne par un scalaire non nul,

• on retire une colonne nulle,

• on retire une colonne qui est combinaison linéaire des autres,

• on ajoute à une colonne une combinaison linéaire des autres colonnes.

On dit que f est de rang fini, si rg f < +∞.
Sinon, f est de rang infini.

Proposition 14
On ne change pas le rang d’une application linéaire en la composant à gauche ou à droite par un isomorphisme.
Plus précisément, si f ∈ L (E,F ) et g ∈ L (F,G) sont deux applications linéaires de rang fini. Alors g ◦ f est de
rang fini et

rg(v ◦ u) ≤ min(rg(u), rg(v)) .

Preuve. Soit E,F,G,H quatre K espaces vectoriels. Soit u ∈ L(E,F ) une application linéaire de rang fini, et
φ ∈ L(G,E), et ψ ∈ L(F,H) deux isomorphismes. Soit r = rg u, et {f1, f2, . . . fr} une base de Im u.

• Alors comme Imψ◦u = Imψ|Imu = Vect (ψ (f1) , . . . , ψ (fr)). Ainsi (ψ (fi))1≤i≤r est une famille génératrice de Imψ◦u,
mais elle est aussi libre comme image d’une famille libre par un isomorphisme. C’est donc une base de Imψ ◦ u, qui
est donc de dimension r.

• Regardons u ◦ φ.
On a Im u ◦ φ = Im u|Im(φ) = Im u|E = Im u car φ est surjective. D’où l’égalité des rangs.

□

Caractérisations par le rang

Comme F est de dimension finie, alors toute application à valeurs dans F est de rang fini et rg(f) ⩽ dimF . De
plus,

f surjective ⇐⇒ rg f = dimF .

Comme E est de dimension finie, rg(f) ⩽ dimE. De plus,

f injective ⇐⇒ rg f = dimE.

Proposition 15 : Premier théorème d’isomorphisme
Soient E et F deux K-espaces vectoriels pas nécessairement de dimension finie et f ∈ L (E,F ).

Si Ker f possède un supplémentaire V dans E, alors f |V est un isomorphisme de V sur Im f .

Preuve. Par restriction, f |V est linéaire de V dans Im f .
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Injectivité On sait que V et Ker f sont en somme directe, donc Ker f |V = {x ∈ V | f(x) = 0E} = V ∩Ker f = {0E} .

Surjectivité Soit y ∈ Im f , alors ∃x ∈ E, y = f(x).
Comme E = V ⊕ Ker f , ∃v ∈ V et ∃k ∈ Ker f , tels que x = i+ k.
Donc y = f(x) = f(v) + f(k) = f(v) + 0F = f |V (v) et f |V est surjective.

□

Théorème 1 : Théorème du rang
Soient E et F deux K-espaces vectoriels et f ∈ L (E,F ). Si E est de dimension finie,

dimE = dim Kerf + rg f .

Preuve. Comme E est de dimension finie, Kerf possède un supplémentaire V dans E. Ensuite, f |V est un
isomorphisme de V sur Im f d’après la proposition 15.
Donc dimV = dim Imf . Mais on sait que E = V ⊕ Kerf , donc

dimE = dimV + dim Kerf = dim Imf + dim Kerf = rgf + dim Kerf .

□

4 Formes linéaires et hyperplans

� Attention Tu ne confondras pas application linéaire et forme linéaire !

Rappel et idée intuitive en dimension finie :

Une forme linéaire est seulement une application linéaire à valeurs dans K.
Voyons ce qu’il se passe en toute généralité. Soit E une K-espace vectoriel de dimension finie n ∈ N∗ et de base
(e1, . . . , en) et une forme linéaire φ de E. Posons pour tout i ∈ J1, nK, fi = φ (ei). Alors pour tout vecteur x de E de
coordonnées (x1, . . . , xn) , on a

φ(x) = φ

(
n∑

i=1
xiei

)
=

n∑
i=1

xiφ (ei) =
n∑

i=1
fixi .

L’image de x n’est donc rien d’autre qu’une combinaison linéaire de ses coordonnées.

Définition 5 : Hyperplan
Soit E un K-espace vectoriel non trivial.
On appelle hyperplan de E tout noyau d’une forme linéaire non nulle de E.

Exemple 8
Déterminer la forme linéaire f définie sur R3 telle que f(1, 1, 1) = 0, f(2, 0, 1) = 1 et f(1, 2, 3) = 4 , puis donner une
base du noyau de f .
f est donné par f(x, y, z) = αx+ βy + γz. D’après l’énoncé,

α+ β + γ = 0
2α+ γ = 1

α+ 2β + 3γ = 4

On résout ce système et on trouve α = −1, β = −2 et γ = 3. Ainsi, on a f(x, y, z) = −x− 2y + 3z. On en déduit

f(x, y, z) = 0 ⇐⇒

 x = −2y + 3z
y = y
z = z

Une base de ker(f) est donc donnée par la famille des deux vecteurs (−2, 1, 0) et (3, 0, 1).
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Proposition 16 : Caractérisation géométrique des hyperplans
Soit E un K espace vectoriel et H un sous espace vectoriel de E différent de E. Alors les propositions suivantes sont

équivalentes :

1 H est un hyperplan de E.

2 Pour toute droite vectorielle D non contenue dans H, on a H ⊕ D = E.

3 Il existe une droite vectorielle D non contenue dans H, telle que H ⊕ D = E.

Preuve. On va faire une preuve circulaire.

1 ⇒ 2 : Si H est un hyperplan, il est le noyau d’une forme linéaire φ ̸= 0. Soit a ∈ E\H. Alors φ(a) ̸= 0. Montrons
que H ⊕ Vect(a) = E, par analyse synthèse.

Analyse Soit x ∈ E. S’il existe h ∈ H, et λ ∈ R tel que x = h + λa, en prenant les images par φ : φ(x) = λφ(a) or
φ(a) est un scalaire (pas un vecteur) non nul, donc λ = φ(x)

φ(a) et h = x− φ(x)
φ(a)a : s’ils existent, ils sont uniques.

Synthèse Soit x ∈ E. On pose λ = φ(x)
φ(a) et h = x− φ(x)

φ(a)a. Alors λa ∈ Vect(a); et h+ λa = x.
Enfin, φ(h) = φ(x) − λφ(a) = φ(x) − φ(x)

φ(a)φ(a) = 0. Donc h ∈ H.

2 ⇒ 3 : Immédiat

3 ⇒ 1 : On suppose qu’il existe un vecteur a ∈ E\{0} tel que : E = H ⊕ Vect(a). Montrons que H est un hyperplan.
On prend p la projection sur Vect(a) parallèlement à H, et c la forme linéaire coordonnée sur Vect(a), définie par

c : Vect(a) −→ K
λa 7−→ λ .

Soit φ = c ◦ p. Tout vecteur x ∈ E se décompose de manière unique en un vecteur h de H et λ ∈ R tel que x = h+λa,
et φ(x) = λ. Alors φ est une forme linéaire, et son noyau est H.
Donc H est le noyau d’une forme linéaire non nulle, donc est un hyperplan.

□

Proposition 17
Soit E un K espace vectoriel de dimension n. Alors

1 L’intersection de m hyperplans est de dimension au moins n−m.

2 Tout sous-espace vectoriel de dimension n−m est intersection de m hyperplans.

Preuve.

1 Par récurrence sur m. Si m = 1, un hyperplan est de dimension n− 1 ≥ n− 1
Soit m ∈ {1, 2, . . . , n− 1}. On suppose que l’intersection de m hyperplans H1, H2, . . . ,Hm est de dimension ≥ n−m.
On considère un m+ 1 ème hyperplan Hm+1. Par la formule de Grassmann,

dim
m+1⋂
i=1

Hi = dim
m⋂

i=1
Hi + dimHm+1 − dim

(
m⋂

i=1
Hi

)
+Hm+1 ≥ n−m+ n− 1 − n .

On a utilisé l’hypothèse de récurrence et le fait que
(

m⋂
i=1

Hi

)
+Hm+1 ⊂ E.

Donc dim
m+1⋂
i=1

Hi ≥ n− (m+ 1). D’où la conclusion de récurrence.

2 Soit F un sous espace vectoriel de dimension n−m. Soit f1, . . . , fn−m une base de F complétée en (fi)1≤i≤n une base
de E.
On utilise les formes linéaires coordonnées f∗

n−m+1, f
∗
n−m+2 . . . , f

∗
n, dont les noyaux sont les hyperplansHn−m+1, . . . ,Hn.

Ainsi, F =
n⋂

i=m−n+1
Hi est l’intersection d’exactement m hyperplans.
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□

Définition 6 : Espace dual
On appelle espace dual de E, l’espace vectoriel de toutes les formes linéaires de E. On le note E∗.

Proposition 18
Si E est de dimension finie, alors E∗ aussi et dimE∗ = dimE.

Exemple 9

On pose, pour tout P ∈ Rn[X], l’application ϕ(P ) =
∫ 1

−1

P (t)
1 + cos2(t)dt.

Montrer que pour tout x0, . . . , xn des nombres réels distincts, il existe λ0, . . . , λn ∈ R tels que, pour tout P ∈ Rn[X],
ϕ(P ) = λ0P (x0) + · · · + λnP (xn).
On pose ϕi(P ) = P (xi). Puisque ϕ et les ϕi sont des formes linéaires sur E, on demande de prouver que ϕ est
dans l’espace vectoriel engendré par ϕ0, . . . , ϕn. Il suffit de prouver que (ϕ0, . . . , ϕn) est une famille génératrice de
E∗. Puisque dim (E∗) = dim(E) = n + 1 et que la famille comporte (n + 1) éléments, cela revient à démontrer que
(ϕ0, . . . , ϕn) est une famille libre de E∗. Mais si λ0ϕ0 + · · · + λpϕp = 0, alors on évalue le membre de gauche pour le
polynôme

Pj(X) =
∏
k ̸=j

(X − xk)

Clairement, on a ϕi (Pj) = 0 si i ̸= j, et ϕj (Pj) =
∏
k ̸=j

(xj − xk) ̸= 0 sinon. Donc,

(λ0ϕ0 + · · · + λpϕp) (Pj) = λj

∏
k ̸=j

(xj − xk) = 0

ce qui entraîne λj = 0. La famille est donc libre, ce qui achève la preuve.
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