MPSI 2 - FABERT Applications linéaires 1. Rappels

Applications linéaires

Soient E, F' et G trois espaces vectoriels sur un méme corps K.

1 RAPPELS

1.1 DEFINITIONS ET EXEMPLES

Définition 1 : Application linéaire )
On dit que u : E — F est une application linéaire si
e Y(z,y) € E% u(z +y) = u(x) + u(y) o Vx € E,V\ € K,u(Ar) = Au(z)
Ce qui peut se contracter en Ve,y € E, Y\, u € K, u(Az+ py) = du(z) + pu(y) -
On note Z(FE, F) I'ensemble des applications linéaires de E dans F.
On note .Z(E) l’ensemble des endomorphismes de E.
& J

Rappel de vocabulaire

Isomorphisme = Application linéaire bijective
Endmorphisme = Application linéaire de E dans F
Automorphisme = Endomorphisme de E bijectif
Forme linéaire = Application linéaire de F dans K

N’oubliez pas...

Une application linéaire est un morphisme de groupes (pour la loi additive), ( u(0g) =0p J

Une application linéaire "conserve" les combinaisons linéaires

VA,...,\p €K, Vzq,...,2, € E, u (ZA"xl> = Z)\ﬂﬁ(%z) .
i=1 i=1

Exemple 1
L’application nulle, 0 (g py : £ — F, définie par 0 (g py(x) = OF, pour tout x € E, est une application linéaire.

L’application identité Idg : E — E, définie par Idg(x) = z, est une application linéaire.

Les homothéties, hy : E — E, définie, pour tout A € K, par hy(z) = Az, sont des applications linéaires.

Les translations, t, : E — E, définie, pour tout y € E, par t,(x) = = + y, ne sont pas des applications linéaires.
La fonction exp : R — R n’est pas une application linéaire.

Pour tout intervalle I, Papplication f — f’ est un endomorphisme de €*°(I,R).

1
L’application f / f est une forme linéaire de ([0, 1], R).
0

L’application v — lirf uy, est une forme linéaire de ’espace vectoriel des suites réelles convergentes.
n—-—+oo

Pour tout x € K, 'application P — P(x) d’évaluation en x est une forme linéaire de K[X].

Pour tout A € K[X], l'application P —— AP de multiplication par A est un endomorphisme de K[X].

Pour tout @ € K[X], application P — P o ) de composition & droite par @ est un endomorphisme de K[X].
L’application P — P’ de dérivation est un endomorphisme de K[X].
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Vous avez donc beaucoup d’exercices a faire !

Cas des application de R"” dans R™

Il est possible de montrer que si une application

f: R — R™
n n
(T1,...,xp) +— ijlmj,...,ijnxj ,
j=1 =1

ou les fj; sont des scalaires qui définissent f, donne les coordonnées du vecteur arrivée par combinaisons linéaires des
coordonnées du vecteur de départ, alors f est linéaire. Prenez par exemple,

f: R3 — R?
(z,y,2) — (2z—by+z,z—2y—2z).

Ce sont en fait les seules applications linéaires !
Par exemple, si on ajoute une constante

iR — R?
(z,y,2) —> (2z75y+z+1,$72y—z)

perd sa linéarité.

Aussi, quand on a une multiplication entre deux coordonnées (on appelle cela un terme quadratique), on perd encore
la linéarité. Les applications

fli R3 — R? ot f2: R3 — R?
(z,y,2) — (2xy—5y+z,m—2y—z) (z,y,2) —> (2x—5y+22,x—2y—z)

ne sont pas linéaires.

1.2 IMAGE ET IMAGE RECIPROQUE

Vous connaissez les définitions d’image et d’image réciproque. On les rappelle pour en étre bien sir. Soit une application
f:E— F. Soilent X CEetY CF.

Quelques souvenir sur les morphismes doivent vous rappeler que

f surjective <«— f(E)=F.
f injective <= Ker(f) := f1({0r}) = {0g}.
f bijective <= f surjective et injective.

Proposition 1 : Rappel sur les images de sous-espaces vectoriels )
Soient E1 un sous espace vectoriel de E et Fy un sous espace vectoriel de F'.
@ f(E1) est un sous-espace vectoriel de F
@ f(Vect(X)) = Vect f(X)
@ fY(Fy) est un sous-espace vectoriel de F.
L J
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Cas particuliers
Quelques cas particuliers utiles de la proposition
@ Si Ey = E, la propriété @ montre que [ I'image de f est un sous-espace vectoriel de F. j
@ Si X =:{e1,...,en} est une base de E, la propriété @ montre que
[ I'image de f est engendrée par les (‘]"(ei))ie[[1 al 1 .
@ Si Fi = {0Fr}, la propriété @ montre que [ le noyau de f est un sous-espace vectoriel de E. ]
A ATTENTION  On ne se trompe pas d’ensemble ambiant.
Kerf est inclus dans ’ensemble de départ ! Pas dans I’ensemble d’arrivée !
1.3 OPERATIONS, GROUPE LINEAIRE
Proposition 2 : Opérations qui conservent la linéarité A
Pour tous f1, fo € Z(E,F), 91,92 € Z(F,G), et A € K,
@910f1€$(E’G), @(91+)\92)°f12910f1+)\920f17
(@ fi+2f2 € Z(E,F),
@ gio(fi+Af2)=g10fi+ g0 fa, @ St f1 est un isomorphisme, f1_1 € Z(F,E).
(.,Z”(E), +, O) a donc une structure d’anneau et L (E, F) est un espace vectoriel sur K.
. J

A ATTENTION  On a jamais dit que f - ¢ était une application linéaire... Qu’il faudrait d’ailleurs définir !

Structure d’anneau de de Z(F)

pour tous f,g € Z(F).

Idg sin=0,
Pour tous f € Z(E) et n € N,onnote f*:=q fofo...of sin>1.
—_—
n fois

On se rappelle de la structure d’anneau. Pour tous f, g € .Z(E) qui commutent,

n n—1
n — oA n n n—k—
(f+g"= E <k> f¥g"=*  (formule du bindme) et f"=g"=(f-9) E frgn—h-1
k=0 k=0
Preuve. Pour tous z,y € E et A € K|

(9o Az +y) = g(f(Ae +y)) = g\ f(z) + fy) = Ag(f(2)) + 9(f(y)) = Mg o [)() + (90 f)(y) -

Le reste a déja été démontré. [

Comme la loi produit de 'anneau Z(E) est la composition, et que la loi de mulitplication n’a pas vraiment de sens
deux endomorphismes de E, on omet souvent de noter le symbole o de composition en notant gf a la place de g o f
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Exemple 2
L’application ®: %([0,1],R) — R est linéaire, comme composée des applications linéaires

f 'T> [01 f(t?)at,
f— <fo (t—> t2)) et fr— /0 f(x)da.

On note GL(E) ’ensemble des automorphismes de E. On Pappelle le de E.

GL(FE) est un groupe

C’est pour cela qu’on l'appelle groupe linéaire.
On montre que c’est un sous-groupe de EF, mais tout a déja été démontré ! La composée de deux applications linéaires

bijectives est une application linéaire bijective et la réciproque d’une application linéaire bijective est bijective et linéaire
|

Proposition 3 : Détermination d’une application linéaire sur une somme directe

Soient By et Ey deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E et uy € £ (Fr, F) ,us € £ (Es, F).
Il existe une et une seule application linéaire u € L (E, F) telle que  ulp =uw1 et ulp, = us.

Preuve. Par hypothese, FE = E; ® Es, donc tout vecteur de E est la somme, d’une unique maniére, d’un vecteur
de Fq et d’un vecteur de Es.

Analyse Soit v € Z(F,F). On suppose que u\El = up et u|E2 = uy. Pour tout x = 21 + 22 € E avec 1 € E; et
29 € By, w(z) =u(xy +22) =u(x1) +u(xs) =ui (x1) +ug (x2). Cette expression qui ne dépend que de uy,us et
x montre I'unicité cherchée.

Synthése Pour tout * = 21 + x9 € E avec x1 € Fy et x2 € Es, posons u(x) = wuy (1) + ug (z2). On définit ainsi une
application de E dans F'.

e Pour tout 21 € Eq, wu(x1) = u(x1 +0g) = uyr (z1) + u2 (0g) = ug (1), donc u\El = wuy, et de méme
ulp, = ua.

e Pour la linéarité de u, soient A\ € K et ¢ = x1 + 22, y = y1 +y2 € E avec x1,y; € F1 et xa,y2 € Fy. Alors
Ar+y=(Ax1 +y1) + (Aze + y2) avec: Az +y1 € B et Azg + yo € Es, donc

u(Ar +y) = up (A1 + y1) + uz (A2 + y2) = (Aur (21) + w1 (y1)) + (Auz (22) + u2 (y2))
= A(u1 (z1) +uz (22)) + (u1 (y1) + u2 (y2)) = Au(x) + u(y)

O

1.4 IMAGE D’UNE FAMILLE DE VECTEURS

Soit w : E — F' une application linéaire.

Proposition 4

Une application linéaire est entierement définie par les images des vecteurs d’une base.
Autrement dit, si B = (e;);c; est une base de E. Alors

V(Yi)ics € F', 3ue L(E,F), VieIu(e) =y

Preuve. Déja vue. O
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Proposition 5
Soit uw € Z(E,F) et B = (e;);c; une base de E. Alors
u envoie toute famille libre
sur une famille libre
u envoie toute famille génératrice
sur une famille génératrice

L u envoie toute base de E
@ u bijective <= (u(e;));c; forme une base de F' sur une base de

\. J

Preuve. A vous! O

@ u injective <= (u(e;));c; forme une famille libre de F'

!

@ u surjective <= (u(e;));c; forme une famille génératrice de F

!

On dit que deux espaces vectoriels sont isomorphes si et
seulement si il existe un isomorphisme entre les deux.
Vous pouvez alors considérer que ces deux espaces sont "les
mémes" en tant qu’espaces vectoriels.

2 PROJECTIONS, SYMETRIES

Soient E7, F5 deux sous-espaces supplémentaires de E. On a alors,

Vo € F, 3!(:171,.%2)EE1 X By, =21+ 25 .

On appelle (premiére) On appelle (deuxiéme)

lapplication p; : £ — FE Papplication ps : E — E
qui a ¢ € F associe 'unique z; de E; de la décomposi- qui a z € FE associe l'unique x5 de Es de la décomposi-
tion de x dans la somme supplémentaire £ = E; & Fs. tion de x dans la somme supplémentaire £ = F; & Es.

On peut réécrire alors x = py(x) + pa2(z), pour tout = € E.

On appelle On appelle
lapplication s; : E — E qui a x € E I’application ss : E — E qui a x € E associe
associe x1 — To. To — X1.
Dans les deux cas, F est appelé la et Fs la de la projection p; ou de la symétrie s;.

Lien entre symétrie et projection

Au vue de la définition, il est clair du lien fort entre ces deux objets mathématiques. Par exemple,

s1+ldg

51 =p1—p2 =2p1 — Idg et p1 = 7

Exemple 3
On considére 'endomorphisme s : R? — R? défini par
s(z,y,2) = (—x — 4y — 22,40 + 9y + 4z, —8x — 16y — 7z)
Montrer que s est une symétrie et donner les espaces la caractérisant F' = ker(s — Id) et G = ker(s + Id).
Soit (z,y,2) € R3. On a
(sos)(z,y,z) =s(s(x,y,2)) = s(—x — 4y — 2z,4x + 9y + 4z, —8x — 16y — 72)

X Y Z
= (=X —4Y —2Z,4X +9Y + 47, —8X — 16Y — 72).

Or, - X —-4Y —27 =2,4X +9Y +4Z =y et —8X —16Y —7Z = 2. On a donc sos = Idrs et donc s est une symétrie.
—x—4dy—2z==x
On a (z,y, z) € F si et seulement si dr+9y+4dz=y < ax+2y+z=0.
—8x — 16y — 72 =z
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2. Projections, Symétries

Donc F = {(z,y,2) € R® | 2+ 2y + z = 0} = vect((—2,1,0),(—1,0,1))
De méme, on a (z,y,z) € G si et seulement si

—x—4y —2z = —=x 20+ 2z

dr+9y+4z =—y << 2x+5y+2z2

—8r —16y — 72 = —=z 4o + 8y + 3z
PN —4x =0
y+2x=0"

Donc G = {(z, —2z,4z) | x € R} = vect((1, —2,4)).

Proposition 6 : Propriétés R
Soit i € {1,2}.
@ Ona p, € Z(E) et s; estun automorphisme de E.
@ Ona FE; =Im p; = Ker ps_; = Ker(s; —Idg) = Ker(ss_; + Idg).
@ Ona piops—i=p3—iop;i=0.
@ Caractérisation d’un projecteur D; © p; = P;-
De plus, sip € L(E) tel que pop = p, alors p est le projecteur sur Im p parallélement a Ker p.
Caractérisation d’une symétrie sios; =Idg.
De plus, si s € L(E) tel que sos =1dg, alors s est la symétrie sur Ker(s —Idg) parallélement a Ker(s + Idg).

U J
A ATTENTION  Les hypotheéses p € Z(E) et s € Z(E) ne sont pas 1a pour décorer ! Il faut vérifier que vos
applications sont bien linéaires avant de conclure que ce sont des projecteurs ou symétries.

0 iz=0, -
La fonction f: z +— { 1 ST v n’est pas une symétrie de R !
sinon,
Preuve. Soit i € {1, 2}.

@ Pour tous z,y € E et pour tout A € K, z + Ay = 1 + 22 + A(y1 + y2) = 1 + Ay1 + 22 + A\yo, ol 1 + A\y1 € By et

To + A\y2 € Fs. La décomposition étant unique, on a

pi(x 4+ Ay) =z + Ay = pi(x) + Api(y) ,

ce qui prouve la linéarité. Elle implique celle de s; qui est combinaison linéaire d’applications linéaires.

De plus,

Kersi={x € E|si(x)=0gt={z€FE|x;—a3_;,=0g}={z€FE|z;=x3_;} =E;NE;5_; .

Or E; N E3_; = {0g}, donc Ker s; = {0} et s; est injective.
Enfin, pour tout y € E, on a s;(y1 — y2) = y1 + y2 = y. Donc s; est surjective.
D’ou s; est un automorphisme de F.

@ 1l suffit de calculer directement I'image et le noyau par leur définitions. A vous

@ Pour tout « € E, on a p; o ps_;(x) = pi(x3—;) =0, car x3_; € E3_; = Ker p;.

@ Pour tout « € E, on a p; o p;(z) = pi(z;) = pi(z; + 0 x3—;) = x; = pi(x).

Réciproquement, soit p € Z(E), tel que pop = p. Alors, on montre que E = Im p @ Ker p. En effet, pour tout « € E,

on ax —p(x) € Ker p et donc z = p(z) +x — p(z).
— ——

clmp €Kerp

De plus, si € Im p N Ker p, alors z = p(x) = 0g, donc la somme est bien directe.

Alors p est bien la projection sur Im p parallelement a Ker p.
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@ Pour tout = € E, on a s; 0 s;(x) = s;(x; — x3—;) = ; + x3—; = .
Réciproquement, soit s € .Z(E), tel que so s =Idg. Alors, on montre que E = Ker(s — Idg) @ Ker(s +Idg).
s(z) + -
2 2
——
eKer(s—Idg) €Ker(s+1Idg)
De plus, Ker(s —Idg) NKer(s +Idg) = {z € E'| s(z) = x = —z} = {0g}, donc la somme est bien directe.
Alors s est bien la projection sur Ker(s — Idg) parallelement & Ker(s + Idg).

En effet, pour tout x € E, on a x =

Exemple 4

F={(z,y,2) ER* |z +y+22=0},
G={(z,y,2) eER’ |z =—y=—2} .

Démontrer que F @ G = R3, puis donner I'expression analytique de la projection p sur F parallelement & G et celle
de la symétrie s par rapport a F' parallelement a G.

Soit F et G les deux sous-espaces vectoriels de R? définis par {

Somme directe. On commence par remarquer que FNG = {0}. En effet, si (z,y,2) € FNG,onax+y+2z =0,
d’ott, en utilisant x = —z et y = 2,22 = 0, soit z = 0, et finalement z =y = 2z = 0.
D’autre part,
F = Vect(fy, f2) et G = Vect(gs) ,

avec f1 = (—1,1,0) et fo = (—2,0,1) et g3 = (—1,1,1). Les vecteurs étant libre, dim F' = 2 et dimG = 1. On
déduit de la formule de Grassmann que

dim(F + G) = dim(F) + dim(G) = 3
et donc que F + G = R3.

Projection. Soit u = (z,y, z) € R3. On va le décomposer sous la forme u = ur + ug, ott ur € F et ug € G.
On a donc ug = (—A\, A\, A) avec A € R. Onadonc up =u—ug =(x+ X\, y— A z— ) € F, donc

2
TH+Y+22-22=0<= A= %
.. 3r+y+2z —x4+y—2z —x—vy r+y+2z x+y+2z x4+y+2z
dou up = , , et ug=|-— , , .
2 2 2 2 2 2

Ainsi,

( ) 3x+y+2z —x+y—2z —x—y

T,Y,2) = up =

Pz, y, F 2 ) 2 ) 9
Symétrie. D’apres les liens entre projection et symétrie, s(z,y,2) = up—ug = 2e+y+2z, —x—2z, —x—y—2),

pour tout (z,y,z) € R3.

En pratique

Ici on fait, de la géométrie. Donc faites des dessins ! Cela aide beaucoup pour la compréhension d’un probléeme.
Avec un seul projecteur p, il faut tout de suite décomposer 'espace E = Im p®Ker p. Cela permet de calculer facilement
I'image du projecteur pour tout vecteur x de FE.

Pour une symétrie s, on fait de méme en écrivant E = Ker(s — Idg) @ Ker(s + Idg).

3 CAS PARTICULIER DE LA DIMENSION FINIE - MATRICES

En dimension finie, les applications linéaires sont toujours des matrices !

Soient E un espace vectoriel de dimension n muni d’une base B = {e1,...,e,} et F un espace vectoriel de dimension
m muni d'une base Br = {f1,..., fm}- On va voir que la donnée d’une application u € Z(E,F) est équivalente & la
donnée d’un tableau de nombre (que l'on appellera matrice). Pour définir une matrice, il suffit de connaitre I'image par u
de chaque élément de B. En effet, si on connait la valeur de u(e;), pour tout ¢ = 1,...,n, alors, pour tout = € E, il existe
T1,...,2, € K tel que x = z1€1 + -+ - + xpe, et donc

w(x) =u(zier + -+ Tpen) = z1uler) + - - + zpule,)
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par linéarité de u.
Comme u(e;) € F, elle s'écrit, de maniére unique, comme combinaison linéaire des éléments de Zr. Donc pour tout
t=1,...,n,

ule) = ujify (1)
j=1

ot u;; € Kpourtouti=1,...,net j=1,...,m.
Il y a donc m x m nombres u;; que 'on peut classer dans un tableau de nombre avec n colonnes et m lignes, appelé
matrice :

Uiy Uiz - Ulp

U21 U22 o U2n
U .=

Um1l Um?2 ot Umn

Pour plus de simplicité on note souvent
U = (uji)i<i<m -
1<5<n
On dit que U est une matrice & m lignes et n colonnes ou une matrice m X n. On note souvent Mat(u, Bg, Br), la matrice
de u dans les bases Bg et Br.

Proposition 7

L’association décrite ci-dessus qui da toute application linéaire uw de E dans F associe une matrice U := Mat(u, Bg, Br)
dans My, n(K), est un isomorphisme de Z(E,F) dans M, ,(K).

Pourquoi ¢a marche ?

On garde les mémes notations que précédemment.
@ L’image d’un vecteur par une application linéaire est une multiplication de matrices
Soit
v: EF — F
Si on décompose © = x1e1+- -+ Tne, sur la base B, on peut I'écrire sous la forme d’une matrice colonne qui contient
exactement les mémes informations

T T11
x — Mat(z, Bg) := =
T Tnl
On rappelle que
Uil U122t Ulp
U21 U2 U2p
U .= .
Uml Um?2 Umn

est la matrice associée a u. On remarque alors que

n

u(z) = zuley) + - + zpule,) = in Zujifj = z": imiuﬁfj = i(z": ujixil)fj ,

i=1  j=1 i=1j=1 j=1 i=1

en utilisant la décomposition de wu(e;) sur la base Zr dans . Comme nous avons écrit  en matrice colonne, on peut
écrire u(x) en matrice colonne a m lignes de ses coeficients dans la base Zp. on obtient

S i
i=1 W1iT51

Dol Uil
u(zx) — ) =U-| : | =Mat(u,Bg, Br) - Mat(z, Bg) ,

T

n ' In
Zi:l UmiTi1

en utilisant la définition de la multiplication des matrices.
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@ La composition de deux applications linéaires est une multiplication de matrices
Soit
u: E — F et v: F — G
x — ux) x — v(z)

deux applications linéaires. On garde comme précédemment la notation sous forme de matrice a 1 colonne, les vecteurs
de chaque espace vectoriel. Donc Vo € E, y € F et z € G
Ty T11 Y1 Y11 21 211
T | ] = : oyl L= : etz | | =
Tn Tnl Ym Ym1 Zp Zpl
Comme précédement on pose, Vo € E et y € F, les éléments u;; et vy; comme suit:

m n

u(z) = Z(Z Ujixil)fj )
j=1 i=1
et
P m
v(y) = Z(Z vkjyﬂ)gk ;
k=1 j=1
ou l'on a noté e = {g1,...,9p} une base de G. Donc

vou(x) =v(u(x)) = Z kaj (Z ujixﬂ) Gk
j=1 i=1

n

P m
:E E E UkjUji | LTi1| 9k
Jj=1

k=1 | i=1

Ce qui correspond, en tant que vecteur de G a la matrice
n m m m
[Zm (Zj:l ”1juji> xﬂ} (Zj:l Ulj“jl) e (Zj:l Ulj“jn) T T11
vou(z)— : = : : A=)
(i (7 vpggi) @ (S omsun) oo (S vptgn) ) \om i
en utilisant la définition de la multiplication des matrices. Donc la matrice de v o u est la matrice

V - U = Mat(v, Br, Bg) - Mat(u, Bg, Br) .

Exemple 5
Soient

U R? — R? et w: R? — R3
Alors pour tout (z,y) € R?,

wov(z,y) =u(v(z)) = u(x,2z — 4y,y) = (—8z + 21y, =3z + Ty) .

Du c6té des matrices :
La matrice de u est donnée par

U := (u(l,(),()) , u(0,1,0) , u(0,0,1) )

|
Y
— N
|
[N}

|
—_

-5 1>

et celle de v :

10
V::(u(l.,()),v(m)): 3 —14
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On obtient bien
-8 21
UV = (3 7)

ce qui correspond a la matrice de u o v dans les mémes bases canoniques.

3.1 CAS D’UN ISOMORPHISME

Proposition 8 : Espace isomorphes et dimension finie )
@ Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Si E est de dimension finie et si F' est isomorphe a E, alors F est de
dimension finie et dim F = dim F'.
@ Réciproquement, deuxr K-espaces vectoriels de mémes dimensions finies sont isomorphes.
En particulier, tout K-espace vectoriel de dimension finie n > 0 est isomorphe a K™.
L J

Preuwve.

@ On suppose E # {0g}. Soit f un isomorphisme de E sur F. L’espace E a une base (eq,...,e,), avec dim E = n. En
particulier, d’aprés[f] F =1Im f = Vect (f (e1),...,f(en)) et (f(e1),..., f(en)) est une base de F.
Donc F est de dimension finie, égale a n.

@ Soient F et F' deux K-espaces vectoriels de méme dimension finie n. On peut supposer n # 0. Alors E et F' possede
une base (eq,...,e,) et (fi,..., fn)e respectivement.
Posons ¢ : E — F, lapplication linéaire définie par p(e;) = f;, pour tout i € [1,n]. D’aprés la proposition [5 f est
une bijection, car elle envoie une base sur une base. Donc E et F' sont isomorphes.

O

Corollaire 8.1

Soit E, et F' deux espaces vectoriels de dimension finie. Alors l’espace vectoriel des applications linéaires de E dans
F est de dimension finie égale a dim F - dim F'.

Preuve. En effet, d’apres la propositionm il y a un isomorphisme entre Z(E, F') et Mdim F, dim £(K). Or d’apres
la proposition précédente, ces deux espaces vectoriels doivent donc avoir la méme dimension, ce qui donne la dimension de
Z(E,F). O

Proposition 9 : Matrice inversible ~ Isomorphisme )

Soient E un espace vectoriel sur K de dimension n et uw € L(E). Alors u est un isomorphisme si et seulement si
on peut fizer une base Bg de E la matrice Mat(u, Bg) est inversible. Dans ce cas

Mat(u~t, Bg) = Mat(u, Bg) ™! .
L’isomorphisme de la propositz'on@ est alors une bijection entre les automorphismes GL(E) et les matrices carrées

inversibles GL,, (K).
& J

Exemple 6
Dans I'exemple précédent, u o v est un isomorphisme car UV est inversible. Quelle est la maniere la plus rapide de
I’obtenir ?

Exemple 7

Dans R", une projection est inversible, si et seulement si, c¢’est I'application identité.

En effet, c’est un isomorphisme, si et seulement si, sa matrice dans une base B est inversible.

Soit p la projection parallelement a F' sur G. Prenons B = Br U Bg de R™, o By est un base de F' et Bs est un base
de G. Ceci est possible car F' et G sont en somme directe.

On obtient alors
0 0
Mat(p, B) = <0 Idc) :

10
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qui est inversible, si et seulement si F' = {Ogn }.

3.2 CAS DES DIMENSIONS EGALES

On vient de montrer que deux espaces vectoriels de dimensions finies égales sont isomorphes. Essayons d’avoir les propriétés
des applications linéaires entre ces deux espaces.

On suppose donc que [ dimFE =dimF =n } .

Matrices d’une application linéaire entre deux espaces de dimension n

Entre deux espace vectoriels de dimension n, La matrice d’une application linéaire f est une matrice de taille n x n,
donc une matrice carrée !
Si F = F, on a la proposition suivante.

(Proposition 10 )
L’isomorphisme de la propositz'onﬂ est alors un isomorphisme entre les £ (E) et M, (K).
J
(Proposition 11 )
Soit f : E — F une application linéaire. Il y a équivalence entre :
@ f injective, @ f surjective, f bijective.
\. J
Preuve. Soit (e1,...e,) une base de E. Alors (f (e1), f(e2),...,f(e,)) est une famille de F' de méme cardinal

que la dimension de F.
Ainsi, cette famille est libre si et seulement si c’est une base de F' si et seulement si ¢’est une famille génératrice. D’apres la
proposition [ cela revient a donner les équivalences demandées. [J

Proposition 12

Soit f : E — F une application linéaire. Il y a équivalence entre :

@ f admet un inverse a gauche, @ f admet un inverse a droite, f admet un inverse.

Preuve.

o finversible & gauche = 3Jge€ L(F,E),gof=Idg = go [ bijective = [ injective = f bijective.

o f inversible a droite = 3dg € L(F,E), fog=1Idg = fog bijective = f surjective = f bijective.
Les dernieres implications sont immédiates. []

Démonstration d’un résultat admis pour les matrices

Vous devez vous rappeler de

Soit A € M,,(K). Alors les propositions suivantes sont équivalentes :
@ A est inversible a gauche, @ A est inversible a droite, @ A est inversible.

qui maintenant peut étre démontré !
Preuve. Il suffit de montrer que @ = @ La preuve est la méme pour @ = @ Soit A, B € M, (K) telle
que BA = 1I,. Alors

BA=1, .

L’astuce ici est de voir les matrices comme des applications linéaires, puisqu’on sait que "si u o v = Id, alors u est
surjective". Mais ici, u est un endomorphisme, donc u est bijective, et donc la matrice de u, la matrice B, est inversible
! Dou :

BAB=B <= B '!BAB=B'B <= AB=1,.

Donc A est inversible d’inverse B. O

11
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Les liens entre matrices et applications linéaires ne s’arrétent pas 1a !

Proposition 13

A € M(n,K) est inversible si et seulement si les colonnes de A sont linéairement indépendantes en tant que vecteurs
de K™.

C’est bien siir pareil pour les lignes !

Comme les lignes de A sont les colonnes de A et que (*PA)~r = {(A~1). Alors si les colonnes de *A sont linéairement
indépendantes, c’est aussi le cas pour les lignes de A qui représentent les mémes vecteurs mais transposés en ligne !

Preuve. Supposons que A est inversible. Alors toute combinaison linéaire des colonnes s’écrit
n A1 A1
S Ndi=(Ar,. LA | s =4 ]
= A A
ou Ai,..., A, € K. Supposons, par I’absurde, que les colonnes ne soient pas linéairement indépendantes. Alors, il existe

AL, ..., An € K, non tous nuls, tels que 21;1 AiA; = 0. Donc

A1

A1
An
ce qui est absurde. Donc "A inversible" = "Les colonnes de A sont linéairement indépendantes”.
Supposons & présent que les colonnes de A soient linéairement indépendantes. Alors pour tout X € M, 1(K) non nul,

AX # 0. Posons B la base canonique de R", a : R™ — R"™ lapplication linéaire qui a un vecteur z € R™ associe I'unique
vecteur dont les coordonées dans la base B sont données par le vecteur colonne A - Mat(z, B). On a alors

Ker(a) ={z € R" | a(z) =0} = {z € R" | A- Mat(z, B) =0} = {0} .

Donc a est injective, et comme c’est un endomorphisme, a est bijective. D’apres la Proposition |§| et comme A = Mat(a, B),
alors A est inversible. O

3.3 CAS GENERAL ET THEOREME DU RANG
Rappel :

On a déja vu une notions de rang.
Soit F = {ua,...,u,} une famille de vecteurs de E. Le rang de F, noté rg(F) est défini par :

rg(F) = dim Vect{u, ..., up} .

C’est aussi le cardinal d’une sous-famille libre maximale L de F.

Soit f € Z(E,F). Le est la dimension de 'image de f.

Soit A € M, »(K) une matrice. On note Ay,..., A, € M, 1(K) les colonnes de A. Le , noté par rgA, est
le rang de la famille formée par les colonnes de A.

Ce sont tous les mémes !

12
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La relation avec la premiere notion vient du fait que, si {(e1,...,e,} est une base de E, alors Im(f) =
Vect{f(e1), ..., f(ep)}, et donc
rg(f) =g ({f(e1), ., flep)}) -

Donc le rang d’une application linéaire est le rang de sa matrice dans n’importe quelles bases, et est aussi le rang de
la famille de vecteurs formée par I'image de toute base de I’espace de départ, autrement dit

rg f =1g Mat(f, Br, Br) =1g({f(e1), .., fep)}) -

Remarques pratiques

Comme le rang d’une matrice est le rang de ses vecteurs colonnes, il ne change pas si :
e on permute les colonnes

e on multiplie une colonne par un scalaire non nul,

e on retire une colonne nulle,

e on retire une colonne qui est combinaison linéaire des autres,

e on ajoute & une colonne une combinaison linéaire des autres colonnes.

On dit que f est de rang fini, si rg f < +o0.
Sinon, f est de rang infini.

Proposition 14
On ne change pas le rang d’une application linéaire en la composant a gauche ou a droite par un isomorphisme.
Plus précisément, si f € L(E,F) et g € £(F,G) sont deuz applications linéaires de rang fini. Alors go f est de
rang fini et
rg(vou) < min(rg(u),rg(v)) .

Preuve. Soit E, F,G,H quatre K espaces vectoriels. Soit u € L(E,F) une application linéaire de rang fini, et
v € L(G,E), et ¢ € L(F, H) deux isomorphismes. Soit r = rg u, et {f1, f2,... fr} une base de Im u.

+ Alors comme Im¢ou = Im 1y, = Vect (¥ (f1),..., ¢ (fr)). Ainsi (¢ (fi));<;<, est une famille génératrice de Im ou,
mais elle est aussi libre comme image d'une famille libre par un isomorphisme. C’est donc une base de Im 1) o u, qui
est donc de dimension r.

o Regardons u o ¢.
On aImwuo @ = Imujy ) = Imujp = Imu car ¢ est surjective. D’ot1 'égalité des rangs.

O

Caractérisations par le rang

Comme F est de dimension finie, alors toute application & valeurs dans F' est de rang fini et rg(f) < dim F'. De
plus,

[ f surjective <= rg f = dim F. j

Comme E est de dimension finie, rg(f) < dim E. De plus,

( f injective <= rg f = dim E. ]

Proposition 15 : Premier théoreme d’isomorphisme

Soient E et F deux K-espaces vectoriels pas nécessairement de dimension finie et f € Z(E, F).
Si Ker f posséde un supplémentaire V' dans E, alors f|,, est un isomorphisme de V surIm f.

Preuve. Par restriction, f|y est linéaire de V' dans Im f.

13
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Injectivité On sait que V et Ker f sont en somme directe, donc  Ker fly = {z € V| f(x) =0g} = VNKer f = {0g} .

Surjectivité Soit y € Im f, alors 3z € E, y = f(z).
Comme E =V @ Ker f, Jv € V et Ik € Ker f, tels que z =i + k.
Donc y= f(z) = f(v) + f(k) = f(v) + 0p = f|, (v) et f|v est surjective.

O

Théoréme 1 : Théoreme du rang
Soient E et F deuz K-espaces vectoriels et f € Z(E,F). Si E est de dimension finie,

dim F = dimKerf +rg f .

Preuve. Comme E est de dimension finie, Kerf possede un supplémentaire V' dans E. Ensuite, f|,, est un
isomorphisme de V' sur Im f d’aprés la proposition
Donc dim V' = dim Imf. Mais on sait que £ =V & Kerf, donc

dim E = dimV + dim Kerf = dim Imf + dim Kerf = rgf + dim Ker f .
O

4 FORMES LINEAIRES ET HYPERPLANS

A ATTENTION  Tu ne confondras pas application linéaire et forme linéaire !

Rappel et idée intuitive en dimension finie :

Une forme linéaire est seulement une application linéaire a valeurs dans K.
Voyons ce qu’il se passe en toute généralité. Soit E une K-espace vectoriel de dimension finie n € N* et de base
(e1,...,ep) et une forme linéaire ¢ de E. Posons pour tout ¢ € [1,n], fi = ¢ (e;). Alors pour tout vecteur x de E de

coordonnées (x1,...,2,), on a
p(x) =¢ <Z xiei> = wiple) = fixi .
i=1 i=1 i=1

L’image de x n’est donc rien d’autre qu’une combinaison linéaire de ses coordonnées.

Soit E un K-espace vectoriel non trivial.
On appelle tout noyau d’une forme linéaire non nulle de E.

Exemple 8

Déterminer la forme linéaire f définie sur R3 telle que f(1,1,1) = 0, f(2,0,1) = 1 et f(1,2,3) = 4, puis donner une
base du noyau de f.

f est donné par f(x,y,z) = ax + By + vz. D’aprés 1'énoncé,

a+ﬂ+’y:0

20 +v=1
a+26+3y=4

On résout ce systéme et on trouve « = —1,8 = —2 et v = 3. Ainsi, on a f(x,y,2) = —x — 2y + 32. On en déduit
r=—-2y+ 3z
fle,y,2) =04 y=y
2=z

Une base de ker(f) est donc donnée par la famille des deux vecteurs (—2,1,0) et (3,0,1).

14
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Proposition 16 : Caractérisation géométrique des hyperplans )
Soit E un K espace vectoriel et H un sous espace vectoriel de E différent de E. Alors les propositions suivantes sont
équivalentes :

@ H est un hyperplan de E.
@ Pour toute droite vectorielle D non contenue dans H, on a H®D = FE.
@ 1l existe une droite vectorielle D non contenue dans H, telle que H @D = E.
U J

Preuve. On va faire une preuve circulaire.

@ = @ : Si H est un hyperplan, il est le noyau d’une forme linéaire ¢ # 0. Soit a € E\H. Alors ¢(a) # 0. Montrons
que H @ Vect(a) = E, par analyse synthése.

Analyse Soit z € E. S’il existe h € H, et X\ € R tel que z = h + Aa, en prenant les images par ¢ : p(z) = Ap(a) or
©(a) est un scalaire (pas un vecteur) non nul, donc A = % et h=x— igga : 8’ils existent, ils sont uniques.

Synthése Soit € E. On pose A = ‘;Eg et h=x— %a. Alors Aa € Vect(a); et h+ da = z.

Enfin, ¢(h) = p(z) — Ap(a) = o(z) — ‘P(xggo(a) =0. Donc h € H.

v(a
@ = @ :  Immédiat

@ = @ :  On suppose qu'’il existe un vecteur a € E\{0} tel que : E = H @ Vect(a). Montrons que H est un hyperplan.
On prend p la projection sur Vect(a) parallelement & H, et ¢ la forme linéaire coordonnée sur Vect(a), définie par

c¢: Vect(a) — K
Ao — AL

Soit ¢ = cop. Tout vecteur x € E se décompose de maniére unique en un vecteur h de H et A € R tel que x = h+ Aa,
et p(z) = A. Alors p est une forme linéaire, et son noyau est H.
Donc H est le noyau d’une forme linéaire non nulle, donc est un hyperplan.

O
(Proposition 17 )
Soit E un K espace vectoriel de dimension n. Alors
@ L’intersection de m hyperplans est de dimension au moins n — m.
@ Tout sous-espace vectoriel de dimension n —m est intersection de m hyperplans.
U J

Preuve.

Par récurrence sur m. Si m = 1, un hyperplan est de dimension n —1>n —1
Soit m € {1,2,...,n — 1}. On suppose que l'intersection de m hyperplans Hy, Ho, ..., H,, est de dimension > n — m.
On considere un m + 1 éme hyperplan H,,41. Par la formule de Grassmann,

i=1 i=1 i=1

m—+1 m m
dim (1) HidimﬂHi+dimHm+1dim<ﬂHi> +Hpy1>n—m+n—1-—n.

m
On a utilisé 'hypothese de récurrence et le fait que (ﬂ HZ> +H,+1 CFE.
i=1

m—+1
Donc dim ﬂ H; >n—(m+1). D’ou la conclusion de récurrence.
i=1
@ Soit F' un sous espace vectoriel de dimension n —m. Soit f1,..., fn—m une base de F' complétée en (f;),.,,, une base
de E.
On utilise les formes linéaires coordonnées f; .1, fn_mi2---, [, dont les noyaux sont les hyperplans Hy, 1, ..., Hy.
n
Ainsi, F = m H; est 'intersection d’exactement m hyperplans.

1=m—n-+1

15
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O
R , \
Définition 6 : Espace dual
On appelle espace dual de /) 'espace vectoriel de toutes les formes linéaires de E. On le note E*.
J
rProposition 18 b
Si E est de dimension finie, alors E* aussi et dim E* = dim F.
. J
Exemple 9
@) tout P € R, [X], lapplicati o(P) /1 P(t)
n pose, pour tou , Papplication = ————dt.
bose, b " PP _1 14 cos?(t)
Montrer que pour tout o, ..., z, des nombres réels distincts, il existe Ao, ..., A, € R tels que, pour tout P € R, [X],

O(P) = NP (zg) + -+ + A\ P ().
On pose ¢;(P) = P (z;). Puisque ¢ et les ¢; sont des formes linéaires sur F, on demande de prouver que ¢ est
dans l'espace vectoriel engendré par ¢y, ..., d,. Il suffit de prouver que (¢, ..., o,) est une famille génératrice de
E*. Puisque dim (E*) = dim(E) = n + 1 et que la famille comporte (n + 1) éléments, cela revient & démontrer que
(o, .., ¢n) est une famille libre de E*. Mais si Aggo + - - - + A\p¢p = 0, alors on évalue le membre de gauche pour le
polyndéme
Pi(X) =[] (X =)
k#j
Clairement, on a ¢; (P;) =0sii # j, et ¢, (P;) = H (x; — xy) # 0 sinon. Donc,
k#j

(Nodo + -+ Aptbp) (Py) = A [ (& — ax) = 0
k#j

ce qui entraine A\; = 0. La famille est donc libre, ce qui acheve la preuve.
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