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RESUMEN TEORIA DE AL GEBRA

Matrices

Las matrices constituyen una herramienta fundamental para la ejecucién de calculos
eficientes en el Algebra Lineal, ya que se encuentran presentes, como elemento de enlace
entre los diferentes conceptos, en los siguientes temas: sistemas de ecuaciones, espacios
vectoriales, funciones lineales y determinantes.

Definicion de matriz de numeros reales: Se llama matriz de orden m xn a un tabla de
m xn nameros reales, ordenados en m filas y n columnas, encerrados por un paréntesis
o corchete. Se denotan con letras mayusculas (A; B; C...)

Tipos de matrices:

1. Matriz Fila: tiene orden 1xn, es decir una fila.

2. Matriz Columna: tiene orden mx1, es decir una columna.

3. Matriz Cuadrada: tiene el mismo ndmero de filas y columnas, es decir m=n.

4. Matriz Rectangular: tiene diferentes el namero de filas y columnas, es decir m=n.

5. Matriz Transpuesta de una dada: es aquella matriz que tiene como columnas las filas
de la matriz dada.

6. Matriz Diagonal: es una matriz cuadrada A = (a;) con a; =0, paratodo i= j .

7. Matriz Escalar: es una matriz diagonal cuyos elementos de la diagonal principal son
iguales, es decir a; =0, paratodo i+ j y a; =k paratodo i=j.

8. Matriz Identidad o Matriz Unidad: es un caso especial de las matrices escalares en la
que los elementos de la diagonal principal son todos igual a 1. Se denota con la letra I.

9. Matriz Triangular: se dice que una matriz es triangular si todos los elementos por
encima o por debajo de la diagonal principal son iguales a cero, puede ser triangular
inferior si a; =0 paratodo i< j, 0 superior si a; =0 paratodo i> j.

10. Matriz Opuesta a una matriz dada: es aquella cuyos elementos son iguales a los de la
matriz dada, pero de signo contrario.

11. Matriz Simétrica: es una matriz A=(a; ) queesigual a A' =(a; ). Es decir, los a; =3,

paratodoi, j=1...n.

12. Matriz Antisimétrica: o también Hemisimétrica es una matriz A tal que -A' = A.

13. Matrices Permutables: Son aquellas que verifican la propiedad conmutativa es decir
A~B =B+«A.

14. Matrices Antipermutables: Son aquellas que verifican: B A=-B« A.

15. Matriz Involutiva: si se cumple que A2 = | (A2=A~A).

16. Matriz Idempotente: si se cumple que A? = A.

17. Matriz Nilpotente de orden k: si se cumple que A* = 0y que A*! es no nula, k es un
entero positivo, y representa el indice de nilpotencia de la matriz.

18. Matriz Singular: su determinante es igual a cero.

19. Matrices Equivalentes: dos matrices son equivalentes (A~B) si una de ellas se deduce
de la otra como consecuencia de transformaciones elementales.

Rango de una matriz:
Es el numero de filas o columnas linealmente independientes.
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Operaciones elementales con matrices:

1. Intercambiar filas o columnas.

2. Multiplicacion de una fila o columna por un escalar diferente de cero.

3. Sumarle a una fila un maltiplo de otra fila (o realizar el mismo proceso pero con
columnas).

Propiedades de la Adicion de matrices:

1. Conmutativa: A+B =B+ A

2. Asociativa: A+ (B+C)= (A+B)+C

3. Elemento neutro: A+0 = 0+A ; 0 es la matriz nula
4. Distributiva: k-(A+B) = k-A+k-B

5. Elemento opuesto: A+ (-A) = 0.

6. Propiedad de la traspuesta: (A+B)'= A+ B!

Propiedades del producto por un escalar:

1. Conmutativa: k-.A = A-k

2. Asociativa: k-1-A =k- (I-A)

3. Distributiva: A-(k+l) = k-A+I-A

4. Distributiva respecto a la suma de matrices: k- (A+B)= k-A+k-B

Propiedades del producto de matrices:

1. Asociativa: A« (B+C)= (A-B)-C

2. Distributiva respecto a la suma: C~ (A+B) = C-A+C+B
3. Propiedad de la traspuesta: (A+B)! = B'x At

Propiedades de la Inversa de una matriz:

1. La inversa si existe es Unica

2. La Inversa debe cumplir que: A~ A=l

3. La traspuesta de la inversaes :(B1)'=:(B!)?

4. Inversa del producto: Si Ay B son regulares del mismo orden (A«B)* =B A’

Determinantes

Dada una matriz cuadrada A su determinante se simboliza asi: | A |, det(A) o Det(A).

Determinantes de orden dos:

Si A:(aﬂ 312]3|A| = a8y, —a,a,

a21 a'22

Determinantes de orden tres, regla de Sarrus:
Q; 3, a3

Si A=|a, a, a, |entonces:
aSl a32 a33

|A| = a11a22a33 + a21a32a13 + a12a23a31 - (a13a22a31 + a21a12a33 + a11a32a23) '
Graficamente:
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Menor complementario de un elemento:
Sea A una matriz cuadrada, y sea a; un elemento de A. El determinante de la submatriz

que resulta de eliminar de A la fila i y la columna j, se denomina menor complementario

del elemento a; , notandose por «; .

Adjunto de un elemento:
Sea A una matriz cuadrada, y sea a; un elemento de A. Se denomina adjunto del
elemento a; y se nota como Ajj al determinante (-1)'"’ ¢,
A=(-1)" g
Matriz adjunta:
Sea A una matriz cuadrada, A= (aij ) . Se define la matriz adjunta de la matriz A y se nota

como adj(A), a la matriz (A, )t
adj (A)=(A, )t

Desarrollo de un determinante por adjuntos de una fila o columna:

a; Q, - Q,

. a. a e a
Sealamatriz A=| 2 % 20 | entonces:

ay, a, - A

El desarrollo por adjuntos de la fila i es:
|A| = Zaiinj =a Ay +ap Ay + e Ay
j=1
El desarrollo por adjuntos de la columna j es:

(A =D aA = a A +a, A+t aghA,
i=l

Propiedades de los determinantes:

1. det (A) = det(A")

2. Sidos filas (o dos columnas), se intercambian el determinante resultante seré de signo
contrario al inicial.

3. El det(A*-B) = det A det B, siempre que A y B sean del mismo orden.

4. Si dos filas (o0 dos columnas) son iguales el det(A) =0

5. Siuna fila (o una columnas de la matriz se multiplica por un escalar k el determinante
queda multiplicado por k

6. Si dos filas (0 dos columnas) son proporcionales, entonces el determinante de esa

matriz es igual a 0

El det (k-A) = k".det(A), siendo n el orden da la matriz.

Una matriz con determinante igual a cero se denomina matriz singular.

. Una matriz con determinante diferente de cero se denomina matriz regular.

© o~
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10. Si una fila (o una columna) tienen un factor comun, éste puede salir fuera del
determinante.

11. Si una fila (o una columna), tiene solo elementos iguales a cero, entonces el
determinante es cero.

Rango de una matriz por determinantes:
El rango de una matriz es el orden del mayor menor no nulo.

Calculo de la matriz inversa:

a; &, A,
. ay A,y oy, ..
Dada una matriz A= = . |, regular, la matriz inversa de A se calcula
anl an2 ann
At =L adj(a)
A

Sistemas de ecuaciones lineales
Un sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas:

Ay X +a, X, +-- 3y, X, :bl
Ay Xy +ApX, +o- X, = bz

amlxl + amZXZ +'“amnxn = bm

se puede escribir matricialmente de la siguiente forma:

ay; &, X bl
QG 8y X, . bz

n

a a

ml m2 mn n m

en notacion mas compacta AX =b .
Asociado a todo sistema es posible considerar la matriz de coeficientes del sistemay la
matriz ampliada del sistema, respectivamente:

a, a, - a4,

A= Qy Ay Gy,

aml amz amn
a; ap, v oa,h
A = (A‘E) _ ay 4y ay, bz
aml am2 amn bm

Teorema de Rouché-Frobenius:

En algebra lineal, el teorema de Rouché-Frébenius permite calcular el numero de
soluciones de un sistema de ecuaciones lineales en funcion del rango de la matriz de
coeficientes y del rango de la matriz ampliada asociadas al sistema.


http://es.wikipedia.org/wiki/%C3%81lgebra_lineal
http://es.wikipedia.org/wiki/Sistema_de_ecuaciones_lineales
http://es.wikipedia.org/wiki/Rango_de_una_matriz
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Lleva el nombre del matematico francés Eugéne Rouché quien lo enuncié y del
matematico aleman Ferdinand Georg Frébenius quien fue uno de los muchos
matematicos que lo demostraron.

Asi, en otros idiomas recibe otros nombres como el teorema de Rouché-Capelli, el
teorema de Roucheé-Fonteng, el teorema de Kronecker-Capelli, etc.

Enunciado del teorema de Rouché-Frébenius:

El teorema establece que para que un sistema de ecuaciones lineales sea compatible es
condicion necesaria y suficiente que la matriz formada por los coeficientes y la ampliada
por los términos independientes posean el mismo rango.

En tal caso el sistema sera determinado si su rango coincide con el nimero de incdgnitas
0 seré indeterminado su rango coincide con el nimero de incdgnitas.

Eliminacion Gaussiana, eliminacion de Gauss o eliminacion de Gauss-Jordan:

En matematicas, la eliminacion gaussiana, eliminacion de Gauss o eliminacion de Gauss-
Jordan, llamadas asi debido a Carl Friedrich Gauss y Wilhelm Jordan, son algoritmos del
algebra lineal para determinar las soluciones de un sistema de ecuaciones lineales y
encontrar matrices inversas. Un sistema de ecuaciones se resuelve por el método de Gauss
cuando se obtienen sus soluciones mediante la reduccion del sistema dado a otro
equivalente en el que cada ecuacion tiene una incognita menos que la anterior. Cuando se
aplica este proceso, la matriz resultante se conoce como: "forma escalonada”.

El método fue presentado por el matematico Carl Friedrich Gauss, pero se conocia
anteriormente en un importante libro matematico chino Ilamado Jiuzhang Suanshu o
Nueve capitulos del arte matematico.

Algoritmo de eliminacion de Gauss
Sea un sistema de m ecuaciones lineales con n incdgnitas:

a11X1+a12X2 +“'a1n n :bl
Ay X +ApX, +o-- X, = bz

a'mlxl + amZXZ +“'amnxn = bm

gue se puede escribir matricialmente de la siguiente forma:

8 8, v 8y (X by
8y v By || X . bz

a X b

m2 mn n m

a a

ml

Se supone que a, =0, en caso contrario se procederia a reordenar las filas y columnas

del sistema.
Se trata de transformar la matriz ampliada del sistema en una matriz escalonada, para
obtener un sistema equivalente que se resolvera calculando las incognitas x,, X, ;,..., X,

en ese orden.

G

Realizando las transformaciones elementales i-esima fiIa-[ primera fila x ] y llamando

8y,

a, &, . . . . )
C; =ay —a”;l yr=b-b—,coni=2,..m,y j=2,..,n seobtiene el sistema:
1 1


http://es.wikipedia.org/wiki/Matem%C3%A1ticas
http://es.wikipedia.org/wiki/Eug%C3%A8ne_Rouch%C3%A9
http://es.wikipedia.org/wiki/Ferdinand_Georg_Frobenius
http://es.wikipedia.org/wiki/Coeficiente
http://es.wikipedia.org/wiki/T%C3%A9rmino
http://es.wikipedia.org/wiki/Inc%C3%B3gnita
http://es.wikipedia.org/wiki/Inc%C3%B3gnita
http://es.wikipedia.org/wiki/Matem%C3%A1ticas
http://es.wikipedia.org/wiki/Carl_Friedrich_Gauss
http://es.wikipedia.org/wiki/Wilhelm_Jordan
http://es.wikipedia.org/wiki/Algoritmo
http://es.wikipedia.org/wiki/Ecuaci%C3%B3n_algebraica
http://es.wikipedia.org/wiki/Forma_escalonada
http://es.wikipedia.org/wiki/Carl_Friedrich_Gauss
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A, &, - X b1

0 Cpn = G || % . r
O CmZ Cmn Xn rm

Reiterando el procedimiento, se obtiene el sistema equivalente:
a, a, - a, % b1
0 ¢, =+ Gy |l % r,

n

o 0 - d, /X S

que permite calcular de forma sencilla las incognitas X, , X, ;,..., X

Regla de Cramer:

La regla de Cramer es un teorema del algebra lineal, que da la solucién de un sistema
lineal de ecuaciones en términos de determinantes. Recibe este nombre en honor a Gabriel
Cramer (1704 - 1752), quien publico la regla en su Introduction a I'analyse des lignes
courbes algébriques de 1750, aunque Colin Maclaurin también publicé el método en su
Treatise of Geometry de 1748 (y probablemente sabia del método desde 1729).

La regla de Cramer es de importancia tedrica porque da una expresion explicita para la
solucion del sistema. Sin embargo, para sistemas de ecuaciones lineales de mas de tres
ecuaciones su aplicacion para la resolucion del mismo resulta excesivamente costosa
computacionalmente, es ineficiente para grandes matrices y por ello no es usado en
aplicaciones practicas que pueden implicar muchas ecuaciones. Sin embargo, como no es
necesario pivotar matrices, es mas eficiente que la eliminacion gaussiana para matrices
pequenas.

Enunciado de la regla de Cramer:
Si AX=Db es un sistema de ecuaciones con |A|¢0. Entonces la solucién al sistema se

presenta asi:

X, =—t
LA

donde Aj es la matriz resultante de reemplazar la j-ésima columna de A por el vector

columna b.

Héagase notar que para que el sistema sea compatible determinado, el determinante de la

matriz A ha de ser no nulo.


http://es.wikipedia.org/wiki/Teorema
http://es.wikipedia.org/wiki/%C3%81lgebra_lineal
http://es.wikipedia.org/wiki/Sistema_lineal_de_ecuaciones
http://es.wikipedia.org/wiki/Sistema_lineal_de_ecuaciones
http://es.wikipedia.org/wiki/Determinante_%28matem%C3%A1ticas%29
http://es.wikipedia.org/wiki/Gabriel_Cramer
http://es.wikipedia.org/wiki/Gabriel_Cramer
http://es.wikipedia.org/wiki/Colin_Maclaurin
http://es.wikipedia.org/wiki/Eliminaci%C3%B3n_gaussiana
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PROBLEMAS DE ALGEBRA

Matrices

1.- Calcular las matrices A 'y B tales que:

5 2
A+B=
1 7
-1 2
3A+2B=
8

0
., -11 -2 16 4
Solucioén: A:( j B:( J

6 -14 -5 21
30 4 -1 1 40
2.- Dadas las matricesA={-1 2|, B= y C= , calcular:
0 2 315
1
a) A'
b) BA'-C
c) BB'C
d) c?
e) (AC)"
., 3 -11 11 -10 3 11 66 -10
Solucion: a) A' = b) BA'-C = C) BB'C =
0 2 1 -3 3 -3 10 4 20

d) imposible e) imposible

3.- Calcular A* -B? sabiendo que A+B=P y A-B=Q, siendo:

2 0 2 0 0 2

P=|2 2 0|yQ=|0 2 4

0 2 2 2 4 6
2 6 10
Solucién: A>-B*=|2 8 10
8 16 18

. 1 1 . .
4.- Dada la matriz Az[ 1 Oj’ hallar el conjunto C de todas las matrices que conmutan

con ella.

Soluci()n:Cz{(a bj;a,b,c,deR}z{b(l 1)+d(1 O];bdeR}
¢ d 10/ %0 1

5.- Calcular las matrices inversas de las matrices siguientes:
01 -1
a) A=|1 1 3
2 3 6
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1 0 1
byB=[-1 1 1
-1 -2 -3
1 1
3 9 -4 5 13
Solucién:a) A*={ 0 -2 1 |b)B*'=| -2 -1 -1
-1 -2 1 3, L
2 2

: 2 4 1 3 11 -
6.- Dadas las matrices A= R B= y P= L o) resolver las siguientes

ecuaciones matriciales:

a) AX =B
b) XA =B
c) AX+B = X
d) PIXP=A
3 1
2 1 A
., 4 2 1(9 7 2 1
Solucion: a) X = b) X = C) X=-= d) X = .
) (“}) LR ML
4 4 4 2
-2 4 2 1
. 4 2 1 =2
7.- Dada la matriz A= ,calcular A> y A™.
2 1 2 4
1 -2 4 2

Solucién: A2 =251 = A™ =2i5A

Determinantes

1.- Calcular el valor de los siguientes determinantes:

3 6 5 4
-2 0 6 0
a)
1 1 2 O
0 3 -1 -
2 6 6 2
2 7 3 6
b)
1 501
3 707
3 6 5 4 2 6 6 2
., -2 0 6 0 2 7 3 6
Solucion: a) =-180 b) =-168
1 1 2 O 1 501
0 3 -1 - 3 707
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l+a 1 1
2.- Demostrar laigualdad: | 1 1+b 1 =abc(1+1+%+1j con a=0, b=0, c=0.
a c
1 1 1l+c

3.- Dada las matrices Az(_zl 1} y B:(_l2 _Olj’ comprobar que |A+B|=|A+|B|.

0
1 0 3
4.- Dada lamatriz A=[ 0 -1 2|, comprobar que ‘Al‘z%.
- A
2 0 5
5.- Dada lamatriz A={ 3 -1 6|, calcular:
2 1
a) |A'|
b) |AA
c) [2A
d) [4A7]

Solucién: a) |A'|=19 b) |AA|=19° c) [2A|=152 d) \4A1\:%

6.- Resolver las ecuaciones:

1 1 2 3
1 2-x* 2 3
a) =0
2 3 1 5
2 3 1 9-x?
1+x 1 1 1
1 1-x 1 1
b) =0
1 1+y 1
1 1 1-y

Solucién: a) -3(4-x*)(1-x*)=0=>x=+2Ax=%1b) X'y’ =0=>x=0 v y=0

7.- Calcular el rango de las siguientes matrices, segun los valores de 1eR:

1 -1 4
a) A=| 1 -4 -1
-2 1 1
1 -1 2
byB=| 1 1 -1
-2 1 1

-10-
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-2 4 2

c)C=|1 21 4

-1 2 1
1-2#0=> 11

r(A)=3< 1 7

Solucién: a) 2+12+ﬂ¢0:>ﬂ¢—§i7;i¢R

A=-1= r(B)=2
c) r(C)=2

a b c
8.- Sabiendo que |p g r|=-1, calcular los siguientes determinantes:
X y 2
—X -y -z
a) 3p+a 3gq+b 3r+c
2p 2q 2r
-2a -2b —-2C
b) 2p+x 29+y 2r+z
3% 3y 3z
-X -y -z —2a -2b -2C
Solucién: a) 3p+a 3q+b 3r+c/=2b) 2p+x 2q+y 2r+z|=-12
2p 29 2r 3X 3y 3z

Sistemas de ecuaciones lineales

1.- Discutir y resolver el siguiente sistema:
X+2y—-z=1

—3X+y-2z=2
—X+5y—-4z=-2
Solucion: S. 1.

2.- Discutir y resolver el siguiente sistema:
X+2y—z+t+u=0

3X—y+t—-u=6
6x+y+t+u=1
X—2y+2z-2t=-5

-11-
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0 1
x) |_2 23 0
y 2 2 1
Solucion: S.C.l.con2g.l. |z |= —g +a —% +B|-1|, VafeR
t 7 9 0
u 5 5 1
0 0

3.- Discutir y resolver el siguiente sistema:
2X—-y+z2=5
—-3x+2y+2z=0
-X—-2y+2z=0
X+y+z=0
5x—-6y—-2z=0

Solucién: S. 1.

4.- Discutir y resolver el siguiente sistema:
X+2y+z-t=1
2X-3y+z+t=2
X+9y+2z-4t=1

X 1 -2

. 0 1 0
Solucion: S. C. l.con2g. I. = +a +p , VafeR

z 0 —7 3

t 0 0 1

5.- Discutir y resolver el siguiente sistema, segun los valores de a, beR:
3x+y=b
X-y=-1
ax+y=1
X+ay=-1
az-1vVbeR.S. I

o
I
H

Solucién:

O
NN
w

a=-1V¥beR.S.C.D. (Xj:
y

-h ‘

6.- Discutir y resolver el siguiente sistema, segun los valores de a, beR:
X+y+z=3
3X+4y-3z=7
2x+3y—az=4
5x+7y—(a+b)=8+D
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b=3S. 1.
az4
b=3S.C.D.
., b#3S.C.D.
Solucion:
X 5 -7
a=4
b=3S.C.l.conlg.l.|y|=|-2 |+a| 6 |,VaeR
yA 0 1

7.- Discutir el siguiente sistema, segun los valores de a, beR :
ax+y+z+t=1
X+ay+z+t=b
X+Yy+az+t=Db?
X+y+z+at=0b
a=-3S.C.D.
azl b=-1S.C. .
=T {b;t—lS. }
b=1S.C.1I
B {bils. }

Solucién:

8.- Discutir y resolver el siguiente sistema, segun el valor de aeR:
ax+y+z=1
X+ay+z=a
X+y+az=a’

va=#-2,1S.C.D.
x) (1 -1 -1
Solucion: <a=1S.C.lcon2g.l. |y |[=|0|+a| 1 |[+8| 0 |, VaBeR
z 0 0 1
a=-2S.1.
9.- Resolver:
X — z+t=0 X—2y+z-t=0 X+2y+t=2
a) LY TETEET v 0) 2x—3y+4z+t=0 d) { YT
z-t=0 y+t=1 z=0
ot =0 ) 3 X+y—2z=-3
X z = X+y—-2z=-—
g) |1 YIRS g XY 0)] 2x+y+z=4
2x-y=0 2Xx+y+z=4
3X+2y-z=1

-13-
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RESUMEN TEORIA DE GEOMETRIA

Producto escalar de vectores

En el espacio vectorial Rg(R), se llama producto escalar a una aplicacion de

R®xR®*——>R, que a cada par de vectores G y V, le hace corresponder un ndmero real
que representaremos por GeV, que cumple Vi, v,WeR® y Va, S eRlas siguientes
condiciones:

i) Es simétrica: Gev

i) (al + BV )W = a (UeW) + B(VeWt)

i) Si G=0=0.0>0
El espacio vectorial R? (R) dotado de un producto escalar,”«”,, se dice que es un espacio
vectorial euclideo (E.V.E.), y se denota por (R®*(R),).

LA FR— 3 o 3
Producto escalar canonico: Si G(uy,u,,u,)eR*(R)y V(v,V,,v5)eR*(R) , el
producto GV =u,V, +U,V, +U,V, es un producto escalar llamado producto escalar
candnico en R? (R) . En adelante consideraremos este producto escalar candnico.

Norma de un vector: @ (u,,u,,u,) e R*(R): ||| = Ul = +4Ju? + U2 +u?

Propiedades del producto escalar: En el espacio vectorial euclideo R® (R), se verifican
las siguientes propiedades:

i) [|d]|=0 <=0

i) |2d] =|2|[a], v2eR, vieR®

iii)

iv) [a+v|<|a|+|v|, vi,veR®(Desigualdad triangular o de Minkowski)

UeV

<|a||v|l, vu,veR® (Desigualdad de Cauchy-Schwarz)

Angulo entre vectores: Si G(uy;,U,,U;) Y V(V,,V,,V;) son dos vectores no nulos del
E.V.E. (IR{3 (]R)) la desigualdad de Cauchy-Schwarz permite escribir

UeV UV, +U,V, + U,V
cosd = = 1122 83 con 0<@<r

[GlV] JuZ +uZ 0z (2 2 2

Se dice que @, es el &ngulo que forman los vectores U y V , escribiéndose 6 = (U,V ) Y

de ahf la expresion clasica: GV =|[u]||V]cos 6 .

Vectores ortogonales: En el E.V.E. (R3 (R)) se dice que dos vectores (U, u,,U;) Y

\7(v1,v2,v3) son ortogonales si G+V = 0.Se representa por G L V.
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Los vectores de la base candnica del espacio vectorial R3(R)son ortogonales con el
producto escalar candnico.

Ecuaciones del plano vy la recta en el espacio afin tridimensional
Considerando la definicion de espacio afin A, =R® a cuyos elementos llamaremos

puntos, y U, (R)=R*(IR), se obtiene el espacio afin tridimensional R® asociado al e.v.
R*(R) .

Ecuaciones del plano: Un plano es una variedad lineal afin de dimension dos. Por tanto
es el conjunto de puntos de la forma:

PIano(P;U,V):{X /W:aﬁ+,8\7} con rg (U, v)=2

Si en el espacio afin se adopta una referencia cartesiana R :(O,<€1,g,§)) se tiene,

P=(p, P, Ps), u= (U, Uy,U,), Y V= (v;,V,,V3) , la ecuacion anterior puede escribirse en
la Ilamada forma vectorial paramétrica:

(X, Y,2) = (P, P2» P3) + (U, Uy, Ug) + B(Vy,Vy, V)
igualando componente a componente, se obtiene una ecuacion paramétrica del plano:

X=p, +au +pv,

y=p,+au,+pv,
Z=p;+au;+ By,

Eliminando los pardmetros « y £ se obtiene la ecuacion implicita o general del plano:

X_pl y_pz Z_ps

desarrollando el determinante anterior se obtiene una ecuaciéon de la forma
Ax+By+Cz+D =0, donde:

con (A,B,C) =0 por ser rango de (ﬁ,f/) igual a dos.
Reciprocamente se puede probar que una ecuacién del tipo Ax+By+Cz+D =0 con
(A,B,C) # 0 representa un plano.

Ecuaciones de la recta: Una recta es una variedad lineal afin de dimension uno. Por tanto
es el conjunto de puntos de la forma:

Recta(P; ) ={X /PX =at} con U #0

-15-



Curso cero de matematicas Algebra y Geometria

Si en el espacio afin se adopta una referencia cartesiana R =(O,(€l,€,§)) se tiene:

P=(p,pP,,Ps), Y ﬁ=(u1,u2,u3), la ecuacion anterior puede escribirse en la llamada
forma vectorial paramétrica:

(%, Y,2) = (P, P2» P3) +a(Uy, Uy, Us)
igualando componente a componente, se obtiene una ecuacion paramétrica de la recta,

X=p +ay,
y=p,tau,
Z=p,+au,

eliminando el parametro « resulta una expresion denominada ecuacion continua de la
recta,

X_plzy_pzzz_ps
ul u2 uS

Observacion 1: Cuando aparece un cero en el denominador se interpreta como que el
numerador correspondiente, también es cero.
Como (u,,u,,u,) =0, una de sus coordenadas es distinta de cero, por lo que el sistema
continuo anterior tiene siempre sentido. Si por ejemplo u, =0 entonces el sistema
continuo se puede escribir como:

UZ(X— pl) = ul(y_ pz)

US(X— pl) = ul(z vd ps)

0 sea, de la forma:
Ax+By+Cz+D, =0
{A2x+ B,y+C,z+D, =0
expresion gque se conoce como unas ecuaciones implicitas de la recta.

Observacion 2: Toda recta se puede interpretar como la interseccién de dos planos,
aunque en general no todo sistema del tipo anterior determina una recta en el espacio afin
tridimensional.

Si tenemos dos puntos distintos P =(p,, p,,p;) ¥ Q=(q,,0,,0;), un vector
director de la recta que determinan es:
ﬁj = (Q1 — PG, — P,0; — p3)
la ecuacidn de la recta que pasa por ellos, expresada en su forma continua seria:
X=P _¥Y=P, _ Z=Ds
gG-p 9-P 0;— P;

en la que se sigue utilizando el mismo convenio en el caso de anularse algin
denominador.

Posiciones relativas en el Espacio Afin Tridimensional

Incidencia Punto-Recta: hay incidencia punto-recta cuando el punto pertenece a la
recta, es decir, cuando cumple la ecuacion de la recta.

Incidencia Punto-Plano: hay incidencia punto-plano cuando el punto pertenece al
plano, es decir, cuando cumple la ecuacion del plano
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Posiciones relativas de dos planos:
7, =AX+By+Cz+D =0
=AXx+B,y+C,z+D, =0

B C B C, D
M=(Al 1 1ij*=[A1 1 1)
A B, G, A B C, D

Si rg(M)=2=rg(M"

Sirg(M)= 1y{

Sean los planos { , consideremos las matrices

=2 = SClun gr. libertad, los planos se cortan en una recta

rg(M*)=2=SI, los planos son paralelos
) 1= SClI, dos gr. libertad, los planos son coincidentes '

(M*

Posiciones relativas de tres planos:
=Ax+By+Cz+D, =0
Sean los planos <7, =Ax+B,y+C,z+D, =0, consideremos las matrices
7= AX+By+C,z+D, =0

Ai Bl C1 A1 Bl Cl D1
M = Az Bz Cz y M = Az Bz Cz D2
A3 Ba Ca As, Bs C3 Ds

Si rg(M)=3=>rg(M")=3=SCD, los tres planos se cortan en un punto

rg (M ) =3 = SI, no existen puntos comunes a los tres planos

Sirg(M)=2y
rg (M ) =2= SCI, un gr.libertad, los tres planos se cortan en una recta

rg (M ) =2 = Sl, no existen puntos comunes a los tres planos

Sirg(M)=1y
rg (M ) =1= SCI, dos gr. libertad, los tres planos coinciden

Nota: En los casos que hay dos posibilidades estudiaremos dos a dos las ecuaciones que
forman el sistema.

Posiciones relativas de recta y plano:
x+By+Cz+D, =0
Sea r= {'A&. ly 1 1

AX+B,y+C,2+D oyzrz%x+B3y+Csz+D3:0 consideramos las
+B,y+C,z+D, =

matrices:
A'i Bl Cl Ai Bl Cl Dl
M = Az Bz Cz , M™ = Az Bz Cz Dz
AS BS C3 A3 BS C3 D3

Sirg(M)=3=rg (M ) =3=SD, la recta y el plano se cortan en un punto
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_ rg(M")=3=SI, recta y plano paralelos
Sirg(M)=2y * _ - _
rg (M ): 2 = SCI, un gr.libertad, recta incidente (contenida) en el plano

Posiciones relativas de dos rectas:
Caso I: Las rectas vienen dadas en forma continua.
Sean las rectas:

X=P _X—P, X—[4 — A

r= U, B u, B U, Conuz(ul,uz,ug);&OyP(pl,pz,p3)

X— X— X— _ -
S= q1: % = % con V=(V1'V2’V3)¢0 y Q(ql’q27q3)
Vi Vv, Vs

(UV Qj 1= rectas coincidentes

—
(=]
—~
o
<

) 1 (rectas con misma direccion) y
u,v, Qj 2 = rectas paralelas

rg (U,V, Q) 2 = las rectas se cortan en un punto
rg(U,v) =2 (rectas de distinta direccién) y
rg (U v, Qj =3 = las rectas se cruzan

Caso II: Las rectas vienen dadas en forma implicita.
Sean las rectas:

X+By+Cz+D, =0 X+B,y+C,z+D, =0
r= Ax+By+Gz+D, ys= Ax By +Cyz+ D, y las matrices:
Ax+B,y+C,z+D, =0 Ax+B,y+C,z+D,=0

A1 Bl Cl A1 Bl Cl D1
M = Az Bz Cz y M +_ Az Bz Cz Dz
As Bs Cs As Bs Cs Ds
A4 B4 C4 A4 B4 C4 D4

=4 = lasrectas rys se cruzan.

rg(M*)=rg(M)=3=S.C.D,, las rectas r y s se cortan en un punto.
(M*)=8#2=rg(M)=>S.I, las rectas r y s son paralelas.
(M7)=2

=rg(M)=S.C.I, un gr. libertad, las rectas r y s coinciden.

Espacio afin euclideo tridimensional
Si consideramos el espacio afin A, =R® y dotamos a RS(R), de estructura de espacio

vectorial euclideo con el producto escalar candnico, se obtiene el espacio afin euclideo
tridimensional R®.

En todo lo que sigue, se da por supuesto que se ha adoptado una referencia cartesiana
rectangular R = (O, (€,,E,,&,)) .

Distancia entre dos puntos: Dados los puntos P=(p,p,,P;) ¥ Q=(9,,0,,0;). La
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distancia entre P y Q viene dada por:

A~ ~~ A~ 2 2 2

d(P.Q) =[PQ] =[0Q - OF| = (g, - pJ"+(a; - P, + (s~ )
Cosenos directores de un vector: Se llaman cosenos directores de un vector
X = (X, X,, X;) # 0 a los cosenos de los angulos formados por el vector x con los vectores

de la base (e,,e,,e,) que vienen dados por:

Xi Xi
COSQ == = ——r——
|x| 24 X2+ X2
X1 2 3
=123
Observacion 3: Estos cosenos directores son las coordenadas del vector |T , respecto de
A

la base de la referencia y es inmediato que: cos’a, +cos’a, +cos’a, = 1

Producto vectorial y mixto
Estudiaremos a continuacion una operacion interna en el espacio vectorial euclideo
tridimensional R® (R) llamada producto vectorial, que es Gtil por su aplicacion a la Fisica

y a las Matematicas; en particular se utilizara en este curso para resolver ciertos problemas
métricos.

Producto vectorial: Dados dos vectores x e 9 de R3(R), de coordenadas
X = (X %5 %), Y =(Yi, Y, Y, referidos a una base ortonormal, B = (e,,€,,€,) . Se llama
producto vectorial de x e y,y se nota como xxy o0 bien como x Ay, al vector:

X X XX X%
Yo Y, i Ys i Y,

Observacion 4: Es frecuente escribir la expresion obtenida, de una manera simbdlica,
facil de recordar, pero incorrecta desde el punto de vista formal, del modo siguiente:

XX Y = - e - e,

1

e, € 6
X% 9 =X X X
Yi Y2 ¥

En el caso de que x e y sean linealmente dependientes, entonces su producto vectorial
es el vector cero.

Propiedades del producto vectorial:
1. Anticonmutatividad: xxy=—(yxx) VxyeR*(R).
2. Distributiva: xx(y+z)=xxy+xxz VxY,zeR*(R).
3. (m?)xy = A(xxy)=xx(1y) VX yeR*(R),VieR.

4. xxy=0< Elsistema {)?9} es linealmente dependiente.
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5. xe(xxy)=ys(xxy)=0. Vx,yeR*(R).
6. Foérmula de expulsion:
Xx(yx2) = (%eZ)y—(eY)7 VXY.Z <R (R).
7. Formula de Lagrange:
(xx y)o(UxV) = (XeU)(yov) — (XV)(yoU) VX, Y,U,veR*(R).

8. Moédulo del producto vectorial: ||§<x§||:||;<||||§/|||5|n0 , siendo & el angulo que

forman los vectores x e y. Luego ||x>< y” coincide con el area del paralelogramo

de lados x e y.
Observacion 5: Como 0:(;\9)6 [0, 7], el sind >0 luego ||;<><9|| =||;<||||§/||S|n6?

Definicion: Sean B = (u,,U,,U;) Y B'=(V;,V,,V;) dos bases de R*(R).

Las dos bases tienen la misma orientacion < sig(det(u;,u,,u,)) = sig(det(v;,V,,V))

Proposicion. Sea el sistema {;(9} linealmente independiente. La orientacion de la base

(X,y,xx y) es lamisma que la orientacién de la base ortonormal (e,,e,,e,).

De las propiedades anteriores se deduce la siguiente definicion geométrica de producto
vectorial.

Definicion geométrica. EIl producto vectorial de dos vectores, linealmente
independientes, x e y es otro vector xx y tal que:

+ Jeoy|=[lslisine
= Xo(XxYy)=Yo(Xxxy)=0
= La orientacion determinada por la terna (x,y,xxy) es igual a la
orientacion determinada por la base (;,e,,e,), es decir:
sig(det(x, y, xx y)) = sig(det(e,, &, €,))

Producto mixto: Se llama producto mixto de tres vectores x,y,z al escalar ;(o(yxf),

que representaremos por [5292] . Pudiéndose expresar:

o %5 X
|:X, y,z}z Yo Y2 Y5
5 I, 14

Vector caracteristico
Sea un plano 7z = Plano(P;0,vV)= Ax+By+Cz+D =0, yel vector &=(A,B,C)=0.

Si X(x,y,z)er < Ax+By+Cz+D=0.
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Si P(p,, p,.P;)€er < Ap,+Bp,+Cp,+D=0.

Luego: A(x—p,)+B(y—p,)+C(z-p;)=0
Aunque este resultado es conocido, ahora se tiene una interpretacion euclidea de los
coeficientes (A,B,C): el vector @:(A, B,C);tﬁ es ortogonal a cualquier vector del

plano . A dicho vector se le llama vector caracteristico del plano 7.
A continuacion se van a estudiar problemas métricos relacionados con angulos y
distancias.

Problemas métricos: Anqulos, distancias, areasy volUmenes

Angulo entre dos rectas: Sean las rectas

p=XZP _XTP X7 P g 0=(u,u,,u;) =0y P(p,p,, ps)
ul UZ u3
X — X — X — _ -
S= % = % = % con V=(V1,V2,V3)¢O y Q(qy%a%)
v, v, A
cos(rfs):\@
|alv]

Angulo entre dos planos: Sean los planos:
7, = AX+By+Cz+D, =0, con & =(A,B,C,)=0

7, = AX+B,y+C,z+D, =0, con &, =(A,B,,C,) =0

cos(7;,7;) = [
||,
Angulo entre recta y plano: Dada la recta r=2—Pi_X"P_XZPBs .o

ul UZ u3
0=(u,u,u;)#0 y P(p,p,p;) Yy el planozr=Ax+By+Cz+D=0, con
@=(AB,C)=0

sin(r, z) =

o
o]

Distancia de un punto a un plano: Sea el punto P(p,p, p;) y el plano
7=Ax+By+Cz+D=0

~ |Apl+ Bp, +Cp, + D|

d(P,7)=
JA? +B%*+C?

Distancia entre dos planos paralelos: Basta tomar un punto P ( p,, p,, p;) de uno de
los planos y calcular la distancia de ese punto al otro plano.
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: : X— X— X—
Distancia de un punto a una recta: Dada la recta r = P _ P _ Ps con

U U, Uy

U =(uy,U,Uy)#0 yunpunto Q(q,,,,q,).

P—QXU”
d(Qr)= | -
o
Distancia entre dos rectas que se cruzan:
Método 1
i) Se halla la ecuacion del plano 7 que contiene a una de las rectas r y que es

paralelo a la otra recta, s .
i) Se toma un punto cualquiera Q € s Yy se calcula la distancia de Q al plano
TT.
Método 2
Sean las rectas

X—P, _ X—D, _ X—P3 con Uz(ul’UZ'US)iﬁ Yy P(pl, P, p3)
U, u, U,

X—0y _X—0, _X—0,

Vi v, V3

r

S

con \7:(v1,v2,v3)¢6 y Q(0,,9,,9)

que se cruzan, es decir, rg (U,V, ij =3.

(minima distancia)

Area del triangulo: Dados los vértices A, B, C de un triangulo en el espacio,
Area(ABC) = %‘ﬁ x E‘

Volumen del paralelepipedo: El valor absoluto del producto mixto [i?ﬂ es el
2.

volumen del paralelepipedo de aristas construidas sobre los vectores X, y

Volumen del tetraedro: Dados los vértices A, B, C, D de un tetraedro.
Volumen(ABCD) = %‘[ﬁﬁﬁ]

Otros problemas métricos

Recta perpendicular comdn a dos rectas que se cruzan:

Método 1
Dadas las rectas en forma paramétrica:
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X=p,+ AU, X=0,+ uv,
r=qy=p,+AU, Yy S=qy=0,+uv,
Z= Py + Al Z=0;+ MV,

Sean P, (p,+AUy, P, + AUy, Py +AUs) Y Q, (0 + vy, Oy + 4V, Qg + pv5),  puntos
genéricos de las rectas ry s respectivamente.

.. Rﬁg 0=0 .
Al exigir que - , Se obtiene 4 y u yhallamos Py Q.
PQ,v=0

La perpendicular comdn es la recta que pasa por Py Q, (siendo d (P,Q) la minima
distancia entre las rectas que se cruzan).

Método 2
1) Halle el plano 7 que contiene as y es paraleloa r.
i) Halle el plano 7' que contiene a r y es paralelo a un vector caracteristico de
Vi

iii) Calculemos la interseccion 7' nr = A.
iv) La recta que pasa por Ayes L z,es laperpendicular cominar ys.

Recta de maxima pendiente de un plano = respecto de un plano « , que pasa por
unpunto Per:

) Halle larecta r=7na .

i) Halle el plano £ L r que pasa por P.

iii) La recta de maxima pendiente buscadaes s= N r.
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PROBLEMAS DE GEOMETRIA

1.- Calcule a para que el vector i =(-2,1,a) sea ortogonal al vector vV =(2,1,3).
Solucion: a=1.

2.- Halle un vector ortogonal a G =(1,—1,0) y v =(2,0,1)y cuyo mddulo sea J24.
Solucion: (-2,-2,4) y ((2,2,-4))

3.- Calcule un vector ortogonal a 0=(23-1) y V=(14,2) cuya tercera

componente sea 1.
Solucion: (2,-11).

4.- Halle el angulo que forman los vectores G y Vsabiendo que [d|=3,|V|=5y
o +v|=7.
Solucion: 60°

5.- Halle las coordenadas de los puntos que dividen al segmento de extremos A(2,-1,3)
y B(5,11,-12), en tres partes iguales.
Solucion: M (3,3,-2) y N(4,7,-7).

6) Responda razonadamente a:
a) ¢Estan alineados los puntos A(1,2,1), B(2,3,0) y C(3,1,-4)?.

b) Halle la ecuacion cartesiana del plano 7, que pasa por los puntos A(1,2,1), B(2,3,0)
y C(3,1,—4). ¢Pertenecen los puntos D(3,1,2) y E(0,1,2)al plano 7?
c) Calcule la ecuacion de un plano paralelo al plano 7, que pase por el punto F =(0,1,0)

d) Halle una ecuacion continua de la recta que pase por el punto P(3,1,2) y sea

perpendicular al plano .
e) Calcule el punto simétrico de D(3,1,2) respecto del planoz .

f) Calcule el punto simétrico de Q(2,1,3) respecto de la recta de ecuacion
X—1 z+1

2 VT3
g) Halle la ecuacion de un plano « que pase por el punto R(l, 2,3) y es perpendicular a
Xx=1-24
la recta cuya ecuacion paramétricaes <y =2
z2=31

h) Estudie la posicion relativa del plano z con la recta x—1= y%z = 3_—22

i) Calcule el area del tridangulo de vértices A, By C.
j) Calcule el volumen del tetraedro de vertices A, B,C y D.
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k) Estudie la posicion relativa de los planos 7z,=2x-y+z-1=0 vy

7w, =—4X+2y—-22+5=0.

[) Estudie la posicion relativa de los planos 7z, =2x-y+z-1=0 .
X=A1

my=Y=44+2u-3
Z=p

m) Calcule una ecuacion continua de la recta 7z, N 7;.

x—1=y+2=z—3,s x+2=y—3=z—2.

) 2 2 1 1 0

0) Angulo que formanz =3x-2y+6z-1=0Y a=2x+3y+4=0.

_X+2 y-3 z1-2

1 1 0

n) Angulo que formanr =

p) Angulo que forman z =3x—2y+6z-1=0Y s

Solucion:

a) NO estén alineados los puntos A(1,2,1), B(2,3,0) y C(3,1,—4).
b) z=2x-y+z=1. D(312)e¢x. E(0,12)ex.

C) r=2Xx—-y+z=-1.

d) x—3: y—lz z—2.

2 -1 1

e) D'(-1,3,0).

no(22%)

777
g) a=2x-32+7=0.
h) Se cortan en el punto (—%,—2,0}.

i) Area del triangulo :g\/g u’.

j) Volumen del tetraedro = 3 u®.
K) 7, y z, son paralelos.

|) 7, y 7, se cortan en una recta.

m) Ecuacion de larecta 7, N7, = 5

x-1_y-1_z
- 2
n) 45°

0) 90°

p) 5°47°51,49”

7.- Estudie la posicion relativa del plano x-3y-6z=5 y la recta
r=x=2+314,y=1-4,z2=A
Solucién: paralelos.

8.- Estudie la posicion relativa del plano x-3y—-6z=-1 y la recta
r=x=2+314,y=1-4,z2=A
Solucidn: incidentes (recta contenida en el plano).
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9) Obtenga la ecuacion de un plano que contenga a la recta r y sea perpendicular al plano
7, siendo:

x-1 y-1 z+1 “

2 -3 -1

r

X=A-—
T=1y=41
Z=u

Solucién: 4x+3y-z-8=0.

10.- Halle la ecuacion de una recta que es paralela a los planos x -3y +z=0,
2x-y+3z-5 =0 y pasa por el punto P (2,-1,5).

X-2 y+1 z-5

. 5

Solucién: r=

11.- Halle la ecuacion de un plano paralelo a las rectas r y s y que pase por P(0,2,-1)
- x-1_y _z x-1 y-2 z+2
siendo r=s——=-—=—y s= = = ,
2 -1 1 -1 1 0
Solucion: x+y-z-3=0.

12.- Halle la ecuacion de una recta paralela a los planos 2x-y-z=0y 3x-6y+5z-1=0
y que pase por el punto P(4,1,2).
x-4 y-1 7-2

13 9

Solucién:

. L x-1 2- z
13.- Determine la proyeccion ortogonal de larecta r = o - Ty == sobre el plano

X—2y+z+3=0.
Solucion: s=(1-4,2+24,51).

14.- Sea el plano n de ecuacion x+2y+3z=5

a) Encuentre la ecuacién de un plano paralelo a t cuya distancia al origen sea 3.
b) Calcule el punto P del plano = que esté mas proximo al origen.

c) Sea Q el punto (1, 1, 1). se sabe que los segmentos OP y OQ son dos lados de un
paralelogramo. Halle los veértices y el area de dicho paralelogramo.
Solucién:

a) x+2y+3z:i3\/ﬁ

by p[5 10 15
14 14 14
c) Q Q,ﬁ,ﬁ ,A=—5\/6u2
14 14 14 14
X—-2z+3=0 .,
15.- Dada larecta r = y_7-4=0 y el plano x+2y+3z-1=0. Calcule la ecuacion de
una recta situada en el plano dado, que pase por el punto P(2,1,-1) y sea perpendicular a

I.
Solucién: (2+ 4,152 , -1+32).
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=0
16.- Calcule la longitud del segmento de recta r = {x zy 0 comprendido entre los
planos 3x+z =5, x-y-z=0.

Solucién: T u

17.- Halle la ecuacion de una recta r que pasa por P(-1,0,2) siendo paralela al plano =
y perpendicular a la recta s, donde:
X=2+A4
T=Y=HU S=
2=1+2A-2u
Solucion: r = (-1+t, -4t , 2+10t).

y+l_z
3 1

N | <

18.- Halle la longitud de la proyeccion del segmento de extremos A(2,1,-3) y B(3,4,2)
sobre el plano 2x+y-2z=0.

12610
9

Solucién:

u

19.- Si un plano tiene de ecuacion ax+by+cz+d=0, exprese, en forma continua, la recta
perpendicular al mismo y que pase por el origen.

., X Z
Solucién: — _Y_z

a b c

20.- Calcule la ecuacion de una recta r que pase por el punto (2,0,0) , esté contenida en
el plano 3x+2y=6 y sea perpendicular a la direccion de la recta de ecuacion:

21.- Determine al menos de dos formas distintas la distancia del punto P(5,-1,6) a la
x=1-24

recta r=qy=-4
Z=5+41

Solucién: 2+/3 u

22.- Obtenga la ecuacién de un plano paralelo al x + y+«/§z =1 que se encuentre a 5
unidades de distancia de él.
Solucion:  x+ y+\/§z—11:0, X+ y+\/§z+9:0

23.- Determine el area del triangulo de vértices A(1,1,1) , B(-1,2,5) y C(0,1,6).

Solucion: @uz
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y

_y_z2-2 respecto al plano
2 -3

., s x—1
24.- Obtenga la ecuacion de la recta simétrica de r = —

nde ecuacion -2x+y—z =1.
x-11 y-10 z+13

Solucion:
-8 -5 8
25.- Determine la longitud de la proyeccion del segmento de extremos: A(2,1,-3) y
X=A+2u
B(3,4,-1) sobre el plano 7 =y=1+24A—u
2=2-2A+2u

] ) 117 39 . 39
Solucion: Vector proyeccion | —,=—,0 |, longitud = =—=+/10 u
proy (65 65 J 9 65

26.- Halle la perpendicular comun a las rectas

X=-3+31 3 , .
r=sy=9-241 s=X"2_Y—£_ 2723
-2 1 2
2=8-24
asi como la minima distancia entre ellas.
Solucion:

Xx-3 y-5 z-4
2 1
Minima distancia: d ((3,5,2),(1,3,3)) =3 u

Perpendicular comun

27.- Calcule:
a) La perpendicular comun a las rectas siguientes:
X=5+4 X=2+31
r=sy=-1 S=qy=2-41
2=8+21 z=-1+44
b) La minima distancia entre ellas.
Solucién:

Xx-5 y-1 z-3

a) Perpendicular comin
-2 -2 1

b) Min. distancia: 3u

28.- En el tetraedro ABCD, las coordenadas de los vértices B, C y D son respectivamente
(1,2,3), (2,3,3) y (3,2,4). Halle:

a) La ecuacion del plano BCD.

b) El seno del angulo entre la recta BC y el plano x+2y+3z=4.

c) Si AC y AD son perpendiculares a BD y BC respectivamente y si la longitud del

segmento AB es /26 , halle las coordenadas de A. ¢ Cuantas soluciones hay?
Solucién:
a) x—y—-2z+7=0
3
b) —=_
)
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c) Dos: A(0,5,7) yB(4,1,-1).

+y-1=0
y , es paralela al plano

- X
29.- Halle la ecuacion de la recta r que se apoyaen s = {
z

y—z=0y pasa por P(0,1,1)

. y—z=0
Solucién:
X+y-1=0

30.- Determine los valores de a y b para que las rectas r y s se corten
perpendicularmente, siendo:

Xx-2 y-1 z+1 o= X+y=Db
2 a -1 C|y-z=1

r

Solucién: a=3, b=7/4.

31.- De un cubo se conoce su centro C(1,1,1) y que una de sus caras esta en el plano
2X+Yy+z+1=0. Halle el volumen de dicho cubo.

Solucién: V = 253\6 u®
32.- Halle b para que las rectas r= Xl yJ;S: Z;rl y 352:y—_1l:):2—_13ean

secantes.
Solucion: b=-11.

33) Los puntos P(1,1,-3) y Q(-1,0,0) son dos vértices consecutivos de un rectangulo. Los
otros dos vértices pertenecen a una recta que pasa por C(4,3,-5). Halle:

a) La ecuacion de la recta r y del plano = que contiene al rectangulo.

b) Las coordenadas de los otros vértices.

c) Area del rectangulo.

Solucion:

a)r= X—4_Y4a 225; T=4Xx-5y+7+4=0

b) R(2,2,-2) y S(0,1,1)

c) area: /42 u®.

34) Los lados de un cuadrado estan sobre las rectas rEXT_lz%:%Z y
X—y+z=2 ,

S= .Calcule su area.
3X-y-z=-4

Solucion: Longitud del lado del cuadrado g u. Area = % u’.

35) Calcule:
a) La recta t de maxima pendiente, que pasa por el punto P(1,1,3) del plano
X+Yy+2z=8, respecto del plano z =1.

b) La ecuacion de la recta t*, simétrica de la anterior respecto del plano z =1.
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Solucién:
gr=X_Y_z-4
1 1 -1
b) t* = x—3: y—3: z—-1
1 1 1

36.- Halle la posicidn relativa de los planos siguientes:

7w =X+2y-2-3=0 7w =2X-y+z-1=0 T =X-y+z-1=0
a)sm,=3y—-2z-1=0 b)iz,=-4x+2y-2z-1=0 ¢C)37,=3x+y—-2z=0

Ty =X+y+2-2=0 T, =6X—-y+z-4=0 7y =2X+2y-32+4=0
Solucion:

a) Se cortan en el punto (20—%]

b) Dos planos paralelos y otro los corta.
c) Se cortan dos a dos sin ningun punto comun a los tres.
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