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Motivacao

Calculo Numérico
Aplicado a Engenharia Elétrica

Area de concentracao : Engenharia Elétrica
Publico : graduandos e pos-graduandos

calculo numeérico,
Palavras-chave : métodos numeéricos,
aprendizagem baseada em problemas

A motivacao deste livro € ter um material onde a partir de um problema e
entendendo a sua natureza, o leitor escolha a ferramenta numérica mais
apropriada para a sua resolucao. A inspiracao sao as praticas pedagogicas
conhecidas por metodologia da problematizacdo ou aprendizagem
baseada na resolucao de problemas (problem based learning).

Assim, apresenta-se aqui um livro de calculo numérico aplicado a
engenharia elétrica e as suas principais técnicas numeéricas.

Neste contexto, ndo serao tratados em profundidade as teorias de cada
método, sua origem ou a sua validacdo matematica. O objetivo é dotar
o leitor de conhecimento suficiente para entender a natureza do seu
problema, e assim o sendo, que ele possa escolher e aplicar um método
numérico apto a sua resolucao.

O livro é organizado por capitulos, onde cada um trata de uma
natureza de problemas dentro da engenharia elétrica. Cada capitulo
possui: apresentacdao de um problema; apresentacao da sua solucao
analitica ou a explicacao do por que ela nao é possivel; debate sobre
método(s) numeérico(s) que o resolva; apresentacdo da resolucédo do
problema pelo método numérico escolhido; justificativa se a solucéo
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obtida é adequada; apresentacdo de pseudocodigo computacional e
bibliotecas numéricas sobre o tema; lista de problemas similares;
referéncias bibliograficas basicas e de aplicacoes.

O conteudo inicia com uma discussdo preliminar sobre a modelagem
numérica, o uso de computadores, suas vantagens e desvantagens.
Apds, seguem-se capitulos sobre a busca por raizes, a resolucdo de
sistemas lineares e nao lineares, a interpolacao de dados, a derivacao
e integracdao de funcoes, a resolucdo de equacdes diferenciais
ordinarias e parciais, e por fim, a resolucdo de equacoées integrais.

Reconhece-se que faltam aqui temas relevantes como métodos
estocasticos para resolucdo de sistemas de equacdes. Estes temas
aparecerao em edicoes futuras. Outros temas foram considerados
muito densos para a presente proposta. Sdo exemplos: pesquisa
operacional, otimizacdo, aprendizado de maquina e inteligéncia
artificial. Estes temas serao o foco de futuras publicacoes.

Reforca-se que o propoésito maior deste livro € abrir portas, nunca
esgotar assuntos. Para obter maior detalhamento dos métodos bem
como suas validacdes, sugere-se a busca pelas obras classicas sobre
calculo numérico ou especificos de cada tema. Este livro € inspirado
nas seguintes referéncias:

[1] L. C-Torres and M. B-Tobar, Problem-Based Learning: a didactic
strategy in the teaching of system, Springer, 2019. ISBN
978303013394.

[2] C. Glover, Numerical Computing with MATLAB, MATHWORKS,
[online] https://www.mathworks.com/moler/index ncm.html

[3] S. C. Chapra, Métodos Numeéricos Aplicados com Matlab, 3rd Ed.
AMGH, 2013. ISBN 9788580551761.

[4] REAMAT, Calculo Numeérico — Um Livro Colaborativo, UFRGS.
[online] www.ufrgs.br/reamat/CalculoNumerico

[5] M. N. O. Sadiku, Numerical Techniques in Electromagnetics with
Matlab, CRC Press, 2009. ISBN 9781420063097.
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Sobre calculo numérico

Sobre cdlculo numérico

Engenharia é a geracao e a aplicacao do conhecimento para inventar,
construir e melhorar solugdées que promovam avancos na qualidade
de vida da sociedade. Portanto, a(o) engenheira(o) pode ser definido
como aquele que conjuga conhecimentos multidisciplinares e os aplica
tendo em conta a sociedade, a técnica, a economia e o meio ambiente.

Engenheiras(os) constroem suas hipoteses tendo por inicio os
principios de conservacdo da natureza, os quais levam a equacoes de
continuidade e de balanco [1]. O que o engenheiro faz é observar e
entender um fendémeno ou problema, traduzi-lo numa modelagem
matematica coerente, aplicar técnicas numeéricas eficientes para
resolvé-lo e, por fim, validar as solucdes encontradas. Caso as
solucdes ndo sejam adequadas, volta-se a definicdo do problema. A
figura 1 ilustra esse processo iterativo de desenvolvimento da solucao.

Nas ultimas décadas, este processo iterativo pela busca do
conhecimento tornou-se mais simples com a ajuda dos computadores.

Resolvendo problemas da engenharia com computador

Calculo numérico, métodos numeéricos, engenharia assistida por
computador, projeto assistido por computador, computer aided
engineering (CAE), computer aided design (CAD), matematica
computacional e computacdo cientifica. Estes sao alguns dos nomes
utilizados para designar o campo de estudo interessado na construcéo
de modelos matematicos e de técnicas de solucdes numéricas
utilizando computadores para analisar e resolver problemas de
engenharia [1]-[3].
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Quando a resolucao analitica é possivel, 6timo. Entretanto, quanto
mais préoximo se deseja a modelagem de um problema real, mais
complexo sera o seu entendimento e, consequentemente, mais
complexa a sua formulacdo matematica.

Utiliza-se a modelagem e a simulacdo computacional quando o
sistema real é de dificil entendimento na sua totalidade. Outros
aspectos que as motivam sdo a reducao de custos para realizacdo de
ensaios ou de provas, bem como a necessidade de repetibilidade de
resultados ou o estudo de situacodes criticas.

————h experiéncia do engenheiro
testes e ensaios_
Problema observacao e analise estatistica
em estudo experimentacéo analise de sensibilidade
~U definigdo dos paramétros
N ey incertezas e toleréncia
:I_| 5 P
fendmenos envolvidos
g uni ou multifisico
reprfeisseinctaagao leis de conservagéo
§ equacbes de balanco
~— abrangéncia da representagéo
1 - . . )
equagbes lineares ou nédo lineares o
modelo equacbes diferenciais ordinarias e parciais
matematico equacgdes integrais
N métodos estocasticos
] métodos numéricos avancados
.:L| T
sistemas de coordenadas
A condigdes iniciais
nﬂggﬁggo condicdes de contorno
L aproximacoes do método
‘\_/——\ critério de convergéncia
———4 capacidade de processamento e memoria
st linguagem de programacéo
sLsLema 1 erros de arredondamento
|| computaciona erros de truncamento
*\_-/_\ erros de discretizacgéo
:I_| _
N pés-processamento
Solugdo visualizagéo
numérica interpretacdo da solugéo
\ validagdo por experimentacao
\_—_/_—\

Figura 1. Metodologia de modelagem numeérica — processo iterativo.
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A observacdo de situacdes aguca a busca por conhecimento para
entendé-las. Experimentos, testes e busca por teorias existentes
podem ser feitos para aumentar o conhecimento prévio. A experiéncia
do engenheiro acerca do tema é de grande valia neste momento inicial.

A analise estatistica (numerical design of experiments — DoE) ajuda a
definir uma sequéncia ordenada de acoes na definicdo do problema
[4]. Além disto, procedimentos de analise de sensibilidade podem
fornecer uma compreensao abrangente das influéncias dos diversos
parametros e suas consequéncias nos resultados do modelo [3].

Nesta fase inicial, ‘problema em estudo’ conforme Figura 1, os
objetivos sdo avaliar a influéncia dos parametros e quantificar a
incerteza do modelo. Com base nos resultados das ferramentas do DoE
e de analise de sensibilidade, um modelo reduzido com um conjunto
menor de parametros significativos pode ser obtido. Isso pode implicar
em modelos numeéricos mais simples. E, em assim sendo, a dificuldade
de resolucao pode diminuir.

Uma vez que o problema esta claro, a sua representacao fisica e
matematica pode ser definida. Desta forma, novas escolhas devem ser
feitas. Equacoes algébricas podem ser lineares (capitulo 2) ou nao
lineares (capitulo 3). Equacdes diferenciais podem ser ordinarias
(capitulo 7) ou parciais (capitulo 8). Equacodes diferenciais podem ser
convertidas em equacoes integrais equivalentes (capitulo 9). A escolha
por uma formulacdo € um equilibrio entre a abstracdo fisica e a
correcao da solucao.

Outras tomadas de decisao devem ser feitas entre a definicdo do
problema e a validacao da solucdo. Cada escolha pode levar a solucoes
mais ou menos precisas, com mais ou menos esforco computacional.

Uma discussao pertinente € a escolha da linguagem de programacao
a ser utilizada. E cada vez mais comum encontrar softwares
comerciais para simulacdo. Eles sao uteis e geralmente fornecem
muitas ferramentas de pos-processamento que ajudam a visualizar os
resultados.
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Por outro lado, uma desvantagem no uso de software comercial € a
falta de controle sobre todas as variaveis que um engenheiro deve
abordar durante uma investigacdo. Assim, o desenvolvimento de
programacéo propria € valido.

Pascal, Fortran e C, entre outras linguagens de programacao exigem
um grande conhecimento em programacao estruturada [6]. Este foi o
paradigma dominante na criacdo de software até a programacéo
orientada a objetos, sendo as mais populares C ++ e Visual C ++.

Recentemente, surgiu a linguagem interpretada. Ela wutiliza
simplificacdes na maneira de se escrever um codigo. Muitas vezes isto
resulta em um formalismo pobre e no uso de bibliotecas prontas,
gerando dependéncia similar aos softwares comerciais. Como enorme
vantagem, a linguagem interpretada permite a(o) engenheira(o) testar
suas ideias sem a necessidade de dedicar um tempo consideravel com
a rigidez da programacao estruturada. Matlab [7] e Python [8] sao
exemplos de linguagens interpretadas.

Além disso, o uso de bibliotecas open source também esta se tornando
uma opcado regular. Pode-se encontrar muitos exemplos de
ferramentas de codigo aberto. No entanto, até mesmo um cédigo bem
escrito pode conter erros.

Sobre aproximacoes e erros

Exatidao pode ser definida como o quao proximo os valores calculados
ou medidos estdao proximos do verdadeiro. Importante ndo confundir
com precisdo. Precisdo € o quao proximo os valores individuais
medidos ou calculados estao uns dos outros.

Como discutido antes, a primeira questao € saber até que ponto o
modelo matematico bem representa a situacao em estudo. Deve-se ter
conhecimentos relativos as etapas de modelagem suficientes para,
pelo menos, ter ciéncia de qual o grau de exatidao que se pode
conseguir e, consequentemente, qual o erro toleravel.
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Associam-se a isto os chamados erros numéricos. Erros numéricos
sdo aqueles causados pelo uso de aproximacdes para representar
quantidades matematicas exatas. Eles podem ser de dois tipos: erros
de arredondamento e de truncamento.

Erros de arredondamento surgem porque os computadores tém limites
de tamanho e precisdo em sua capacidade de representar ntimeros.
Em alguns casos, esses erros podem direcionar os calculos para
instabilidades numéricas, fornecendo resultados incorretos ou mal
condicionados. Erros de arredondamento podem levar a discrepancias
sutis dificeis de detectar.

Erros de truncamento resultam do uso de uma aproximacédo numeérica
no lugar de um procedimento matematico exato, geralmente uma
tomada de decisdo do engenheiro. Por exemplo, um ntiimero maximo
de repeticoes em um processo iterativo.

Além disso, na ciéncia da computacao, a eficiéncia pode ser uma
caracteristica relacionada ao numero de recursos computacionais
utilizados pelo algoritmo, como tempo, espaco e memoria. Entdo, na
analise numérica, os erros de discretizacado sdo aqueles que resultam
do fato de que uma funcao de uma variavel continua é representada
por um numero finito de avaliacdes. De forma geral, os erros de
discretizacao podem ser reduzidos usando um nuUumero maior de
avaliacoes. Logo, tem-se o aumento do custo computacional.

Finalmente, outras ferramentas numéricas podem ser usadas para
entender melhor a solucdo numeérica obtida. Cita-se como exemplo a
regressdo, a interpolacdo e as splines (capitulo 4). Entender o
comportamento do problema, nado apenas o valor bruto da solucéo
final, também pode ser possivel em muitos casos.

Utilizada em uma ampla gama de situacoes, técnicas de aprendizado
de maquina ou de forma genérica, a chamada inteligéncia artificial,
estao sendo aplicadas para a modelagem numérica e a sua solucéo. O
uso dessas técnicas € um marco importante, a saber, como interpretar
dados sem assisténcia humana [9].
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Em resumo, a metodologia para desenvolver uma representacao
numérica exige uma grandeza de detalhes e cuidados proporcionais a
complexidade da situacao em estudo. Simplificacoes, aproximacoes e
erros sdo comuns. Entender tais limitacdes é fundamental para se
obter e julgar solucdes como adequadas.

A motivacao deste livro € ter um material onde a partir de um problema
real e entendendo a sua natureza, o leitor escolha a ferramenta
numérica mais apropriada para a sua resolucao. Claro, num estagio
inicial, chamado de calculo numérico.
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Capitulo 1: Raizes

Raizes

As equacdes da engenharia sdo usualmente baseadas em principios
de conservacado, por exemplo as leis de Kirchhoff para analise de
circuitos elétricos. Esses principios sdo explicados por funcoes de
continuidade e de balanco que explicitam o comportamento do
fenémeno em estudo.

Caso tenhamos uma Unica funcao que bem represente esse fenémeno,
uma possivel solucao € buscar a sua raiz. Uma raiz ou zero da funcao
consiste em determinar os pontos de interseccao da funcao com o eixo
das abscissas no plano cartesiano.

Para tal, baseia-se no teorema de Bolzano sobre existéncia e
unicidade:

Assumindo que f:[a,b] > R e f(x) é uma fungdo continua tal

que f(a).f(b) < 0, entdo, existe x* € (a,b) tal que f(x*) =0. [1]

Este capitulo apresenta duas maneiras para a aproximac¢ido numeérica
na busca de raizes: um método intervalar (bisseccdo) e um método
aberto (Newton-Raphson).

Quando o problema em estudo apresenta aspectos de
interdependéncia entre variaveis, certamente resultara em um
conjunto de funcdes acopladas. Elas devem ser resolvidas
simultaneamente por meio de um sistema de equacdes. Isto sera
tratado nos capitulos sobre sistemas lineares e sistemas nao-lineares.
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Importante a distincdo entre raiz, valores maximos e valores minimos
de uma funcao. Processos para a determinacdo de valores maximos e
minimos sao denominados otimizacado — tema néao abordado neste
livro. A busca por raizes pode ser transformada em otimizacéo e vice-
versa. Para tal, manipulacdoes na equacdo devem ser realizadas. A
figura 1.1. ilustra esta diferenca.

f(x) A f (X) =0
f i) <0
Maximo
flx)=0
Raizes
F=0
~— f'(x)>0
Minimo

Figura 1.1. Raizes, maximos e minimos de uma funcao.

O problema
Calcule a corrente que circulara no circuito eletréonico ilustrado.

VD

ll>|L Admitindo um diodo de silicio
proximo da idealidade, sua queda

de tensao é de 0,7 V.

V'Y

%)

/\\ A

Por analise de malha:

1= -V,)/R. (1.1)
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A equacdao 1.1 é uma equacdo algébrica com simples resolucao
analitica. Considerando V=24 Ve R= 10 Q, tem-se I = 2,3300A.

Saindo da idealidade, sabe-se que a operacao do diodo varia com a sua
temperatura. Um possivel modelo que relaciona a tensao (Va), a
corrente (ly) e a temperatura de operacao (7) no diodo pode ser:

= (0¥ jog( 1o
Vg = (n p )log( Ton +1), (1.2)

onde Icr € a corrente de conducao reversa, n é o coeficiente de emissao,
k € a constante de Boltzmann e g € a carga do elétron [2][3].

Entendendo que a corrente no diodo € a corrente no circuito, por
analise de malha, tem-se:

V:Vd+Rld,

KT Ig (1.3)
entéo Vz(n;)mg(EJr 1) +R1q

A partir daqui, por mais que se tente manipular, ndo se consegue
resolver a equacao de forma explicita para Is. O termo log (I;/Icgr + 1)
nao permite. Assim sendo, uma resolucao direta fica inviavel.

Uma maneira alternativa é subtrair dos dois lados da igualdade o
termo a sua esquerda, adquirindo uma nova funcao:

f(I)=(nI;—T)log(IIC—dR+1)+RId—V. (1.4)

Agora, a resposta para o problema é encontrar um valor para Iz que
torna a funcao igual a zero, portanto, a sua raiz.
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Uma maneira para isto é graficar o comportamento de f(I). Por inspecao
visual e pouco precisa, obtém-se I. Admitindo um diodo 1N4001 com
Icr= 31,9824 nA, n=2, k= 1,3806.102J/K, T= 300K (26,85C°) e g =
1,6022x10719 C, consegue-se o comportamento ilustrado.

2 A corrente tem valor
aproximado de 2,3000A.
= 0
Assim sendo, conforme (1.1),
-2 obtém-se Vd de 0,9353V.
2.2 2.3 2.4 2.5

Pode-se utilizar métodos numeéricos para se resolver o problema com
mais precisdo, caso necessario. Existe intumeros métodos para
identificacao de raizes, que podem ser divididos em duas familias:
métodos intervalares e métodos iterativos. Talvez os mais conhecidos
e eficientes dentro dessas familias para o objetivo aqui proposto sejam
os métodos de bisseccao e Newton-Raphson, respectivamente.

1.1. Meétodo intervalar: bisseccao

De forma geral, se f{x) for real e continua no intervalo [x;,x,] e
f(x,) e f(x,) tiverem sinais opostos, portanto

f).f(x2) <0, (1.4)

entdo existe pelo menos uma raiz real entre x: e xz.

O método intervalar de bisseccédo utiliza este entendimento. A nova
solucdo x é obtida pela média entre x; e x». A determinacdo do novo
intervalo é feita pela checagem de (1.4) para x, xi1 e x2. O critério de
parada pode ser definido como a diferenca de f{x) entre duas iteracoes
subsequentes ou pela sua proximidade com o zero. A figura 1.2. ilustra
trés iteracoes do método intervalar de bisseccao.
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A
fx)
Raiz
«
X
1° Iteracao
X1 X X2
o -
25 % Sy 2° Iteracao
x1  x x2 | 3°Iteracao

Figura 1.2. Método de Bisseccao.

Resolucao assistida por computador

x=x1;

while (1)
x = (x1+x2)/2;
fx1l = £(x1);
fx = £(x);

test = fx1*fx;
if test<0 x2 = x;
elseif test > 0 x1 = x;

else ec = 0;
end
e = abs(fxl-£fx); iter = iter+1;
if e <= TOL || iter >= maxit, break, end

end

E necessario declarar a funcdo em estudo ( f), o erro tolerado (TOL),
o numero de iteracoes maximo (iter) e os valores iniciais de x; e x».

Funcao nativa do Matlab: fzero — busca uma raiz numa equagao.
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A tabela 1.1. apresenta o resultado numeérico para o problema do
circuito eletronico. A funcao em estudo é a eq. (1.4).

Os valores iniciais de x; e x2 foram adotados tendo por base a
experiéncia prévia sobre o problema, no caso a resolucdo analitica
proximo a idealidade. Aqui foi usado [2,0000 2,5000] A.

Tabela 1.1. Resolucgdo pelo método de bisseccao.

Iteracao X1 Xo X F(x1) F(x) Erro
1 2,0000 | 2,5000 | 2,2500 | -3,0719 | -0,5658 | 2,5061
2 2,2500 | 2,5000 | 2,3750 | -0,5658 | 0,6870 | 1,2528
3 2,2500 | 2,3725 | 2,3125 | -0,5658 | 0,0606 | 0,6264
4 2,2500 | 2,3125 | 2,2812 | -0,5658 | -0,2526 | 0,3132
5 2,2812 | 2,3125 | 2,2969 | -0,2526 | -0,0960 | 0,1568
16 2,3064 | 2,3064 | 2,3064 | -0,0002 | -0,0001 | 0,0001

O conhecimento prévio acelera processos numéricos, entretanto deve ser
usado com cuidado para nao induzir falsas ou nao tao boas solucoes.

O critério de parada utilizado foi a diferenca de f{x) entre duas iteracoes
subsequentes iguais ou menores que 0,0002. O valor de x na 162
iteracao é de 2,3064 A. Com este valor, conforme (1.1), Vd = 0,9355 V.

Destaca-se aqui o cuidado com o nimero de algoritmos significativos.
O calculo realizado, bem como a Tabela 1.1, foram truncados em
quatro algarismos e pode incutir em erro. O erro por arredondamentos
mal feitos em aproximac¢des numeéricas € bem comum. Aqui, uma
forma de mitiga-lo & reduzir o erro tolerado (< 0,0002). Isto aumenta o
esforco computacional.

1.2. Meétodo iterativo: Newton-Raphson

A derivada de primeira ordem de uma funcéao ( f'(x) ) € equivalente a
inclinacao da funcao, assim sendo, uma aproximacao da raiz é:

12
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f(xq)
Xier = % frix) ”

(1.5)

Assim, a informacédo de onde o eixo x sera atravessado por uma reta
tangente ao ponto [ x; , f (x;)] pode ser utilizada como aproximacao para
a raiz de f(x).

O método de Newton-Raphson usa este principio geométrico, conforme
ilustrado na figura 1.3. A cada iteracdo, um novo x;,, € determinado.

" | inclinagao

N\
y a
&

o

X

Figura 1.3. Método de Newton-Raphson.

Resolucao assistida por computador

iter = 0;
while (1)

xold = x; func = f(x); dfunc = df (x);

xr = xr—func/dfunc;

iter = iter +1; raiz(iter) = x;

if x ~= 0,

e (iter)=abs ((x-xold) /x);

end

if e(iter) <= TOL || iter >= maxit, break, end
end
Faz-se necessario declarar a funcado em estudo (f], a derivada desta
funcao (df], o erro tolerado (TOL), o numero de iteracoes maximo
(iter) e o valor inicial de x.
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A funcao em estudo € (3). A sua derivada é

0,4343(nkq—T)

(Ia+IcRr)

(1.6)

=

O valor inicial adotado foi x = 2 A. O erro tolerado foi obtido na terceira
iteracdo. O esforco computacional necessario aqui € menor que o
dispendido no método de bisseccdo. A tabela 1.2. apresenta o
resultado numérico para o problema proposto.

Tabela 1.2. Resolucao pelo Método de Newton-Raphson.

Iteracao X F(x) F(x) Erro
1 2,0000 | -3,0719 | 10,0112 | 0,0133
2 2,3068 0,0039 | 10,0097 | 0,0002
3 2,3064 0,0000 | 10,0097 | <0,0001

Em contrapartida, nem sempre € facil obter a derivada de uma funcao.
Erros de convergéncia também podem acontecer quando houver
caracteristicas peculiares do comportamento da derivada da funcao
em estudo. Sao exemplos de dificuldades: a funcado possuir regioes
paralelas ou quase perpendiculares ao eixo x (inclinagao préxima a 0°
ou 90°). Nestes casos, a derivada pode apresentar problemas
numeéricos.
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1.3. Exercicios propostos

1. Calcule o comprimento do cabo (C) entre duas torres de
transmisséo (i.e. a catenaria) [4]. A distancia entre as torres é de d
= 500m. A flecha maxima permitida € fnax = 50m. Flecha é a
distancia vertical entre uma reta que liga os dois pontos de fixacao,
conforme indicado na ilustracao. A flecha depende do comprimento
do vao (d), da temperatura do cabo e da tracao aplicada ao cabo
quando este € instalado. O seu modelo matematico pode ser:

d
=C. — = 1.7
f=¢ [C05h<26) 1] (1.7)
Resposta: 633,1621m

2. Um retificador de meia onda a diodo alimenta uma carga indutiva-
resistiva (f = 1 kHz, L = 100 mH e R = 1 kQ). Encontre o angulo 3
para o qual a corrente no diodo se anula. Considere o seguinte
modelo matematico:

__ B
Iy = sin(B — @) + sin()e @@ (1.8)

tan(@) = 2nf.L/R  Resposta: S =212,2284°

1.4. Referéncias basicas

[1] D.C. Lay, S. R. Lay, J. Mcdonald, Algebra Linear e suas Aplicacées,
5% ed., LTC, 2018. ISBN 9788521634959.

[2] J. W. Nilsson, S. A. Riedel, Circuitos Elétricos, 102 ed., Pearson,
2016. ISBN 9788543004785.

[3] C. V. Camargo, G. H. Dalposso, “Calculo numérico computacional:
aplicacdo na microeletronica,” in Revista Jr de Iniciacdo Cientifica
em Ciéncias Exatas e Engenharia, vol. 1, n. 6, pp. 7-15, 2018. ISSN
22360093.

15



Capitulo 1: Raizes

[4]

1.5.

(1]

(2]

3]

S. J. Sugden, “Construction of transmission line catenary from
survey data,” in Applied Mathematical Modelling, vol. 18, n. 5, pp.
274-280, 1994. doi: 10.1016/0307-904X(94)90335-2.

Referéncias complementares — Aplicacoes

A. C. Moreira Soares, E. Vieira and M. M. Casaro, "Simulation of a
photovoltaic model using bisection method," In Brazilian Power
Electronics Conference, pPp- 807-811, 2011. doi:
10.1109/COBEP.2011.6085239.

H. Xing, Y. Mou, M. Fu and Z. Lin, “Distributed Bisection Method
for Economic Power Dispatch in Smart Grid,” in IEEE Transactions
on Power Systems, vol. 30, n. 6, pp. 3024-3035, 2014. doi:
10.1109/TPWRS.2014.2376935.

P. B. Petrovi¢ and D. Rozgi¢, “Computational effective modified
Newton-Raphson algorithm for power harmonics parameters
estimation,” in IET Signal Processing, vol. 12, n. 5, pp. 590-598.
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Sistemas lineares

Como dito no capitulo anterior, os problemas da engenharia sao
usualmente baseados em principios que levam a equacdes de
continuidade e de balanco. Caso tenhamos uma tnica funcao que bem
represente esse fendmeno, uma possivel solucédo é buscar a sua raiz.

Quando o problema em estudo apresenta aspectos de
interdependéncia entre variaveis, certamente resultara em um
conjunto de funcdes acopladas que devem ser resolvidas
simultaneamente: um sistema de equacoes. Desta forma:

I
=)

f1(x1'x2» ---,xn)

fz(xlleJ "'!xn)

Il
o

2.1)
fn(xl' X2, ""xn) = 0

Estes sistemas podem ser de natureza linear ou nao-linear [1]. Aqui
serao tratados os sistemas ditos lineares. O préximo capitulo é
destinado aos sistemas nao-lineares. Um sistema de equacoes lineares
a coeficientes constantes pode ser representado por:

ay1Xq + A12Xy + -+ AnXy = bl
ay1Xq + Ay Xy + -+ AypnXy = b2

ou [Al{x} = {b}, (2.2)
Ap1Xq + ApaXy + o+ appx, = by
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onde a,, sao constantes chamadas coeficientes, b, sdo constantes
chamadas de termo independente e x, sdo as variaveis ou incognitas.
N é o nimero de variaveis e pode ser qualquer nimero inteiro positivo.
Assim sendo, as equacoes representam retas. Qualquer variacao neste
formato tornara o sistema nao-linear, portanto curvas.

A resolucao direta de um sistema linear é dada por:

{x} = [A]7"{b} . (2.3)

Os sistemas lineares podem ser classificados de acordo com o seu
numero de solucoes:

e Um sistema dito possivel e determinado possui uma unica solucao
(interseccao das retas);

e Um sistema dito possivel e indeterminado possui infinitas solucoes
(retas sobrepostas); e

e Um sistema que nédo possui solucdo é chamado de impossivel ou
incompativel (retas paralelas).

As duas ultimas situacoes sdo chamadas de singularidades. Outra
dificuldade é quando as inclinacoes das retas sao tao proximas que o
ponto de interseccao é de dificil deteccao, os chamados sistemas mal
condicionados. Aplicar diferentes abordagens para buscar a solucao
pode ser necessario por causa dessas dificuldades.

Em outras palavras:

Questao 1 — a matriz [A] é inversivel ou € ndo inversivel? O segundo
caso € chamado de matriz singular.

Questao 2 — alguns problemas lineares sdo mais custosos de serem
resolvidos, pois os erros de arredondamento se propagam de forma
mais significativa que em outros problemas. Isto acontece, sobretudo,
pela ocorréncia de muitos zeros ou numeros proximos a zero. Neste
caso, chamam-se de problemas mal condicionados.
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Em resumo: um problema bem-condicionado € um problema em que
os erros de arredondamento se propagam de forma menos importante;
enquanto problemas mal condicionados sdo problemas em que os
erros se propagam de forma mais relevante.

Uma meétrica possivel para medir o condicionamento de uma matriz é:
k(A) = lAINAT (2.4)

onde k é o nimero de condicionamento e ||.|| € a norma da matriz [A]
em estudo. Se [A] € bem condicionada, k é préximo de 1. Se [A] € mal
condicionada, k tende a zero. O niimero de condicionamento € um
indicador para a determinacdo da confiabilidade na solucado de
sistemas algébricos.

Sao inumeros os livros que tratam com mais propriedade dos
conceitos de sistemas lineares, como por exemplo [1]. O resumo aqui
exposto € o conhecimento minimo necessario para o adequado
entendimento e aplicacao dos métodos numeéricos que se seguem.

Duas familias de métodos para resolucao de sistemas lineares sdao aqui
apresentadas: métodos diretos (eliminacdo de Gauss e decomposicao
LU) e métodos iterativos (Gauss-Siedel).

Métodos iterativos lidam melhor com problemas mal condicionados,
entretanto, podem exigir um esforco computacional maior que os
métodos diretos. Os métodos iterativos necessitam de um critério de
parada, portanto, levam a uma aproximacao da solucao.

O problema

Dado o circuito elétrico ilustrado, calcule a corrente no resistor R5. As
fontes tém valor de V1 = 10 V, V2 = 15 V e V3 = 10 V. Os resistores
sdo iguais e tem valor de 1 Q.
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R1 V1

)’ A (r/l)

R2 RS
va(d) - R5

R3 R6

R4

O circuito elétrico pode ser
equacionado pela lei das
tensodes de Kirchhoff.

Isto resultara num sistema
linear com quatro incégnitas,
a saber, as correntes de cada
malha.

Um equacionamento possivel
é:

(R1 + R2 + Rs)ll + R2[2 + 013 - R814 = V1

Rzll + (RZ + R3 + Rs)lz + R313 + R514_ = V2

011 + R312 + (R3 + R4 + R6)I3 - R6I4 = V3

—Rgll + RSIZ - R6I3 + (RS + R6 + R7 + R8)14- =0

ou, na forma matricial,

31 0 —-17¢h 10
1 3 1 1|k 15
0 1 3 —-1f|f - 10
-11 -1 41\, 0

A solucao pode ser obtida pela aplicacao da regra de Cramer (uso de
determinantes) [1] ou de forma direta {x} = [A]"*{b}.

Quanto maiores forem as dimensdes das matrizes, maior sera a
dificuldade numeérica para o calculo dos determinantes ou para a

inversao da matriz.

Por Cramer [1], a corrente em RS € de 3,6667A.
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2.1 Meétodo direto: eliminacao de Gauss

a1 Qi Qg3 by Dois passos:
A1 QA Q3 i by
az; Gszz dass b, - - .
(1) eliminacdo progressiva - as
L) equacdoes sdo manuseadas para
suprimir uma das variaveis das
equacoes (escalonamento). A ultima
11 Q2 Gg3 by B o
, , ficara com uma incégnita;
0 a5 a0 b,
n
0 0 a’s3 b,
(2) substituicao regressiva — a ultima
1 (2) equacao é resolvida diretamente e o
resultado substituido regressivamente
x3 =b"3/a"53 nas equacoes anteriores  para
determinar as demais incognitas. O
_ P ’ . X
Xy = (b — a'y3x3)/ a2, processo é o mesmo usando matriz

triangular superior ou inferior.
x1 = (by — a13%3 — Ay2%2)/ 11

Para evitar divisdes por zero ou por valores muito préoximos de zero, que
pode levar a erros numéricos, sugere-se uma analise prévia para a troca
na ordem das linhas do sistema. E o chamado pivotamento.

Resolucao assistida por computador

[m,n]=size (A); nb=n+1;
Ab=[A Db];
% eliminacdo progressiva
for k = 1:n-1
for i = k+l:n
ff=Ab (i, k) /Ab(k,k);
Ab (i, k:nb)=Ab (i, k:nb)-ff*Ab (k, k:nb);
end
end
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% substituicdo regressiva

x=zeros (n,1l); x(n)=Ab(n,nb)/Ab(n,n);

for i = n-1:-1:1
x(i)=(Ab(i,nb)-Ab(i,i+1l:n)*x(i+1l:n))/Ab(i,1);

end
% ou simplesmente: I = A\b
% ou ainda: I = inv (A)*B

Faz-se necessario declarar a matriz de resisténcias [A] e o vetor de
tensoes [b].

Por eliminacao de Gauss, o resultado obtido é:

1=[2,3333 3,3333 2,3333 0,3333].

Fazendo Igs = I, + 14, tem-se 3,6667 A.

2.2 Meétodo direto: decomposicao LU

[A] {x} = {b} Trés passos:

1 (1) (1) [A] é decomposta em matrizes
triangulares inferiores [L] e

superiores [U];
[A] = [L] + [U]

1 (2)
(2) o vetor intermediario {d} é
obtido por substituicao
[L1{d} = {b} progressiva;
1 (3)
(3) por fim, por substituicao
[U] {x} = {d} regressiva se obtém {x.
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Recomenda-se o uso de decomposicdo LU quando a matriz [A] € fixa e se
deseja entender o comportamento do problema com variacdes em {b}.

Neste contexto, percebe-se que os novos calculos de {d} e {x}, feitos por
substituicdo em matrizes triangulares, sdo computacionalmente mais
simples do que a completa inversao de [4].

Resolucao assistida por computador

[L,U] = lu(nr);

d=L\b;

I=U\d;

Faz-se necessario declarar a matriz de resisténcias [A] e o vetor de

tensoes {b}.

Por decomposicao LU, o resultado obtido foi 3,6667A.

2.3 Método iterativo: Gauss-Siedel

O método de Gauss-Siedel para um sistema algébrico mn pode ser
equacionado da seguinte maneira:

J _ j-1 j-1
xp = (by —ax;  — o —ainXy )/ag
J_ j j-1
Xy = (by — Ap1X] — - — QX )/02
(2.5)
J = (p. — J_ .. J
xn ( m am1x1 amn—lxn—1)/amn

onde j € a iteracdo corrente.

Perceba que o processo de calculo x, considera x]. Portanto, utilizam-
se as aproximacoes obtidas dentro da mesma iteracdo. O critério de
parada pode ser:
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j-1
i

j
X

J_
xi X

ga,i -

100% < & , (2.6)

onde i é a variavel x em estudo, j é a iteracdo, €« € o erro absoluto e ¢s
€ um valor de erro desejado.

Computacionalmente, o processo iterativo pode ficar mais eficiente
usando matrizes:

{x} = {d} - [C|{x} onde

bi/as4 0 a12/a11 " A/ asn (2.7)
b,/a a,./a 0 Y yn/Aon

@ =12 . [C]=|[ 21/ Q22 an/Qzn |
b/ @mn Am1/ Amn Amz/Amn " 0

Os métodos iterativos ou de aproximacao fornecem uma alternativa aos
métodos de eliminacdo. Como se busca uma aproximacao da solucao,
sua convergéncia pode ser “relaxada” em problemas mal condicionados.
Um exemplo deste relaxamento pode ser um erro global consideravel ou
mesmo erros admissiveis diferentes para cada variavel.

Outra forma de relaxamento € utilizar um fator de peso (1). Apds a

determinacao de (2.5), estes valores sdao modificados por uma média
ponderada dos resultados da iteracdo anterior e da atual:

=1+ @-nx/7 (2.8)

onde A deve ser um valor entre 0 e 2. Caso 4 =1, o resultado néao é
alterado.

e Se A for entre O e 1, tem-se uma média ponderada do valor atual
com o anterior. Isto é chamado sub-relaxamento. O sub-
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relaxamento & usado para facilitar a convergéncia em sistemas mal
condicionados.

e Se Afor entre 1 e 2, um valor atual é supervalorizado. Chamado de
sobrerrelaxamento, essa supervalorizacdo parte da confianca na
convergéncia do método e deseja-se apenas acelerar o processo.

A escolha do valor de 4 depende da experiéncia sobre o problema a ser
resolvido. Uma analise de sensibilidade pode ser feita, por exemplo.

Resolucao assistida por computador

iter = 0;
maxit = 5000;
es = 0.0001;
[m,n] = size(A);
Cc = A;
for i = 1:n
C(i,i) = 0; x(i) = 0;
end
x = x";
for i = 1:n
C(i,1:n) = C(i,1:n)/A(i,1);
d(i) = b(i)/A(i,1);
end
while (1)
X0 = X;

for i=1:n

x (1) = d(i)-C(i,:) *x;
if x(1) ~= 0
ea (i) = abs((x(i)-xo(1))/x(1));
end
end
iter = iter+1;
if max (ea)<=es||iter>=maxit, break, end

end

Por Gauss-Siedel, o resultado obtido foi Irs = 3,6667A em 17 iteracoes,
com erro na quarta casa decimal. A tabela 2.1. apresenta um extrato
do calculo.
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Tabela 2.1. Resolucao pelo Método de Gauss-Siedel.

# Correntes

Erros

1 [3,3333 3,8889 2,0370 0,3704]

[1,0000 1,0000 1,0000 1,0000]

5 [2,3236 3,3444 2,3259 0,3263]

[0,0026 0,0020 0,0020 0,0133]

10 [2,3319 3,3350 2,3322 0,3323]

[0.0004 0,0003 0,0003 0,0019]

15 [2,3332 3,3335 2,3332 0,3332]

[0,0000 0,0000 0,0000 0,0002]

17 [2,3333 3,3334 2,3333 0,3333]

[0,0000 0,0000 0,0000 0,0001]

2.4 Exercicios propostos

1. Determine o valor da corrente no resistor R3, sabendo que V1 = V2

=100VeR1=R2=R3=10Q.

R2

J\‘/ \ ,

R1
“'\ /'A‘\

VvV

v2()

VvV

— R3 Cf) Vi

o 2l

{100}
100)

Resposta: IR3 = 6,6667 A
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2. Calcule as tensdes nos noés tendo por referéncia o né 6. O circuito
pode ser equacionado da seguinte maneira [2]:

{I} =[Y{V} onde

34 ., 05000 . 03333
) 42
=1 =1 = 0,3333
1 10,3333
S| ‘A\/A\/ ‘\/"\\ 12
2a(P) 6a(D)
L L
0 6 -3 -3 0 071 (W
6 -3 6 0 30| |%
0 = |-3 0 6 —1-2| {Vs
2 0 3-150]| |W
-3 o o —2 o 31

Resposta: {V}={4 5 3 4 1}V
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Sistemas ndo-lineares

Os problemas da engenharia podem ser equacionados como sistemas
algébricos lineares. Isto pressupde aceitar condicoes de idealidade em
muitos casos. Exemplos de néo linearidades sao a dependéncia da
temperatura na condicdo de operacdo de um semicondutor ou a
saturacdo de meios magnéticos.

Ao contrario dos sistemas lineares, cujas equacdes representam retas,
os graficos associados as equacdes nao-lineares sao curvas. A solucao
€ a intersecao das curvas, conforme ilustrado na figura 3.1.

O método numérico para resolucdo de sistemas ndo lineares aqui
apresentado €é o Newton-Raphson. O método Gauss-Siedel,
apresentado no capitulo anterior, também pode ser utilizado.

1+ —f1 =2+x1.*x2 %
o, 2 4-(x1.%).#x2
0 0.5 1 1.5
x1,x2

Figura 3.1 — I[lustracdo de um sistema nao-linear.

29



Capitulo 3: Sistemas nao lineares

O problema
[=10A
N=200 espiras
—— No circuito magnético ilustrado, a
inducéao (N.I) pode nao produzir um
S aumento proporcional de campo
— magnético devido a caracteristica
8cm de saturacdo do ferro (curva de
2cm histerese) [1].
8cm| [€
40,8mm ¥ Assim, o circuito magnético é dito
o um sistema néao linear.

O calculo do campo magnético no ferro (Hj e no entreferro (He) pode
ser equacionado da seguinte forma:

fi(He, Hy) = 2H,l, + Hylp — NI

£ (Ho Hy) = —ptoH, + 1,8(1 — e~(r/40))

onde Ir = 0,40 m (comprimento médio no ferro), lc = 0,80 mm
(comprimento médio no entreferro), N = 200 (ntmero de espiras), I =
10 A (corrente na bobina), uo = 4107 H/m (permeabilidade magnética
do ar).

Aqui, percebe-se que nao é possivel isolar uma incégnita e resolver o
problema de maneira analitica direta. O termo e~#7/4") nao permite.
Este termo também impde a ndo linearidade do problema. Portanto,
faz-se necessario o emprego de métodos numéricos.
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3.1. Método Newton-Raphson

O capitulo 1, sobre raizes, apresenta Newton-Raphson para uma tinica
funcao:

f(xi)
Xiv1 = X — Frx) . (31)

Generalizando-o para n equacoes, tem-se:

0 fr,i 0fk,i 0 fr,i 0f,i
=Xyttt ==X = —fri Xt Xy
axl 1,i+1 axz 2,i+1 fk,z 1,0 axl n,i 0

onde krepresenta a funcao em estudo, n é a variavel e i € o valor atual.

A sua notacdo matricial pode ser:

{xip} = {3 = [JI7HS3, (3.2)

sendo que [J] é a matriz Jacobiana das derivadas parciais, entdo:

[0f1i i Of 1,
0x, 0xy 0xn
[J]1=|0x1 o0x; .. oxn| . (3.3)
afn,i afn,i afn,i
L 0xq Oxy 0xp 4

Newton-Raphson é um método iterativo. Portanto, faz-se necessario a
definicdo de uma aproximacao inicial (possivel solucao) e de critérios
de parada (nimero maximo de iteracoes e erro admissivel).
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Resolucao assistida por computador

1f = 0.4; le = 0.0008; N = 200; I = 10;
mi = 4*pi*10"-7;

x = [ 1250000 ; 7071; %aproximagdes iniciais
iter = 0; maxit = 50; es = 0.001;
while (1)
F = [2*x(1)*le + x(2)*1f - N*I;
-mi*x (1) + 1.8* (l-exp(-(x(2)/40))) 1;
J = [2*1le 1f
-mi 1.8*%(1/40) *exp (-x(2)/40) 1;
dx=J\F; x=x-dx;
iter=iter+1; ea=max (abs (dx./x));
if iter>=maxit || ea<=es, break, end
end

Considerando a condicao inicial de He = 1250 kA/m e Hf = 70 A/m,
por Newton-Raphson, o resultado obtido foi He = 1230410,8397 A/m
e Hr= 78,3566 A/m em 3 iteracdes, com critério de parada de quatro
casas decimais. A Tabela 3.1. apresenta as trés iteracoes.

Tabela 3.1. Resolucao pelo Método de Newton-Raphson.

Iteracao He (A/m) Hf (A/m) Erro
0 1250k 70 -
1 1230,6067k 77,5729 0,0976
2 1230,4126k 78,3493 0,0099
3 1230,4108k 78,3566 0,0000

3.2. Exercicios propostos

1. O problema do circuito com diodo apresentado no capitulo 1 pode
ser equacionado por um sistema nao linear da seguinte forma:
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Vd
kT

flaVy) =lg| et —1]—14

f2(Ia,Va) = (V_RVd) =1y

onde Iz é a corrente no diodo e Vg é a tensdao no diodo. Admitindo
um diodo 1N4001 com Icr = 31,9824 nA, n =2, k= 1,3806.10-23
J/K, T=300K (26,85 C°) e g=1,6022x10-19C, encontre Iz e Va.

Resposta: Partindode Va=1V e Is =2 A, com 5 iteracdes obtém-se
o critério de parada de quatro casas decimais.
Va=0,9355V e Is = 2,3065 A.

Observacao: esta questao apresenta problema de condicionamento
quando os pontos iniciais estdo muito distantes da solucao (rcond
proximo a zero). Isto € devido as diferengas nos valores entre as
grandezas, particularmente 109 e 10-23. Rever capitulo 2.

2. O problema de fluxo de poténcia num sistema elétrico de trés
barras é apresentado na forma de diagrama unifilar e seu circuito
equivalente. As admitancias y possuem valor de 1 + j1 pu.

Admitindo que as correntes nas barras sejam iguais a 1 pu,
determine as tensoes.

S1 S2 ——
ax |
Va4 2 V6
Vi V2 ) 3P ¢ o r— 2 — 3
/// ; /// | o =
s A S

-

A |
y1 I2{/{ G2) |:| y2 h}( G3\:l ya
AT

\ Y/ \[ _r

~ ~ ~
e S ~
~ ~. ~.

~- e ? e

& L

/ 6 N
7 ¢
oy S

33



Capitulo 3: Sistemas nao lineares

{1} = [Y}{V}

L 1+ Y4 +¥s) —Y4 —Ys Vi
L= —Va 2 +ya+Y6) —Ye £
I3 —Ys —Ye 73 +ys5 +y6)1 \V3

Resposta: pelo método de Gauss-Siedel, obtém-se {V} = 0,5000 +
j0,5000 pu na 13° iteracdo com critério de parada de quatro casas
decimais.
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Ajuste de curvas

A(O) engenheira(o) realiza na bancada de um laboratério diversas
medidas de tensdo e corrente. Sabe-se que muitas vezes pode ser
custoso obter muitos pontos ou até mesmo inviavel medir
determinados valores, por exemplo, quando ha restricoes da
infraestrutura.

Ajuste de curvas € uma familia de técnicas matematicas que buscam
encontrar padroes de comportamento num conjunto de dados. O
objetivo € estudar o fenémeno fisico na forma de uma tendéncia.

Havendo a possibilidade de se tracar uma reta ou curva, pode-se fazer
previsdes. Essas previsdes, quando internas ao grupo de dados
original, podem ser chamadas de interpolacoes. Quando externas, da-
se o nome de extrapolacdes. Em ambos os casos, existe a necessidade
de controles estatisticos para aferir a qualidade dessas inferéncias.

O objetivo € buscar uma reta ou curva — um polinémio — que melhor
se ajusta aos dados disponiveis. Conhecida a equacdo do polinémio,
pode-se determinar valores dentro ou fora do intervalo conhecido.

Quatro familias de métodos sdo aqui apresentadas:

e Ajuste de curvas por regressdo: quando se tem uma grande
quantidade de dados e eles sdo pouco precisos e/ou confiaveis;

e Ajuste de curvas por interpolacdo: quando se tem uma pequena
quantidade de dados e eles sdo precisos e confiaveis;

e Ajuste de curvas por interpolacdo por partes: quando se tem uma
grande quantidade de dados e eles sao precisos e confiaveis;
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e Ajuste de curvas com funcdes senoidais: para representar funcoes
infinitas e periédicas dos processos fisicos na forma de funcoes
trigonométricas senos e cossenos.

Por fim, este capitulo apresenta uma discussao sobre séries de
Fourier, importante ferramenta para analise de problemas da
engenharia elétrica no dominio do tempo e da frequéncia.

4.1 Ajuste de curvas por Regressao

Dado um grande conjunto de dados imprecisos, deseja-se extrair uma
reta ou curva de tendéncia. Seja por uma regressao linear (reta) ou
néo-linear (curva), em ambos os casos existe um problema de
minimizacao de erros, conforme ilustrado na figura 4.1.

As técnicas aqui apresentadas sado os minimos quadrados discretos
(regressao linear) e minimos quadrados continuos (regressao
polinomial).

regressao polinomial,
COImM menor
erro residual.

regressao linear,
com maior
erro residual.

Figura 4.1. Ajuste de curvas por Regressao.

O problema

A(O) engenheira(o) foi a bancada do laboratério de medidas elétricas e
obteve dados de tensao e corrente. Ela(e) esqueceu de medir a corrente
para 60V. Como transformar os dados pontuais numa curva, ou seja,
uma tendéncia de comportamento do circuito elétrico estudado?

V (V) 0] 10 20 30 40 50 70 80 90
I(A) 0 10 19 31 39 52 65 69 70
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4.1.1 Método Minimos Quadrados Discreto — Regressao Linear

O termo linear remete a uma reta. A equacao de uma reta pode ser
dada por:

y=qay+ax, 4.1)

onde (x,y) € o conjunto de dados, a, € a; sdo os coeficientes que
representam respectivamente a interseccao com o eixo y e a
inclinacao.

O método de minimos quadrados busca minimizar o erro quadratico
entre os dados (x,y) e os pontos de uma reta, representado por:

Se= ) et =) On-ap - ax)? (4.2)

n n
=1 =1

onde S, € chamado de soma dos quadrados dos residuos.

De forma direta, tem-se:

_ nX0qy) — X(x) X)) ==
S S D) A

4.3)
onde x e y sdo as médias de x e y. Para um ajuste perfeito entre a reta
e o conjunto de dados, S, deve ser O.

Outra meétrica significativa € soma total dos quadrados dos residuos
entre os pontos dados e a média (S;):

Se=Z0i - . (4.4)

A diferenca S, — S; indica a melhora ou a reducao de erro em funcao
da descricao dos dados. De forma a regularizarmos a escala, tem-se:

37



Capitulo 4: Ajuste de curvas

rz=2t_ 1 (4.5)

onde r? é chamado de coeficiente de determinacéo e r o coeficiente de
correlacdo. Sendo o ajuste perfeito, S, =0er?=1.Para S, =S, er? =
0, o modelo nao representa melhora.

Uma forma de calcular r de forma computacionalmente mais eficiente é:

r2 = nX(xy) —X(x) X0i) _
nExf = Ex)*VnLyf - )P

(4.6)

Resolucao assistida por computador

x = [0 10 20 30 40 50 70 80 90]';
y = [0 10 19 31 39 52 65 69 701"';
n=length(x); % numero de amostras

sx=sum (x) ;
sy=sum(y) ;
Sx2=sum(x.*x) ;
(x.*y)
(v.-*y)

SXy=sum ;
sy2=sum ;
a(l)=(n*sxy-sx*sy)/ (n*sx2-sx"2);
a(2)=sy/n-a(l)*sx/n;

r2=((n*sxy-sx*sy)/sqrt (n*sx2-sx”2)/sqrt (n*sy2-sy”2))"2;
r = r270.5;

vV = 60;

I = a(l)*v+a(2);

Para o problema apresentado, obteve-se:
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sx = 390
sy =355
sx2 = 24900
sxy =21940
sy2 = 19533

levando a

ao= 0,8196

a: = 3,9292
com 2 =0,9717.

Isto significa que o modelo adotado tem correlacao de 98,58 %, ou seja,
areta representa a tendéncia dos dados com erro menor que 2 %. Para
60 V, I = 53,1042 A.

Apesar do bom resultado numérico, € possivel perceber que existe uma
saturacao (ndo linearidade) do valor da corrente no final da escala da
tensdo. Portanto, o modelo adotado de uma reta talvez nao seja a
melhor maneira para representar este comportamento.

4.1.2 Método Minimos Quadrados Continuo - Regressao Polinomial

O termo néo linear remete a uma curva. A aproximacgdo para um
conjunto de dados {(x;,y;)}i%; usando um polinémio de grau n pode
ser:

P (x) = ap+ a;x + ax? + -+ ayx™. (4.7)

O grau n deve ser no maximo n < m—1 . Isto em funcao dos graus de
liberdade, onde o numero de equacdes deve ser maior que o nimero
de variaveis.
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O método de minimos quadrados continuo busca minimizar o erro
entre os dados (x,y) e os pontos da curva, representado por:

5, = ie? i(yi - P()?

i=1 i=1

(4.8)

onde S, € chamado de soma dos quadrados dos residuos. Trata-se da
generalizacdo do método discreto que utiliza polindmio de primeiro
grau. Os requisitos para se obter a solucéo sao:

95 _9.i=
20, 0;;=012,..,n. (4.9)
As (n+ 1) equacdes para a determinacao dos coeficientes sao:
r m m m .
0 0 n N\ ]
X Z X Z X: X 0
Zi:l ' i=1 i=1 izlylxl
m m m a
S S S [l |S
i=1 i=1 =1 . . i=1 (410)

m m m n
§ xl_n g xin+1 § xiZn . ViX;
Lli=1 i=1 i=1 = s

As técnicas de resolucdo de sistemas lineares também podem ser
aplicadas. Aqui também sao validas as eq. (4.4) e (4.5) para a
determinacédo do coeficiente de correlacao (7).
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Resolucao assistida por computador para polinomio de 2° grau

x = [0 10 20 30 40 50 70 80 90]"'

y = [0 10 19 31 39 52 65 69 70]"

n = length(x); % numero de amostras

sx = sum(x); sy = sum(y);

mx = sx/n; my = sy/n;

SX2 = sum(x.*xX); sx3 = sum(xX.*x.*x); sx4 = sum(xX.*x.*x.*x);
SXy = sum(x.*y); sSx2y = sum(x.*x.*y);

5 [A]l{c}={Db}

A = [n sx sx2; Sx sSx2 sx3; sx2 sx3 sx4];
b = [sy sxy sx2y]';

c =A\b % resolugao de sistemas

yy = sum((y-my) ."2);

yyy = 0;

for i=1:n
yyy = yyy + ( y(i) - c(1) - c(2)*x(i) - c(3)*x(1)"2 )"2;
end

r2 = (yy - yyy)/yy; r = sqrt(r2);
0

’

I = c(l)+c(2)*V + c(3)*V."2

Considerando o problema apresentado em 3.1.1, as equacoes lineares
simultaneas para a obtencédo de um polinémio de segunda ordem sao:

10 450 28500
450 28500 2025000 =] 25740
28500 2025000 153330000 1790400

Resolvendo o sistema por Gauss, chega-se a

P,(x) = —2,0388 + 1,2782x — 0,0050x2

com r = 99,70%. Para 60 V, I= 56,5593 A.
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A linha continua na figura é este resultado.

80 T T T T
¢ N
v
60F e
<
(%.y)
20 grau 2|
.......... grau 3
-==grau 8
1,
O“' I I I
0 20 40 60 80

O MatLab possui biblioteca para determinacdo de polindémio por
minimos quadrados. P = polyfit(x,y,n) encontra os coeficientes de
polinébmio PB,(x) de grau n. Como complemento, a funcao y =
polyval(P, x) retorna o valor do polinémio B, avaliado em x.

Na figura, a linha pontilhada ilustra a aplicacdo de polyfit para n = 3.
Aqui, para 60 V, I = 58,8775 A.

Em razao de uma possivel melhor representacao, € natural o desejo de
trabalhar com polinémios de grau superior. Entretanto, distorcoes
podem surgir na forma da curva devido a problemas de
condicionamento das matrizes (eq. 4.10). A curva tracejada é a
representacido para n = 8. Estes problemas serdo tratados na secao
referente a interpolacao.
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4.2 Ajuste de curvas por Interpolacao

Trata-se de uma familia de métodos que permite construir um novo
conjunto de dados a partir de um conjunto de poucos dados precisos
e confiaveis previamente conhecidos.

A forma mais geral para um polindmio pode ser escrita como mostra a
eq. (4.7). Para um conjunto de dados {(x;,y;)}i~, existe um, e somente
um, polinémio (de grau n = m — 1) que passa por todos os pontos [1].

Por exemplo, para ligar dois pontos, tem-se uma Unica reta possivel
(interpolacao linear). Para ligar trés pontos néo alinhados, tem-se uma

parabola (interpolacao de segundo grau ou quadratica).

Matricialmente, a eq. (4.7) pode ser organizada da seguinte maneira:

1 %o x§ v xp] %7 [f(x)]
1 x x x| ; f(x1)
1 % xz2 o xPl|a|=|flx)]. (4.11)
(1 Xm x2 o xpl Lagd  Lf (e

Matrizes com coeficientes desta forma sdo chamados de matrizes de
Vandermonde. Elas sao frequentemente matrizes mal condicionadas
e, quando superiores a 3x3, seu numero de condicionamento pode ser
grande, causando erros significativos no calculo dos coeficientes a;.

Existem algoritmos numericamente estaveis que exploram a estrutura da
matriz de Vandermonde. Estes métodos consistem em primeiro construir
um polinémio de interpolacdo de Newton ou Lagrange e depois converté-
lo para a forma candnica, conforme eq. (4.7).

Quando se tem muitos dados, outra alternativa de evitar o mal
condicionamento é realizar a interpolacéo por partes, também conhecida
como splines, técnica apresentada ainda neste capitulo.
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O problema

A Tabela 40 da NBR 5410:2004 apresenta os fatores de correcao por
temperaturas ambiente para linhas néo-subterraneas considerando
dois tipos de compostos isolantes. Parte desta tabela é:

Temperatura (°C) pPvC EPR ou XLPE
20 1,12 1,08
25 1,06 1,04
35 0,94 0,96

Sao poucos pontos, mas confiaveis. Determine os fatores de correcao
para uma temperatura de 30°C.

4.2.1 Polinomios Interpoladores de Newton

Para um conjunto de dados {(x;,¥;)}2, , o polinémio interpolador de
Newton (de grau n = m — 1) pode ser expresso da seguinte maneira:

i) =ag +ap(x —x) + ot ap(x —x)x —x) - (k= x,) , (4.12)

sendo f,(x) = y, . As funcdes a correspondem a diferencas divididas
finitas (ddf):

a; = f(x1)
a, = flxz, %]

as = flxs, x5, %] (4.13)

A, = [ Xm) X1, X2, X1] >
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f[x2)x1] = M H

X2—Xq

1= flxs,x2]=flx2,%1] .

flxs, x5, %1 P até

(4.14)

f[xmi xm—li""x21x1] =

f[xm' Xm—1,""") xZ] - f[xm—li Xm—2,"""1X2, xl]

Xm — X1 .

Resolucao assistida por computador

x = [20 25 351"';

y = [1.12 1.06 0.94]1"; sPVC
y = [1.08 1.04 0.96]1"'; $EPR
xx = 30;

n = length(x);

a = zeros(n,n);

% atribui as variadveis dependentes a primeira coluna de b
a(:,1) = y(:);
for j = 2:n
for i = 1l:n-j+1
a(i,j) = (a(i+l,3j-1)-a(i,3-1))/ (x(i+3-1)-x(1));
end
end
% usa as diferencas divididas finitas para interpolar
xt = 1; yint = a(1,1);
for j = 1l:n-1
Xt = xt* (xx-x(3));
yint = yint+a(l,j+1) *xt;

end

Para o problema apresentado, considerando o material PVC, tem-se:
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f2(x) = a; + ay(x — x;) + az(x — x)(x — x3)

X; v = f(x;) Primeira ddf Segunda ddf
20 1,12 flxg, %] =—0,012 flx3,%,%x,1=0
25 1,06 flxs,x,] =—0,012

35 0,94

£,(x) = 1,12 + (=0,012)(x — 20) + 0(x — 20)(x — 25)

£(x) = 1,12 + (—0,012) (x — 20) £(30) = 1,12 + (=0,012)(30 — 20)

Como se tem trés pares de dados, o polindmio interpolador de Newton
tem grau 2. Para 30°C, o fator de correcdo considerando o PVC ¢ igual

a 1. Para EPR ou XLPE, o resultado também € 1.

4.2.2 Polinomios Interpoladores de Lagrange

Para um conjunto de dados {(x;,y;)}%, , de forma geral, o polinémio
interpolador de Lagrange (de grau n = m — 1) pode ser expresso da

seguinte maneira:

LD =) LGOfC)  sendo L) =] [-—L
i=1 =it
j#i

onde IT indica “produto de”.

(4.15)
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Resolucao assistida por computador para polinémio de 2° grau

x = [20 25 35]';

y = [1.12 1.06 0.94]1"'; % PVC
$ vy = [1.08 1.04 0.96]"; % EPR
xx = 30;

n

= length(x); %
if length (y)

error('x e y devem ter o mesmo tamanho');

nimero de amostras
~= n,

end
s = 0;

for i 1l:n
produto

for j

= y(i);

l:n

if 1 ~= 3
produto

produto* (xx-x(Jj))/(x(1)-x(3));
end
end

s s + produto;

end

Para o problema apresentado, considerando o material PVC, tem-se:

(x —x3)(x — x3)

(= x)(x —x3)

f20) = (e —x2) (% — x3) fO)+ (e —x)(x2 — x3)f(x2)
(x—x)(x —x2)
* (x5 —x) (x5 — xz)f(X3)
£,(30) = (30 — 25)(30 — 35) (30 —20)(30 —35) 106

(20 — 25)(20 — 35) " “ " (25 — 20)(25 — 35)
(30 — 20)(30 — 25)
(35 — 20)(35 — 25)

0,94

Como se tem trés pares de dados, o polinémio interpolador de
Lagrange tem grau 2. Para 30°C, o fator de correcdo considerando o
PVC éigual a 1. Para EPR ou XLPE, o resultado também é 1.
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Newton e Lagrange produzem resultados numericamente satisfatérios
e similares. Diferentemente dos métodos de regressdo, aqui nao se
obtém um polindémio, mas sim um Unico valor interpolado. Do ponto
de vista de esforco computacional, Lagrange necessita de um maior
numero de operacoes matematicas (soma, subtracado, multiplicacdo e
divisao) do que Newton.

4.3 Interpolacao por splines ou por partes

A interpolacdo polinomial pode apresentar resultados indesejaveis
quando feita para um numero elevado de pontos usando-se
polindmios de grau relativamente alto, conforme discutido na secao
4.1.2. Esses resultados indesejaveis sdo, em geral, grandes flutuacoes
sobre o intervalo total de interpolacao.

Uma alternativa é interpolar em grupos de poucos pontos, obtendo-se
polindmios de grau menor, e impor condi¢cdes para que a funcao de
aproximacao seja continua e tenha derivadas continuas até uma certa
ordem. Esta técnica € conhecida como aproximacdo polinomial por
partes ou splines.

A figura 4.2 ilustra o processo de interpolacdo por partes. Os
coeficientes da funcao spline (f (x;)) sao calculados para cada intervalo
de dados, por exemplo [x;:x3]. O nimero de pontos (x;) usados para
cada funcao spline definem a sua ordem.

f(x) L %) s;(x) s . (x)

Figura 4.2. Interpolacao por parte — splines.
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O problema

A tensao aplicada sobre um circuito eletronico tem invertida sua
polaridade de tempos em tempos. Entretanto, na inversdo, ocorre um
transitério durante o tempo de acomodacéo. Os valores medidos sao:

T) | 2 [ -1 1 2 [ 3] 4
V() |-10|-10[10,5[9,75] 10 | 10

Determine o polinémio que bem represente este comportamento. Qual
o valor da tensdo no tempo igual a 1,5 segundos?

Interpolacao por splines cabica

Uma interpolacado por splines de primeira ordem implica em obter
retas entre cada par de pontos, passando obrigatoriamente por eles.
Uma spline de segunda ordem busca equacdes quadraticas entre cada
par de pontos. Além de passar pelos pontos, tem-se um polinémio com
a garantia da existéncia de sua derivada de primeira ordem. A spline
de terceira ordem ou cubica produz um polindmio diferencavel em
primeira e segunda ordem.

Os resultados da interpolacdo por splines cubica sao diferentes da
interpolacao cuibica, uma vez que por splines existe a obrigatoriedade
de se passar por todos os pontos.

Ressalta-se que splines de ordem superior tendem a ter a mesma
instabilidade de polindmios de ordem elevada: oscilagoes devido ao
mal condicionamento.

Assim, quando existe um grande conjunto de dados para ser
interpolado, sugere-se sempre limitar o uso na ordem cubica e
aumentar o numero de partes [1].

A spline ciibica € um polinémio de terceiro grau representado por:
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fi + bihi + Ci(hi)z + di(hi)s = fi+1 onde hi = Xiy1 — Xi - (4.16)

Para n pontos dados (i=1, 2, 3..., n ), existem n-1 intervalos e 4(n-1)
coeficientes desconhecidos a calcular.

Assim, a primeira condicéo é atendida: o spline deve passar por todos
os pontos. Consequentemente, 4(n—1) condicdes sdo necessarias para
calcular estes coeficientes. Sao elas:

1. A spline passa pelo primeiro e tltimo ponto do intervalo, dando
origem a 2(n-1) equacoes:
(i) ssx)=fi»ai=f;

(i) s;(xi41) = fi = 8i(x;41) = a; + by(hy) + ¢;(h)? + d;(h)® = f;

2. A primeira derivada deve ser continua em cada ponto do

intervalo:

(iii) 8;"(xi41) = Siza'(Xi41) = by + 2¢;(hy) + 3d;(h)? = byyq

3. A segunda derivada deve ser continua em cada ponto do intervalo:

(iv) 8" (Xi11) = Siv1” (Kip1) = 2¢; + 6d;(h;) = 2¢;44

Assim, tem-se 4n-6 equacoes, mas sao necessarias 4(n—1). Existem
diversas maneiras para se obter as equacodes faltantes:

e Natural end conditions — natural: assumir que a segunda derivada nos
primeiro e Gltimo pontos é zero. A funcado € uma reta nos extremos;

e Clamped end conditions — amarrada: assumir que a primeira
derivada nos primeiro e ultimo pontos é conhecida, no caso um
valor imposto;
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e “Not-a-knot” end conditions — sem um no: forcar a continuidade da
terceira derivada no segundo e nos penultimos pontos. Isto resulta
em se ter os dois primeiros intervalos com a mesma equacao, bem
como os dois ultimos.

Para as natural end conditions, tem-se:
(v) s"1(x))=0-¢ (Vi) s"po1(xn) =0 oy

Por transformacdes algébricas, pode-se deixar as equacodes apenas
com o coeficiente c:

dy =% o p = Tiriosy —%(Zci — Ciy1) - (4.17)

3h; h;

Assim, pode-se traduzir o equacionamento para uma forma matricial:

1 0 0 - 0 0 0 o
Ry 2(hy+hy) hy - 0 0 0 c2
0 : : :
0 0 0 Rpz  2(Mp_p +hy_y)  hy_q||Cn-1
0 0 0 - 0 0 1 Cn

(4.18)
0

3(flxs, x2] = flxz, x1]

Il
__/\_—_q\

)

|

|3(f[xn'xn—1] xn 1 Xp— 2] i
0 )

fi—fj

lembrando que f[x;, x;| = ij .

Uma vez calculados os coeficientes ci, volta-se na eq. (4.17) e
determina-se d; e b:. Isto posto, tem-se um polinémio para cada par de
dados, conforme eq. (4.18).
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Para o problema apresentado em 4.3, tem-se:

r1 0 0 0 0 071 %
hy 2(hy + hy) h, 0 0 01lfc
0 h, 2(hy + h3) hs 0 0]]¢3
0 0 hs 2(hs + hy) hy 0 < Cq (
0 0 0 hy 2(hy +hs) hs||Cs
0 0 0 0 0 14 \ce/
0
3(flxs 2] = flxz, x4]
_ 3(flx4, x3] = flxs, x,]
|30 1l = flra 3]
3(flxg xs] — flxs, x4
0
1 0 0 0 0 O 1 0
1 6 2 0 0 O C2 30,75
0 2 6 1 00 C3 -33
0 01 4 1 0 < Cy [ 3
0 001 4 1 Cs -0,75
0 0 0 0 0 1 Ce 0
Truncando em quatro casas decimais, tem-se:
1 2 3 4 S 6
[c] 0,0150 | 0,0580 | -0,0653 | -0,0106 0 -0,0004
[d] 0,0143 | -0,0822 | 0,0182 | 0,0035 | -0,0001
[b] -0,0294 | 10,2162 | -0,7029 | 0,2571 | 0,0001

Para a determinacao da tensao no tempo igual a 1,5s, busca-se o
polinémio do intervalo que contenha o referido tempo. No caso:
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s3(x) = f3 + ba(x — x3) + c3(x — x3)* + d3(x — x3)3.

s3(1,5) = 10,5 — 0,7029(1,5 — 1) — 0,0653(1,5 — 1)2 + 0,0182(1,5 — 1)3

s4(1,5) = 10,1345 V

A figura a seguir apresenta os resultados. Os circulos sdo os dados
medidos. A curva tracejada foi obtida com o método aqui apresentado
por spline cubica. Para tal, faz-se necessaria a interpolacado de varios
tempos de forma a desenhar a curva.

As curvas pontilhadas foram obtidas pela técnica de minimos
quadrados (polyfit) para terceiro e quinto graus. A curva de quinto grau
aproxima-se mais do comportamento obtido com a spline ctubica.

Tensao (V)

10

,,,,,

® (xy)
----- grau 5
== splines
pchip 1
ey S
\ K
“.N."'.!
g8 . . ‘
-2 -1 3 4

Tempo (s)
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O Matlab possui uma funcao nativa chamada interpl, que possibilita
escolher o método de interpolacdo a ser utilizado. A curva em linha
continua foi obtida com o método pchip - interpolacdo cubica
hermitiana por partes.

Em comparacao com a spline ciibica, a interpolacdo ctibica hermitiana
por partes ndo garante a continuidade na derivada de segunda ordem.
Isto pode ser um problema em fun¢cées com mudancas abruptas.

Por outro lado, a implementacdo da pchip leva em consideracdo o
conceito de que os valores interpolados nao podem ultrapassar os
pontos dados (shape preserving).

Voltando ao exercicio proposto, percebe-se que a pchip leva vantagem
sobre a spline no trecho antes da inversao da polaridade. Neste trecho
nao existem valores menores que -10 V, conforme mostrado pela
spline. Para o segundo trecho, apés a inversdo da tensdo, a spline
representa melhor o transitorio durante o tempo de acomodacao.

Com a melhoria do conhecimento sobre o problema em estudo, pode-
se diagnosticar que a melhor estratégia a ser adotada seja a separacao
dos dados em grupos pequenos, podendo-se aplicar a técnica que
melhor se adapta ao comportamento do problema.

Resolucao assistida por computador

t=1[-2-11234];

vV = [-10 -10 10.5 9.75 10 101;
tt = 1.5;

VV = interpl(t,V,tt, 'spline');
% ou

VV = interpl (t,V,tt, 'pchip');
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4.4 Ajuste de curvas com funcoes senoidais

Em varias areas da engenharia, principalmente em processamento de
sinais, uma série temporal é uma colecdo de observacoes feitas
sequencialmente ao longo do tempo.

As funcoes matematicas que melhor representam repeticoes temporais
sdo o seno e cosseno. De forma geral, tem-se:

f(t) = ap + a, cos(wt + 0) + b; sen(wt + 0) + -+ + a,, cos(mwt + 0) +
b,, sen(mwt + 0) (4.19)

onde a, determina a altura média acima ou abaixo da abscissa, os
coeficientes de expansao a, _,, € b; ,, especificam as alturas maximas
das oscilacdes, w é a frequéncia com que os ciclos ocorrem e 6
parametriza a extensdo pela qual as curvas estdo deslocadas
horizontalmente.

Para N dados igualmente espacados, os coeficientes a; ,, € b;
podem ser calculados por:

LSO
N
(4.20)
a, = %Z f(¢t) cos(kwt) P
b, = %Z f(t) sen(kwt)

Assim, se obedecido o critério de N >2m+1 , tem-se um ajuste de
dados semelhante a regresséo — ajuste por minimos quadrados de uma
curva senoidal. Se 2m+1 € igual ao numero de pontos dados (N), esta
abordagem é chamada de série de Fourier continua e sera tratada mais
a frente.
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O problema

Mediu-se, sem muita precisdo, a saida de uma fonte de tensdo
senoidal com frequéncia de 60Hz:

t | 00,0021 | 0,0042 | 0,0062 | 0,0083 | 0,0104 | 0,0125 | 0,0146 | 0,0167
V| o0 220 311 220 0 -220 -311 -220 0

Determine o polinémio que bem represente tal comportamento.
Aqui, N=9e ) f(t) =0. Assim, 4, = 0.
Param = 1:

V(t) = 0+ 0,3475 cos(wt) + 276,5440sen(wt)

Param = 3:

V(t) = 0+ 0,3475 cos(wt) + 276,5440sen(wt) — 0,0004 cos(2wt)
—0,1738sen(2wt) — 0,0003 cos(3wt) — 0,0739sen(3wt)

300
O 9 pontos medidos
200 B m=3 para 9
—m=3 para 120
A figura apresenta 100
os 9 pontos .
medidos e os 2 0
9 pontos >
calculados -100
com m=3
coeficientes de -200
expansao. -300
0 0.005 0.01 0.015
Tempo (s)
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Com m = 1 ou 3, os valores calculados sao proximos e apresentam um
erro consideravel quanto a amplitude do sinal. Lembrando que m = 3
€ o limite imposto por N >2m+1 .

Uma maneira de melhorar a precisdo € aumentar a taxa de
amostragem do sinal.

O teorema de Nyquist-Shannon afirma que um sinal analégico que foi
amostrado pode ser recuperado somente se a taxa de amostragem for
maior que duas vezes a sua frequéncia ( f) [3].

Porém, se um sinal contiver uma componente exatamente na
frequéncia de operacdo, e as amostras sao espacadas de exatamente
1/(2f), ndo se consegue recuperar totalmente o sinal.

A figura apresenta o resultado para m = 3 e 120 amostras igualmente
espacadas de 1/(2x60). O erro aqui € menor que 1%:

V(t) = 0—0,0062 cos(wt) + 308,5316sen(wt) — 0,0062 cos(2wt)
—0,0002sen(2wt) — 0,0062 cos(3wt) — 0,0003sen(3wt)

Resolucao assistida por computador

T = 0.01666; t

linspace(0,T,9); w = 2*pi*60; n = length(t);

y = [0 220 311 220 0 -220 -311 -220 0];
sy = sum(y); A0 = sy/n; m=3;
for k=1:m

for i=1:n

ycos (1) = y(1i)*cos (k*w*t (1)) ;
ysin (i) = y(i)*sin(k*w*t(i));
end
A(k) = (2/n)*sum(ycos); B(k) = (2/n)*sum(ysin);
end
for k=1:m
for i=1:n
f(k,i) = A(k)*cos(k*w*t (1)) + B(k)*sin(k*w*t(i));
end
end
for i=1:n
ff(i) = A0 + sum(f(:,1));
end
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4.5 Série de Fourier

Série de Fourier € uma representacdo trigonométrica com senos e
cossenos usada para representar funcdes peridodicas complexas.
Quando essas funcoes sao infinitas, usa-se série de Fourier continua.
Quando essas funcdes ndo se repetem com periodicidade, ou se
repetem, mas sem intervalos de tempos regulares, utiliza-se a
transformada de Fourier discreta (TFD) [3]. Exemplos de problemas
sem periodicidade ou regularidade sdo os transitérios e descargas
elétricas.

Série de Fourier Continua

De forma muito semelhante ao ajuste de curvas com funcdes
senoidais, partindo da eq. (4.20), a série de Fourier pode ser escrita
como:

f(t) =ay+ Z[akcos(ka)t) + bysen(kwt)] (4.21)
k=1

onde a frequéncia angular do primeiro modo (k=1) é chamada de
frequéncia fundamental, e os seus multiplos constantes (k=2,3,...) sao
chamados de harmoénicos. Os coeficientes da eq. (4.21) podem ser
assim calculados:

1 T
Ag = ?JO f(t)dt

2 T 2 T
a, = ?fo f(t) cos(kwt)dt e by = ?J; f(@®) sen(kwt) dt . (4.22)

Usando a férmula de Euler ( e*/? = cos(6) + jsen(8) ), obtém-se uma
forma mais compacta para expressar a série de Fourier:

[ee)

. 1 (772 .
fO= ) cet onde o= | fEed. @423

k=—c0 =T/2
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Integral e Transformada de Fourier

A transicdo de uma funcdo periodica para uma expressao nao
periodica pode ser feita permitindo-se que o periodo tenda ao infinito.
Partindo-se da eq. (4.19):

1 (® . ® .
f(t)=%f F(w)e/®tdw e F(w)=f f(t) e iotde (4.24)

F(w) é chamada de transformada de Fourier de f(t). E f(t) é a
transformada de Fourier inversa de F(w). Este de par de funcdes
permite transformar para o dominio do tempo e da frequéncia um sinal
nao periédico.

Transformada de Fourier Discreta (TFD)

Em geral, na engenharia elétrica, as funcoes sado representadas por
um conjunto finito de valores discretos — conforme exemplo do
problema proposto no inicio desta secao. A TFD pode ser escrita como:

N-1
F, = Z fie™ /¥ parak =0 aN —1 (4.25)
i=0
e a transformada inversa de Fourier como
N-1

1 o 2
fi:ﬁz Fy e/*t parai=0 aN—1ondew = — (4.26)
k=0

Resolucao assistida por computador

T = 0.01666; t = linspace(0,T,9); w = 2*pi*60;
% [0 220 311 220 0 -220 =311 =220 0];
n length(t); fft(y,n-1); % ifft(y,n-1);

fast-fourier transform, variacédo de eq. (4.23).

FFT é fast-fourier transform, uma variacao da eq. (4.22). IFFT é inverse
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4.6 Exercicios propostos

1. Uma medicao de aterramento chegou aos valores apresentados na
tabela. Entendendo que esses valores sdo pouco precisos, trace a
curva que melhor represente o comportamento das medicoes.
Discuta sobre a correcéo dos dados as curvas tracadas.

R(Q | I(4)
1 10
1,1 |9
1,25 | 8,9
15 |7

2 6
22 |55
35 |4

5 2

6 1,5
6,5 | 1,1
7 1,05
8 1
8,75 | 1
95 |1,1
10 [0,95

Resposta por regressao: a curva continua com n=2;
curva tracejada com n=3 e curva pontilhada com n=4.

10 L T T
~
v, ® (xy)
8r LY grau 2 1
3 == =-grau 3
6 -
<
4_ [
2+
0
0]

2. A medicdo de alguns pontos de uma curva de saturacao magnética
(BxH) num processo de desmagnetizacdo do ferrite MnZn3c15 é

[4]:

H(A/m) | 50 | -5 | 5 75
B (mT) 300 | -50 | 180 | 350

Determine o valor da inducdo magnética para H=0 A/m.
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Resposta: por Newton, B = 62,8139 mT;
por Lagrange, B = 62,8139 mT,;
por interpolacao polinomial, n=2, B = 68,5933 mT
n=3, B =62,8139 mT.

3. Determine o polinémio que melhor represente o processo de

desmagnetizacdo do ferrite MnZn3cl5, dado o seguinte
comportamento:
H(A/m) | T(s) 80? T ' T '
80 0 60 ® ®y) |
60 1 spline
40 h = = =pchip | |
40 2 h
-30 3 g 20
20 4 = ol
< 9
-10 5 = ol
- i
S 6 \
-2,5 7 40|\
1,25 8 6ol
-0,625 9
-80 : : ‘ ‘
0,3125 | 10 0 2 4 6 8 10
Tempo (s)
Resposta:

curva continua foi obtida por spline e a curva tracejada por pchip.

Percebe-se aqui que a pchip nao extrapola os valores dos dados
medidos.

O comportamento deste problema remete as funcoes de Bessel. Elas
sdo comumente encontradas nos problemas que envolvam o
eletromagnetismo e o processamento de sinais, por exemplo.
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Produza uma onda com frequéncia de 60Hz (w = 377rad/s) e valor
maximo de 311, onde a parte negativa da onda é rebatida para o
quadrante positivo. A onda tem valor nulo enquanto o angulo da
onda original estiver menor que 15° e entre me (m + 15°).

Resposta:

1 n/(377)
ag = —f 311sen(377t) dt = 184,7260
T n/(6X377)

_311 1 2 1 T ) 1
an—7 ] cos(n(n— ))—cos(g(n— ))

1 T
P— —cos(n(Zn + 1)) + cos (E (2n — 1))

b —311 ! 2 1 T[Z 1
e cos(n(n— ))—sen(E(n— ))

1 T
1 —sen(n(Zn + 1)) + sen (g (2n — 1))

f@t)=a¢+ Z[akcos(kwt) + bysen(kwt)]

k=1
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300 F T T T T —

200 r

V (V)

100 :

O 1 1 1 1 1 | 1 1
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016

300 [ T T T T T T -

’>‘200—
> 100 J

0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016

300 F T T T T T —

200 r

V (V)

100 .

O 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016
Tempo (s)
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Integracdo numérica

No inicio de qualquer curso de graduacdo em engenharia, estuda-se
céalculo diferencial e integral. A derivada representa a taxa de variacédo
de uma variavel dependente com relacao a uma independente. A ideia
€ usar diferencas para quantificar um processo instantaneo.

A integracao € o oposto. O objetivo pressupde a soma de informacoes
instantaneas para fornecer um resultado total ao longo de um intervalo,
obtendo-se a area ou o volume de figuras geométricas.

A obtencdo de derivadas e integrandos por métodos analiticos em
problemas complexos usualmente pressupde grande esforco, quando
possivel.

Matematicamente, a integracao (definida) é representada por:
Int = [} f(x)dx, (5.1)

que indica a integral da funcao f(x) em relacao a variavel independente
x, avaliada entre os limites ae b [1].

Neste capitulo primeiro apresenta-se as formulas de integracao
numeérica por Newton-Cotes [2]. Elas sdo técnicas que utilizam um
conjunto de pontos amostrados, sejam reais ou estimados por
polinémios de interpolacdo. Em seguida, discutem-se formulas de
integracdo numeéricas que utilizam funcées diretamente.
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O problema

A resposta natural de um circuito RC é dada por:

e v(t) = Voe 7 ,t >0 onde V, é a tensao
‘ ] inicial no capacitor e T é a constante de
tempo para o circuito, dado por 7 = RC.
R % :L_ C Sendo a corrente obtida por i(t) =
v(t)/R , pode-se calcular a poténcia da

seguinte forma:

. 1 _t/0\2 _ Vol _
p(®) = v(t) - i(t) = = (Vo - e™7)" =" (e72/7) (W] [3].
A energia envolvida pode ser calculada integrando
t Vo? ptp _

w= [ p@®)dt= %fo(e 26/7) dt [J].

Por fim, a poténcia média é dada por:
0 _Vo? 1ty _
Pmed = — = %-;fo(e 26/T) dt [W].

Analiticamente, considerando R = 1Q,C = 0,001F ,V, = 100V eo 7 = 3RC
, obtém-se o comportamento:

© = Vg [ (e /7Y dt = 0,0499 [J].

Pmed =~ = 16,6254 [W].

A energia (w) € a area sob a curva P x t. O calculo desta area é a sua
integral. A figura a seguir ilustra o presente exercicio.
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10 10
2 5 <s
> —
0 0
0 1 2 3 0 1 2 3
><10'3 ><10_3
100 . :
——T=3RC
2 50l 1
[a
0 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
t (s) %1073

Obviamente, a resolucao analitica é possivel dada a simplicidade do
circuito em analise. Em circuitos mais complexos, pode-se fazer uso
de integrais numeéricas.

5.1. Formulas de integracao numérica por Newton-Cotes

As férmulas de Newton-Cotes, ou regras de Newton-Cotes, sdo um
grupo de férmulas para integracdo numeérica (também chamadas de
quadratura) baseadas na avaliacao do integrante em pontos igualmente
espacados. O mais comum é basear na estratégia de substituir uma
funcdo complicada ou um conjunto de dados tabulados por um
polinémio, como por exemplo:

Int = fabf(x) dx = fabfn(x) dx onde f,(x) =ay+a;x+ -+ ax", (5.2

e o integrar por partes, conforme ilustra a figura 5.1.
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X X1 | X2 X3 X4 X5

> X
Xn= a X .=b
0 h=(b-a)/n n
Figura 5.1. Integracao por partes.

Existem n+ 1 pontos igualmente espacados (xg, X1, %, ** ,x,) . Assim,
existem n segmentos de largura (h=(b—a)/n). Sea=x,e b=x,, a
integral total pode ser representada por:

Xn

I = IX1f(x)dx+ +f f(x)dx,

n

substituindo cada integral pela equacao de area de um trapézio, tem-se:

OAED) ;f(xl)) e h (f<xn_1)2— fen) (5.3)

Int =

Agrupando-se os termos, pode-se obter a forma geral da Regra do
Trapézio Multipla:

fx) + 22?;11f(xi) + f (%) . (5.4)

Int =(b—a) on
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Resolucao assistida por computador

R=1; C = 0.001; Vo = 10; TAL = R*C;
t linspace(0,3*TAL,7);

Ve = Vo*exp(-t./(TAL));

Ic (Vo*exp (-t./ (TAL))) /R;

P = Vc.*Ic;

Pmed = Vo"2/(6*R) * [-exp(-6)+1];

w = C*Vo"2/2 * [-exp(-6)+1];
% trapézio
a = t(l); b = t(end); % limites
n = 150; % numero de segmentos
X = a;
h = (b-a)/n;
ff = @(x) (10*exp(-x./0.001))"2
Ianalitico = w; s = ff(x);
for i = 1:(n-1)
x = x+h;
s = s + 2*ff(x);
end

s = s + ff(b);
P = (b-a) * s/(2*n);

w =P
Pmed = w/ (3*TAL)
Erro = (Ianalitico - P)/Ianalitico

O MatLab possui biblioteca para a integracido numeérica por Newton-
Cotes, chamada trapz.

A tabela a seguir apresenta os resultados do problema proposto pelo
método de integracdo numeérica do trapézio. Percebe-se que quanto
maior o numero de pontos, por tantas divisbes (n), maior sera a
precisdo da solucdo encontrada.

Para se obter mais pontos, pode-se optar pela técnica de ajustes de
curvas mais adequada, conforme visto no capitulo anterior.

Como os valores analiticos sdo conhecidos, o erro pode ser calculado
por E = 100%(real — estimado)/real . Outra maneira pode ser a
comparacao direta entre as solucoes obtidas para diferentes n.
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n h (s) w [J] Pmed [W] Erro (%)
2 0,00150 0,0827 27,5513 65,72

10 0,00030 0,0514 17,1212 2,9822
50 0,00006 0,0499 16,6453 0,1200

Existem muitos outros métodos para realizar integracdo numérica. A
tabela 5.1. apresenta os mais conhecidos. Para todos os citados, o passo
€é dado por h=(b—a)/n. O erro de truncamento pode ser calculado
utilizando a informacéao da derivada de ordem superior do ponto qualquer
(€ entre a e b.

Tabela 5.1. Métodos para Integracao Numeérica [1].

Férmula | Truncamento
Trapézio (n=2)
(b -y 2T (/12 )
1/3 Simpson (n=3)
(b - oy TR T ) ) ~(1/90)hSF D)
3/8 Simpson (n=4)
(AR { COER (AR IEN y—
Boole
/(RO 12];ng) SR FTCD | _ g oasyn F o)

5.2. Formulas de Integracao de Funcées

As técnicas apresentadas na secao anterior utilizam um conjunto de
pontos amostrados, sejam reais (medidos) ou estimados por
polinémios de interpolacédo. Certamente adequados, tais métodos séo
custosos e podem acrescentar erros devidos a interpolacdo. Existindo
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uma funcao confiavel, € possivel gerar tantos valores quanto forem
necessarios para se alcancar a precisdo desejada.

Existem muitos métodos de integracdo numérica a partir de funcoes,
como por exemplo: a integracao de Romberg, que utiliza a extrapolacao
de Richardson; e as féormulas de Gauss-Legendre e Gauss-Hermite [1][2].

Aqui sera apresentada a técnica chamada de Quadratura Adaptativa
[2]. O diferencial desta proposta é a possibilidade de ajuste automatico
do intervalo de integracédo (h) de acordo com variacdes abruptas da
funcao em estudo. Em regides com gradiente pequeno, passos largos.
Em regides com gradiente grande, passos refinados. Este

procedimento confere maior precisao e velocidade ao calculo [4].

Partindo da regra 1/3 de Simpson, tem-se uma primeira estimativa:

Int(h) = S 1@ +4£(0) + FB) (5.5)

ondeh=b—-ae c =(a+b)/2.
Uma estimativa mais refinada pode ser obtida pela metade do

tamanho do passo, por exemplo com aplicacdo da regra 1/3 de
Simpson com n=4:

h
Int(hy) = 5 [f(@) +4f(d) + 2 (c) + 4 (e) + f(D)] (5.6)

onde d=(a+c)/2ee=(c+b)/2.

De forma a melhorar ainda mais a estimativa, com resultado
equivalente a regra de Boole, pode-se utilizar:

Int = Int(h,) + %[lnt(hl) + Int(h,)] . (5.7)
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Resolucao assistida por computador

a = 0; b =0.003;
c (a+b) /2; tol = l*exp(-6);
f @(x) (10*exp(-x./0.001))"2
fa = feval(f,a); fb = feval(f,b); fc = feval(f,c);
g = quadsetp(f,a,b,tol, fa, fc, fb)
function q = quadsetp(f,a,b,tol, fa, fc, fb);
h = b-a; c = (atb)/2;
fd = feval(f, (a+c)/2); fe = feval(f, (c+b)/2);
ql = h/6 * (fa + 4*fc + fb);
q2 h/12 * (fa + 4*fd + 2*fc + 4*fe + fb);
if abs(g2-gl) <= tol
q =92 + (g2 - gql)/15;

else
ga = quadsetp(f,a,c,tol, fa, fd, fc);
gb = quadsetp(f,c,b,tol, fc, fe, fb);
q = ga + gb;
end

end

O MatLab possui biblioteca para a integracdo numeérica por funcoes,
chamada quad.

Para o circuito elétrico RC proposto, com tolerancia de 10-%, chega-se
a w = 0,0499 J em apenas 3 acoes recursivas.

Integrais multiplas sdo bem comuns. Por exemplo, uma integral dupla
estuda uma funcao bidimensional:

J: <f2:2f(x, y)dx) dy . (5.8)

Analiticamente, primeiro se integra a funcao em uma dimensao. Apés
esse resultado é integrado na segunda dimensao.

Numericamente se faz o mesmo. O MATLAB possui funcbées nativas
para integrais duplas (dblquad) e triplas (triplequad).
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5.3. Exercicios propostos

1. Calcule numericamente o valor eficaz de V(t) =311sen(377t +
0°)V.

Resposta: valor eficaz é o equivalente continuo que gera o mesmo
trabalho que o sinal alternado. Assim, a simples integral do sinal
senoidal no intervalo de periodo reportara Vmed = 0. Uma forma
de tratar isto é:

3112 (2@ 3112
= 2 77 = 1
Vef o fo sen?(377t)dt o nt

Método Pontos Int Vef
Trapézio 4 3,1416 219,9102
Quad - 3,1416 219,9102

2. A(o) engenheira(o) foi a bancada do laboratério e obteve os dados
de tensdo e corrente. Assim, ele pode calcular e conhecer a
poténcia instantanea. Aplique um método de integracdo numeérica
e calcule a poténcia média no periodo entre [1 a 2] segundos.

t(s)| o0 | 0,50 | 1,00 | 1,50 | 2,00 | 2,50 | 3,00
vv)| 10 | 6,10 | 3,70 | 2,25 | 1,42 | 0,78 | 0,50
1(A) | 10 | 6,05 | 3,65 | 2,25 | 1,40 | 0,80 | 0,50
P (W) | 100 | 36,90 | 13,50 | 5,06 | 1,99 | 0,62 | 0,25

Resposta:

P(t) = 0,5582t° — 6,6480t> + 34,2689t* — 100,5233¢3 + 181,5979t% — 195,7537¢
+ 100
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Por trapézio, com n = 90, Pmed = 5,9263.
Por trapézio, com n = 100, Pmed = 5,9262.
Por quadratura adaptativa, com 1 acdo recursiva, Pmed = 5,9262.
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Derivagdo numérica

A derivacado € usual na engenharia. Na grande maioria dos casos, o
entendimento de seu comportamento pressupde a distincdo da
mudanca de grandezas fisicas no tempo e no espaco.

Por exemplo, o vetor densidade de corrente elétrica (J) pode ser
equacionada como a proporcionalidade da condutividade elétrica (o) do
meio condutor e a variacdo da tensao elétrica (dV/dt), desta forma [1]:

dv
J=-o—. (6.1)

Matematicamente, a derivada representa a taxa de variacdo de uma
variavel dependente com relacdo a uma variavel independente.

Aqui sera apresentada uma formulacao de diferenca finita centrada e

nocoes de gradiente. A resolucao de equacoes diferenciais ordinarias ou
parciais sera apresentada em capitulos a parte.

O problema

A lei de Faraday determina que a tensao em um indutor (V) é dada
por:

v _Ldi
L="at’

onde L é a indutancia (H), i € a corrente (A) e t € o tempo (s) [1].
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Determine a tensdo em funcao do tempo a partir dos valores medidos
da corrente para um L = 0,1H.

t(s) 0 0,10 0,20 0,30 0,40 0,50
i(A) 0 1,00 3,00 5,00 8,50 20,00

6.1. Foérmulas de derivacao

As expansodes de série de Taylor sdo comumente utilizadas como
formulas de diferenca finita. Aqui, é apresentada a formula de diferenca
dividida centrada de Taylor, entretanto, destaca-se que existem ainda
férmulas progressivas e regressivas ao ponto em estudo [2][3].

Por o6bvio, quanto mais termos da expansdo, mais acurado sera a
solucao.

Primeira Derivada Erro

f1x) = (f (xirn) = f(xi-1))/2h o(h?)

') = (=f (xigz) + 8f (xi41) — 8f (xj—1) + f(xi-2))/12h 0(h*)

Segunda Derivada

£ ) = (FOiea) = 2f () + f(xi-1))/h? o(h?*)

[ () = (=f (Kia2) + 16f (xp41) = 30f (%) + 16£ (x;—1) 0(h")

— f(xi-2))/12R?
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Terceira Derivada
f' ) = (F Oiez) = 2f (ien) + 2f (i-1) = f (xi-2))/2R° o(h?)
f") = (=f (ie3) + 8 (xiv2) — 13f (xi40) + 131 (x3-1) o(h")
= 8f(xi—3) + f(xi-3))/8h°

h € o passo de calculo.

Quando o passo de calculo é desigualmente espacado, pode-se ajustar
um polindmio de Lagrange de segundo grau para trés pontos
adjacentes. A diferenciacdo do polinémio resulta em:

(2x — x5 — x3) (2x —x; — x3)

G e w
(2x —x; — x3) ’
+f(x3)

(3 —x)(x3 — x1)

f1) = f(x1)

As vantagens de se usar Lagrange ao invés da expansdo de Taylor,
muito embora mais custosa computacionalmente, € que se pode obter
uma estimativa da derivada em qualquer lugar do intervalo
determinado pelos trés pontos, com precisado e para passos de calculo
iguais ou nao.

Uma outra dificuldade de qualquer método de derivacdo numeérica € a
amplificacdo de erros nos dados. Em engenharia, particularmente em
dados de medidas em laboratorio, o erro na medicao € comum.

A figura 6.1 ilustra essa preocupacao: (a) dados sem erros, (b) a
derivacdo numérica resultante da curva (a), (c) dados ligeiramente
modificados, e (d) a derivacdo resultante da curva (c) manifestando um
aumento da variabilidade.
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yt y*
) e
d g
dy t dy
dx dx
T Fg

Figura 6.1. Preocupacdo com a precisdao dos dados para derivacao.

Resolucao assistida por computador

< B Qoo H t

= [0

1

derivacéo

= diff(I)./diff (t)

= 0.1;
= L*d;

3 5

[0 0.10 0.20 0.30 0.40 0.501;
8.50 201,

Para o problema do indutor apresentado e sendo a formula de derivacéao
centrada, obtém-se os resultados expostos na tabela. Aqui, acontece
perda de informacdo. O método utilizado perde o inicio e o fim dos

dados.
\ 0 2 2 3,50 11,5
I 1 3 5 8,50 20
T| 0,05 0,10 | 0,15 | 0,20 | 0,25 | 0,30 | 0,35 | 0,40 | 0,45 | 0,50

Usando (2), parat=0,15s,1=2 A.

A figura mostra o comportamento da corrente e da tensado no tempo.
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20 12
——Corrente (A) ;P
-&-Tensao (V) ; 110
15| /
< / 18 =
= !
g o
§ 10+ / 6
3 4 14 ®
- =2 12
g
0 ‘ ‘ : ‘ 0
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Tempo (s)
6.2. Gradiente

O gradiente € um vetor que indica o sentido e a direcao na qual obtém-
se o maior incremento de uma funcédo. Assim, o moédulo do vetor
gradiente indica a taxa de variacdo do fenomeno em estudo.

O campo vetorial e o operador gradiente possuem diversas aplicacoes
em engenharia. Por exemplo, a partir do gradiente do potencial
elétrico determina-se o campo elétrico; e a partir do gradiente
da energia potencial determina-se o campo de forca associado [4].

A figura e o c6digo a seguir ilustram o fenémeno elétrico existente entre
duas cargas elétricas estaticas de valores contrarios.

Resolucao assistida por computador

% linhas de campo elétrico entre as cargas
[X,Y]=meshgrid(-2:.2:2,-2:.2:2);

E = X.*exp(-X."2 - Y."2);

[DX,DY]=gradient (E, .2, .2);

quiver (X,Y,DX,DY, 'k"'); hold on

% superficies equipotenciais geradas pelas duas cargas
[X,Y]=meshgrid(-2:.1:2,-2:.1:2);

E = X.*exp(-X."2 - Y."2);
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contour (X,Y,E,6,'k', 'ShowText', 'on")
% posicionamento das duas cargas
x1=0.70; yl1=0;

x2=-0.70; y2=0;
plot(xl,vyl, 'ko', '"MarkerFaceColor', 'k
plot(x2,y2, 'ko', 'MarkerSize',12)

7

- do oe

hold on

carga elétrica negativa
carga elétrica positiva
, 'MarkerSize',12)

o501
50
1T

6.3. Exercicios propostos

1. A corrente em um capacitor (I) € dada por [1]:

dv

IL=cC

E;

onde C ¢ a capacitancia (F), Vé a tensao (V) e té o tempo (s). Determine
a corrente em funcao do tempo a partir dos valores medidos da tensao

para um C= 10mF.

t(s)

0

0,50

V (V)

100

50

35

9,50

0,05
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Resposta:
100+, - 1
20 :_Tensao medida 0.8
= = Corrente estimada <
: 60 | T 5 0.6 %
: g
o 40- 104 =
o o
= O
20 - 10.2
n- I I I [ e 10]
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Tempo (s}

2. Refaca o exercicio do campo elétrico proposto na secdo 6.2,
entretanto com as duas cargas sendo negativas.

6.4. Referéncias basicas
[1] J. W. Nilsson, S. A. Riedel, Circuitos Elétricos, 102 ed., Pearson,
2016. ISBN 9788543004785.
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[3] Y. Zhang, Advanced Differential Quadrature Methods, CRC Press,
2009. ISBN 9781420082487.

[4] J. P. A. Bastos and N. Ida, Electromagnetics and Calculation of
Fields, Springer & Verlag, 2 ed., 2012. ISBN 1461268605.
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Equagoes diferenciais
ordindrias

Em vez de descrever os estados de sistemas fisicos diretamente, as leis
da fisica usualmente sdo dadas em termos de variacoes temporais e
espaciais. Esse tipo de equacionamento, quando composto por uma
funcado desconhecida e suas derivadas, sdo chamadas de equacodes
diferenciais [1].

Quando a funcao envolve apenas uma variavel independente, a equacao
é conhecida como equacao diferencial ordinaria (EDO). Com duas ou
mais variaveis independentes, como tempo, temperatura e espaco,
chama-se equacao diferencial parcial (EDP).

No circuito elétrico ilustrado, a quantidade que esta sendo derivada ( I) é
chamada de variavel dependente. A quantidade em relacdo a qual I é
derivada é denominada variavel independente ( t) [2].

dl .
> _V+R1(t)+LE=0 Fisica
E
v a1
4 —=—(V—-RI EDO
% I a-tV kD

1 - ..
Ly, =1+ Z(V — RDAt Solucao numeérica
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Além da quantidade de independentes, o comportamento das variaveis
independentes também é relevante em qualquer analise.

Um problema é chamado de ‘problema de valor inicial’ quando todas as
condicoes sdo especificadas para o mesmo valor inicial da variavel
independente. Caso as condicdes sejam especificadas para diversos
valores diferentes da variavel independente, chama-se de ‘problema de
valor de contorno’ [1]. A Figura 7.1 ilustra os dois casos.

Y4 Condi¢ao Inicial Ya Condicéo de contorno
Yo ¥ t= ,Y=Yo yo ’ t=O,y=yO
y’(t)=y’0 t=x,y=yx

(a) t (b) x ot

Fig. 7.1. EDO: condicao inicial e de contorno.

Este capitulo fica restrito ao estudo de EDO caracterizado como
problema de valor inicial. EDP e problemas com condicdes de contorno
serao solucionadas em capitulo especifico.

Para o circuito RL proposto, por analise de malha tem-se:

V+R 1(t)+LdI : dl—lv R-1
dt dt_L( )

onde V € a tensdo na fonte, R € a resisténcia (Q2) e L é a indutancia (H) [2].
Determine o comportamento de I{t).

Os métodos mais comuns resolvem EDO da forma:

dx

= f (7.1)
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e de forma geral, eles possuem a seguinte construcao:
Xit1 = X; + @h (72)

onde @ € chamado de funcéo incremento e é utilizado para extrapolar
de x; para x;,; em uma distancia h (passo de calculo).

Esses métodos sdo chamados de passo Unico, isto porque o valor da
funcao incremento é baseado na informacéo de um tnico ponto i.

Existem varios métodos de passo inico. Aqui sera apresentado o Range-
Kutta de quarta ordem (RK4) [3]. Ele foi escolhido pois apresenta uma
otima relacdo acuracidade versus custo computacional.

7.1. Método Range-Kutta de 4° ordem

RK4 utiliza o conceito de aproximacao proposto por (7.2). A 4° ordem é
dada pelos quatro coeficientes utilizados (kq, k,, k5 e k,), estimados da
seguinte forma:

Xien = X + = (ky + 2ky + 2ks + ky)h

ky = f(t,x;)

by = f(t +3h,x; + ks h)

ks = f(t+h,x; + ko)

ky=f(t;+h,x; + k3h)
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Resolucao assistida por computador

V=10; R=1; L = 0.001;
tf = 0.006; h = tf/100;
it = 1; 1i(it) 0; t(it) = 0;
while t < tf
k1=(1/L)*(V - R*i(it));
tx = t(it)+(1/2)*h;
ix = 1(it)+ (1/2)*kl*h;
k2 = (1/L)*(V - R*ix);
tx = t(it)+(1/2)*h;
ix = i(it)+ (1/2)*k2*h;
k3 = (1/L)* (V- R*ix);
tx = t(it)+ h;
ix = 1(it)+ k3*h;

k4 = (1/L)* (V- R*ix);
1(it+l) = 1 (it)+(1/6)* (k1+2*k2+2*k3+k4) *h;
t(it+l)= t(it)+h; it=it+1;

end

Para o problema do circuito RL: 1o

V=10V,R=1Q,L=0,001H, gl

L sem energia inicial, <

e tempo final = 6 ms. g 61
N

Por RK4 com passo de calculo 3

h =0.006/100, 2y

obtém-se o comportamento da o

corrente ilustrado. 0

7.2. Problema com miltiplas EDOs

Tempo (s) %1073

Muitos problemas praticos em engenharia exigem a solucdo de um
sistema de equacdes diferenciais ordinarias simultaneas. A solucao
exige que sejam conhecidas n condicdes iniciais no valor inicial de t.
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dx,
ar = f1(t, %1, X3, "+, Xp)

dx,
W:fz(t,xl,xb”';xn) (7.3)

dx,
E = fn(t;xpxz, :xn)

O problema

Descreva o comportamento da tensdo no capacitor e da corrente no
circuito para o intervalo de t = [0 10] ms. As condicdes iniciais sao de
corrente igual a zero e tensdo no capacitor de 100V.

R

=t _
di 1t
L £ T Ri+Ld—z+Ef idt=0

=

De forma a eliminar a integracao, faz-se:

Rdi+Ld2i+i _ 0 d%  Rdi i
dt ' “dt2 ¢ U @z T Tlac Ic

Para facilitar, transforma-se esta EDO de segunda ordem em duas de
primeira ordem:

di

=

dv R i
a ~ LT LC
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Resolucao assistida por computador

ti = 0; tf = 0.01; h le-6; y0O = [0 100]; % [I VI;
t = (ti:h:tf)'; tt = t(1); v =vy0; 1 = 1; np = 1;
tp(np) = tt; yp(np,:) = y(1,:);
while (1)
tend = t(np+l); hh t(np+l) - t(np); 1if hh>h, hh = h; end
while (1)
if tt+hh>tend, hh tend - tt; end
k1 = dydt(tt,y(i,:))"'; ymid y(i,:) + k1.*hh./2;
k2 = dydt (tt+hh/2,ymid)'; ymid = y(i,:) + k2*hh/2;
k3 = dydt (tt+hh/2,ymid)"'; yend y(i,:) + k3*hh;
k4 = dydt (tt+hh,yend)';
phi = (k142* (k2+k3)+k4)/6; y(i+l,:) = y(i,:) + phi*hh;
tt = tt+hh; i=i+1; if tt>=tend, break, end
end
np=np+1l; tp(np)=tt; yp(np,:)=y(i,:); if tt>=tf, break, end
end
function dy = dydt(t,vy)
R = 100; L = 0.100; C 0.000001;
dy = [ y(2) ;7 (-R/L)*y(2)-y(1)/(L*C)];
end

Considerando R = 100, L = 100mH e C = 1pF, obtém-se o
comportamento explicitado na figura a seguir.

100 . . v : 0.03
N Tensao (V)
‘| - = =Corrente (A) || 0.02
50 1 |
[
. i ! - 10.01 —
S ] : \ <
— N\ ~ [0
.§ ot “ l’ ‘\ I' : e S - 0 %
=
E ‘\ [I e S
! 1-0.01 ©
-50 - v
1-0.02
-100 : : : : -0.03
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01

Tempo (s)
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A definicdo do valor do passo de calculo (h) implica na convergéncia
ou nao do método RK, bem como no seu custo computacional. Aqui
apresentou-se o RK4 com passo uUnico. Outra classe de métodos,
chamados de métodos de passo multiplo, usa a informacao de varios
pontos anteriores como base de extrapolacdo de um novo valor. O
passo multiplo acelera a convergéncia.

A funcao nativa do MATLAB ode45 utiliza o equacionamento de RK de
quarta e quinta ordens com estimativas de erro para ajuste do
tamanho do passo.

Uma outra dificuldade na resolucao de EDOs é o trato de sistemas
ditos rigidos. Um sistema ¢é rigido quando envolve variaveis
dependentes com comportamentos muito dispares entre si e com
relacao a variavel independente. Essa diferenca de comportamento
pode dificultar a determinacao dos passos de calculo.

A ode23, baseada em multiplas formulas matematicas, busca lidar

melhor com sistemas moderadamente rigidos, necessitando para tal a
exigéncia de baixa precisdo em razao de ser de segunda e terceira ordem.

7.3. Sistema EDOs rigida

Um circuito magnético pode ser governado pela seguinte equacao:

dy,
—u(1—y2)=2 =0.
p(1—yi) T 0

O comportamento deste problema torna-se cada vez mais rigido a
medida que y aumenta. O sistema EDOs para este problema fica:

an _
dt y2
dy,

E=u(1—yf)yz—y1 =0
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Resolucao assistida por computador

.
=
I

’

= ode45(REDO, [0 15], [1 1
[

1,1);
ode23s (@EDO, [0 50007, ,

1.0
1 1],[1,1000)

pn
<
Il

function yp = EDO(t,y,mu)
yp = [y(2); mu*(l-y(1)"2)*y(2)-y(1)];
end

A condicédo inicial € y,(0) = dy,/dt = 1. Parau =1, t = [015]s. Para u =
1000, t = [0 5000]s.

Com pu =1, a suavidade do grafico sugere que o sistema nao € rigido.
Para esta situacao, tanto a ode45 quanto a ode23 produzem
resultados similares.

1
Tempo (s)

Para p = 1000, apenas a funcao ode23 produz resultado satisfatorio.
E possivel perceber a rigidez da solucdo pelo aparecimento de
mudancas bruscas no comportamento das curvas.
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7.4.

. ‘ 1 1400

i |u=1000 i —T

\ 11000

1 -
41800
Of N
>
1600
1t
(| 1 | 1400
/I /I /l
_ 1 1 1 =
2 1 1 1 1200
1 1 1
-3 __ . 1 - i 0
0 1000 2000 3000 4000 5000

Tempo (s)

Exercicios propostos

1. Para um circuito elétrico proposto, onde
V=100V, R=10Q, L=1H, L sem energia
inicial. Qual o valor da corrente para o
tempo de 1s.

Resp.: 10 A.

2. Para um circuito elétrico proposto, onde
R=10Q,L =1 H, L sem energia inicial, C =
1uF e com tensao inicial de 10V. (a) em
qual tempo a corrente no circuito chega a
zero (+0,00054). (b) qual o valor da tenséo
no capacitor neste tempo.

Resp.: (@) 8 s. (b) O V.
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Equagoes diferenciais
parciais

Quando a equacao diferencial envolve apenas wuma variavel
independente, a equacdo €é conhecida como equacdo diferencial
ordinaria (EDO). A sua solucdo numérica foi discutida no capitulo
anterior. Com duas ou mais variaveis independentes, como por exemplo
tempo e espaco, chama-se equacao diferencial parcial (EDP).

A EDP para uma funcao u(xy, ..., x,) € uma equacao de forma [1]:

ou ou 0%u 0%u
0, (8.1)

f(xl,...,xn; 6—361, E; ax1ax1,... axlaxn;

se fé uma funcao linear de u e suas derivadas, entdo a EDP é linear.

Assim como para EDO, aqui também o comportamento das variaveis
independentes € relevante. Para EDP, problemas de valor inicial ou
valor de contorno devem ser considerados (ver figura 7.1)[2].

Um problema de valor de contornoé um sistema de equacoes
diferenciais, ordinarias ou parciais, dotado de um conjunto de
restricoes adicionais, chamadas condicoes de contorno ou de fronteira.

As condicées de contorno mais utilizadas na engenharia elétrica sao:
Dirichlet e Neumann [3]. Dirichlet especifica os valores que uma
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solucao necessita tomar no contorno do dominio. Ja Neumann
especifica os valores que a derivada de uma solucdo deve tomar
no contorno do dominio.

A resolucdo analitica de um sistema EDP de um problema real é
usualmente impraticavel. Sdo inimeras as restricdbes e parametros a
serem considerados. Assim, para problemas reais, como por exemplo
a propagacao de onda eletromagnética que parte de uma estacao radio
base e viaja até um aparelho de telefonia celular, sujeita por tanto a
variacoes do meio e do tempo, faz-se necessario o emprego de técnicas
numéricas elaboradas [4].

Este capitulo fica restrito ao estudo de EDP. Primeiro, sdo exploradas
técnicas para resolucao de EDP’s, baseadas nas féormulas de derivacao
por expansodes de série de Taylor ou Lagrange, apresentadas no
capitulo 6.

Depois, da-se destaque a métodos numéricos mais elaborados,
baseados em diferencas finitas. Sao eles: o método de elementos finitos
(FEM)[3], o método de diferencas finitas no dominio do tempo (FDTD)
[S] e a modelagem por linhas de transmissao (TLM)[0].

O problema

Em eletromagnetismo, o campo eletrostatico conservativo é dado por

E= —grad (V) [3]. De forma explicita e em duas dimensdes (x,y) pode-
se demonstrar que:

d dv d dv

deE‘}‘ESE——ID, (82)

conhecida como equacédo de Poisson e que define a distribuicdo de V
no dominio onde se tem campos eletrostaticos.

A solucao desta equacdo depende das condicoes de contorno (os
potenciais impostos nas fronteiras do dominio), da geometria dos
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meios dielétricos existentes, bem como suas permissividades e as
cargas estaticas envolvidas.

No caso onde ndo ha cargas elétricas estaticas (p = 0) e que exista
apenas um meio dielétrico constante no dominio de estudo (e
constante), a equacao assume a forma:

d?v  d*v
—+—=0, 8.3
dx? = dy? (8.3)
conhecida como equacéo de Laplace. Aqui, a fonte geradora de campo
elétrico é, obrigatoriamente, as condicdes de contorno pela imposicao
das diferencas de potencial elétrico.

Solucodes analiticas das equacdes de Poisson e Laplace sao custosas e,
dependendo da geometria do problema, talvez impraticaveis. Assim, sao
empregados meétodos numéricos baseados em técnicas de diferencas
finitas como as séries de Taylor. Ver o capitulo 6, sobre diferenciacao
numeérica.

Determine a distribuicdo do potencial elétrico V dentro da caixa:

d*v dzv
VIV (0) = g () + g (6) = () (8.4

Gap infenitesimal

_VA
V=10V —l
ym=d
V=0 V=0 \72
)/
Yo=C
V=0 >
. o B -1 X
Xp=a X, =b
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8.1. Método das Diferencas Finitas

A solucao numérica por Taylor consiste em determinar valores da
funcado de solucao dentro da regido. Para tal, divide-se a regido em
uma malha, com n quadrados na direcdo de x e m quadrados na
direcao de y.

Os pontos x; sdo definidos por x; = a + ith, com h = (b — a)/n . Os pontos
y; sao definidos por y; = a + ik, com k = (d — c¢)/m . Portanto, exclui-se
as linhas de contorno (n — 1) no lado xe (m —1) no lado y.

Tem-se no total (n —1) X (m — 1) pontos ( P;; ) no interior da regido de
estudo. Nestes pontos € que se calcula o valor da funcado solucao
V(x,y).

Assim, a determinacao do valor da funcao ( V(x,y) ) para cada ponto
da malha ( P; = (x;,y;) ) dependera da soma das contribui¢cées nos

pontos vizinhos ( (x;_; ,J’j) , (% ;Yj) > (Xig1 »}’j) , (% »}’j—l) e (x; 'yj+1) ).

Desta forma:

V("ivl’j) h_zazv(xi.yj) h_362V(Xiv3’j) h_404V(fi-Yj)
ox 2 0x? 6 0x? 24 0x*

d
V(xi+1-3’j) = V(xi'yj) th
com h = xj41 —x; € §; € (X3, Xi41)-

v -V haV(XiJ/j) h? aZV(xi.J/j) h? azv(xi.y]') h* a4V(§i.J/j)
(xi—1yj) — Yy T dx +7 0x2 6 9x2 24 9x*

com h = x;_; —x; € & € (x;_1, x;).

v -V k aV(xir.'Vj) k? aZV(xi:}’j) k3 aZV(xi:}’j) k* 64V(Xi.uj)
(xpyje) — Y x0yj) + dy + 2 9y? + 6 ay? 24 ay*

comk = Yy — ¥ € Uj € (i, Yivr)-

96



Capitulo 8: Equacoes diferenciais parciais

_ eayp | K20 Veyy I 0Venyy | Kt 0V
V(xiry]'—ﬂ_V(xz,y,')_ dy +7 dy? ? ay? ﬁ dy*

com k = Yi-1—Yi € U € (yi—lvyi)'

Substituindo as expressodes das derivadas segundas discretizadas na
equacao de Poisson, rearranjando e desprezando o erro (¢, i), tem-se
a equacao de diferencas para o problema proposto.

Aqui, V; ; € a aproximacgéo para V(Xz.yj):

2|3

parai=12,..,(n—1)ej=12,..,(m—1) e as condicoes de contorno:

2

h 2
+ 1|V — (Vigr + Vierj) — (E) (Vijor +Vijo1) = —R*f(xiy0)

2

Vio =9(xi,¥0) € Vin = g(x, ym) parai =12,...,(n—1)

Voj = 9(x0,¥;) € Vyj = g(xn,yj) paraj=12,..,(m—1)
Yt v=1ov Se o problema for dividido da forma
4 T como ilustrado, tem-se 9 pontos de

malha. Para cada um desses 9
pontos deve-se formular uma

ity T b | v=0  equacéo, conforme apresentado.
] 3 §
: > Py = (x1,y3) Py =(x2¥3) P3=(x33)
0 1 3 4 X Py = (x1,y2) Ps=(x3,¥2) Ps = (x3,¥5)
= Py = (x1,¥1) Pg=(x3,%1) Po=(x3,51)
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As equacodes resultam no seguinte sistema:

r4 -1 0 -1 0 0 0 0 0 1%s1 71107 (Vi3] 14,2823
-1 4 -1 0 -1 0 0 0 0|V 10 Va3 52611
0 -1 4 0 0 -1 0 0 O [|Vss 10 V33 4,2278
-1 0 0 4 -1 0 -1 0 0 [jVi2 0 Vi, 1,8683
0 -1 0 -1 4 -1 0 -1 0 [{V2]=]|0 Voo | = 12,4843
0 0 -1 0 -1 4 0 0 -—1f|Vs 0 V3, 1,8503
0 0 0 -1 0 0 4 -1 0!IV 0 Vi1 0,7064
0 0 0 0 -1 0 -1 4 -—1||Var 0 Va1 0,9575
L0 0 0 0 0 -1 -1 0 41l Lol V3, 10,6392

O sistema diagonal pode ser resolvido pelas técnicas numeéricas vistas
nos capitulos sobre sistemas lineares e nao lineares. A escolha
depende da natureza do problema.

Percebe-se um erro consideravel aqui. Os pontos V;; e V3; , por
exemplo, bem como nos demais niveis, deveriam possuir o mesmo
potencial elétrico. Isto se deve a quatro fatores: aos erros inerentes na
série de Taylor, ao se desprezar o erro (¢, u) na formulacédo proposta, a
pouca discretizacdo do problema (malha com poucos pontos, aqui
apenas 9) e aos erros inerentes na resolucao do sistema matricial
esparso.

O Matlab possui diversas funcoes nativas para resolucao de EDO com
valor inicial (ode45) e com condicdes de contorno (bvp4c). Para EDP, a
funcao pdepe resolve problemas com valor inicial. Para a resolucao de
EDP com condic¢des de contorno faz-se necessario ter acesso a toolbox
especifico. Este toolbox utiliza analise com ‘elementos finitos’.
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8.2. Introducao a métodos numeéricos avancados baseados em EDP

Quanto mais proximo da realidade do fenémeno fisico, mais complexa
fica a matematica envolvida. Sistemas de EDP com multiplas variaveis
independentes e diversas condicdes de contorno sdo comuns na
engenharia elétrica.

Para a solucdo desses complexos sistemas de EDP, métodos
numéricos elaborados foram e continuam sendo desenvolvidos. O
usual é que especialistas em areas especificas, por exemplo o
eletromagnetismo [4], desenvolvam seu préprio codigo. Isto leva a
especializacdo do método numeérico para uma determinada
comunidade.

Neste contexto, o objetivo aqui € apresentar de forma breve o conceito
de trés métodos muito utilizados em engenharia elétrica, além de uma
aplicacdo. Sao eles: o método de elementos finitos (FEM) [3], o método
de diferencas finitas no dominio do tempo (FDTD) [5] e a modelagem
por linhas de transmissao (TLM) [6]. Para estudos aprofundados,
sugere-se a busca por bibliografia propria.

8.2.1. Método de elementos finitos

As equacdées em um FEM podem ser formuladas por um método
variacional (Ritz) ou por um método residual ponderado (Galerkin)[3][4].
A estrutura do FEM pode ser: (1) discretizar a regido da solucao em um
numero finito de sub-regides ou elementos; (2) derivar as equacdes
governantes para um elemento tipico; (3) configurar todos os elementos
no espaco da solucao e (4) resolver o sistema de equacoes.

Por exemplo, para calcular a distribuicdo de potencial elétrico V(x,y)
em um disco de duas dimensdes, divide-se esta regido em um numero
finito de elementos, conforme figura 8.1. A forma e o tamanho dos
elementos, bem como a correcdo na fronteira discretizada, implicara
na qualidade do calculo. O V{x,y) sera a soma das contribuicdes de
todos os elementos:
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y 4 contorno do problema
contorno N
aproximado
4 Ve = D V().
e=1
X

Figura. 8.1. Discretizacado por FEM.

O exemplo a seguir resolve numericamente a equacao de Poisson (8.2)
usando solvepde, a biblioteca para PDE do Matlab que utiliza FEM [7].
Trata-se de um disco com potencial elétrico tendo como condicao de
contorno zero-Dirichlet [3].

Resolucao assistida por computador

o

% Poisson's Equation on a Unit Disk
Create Geometry Using a Geometry Function.

oo

g = @circleg; ¢ =1; a=0; £ =1;
% PDE Coefficients and Boundary Conditions
subplot(2,2,1), pdegplot (g, 'EdgelLabels','on'); axis equal

xlabel ('x (m)'), ylabel('y (m)'), title('Geometry')
% Create a PDE Model with a single dependent variable.
numberOfPDE = 1; model = createpde (numberOfPDE) ;
% Create a geometry entity.
geometryFromEdges (model, g) ;
% Specify PDE coefficients.
specifyCoefficients (model, 'm',0,'d',0,'c',c,'a',a,'t£',£f);
% The solution is zero at all four outer edges of the circle
applyBoundaryCondition (model, 'dirichlet', 'Edge', (1:4),'u',0)
% Generate Initial Mesh
hmax = .35; generateMesh (model, 'Hmax', hmax) ;
% Refinement
er = Inf;
while er > 0.001
hmax =hmax/2; generateMesh (model, 'Hmax', hmax) ;

result=solvepde (model); msh=model.Mesh;
u=result.NodalSolution;
exact = (l-msh.Nodes(1l,:).”2-msh.Nodes(2,:)."2)"'/4;
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er = norm(u-exact, 'inf');

fprintf ('Error: %e. nodes:%d\n',er,size (msh.Nodes,2));
end
% Plot Final Mesh
subplot(2,2,2), pdemesh(model); axis equal
xlabel ('x (m)'), ylabel('y (m)'), title('Mesh')
% Plot FEM Solution
subplot(2,2,[3,4]1),
pdeplot (model, 'XYData',u, 'ZData',u, 'ColorBar', 'off'),grid on
xlabel('x (m)'), ylabel('y (m)'), zlabel('V (Volts)'),
title('Poisson s Equation on a Unit Disk')

MATLAB, adaptado de [7].

Geometria
1 1
0.5 0.5
E o E o
> >
-0.5 -0.5
-1 -1
-1 0 1
X (m)
Equacao de Poisson - Disco
0.4
2 0.2
>
0
1 "’#/’<,ﬂ#'ﬂ’\l
0 ‘.O 0.5
-0.5
-1 -1 :
y (m) x (m)

Figura. 8.2. Disco com potencial resolvido por FEM, adaptado de [7].

A precisao do resultado obtido depende da discretizacdo da geometria
(hmax). A figura 8.2. resulta de uma malha com 985 nés e um erro de
5,1226e06,
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8.2.2. Método de Diferencas Finitas no Dominio do Tempo

FDTD ou o método de Yee € a solucao direta das equacoes de Maxwell
no dominio do tempo [4][5], conforme ilustrado na figura 8.3. O
procedimento consiste em: (1) dividir o dominio do estudo em uma grade
de nés; (2) aproximar a equacao diferencial dada por equivalentes de
diferencas finitas que relacionam a variavel dependente em um ponto
no dominio de estudo com seus valores nos pontos vizinhos; e (3)
resolver as equacoes das diferencas sujeitas as condicdes de contorno e
as condicoes iniciais.

Ex | ".__THZ
(+14k+1/2) s S i . ' i
M Ey ™ Ey
TEZ o« i
o Ex
HX ..............................................
z-(k) T Ez : T Ez
A T - :
i (i.j,k | MHy (ij+1,ks1/2
X (1)4—{? ) | (ij+1,k+1/2)
VO BT T Gy
(i+1,j+1/2,k) EX‘_

Figura. 8.3. Célula de Yee — FDTD.

Como em qualquer funcao de espaco e tempo:
F™(i,j, k) = F(i8, j6, kS, nAt)

e fazendo § = Ax = Ay = Az como o incremento do espaco e At como o
incremento do tempo, tem-se:

sFn(i k) F"(i+ 5. k) = F" (i = 2,j,k)
ox - )
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SF™(i,j, k)  F™Y2(i,j, k) — F*"Y2(i, j, k)
5t B 5

+ 0(At?).

O exemplo a seguir resolve por FDTD um exercicio de propagacéo de
onda eletromagnética num espaco de duas dimensodes com condicao de
contorno sendo paredes condutoras perfeitas [3], adaptado de [§].

Resolucao assistida por computador

o

% Grid Dimension in x (xdim) and y (ydim) directions
xdim=100; ydim=100;
$Total no of time steps
time tot=350;
%$Position of the source (center of the domain)
xsource=50; ysource=25;
$Courant stability factor
S=1/(270.5);
% Parameters of free space
epsilon0=(1/(36*pi))*1le-9; muO=4*pi*le-7; c=3e+8;
% Spatial grid step length
delta=le-6;
% Temporal grid step obtained using Courant condition
deltat=S*delta/c;
% Initialization of field matrices
Ez=zeros (xdim, ydim); Hy=zeros (xdim,ydim); Hx=zeros (xdim,ydim);
% Initialization of permittivity and permeability matrices
epsilon=epsilonO*ones (xdim, ydim); mu=muO*ones (xdim, ydim) ;
% Initializing electric and magnetic conductivity matrices
sigma=4e-4*ones (xdim, ydim); sigma star=4e-4*ones (xdim, ydim) ;
%Choice of nature of source
gaussian=0; sine=0;
% The user can give a frequency of his choice for sinusoidal
frequency=1.5e+13; impulse=0;
%Multiplication factor matrices for H matrix
A=((mu-0.5*deltat*sigma star) ./ (mut0.5*deltat*sigma star));
B=(deltat/delta) ./ (mu+0.5*deltat*sigma_ star);
SMultiplication factor matrices for E matrix
C=((epsilon-0.5*deltat*sigma) ./ (epsilon+0.5*deltat*sigma)) ;
D= (deltat/delta) ./ (epsilon+0.5*deltat*sigma) ;
% Update loop begins
for n=1:1:time tot
%if source is impulse or unit-time step
if gaussian==0 && sine==0 && n==

Ez (xsource, ysource)=1;

end

% Setting time dependent boundaries

if n<xsource-2 nl=xsource-n-1; else nl=1; end
if n<xdim-l-xsource n2=xsource+n; else n2=xdim-1; end
if n<ysource-2 nll=ysource-n-1; else nll=1; end
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if n<ydim-l-ysource n2l=ysource+n; else n2l=ydim-1; end

%Vector update instead of for-loop for Hy and Hx fields
Hy(nl:n2,nll:n21)=A(nl:n2,nll:n2l1).*Hy(nl:n2,nll:n21)+B(nl:n2,nll:n2
1) .*(Ez (n1+1:n24+1,nl11:n21)-Ez(nl:n2,nll:n21));

Hx(nl:n2,nll:n21) = A(nl:n2,nll:n2l1).*Hx(nl:n2,nll:n21)-
B(nl:n2,nll1:n21).*(Ez(nl:n2,nl1l+1:n21+1)-Ez(nl:n2,nll:n21));

%Vector update instead of for-loop for Ez field
Ez(nl+l1:n2+1,nll+1:n21+1)=C(nl+1:n2+1,nl1l+1:n21+1).*Ez(nl+l:n2+1,nll
+1:n21+1)+D(nl+1:n2+1,nl1+1:n21+1) .* (Hy(nl+1:n2+1,nl11+1:n21+1) -
Hy(nl:n2,nl11+1:n21+1)-

Hx (n1+1:n2+1,nl1l1+1:n21+1)+Hx(nl+1:n2+1,nl11:n21));

% Perfect Electric Conductor boundary condition
Ez (1:xdim,1)=0;Ez (1:xdim, ydim)=0;Ez (1,1:ydim)=0;Ez (xdim, 1:ydim)=0;

% Source conditions

if impulse==

o

% If unit-time step

if gaussian==0 && sine== Ez (xsource, ysource)=1; end
%if sine
if sine==
tstart=1; N_lambda:c/(frequency*delta);
Ez (xsource, ysource)=sin (((2*pi* (c/ (delta*N_lambda))*
(n-tstart) *deltat)));
end

%1if gaussian
if gaussian==1
if n<=42
Ez (xsource, ysource)=(10-5*cos (n*pi/20)+
6*cos (2*n*pi/20) -cos (3*n*pi/20)) /32;
else Ez(xsource,ysource)=0; end
end
else %if impulse
Ez (xsource, ysource)=0;
end
%Movie type colour scaled image plot of Ez
imagesc (delta* (1:1:xdim) *le+6, (let6*delta*(1l:1:ydim))"',Ez",
[-1,1]) ;colorbar (hot); xlabel ('x(in um)', 'FontSize',20);
ylabel ('y(in um)', 'FontSize',20); set(gca, 'FontSize',20);
getframe;
end

MATLAB, adaptado de [8].

A figura 8.4. ilustra um espaco bidimensional de 100x100, com a fonte
posicionada em 50x25. O tempo da imagem € 100fs.
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1
0.5
0
0.5
-1
20 40 60 80 100

X (um)

20

y (um)

100

Figura. 8.4. 2D FDTD com paredes condutoras perfeitas, adaptado [8].

8.2.3. Modelagem por Linhas de Transmissao
TLM é baseado no modelo da Huygens de propagacao e espalhamento

de ondas eletromagnéticas e na analogia entre propagacao de campo e
linhas de transmissao (impedancias, tensdes e correntes) [4][6].

(i-1/2,j,k)

Figura. 8.5. N6 3D TLM simétrico.
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Envolve dois passos basicos:

(1) substituir o problema de campo por uma rede equivalente e obter
analogia entre as grandezas de campo e de rede; e

(2) resolver a rede equivalente por métodos iterativos. A discretizacdo é
realizada por uma matriz de elementos agrupados.

O diferencial aqui é que os campos elétricos e magnéticos sao
calculados usando tensodes e correntes em uma rede. O exemplo a seguir
resolve por TLM um exercicio de propagacdo de onda eletromagnética
num guia de onda [3][9].

Resolucao assistida por computador

o

% Caracteristicas do meio

co=3e+8; Eps0=8.85*1E-12;

Mu0=4*pi*1E-7; velocidade=1/sqrt (Eps0*Mu0) ;

Z0=120*pi; ztl=7Z0/sqrt(2); % Impedédncia do espag¢o livre
%% Dimensdes fisica do guia de onda e modos de propagacgdo
a=19.05E-3; b=9.525E-3;

c=52; % Nimero de pontos no eixo x (+ 2 colunas)
1=27; % Nimero de pontos no eixo y (+ 2 linhas)

% Dimensdes maiores para nédo zerar indices de i-1=0

deltal=0.381le-3; deltat=0.898e-12; % Distédncia entre os nods

o

% Modo de propagacdo

m=1; n=0;

fc=(co/ (2*pi)) *sqrt ((((m*pi) /a)"~2)+(((n*pi) /b)"2)); %Freqg. de corte
lambdac=co/fc; c¢j=0.0+3*1.0;

T=(1/fc); %periodo de oscilacdo de cada modo

Tk=round ((T/2)/deltat); %T/2 correspondente ao numero de interagdes

o

% Inicializacdo dos vetores e matrizes

ninter=3000; Numero de interacdes
ttotal=ninter*deltat; Tempo total de simulacéo

pg (ninter)=0; Vetor Pulso Gaussiano/Interacdes
mvi(l,c,4,ninter)=0; Matriz de Vis

mvr (1l,c,4,ninter)=0; Matriz de Vrs

Ex(l,c,ninter)=0; Matriz de Ex

Ey(l,c,ninter)=0; Matriz de Ey

Hz (1,c,ninter)=0; Matriz de Hz

Hzs (ninter)=0; Vetor com valores de Hz

Exs (ninter)=0; Vetor com valores de Ex

Eys (ninter)=0; Vetor com valores de Ey
fEy(l,c,ninter)=0; fHz (l,c,ninter)=0;

fftHzs (ninter)=0; fftEys(ninter)=0;

% Formatacdo do Pulso Gausiano

Eo=1; % Amplitude do pulso
D=10*deltat; Duracédo do pulso
I=10*deltat; Largura do pulso

o o2 0@ AP dP d° d° o o o

o°

o°

o°
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% Inicio da interacdo no tempo (loop principal)
for k=l:ninter

t=deltat*k;

pg (k) =((Eo* (exp (=18* (((t-D)/L)"2))))*((0.5*deltal))); % vV2=V4
Excitacdo forcada

o

if k<=19
mvi(2:26,26,2,k)= - pg(k); mvi(2:26,26,4,k)= - pg(k);
mvi(2:26,26,1,k)= 0; mvi(2:26,26,3,k)= 0;

end

o

Inicio de iteracdes de linhas e colunas
for i=2:1-1
for j=2:c-1
Calculo dos campos
Ex(i,3,k)=-((mvi(i,]j,1,k)+mvi(i,],3,k))/deltal);
Ey(i,3j,k)=-((mvi(i,]j,2,k)+mvi(i,J,4,k))/deltal);
Hz (i,3,%k)=((mvi(i,3,1,k)+mvi(i,3,4,k)-mvi(i,3,3,k) -
mvi(i,j,2,k))/(2*Z2tl))/deltal;
DTF para todos os pontos da malha para uma frequéncia de corte
if k>1
fEy(i,J,k)= fEy(i,J,k-1) + Ey(i,J,k).*exp(-2*cj*pi*fc*t);
fHz (i,3,k)= fHz(i,3,k-1) + Hz(i,],k).*exp(-2*cj*pi*fc*t);
else
fEy(i,3,k)= By(i,J,k).*exp(-2*cj*pi*fc*t);
fHz (i,3,k)= Hz(i,73,k).*exp(-2*ci*pi*fc*t);
end
Matriz Vs refletidas no mesmo K
mvr(i,J,1,k)=0.5*(mvi(i,]j,1,k)+mvi(i,3,2,k)+mvi(i,],3,k)~-
mvi(i,Jj,4,k));
mvr(i,j,2,k)=0.5* (mvi(i,Jj,1,k)+mvi(i,J,2,k)-mvi(i,j,3,k)+
mvi(i,Jj,4,k));
mvr(i,3,3,k)=0.5*(mvi(i,J,1,k)-mvi(i,3j,2,k)+mvi(i,],3,k)+
mvi(i,Jj,4,k));
mvr(i,Jj,4,k)=.5*(-mvi(i,3j,1,k)+mvi(i,73,2,k)+mvi(i,],3,k)+
mvi(i,J,4,k));
% Conex&o com nd seguinte
mvi(i+l,3,3,k+1)=mvr(i,j,1,k); mvi(i-1,3,1,k+1l)=mvr(i,j,3,k);
mvi(i,j-1,4,k+1l)=mvr(i,J,2,k); mwmvi(i,j+1,2,k+1l)=mvr(i,Jj,4,k);
end
end
% Condicdo de contorno
mvi (26, :,1,k+1)=-mvr (26,:,1,k);
mvi(2,:,3,k+l)=-mvr(2,:,3,k);
mvi(:,2,2,k+l)=—mvr(:,2,2,k);
mvi(:,51,4,k+1)=-mvr(:,51,4,%k);
% Saidas para um ponto especifico da malha
Hzs (k)=Hz (13,29,%k); Exs(k)=Ex(13,29,k); Eys(k)=Ey(13,29,k);
end
vetorf=linspace (0,30,3000) ;
vetort=(0:1:ninter-1) *deltat;
subplot(1l,2,1),surf (abs(fEy(2:26,2:51,1500))) ;
xlabel ('"Nx'"); ylabel ('Ny'); zlabel('fEy'); axis ([0 55 0 30 0 110]);
subplot (1,2,2), surf(abs(fHz(2:26,2:51,1500)));
xlabel ('"Nx'"); ylabel ('Ny');zlabel ('fHz'); axis ([0 55 0 30 0 0.25]);

o

o°

oe

MATLAB, adaptado de [9].
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A figura 8.6. ilustra o comportamento do campo elétrico e do campo
magnético num guia de onda de 50 largura e 30 de altura, com modos
de propagacdo m=1 e n=0.

100

20
Ny

i 50
10 J Nx
0 o0

Figura. 8.6. 2D TLM num guia de onda, adaptado de [9].

8.3. Exercicio proposto

1. Uma placa quadrada de 12 cm tem suas bordas mantidas as
temperaturas mostradas na figura. Quais os valores das
temperaturas no interior da placa? Utilizar um passo h de 4 cm.

y
12 —4 1 0 1[P11 —200
1 1 ‘I&l‘ _ l—ZOO
1 4 1 ||Pz| [-100
t=100 t=100 0 Py, —100

0 t=100 12 X

Resp.: P11 = P21 = 87,5000 5 P12 = P22 = 62,5000.
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Equagoes integrais

Uma equacao integral € uma funcdo desconhecida (f(®)) sob um sinal
de integracdo. Exemplos na engenharia elétrica de equacodes integrais
sao Fourier, Laplace e Maxwell.

Equacoes integrais lineares sao usualmente classificadas em dois tipos [1]:
(1) Fredholm:  f(x) = a(x)®(x) — 1 [, K(x, )®(t)dt 9.1)

onde A é um escalar usualmente igual a 1. Funcoées K(x,t) e f(x) e os
limites a e b sao conhecidos, enquanto @(x) € desconhecido; e

(2) Volterra:  f(x) = a(x)®(x) — 1 f; K(x,t)®(t)dt (9.2)
com destaque para o limite superior de integracdo. Se f(x) =0, as

equacoes (9.1) e (9.2) se tornam homogéneas.

Uma equacao integral nao linear acontece quando ¢ aparece com ordem
superior a n > 1 dentro da integral, por exemplo:

fx) = a(x)P(x) — Afo(x, t)P2(t)dt . (9.3)
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A maioria das equacoes diferenciais ordinarias podem ser expressas
como equacoes integrais, mas o inverso nem sempre € possivel [1]. Isto
é muito devido ao fato de que as condigcoes de contorno sao
incorporadas nas equacdes integrais, enquanto nas equacdes
diferenciais elas sdo imposicoes externas e complementares.

Por exemplo, considerando uma equacao diferencial ordinaria de
segunda ordem:

0%

——=F(x. ® <x< 9.4

922 (x,®),a<x<b (9.4)
integrando,

0P x

—= f F(x, ®(t))dt + ¢, (9.5)

ox J,

onde ¢; = ®'(a). Integrando por partes,
X
d(x) =c, +cx + J (x — )F (x, D(t))dt (9.6)
a
onde ¢, = ®(a) — ®'(a)a. Entao,

®(x) = P(a) + (x — a)®'@ + fx(x —t)F(x, ®)dt. (9.7)

A equacdo (9.7) representa a equacao (9.4) com suas condicoes de
contorno. Aqui foi demonstrado para uma dimensdo (x). Equacdes
integrais envolvendo fun¢oes desconhecidas em mais dimensodes podem
ser encontradas em literatura dedicada ao tema [1][2].

Uma forma mais sistematica de obtencdo de uma equacéo integral a
partir de uma equacao diferencial ordinaria ou parcial é a construcao
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de uma funcgéo auxiliar conhecida como Green’s function [1][2]. A funcéo
de Green é uma série de expansdo. Portanto, ela lineariza problemas
ndo lineares. Isto pode ser um atrativo ou uma dificuldade, dependendo
do problema a ser resolvido.

Entre as técnicas numeéricas para resolucdo de equacodes integrais,
destacam-se o método dos elementos de contorno (BEM) e o método dos
momentos (MoM). O MoM tem por fundamento a funcao de Green e sera
aqui detalhado.

Para engenharia elétrica, em particular para o eletromagnetismo, as
vantagens de formular um problema em termos de equacdes integrais

reside no fato de que essa formulacado incorpora a identidade de
Sommerfeld, a qual rege a propagacédo de ondas [3].

9.1. Método dos Momentos

Seja a funcao de Green [2][4]:

L(f)=g (9.9)

onde L é um operador qualquer conhecido, g € uma fonte ou excitacao
conhecida e fé o campo eletromagnético ou resposta.

A funcao desconhecida f é expandida em uma combinacéo linear de N
funcodes, no dominio do operador L:

N

= afi+fyt et anfa= ) afy 9.10

n=1

onde a, sdo constantes desconhecidas e f,, € conhecida como funcéao
de base (ou de expansao). Substituindo (10) em (9), tem-se:
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N N
L (Z anfn> =g o+ D@l =g - 9.11)

n=1

Assumindo um produto escalar ajustavel para (f|g), a solucao do
problema indicado pode ser determinada. Para isso definem-se
funcodes de peso (ou de teste) da forma w;, w,, ... , w,, no dominio de L,
e faz-se o produto escalar da ultima equacao para cada w,,. Assim:

N

Z (W [L(f,)) = (Wpnlg) m =123, .., N . (9.12)

n=1
Tal equacao transportada para a forma matricial gera:
[Imn] [an] = [gm] ’

[ [(W1|L(f1)> (W1|L(fn))l
I = : i
Wi L(f)) - (Wi l|L(f))

a
[an] = [ 5 l
an

Se a matriz [I,,,,,] € néo singular, entao [I,,,,] ! existe, assim a,, € dado por:

(9.13)

(Winlg)

[an] = [Imn]_l[gm] , (9.14)
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com o valor de @, encontrado determina-se o valor de f:

f = fallen] = [fo] Unn] " gl (9.195)

A precisdo da solucao f depende das escolhas do tipo das funcodes de
base e de peso, f,, e w,,, respectivamente.

De forma breve, para se ter solucoes mais exatas pode-se assumir um
numero maior de funcdes de base e de peso. Um caso particular
conhecido como Método de Galerkin € quando f,, = w,, [2][3]. A funcao
fn deve ser linearmente independente e escolhida de tal maneira que
os produtos escalares (w,,|g) sejam relativamente independentes das
propriedades de g.

O problema

Considere um fio fino condutor de raio a e comprimento L (L>>a)
localizado no espaco livre [4].

Z
Estando o fio num
2a /VO potencial Vo, deseja-se
l 3: determinar a densidade
‘/}‘7 0 T y=L de carga do fio.

X

Da equacao de Poisson [3], tem-se:

_ L oppdl
° ), AmeoR

Para um ponto fixo y; no fio:
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_ 1 ("ady
? 4me 0 |)’k—)’|'

se Ay é pequeno, pode-se considerar a seguinte aproximacao:

L N
f fdy = fy)Ay + -+ flyy)Ay = Zf(yk)Ay
0 k=1

ou seja,

A A A
p1 P2 I PN e A=L/N

Ate, V) = +
Oy =yl Ly — yal Vi — vl

transformando em matriz:

1 A1q Ay
[B] = 4me,V, | [A] = :
1 Anq Ann
o=t A 2
pl=1: = m#%n
On m |ym - ynl

Aqui temos singularidades na diagonal principal. De forma mais
rigorosa e considerando fio condutor perfeito, portanto a densidade
superficial de carga aparece somente na superficie, e também a
espessura do fio, chega-se a:
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2w A2 poadpdy  2map A/2 +[(A/2)% + a?]V/?
V(centro) = J- J- 7= In > 27172
4me, 82[a? + y2]2 4me, —A/2 +[(A/2)? + a?]
Sendo A >» a :
V(centro) = %P5 5 {A} =2 A, =2l {A}
centro) = P nygf Pr=2maps Apn =200

{21“(2) T AyN|]| Py 1
[ A n ‘I l = 4,V | :
lyn — 1l v (E)

De forma analoga, a carga Q pode ser calculada por:

PN 1

o= [pua Q=ipkA 9.16)
k=1

O codigo a seguir resolve numericamente a equacao (16) usando MoM.

Resolucao assistida por computador

Er = 1; Eo = 8.8541le-12; Vo = 1; AA = 0.001; L = 1; N = 1000;
Delta = L/N;

I = 1:N;
Y = Delta* (I-0.5);
for i=1:N
for j=1:N
if (i~=3)
A(i,j)=Delta/abs(Y(i)-Y(j));
else
A(i,j)=2*log(Delta/ARD);
end
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end
end
B = 4*pi*Eo*Er*Vo*ones (N,1);
C = inv (A);
Rho = C*B;
Sum =
for I
Sum Sum + Rho (I);
end
Q = Sum*Delta;

MATLAB, adaptado de [4].

A precisdo do resultado obtido depende da discretizacdo da geometria
(N). Para N = 10, Q = 8.5358e"12. Para N = 1000, Q = 8.6528e"12.

9.2. Exercicio proposto

Determine a capacitancia de um capacitor de placas paralela. Seja a =
b=c=1, ¢ =1 e adiferenca de potencial entre as placas de 2V [4].

Zl

q= [pds C=Q/V=2Q/2

Y
e/ / / Sn i j=1.01 ij

Rl_] y

X 7 j
c / / / / Aij= 1 f d_S

Ameg Jasi Rij

»

v//' / -1V

R = J(xj —x)*+ (v —y)* + (g — z)?

Ay o AlZn[ l [ ]
A1 o Azpon| LP2n
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Para i #j
A - AS; (AD)?
b 47T£0Rij N 47T80Rij
Parai=j
Al Al
A= —In(1 2) =—1In(0,8814
5= e n(l+,/2) — n(0,8814)
Resposta:
N=9 , C=26,5155pF
N =25 , C=27,7353 pF

N=100 , C=28,6959 pF
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Continuacdo dos estudos

Este & um livro de calculo numérico aplicado a engenharia elétrica e
as suas técnicas numeéricas.

Partindo de um problema de circuitos elétricos ou eletromagnetismo, por
exemplo, o leitor € capaz de identificar a natureza matematica do problema.
Assim o sendo, ele pode escolher a ferramenta numérica mais apropriada
para a sua resolucao.

Este é o primeiro passo em computacado cientifica, a qual desenvolve
modelos matematicos e técnicas de solugdes numeéricas para analisar e
resolver problemas cientificos e de engenharia.

Computacao cientifica € uma area em franco desenvolvimento, devido
a dois motivos principais: (i) a crescente capacidade de processamento
computacional; e (ii) a crescente quantidade de dados disponiveis
(sensoriamento cada vez mais barato e a sua integracao pela internet).

O desafio sempre sera obter a modelagem matematica mais proxima
possivel da realidade, conforme discutido inimeras vezes neste livro.
Junta-se a isto agora, a grande quantidade de dados a serem
interpretados. Transformar dados em informacdo tutil para uma
tomada de decisdo inteligente € o estado da arte hoje.

Neste contexto, sugere-se ao leitor continuar seus estudos por:
o Pesquisa operacional ¢ o uso de modelos matematicos, estatistica

e algoritmos para ajudar na tomada de decisdes. Muito utilizada
dentro da administracdo e da engenharia de producao, a pesquisa
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operacional envolve técnicas como: teoria da dualidade e analise de
sensibilidade, teoria de jogos, processo de decisdao de Markov e
teoria de filas [1][2].

Otimizacao é um processo para buscar a melhor solucdo de um
determinado problema. Para modelagem lineares, usa-se a
programacéao linear, como por exemplo o método simplex [1]-[3].
Para equacionamentos nao lineares, pode-se utilizar a programacao
nao linear, na forma classica com métodos baseados em derivada
[1][4] ou com abordagens estocasticas (métodos baseados em
probabilidade) [5][6]. Destaque aqui para uma nova familia de
ferramentas estocasticas chamadas de computacdo evolutiva ou
bioinspirada, como os algoritmos genéticos, colénia de formigas,
enxame de particulas ou sistemas imunolégicos artificiais [7].

Inteligéncia artificial ou aprendizado de maquina (machine
learning) sao algoritmos construidos de forma a reconhecer
padroes, aprender e agir a partir de dados, sem necessitar de
instrucdo humana explicita [8]-[10]. De forma geral, o aprendizado
pode ser supervisionado ou nao supervisionado. Técnicas para
aprendizado supervisionado buscam responder um objetivo, ou
seja, ha uma variavel explicita a ser respondida (K-nearest
neighbors e support vector machine sdao exemplos de técnicas).
Métodos nao supervisionados buscam identificar grupos ou
padroes a partir dos dados, sem um objetivo especifico a ser
alcancado (mapas de Kohonen é a estratégia mais difundida). As
chamadas redes neurais artificiais (RNA) podem ser implementadas
com as duas orientagoes. RNA sao modelos computacionais
inspirados no sistema nervoso central.

O Grupo de Pesquisa em Computacdo Cientifica para Engenharia
(PECCE), vinculado ao Instituto Federal de Santa Catarina (IFSC), do
qual o autor deste livro é integrante, desenvolve aplicacdoes para a
industria em todos os temas aqui citados. Entre em contato.

Bons estudos!
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