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Resumo

Apostila elaborada para ser utilizada na disciplina de Mecanica Geral 11 como apoio para as
atividades realizadas em sala de aula e como referéncia de estudos. Este material foi compilado tendo
por base uma miscelanea de outros materiais (veja as referéncias) e dimensionado para a carga horéria
da disciplina de forma a contemplar toda a sua ementa.
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> F=0 (1)

A primeira lei descreve uma propriedade comum
a toda matéria: a inércia.

Esta lei nos leva a definicao de um tipo parti-
cular de sistema de referéncia chamado sistema de
referéncia Newtoniano ou inercial. Tal sistema é
aquele no qual a primeira lei de Newton é valida.
Sistemas de referéncia acelerados ou em rotagao nao
sao inerciais.

Na pratica, em casos onde a precisao desejada
nao seja muito alta, um sistema fixo a Terra é apro-
ximadamente inercial.

L ¥
F=m— 2
> m (2)

E mais dificil colocar em movimento um corpo
que possua uma inércia maior. A medida quantita-
tiva de inércia é chamada massa.

A massa é a constante de proporcionalidade entre
a forga aplicada (causa do movimento) e a aceleragao
adquirida pelo corpo (efeito observado), na segunda
lei de Newton.

A questao é: como medir o conteudo de inércia
(massa) de um corpo, mesmo que em relagdo a um
outro corpo, tomado como referéncia (padrao)?

Podemos imaginar um experimento puramente
mecanico, realizado em referenciais inerciais e aonde
apenas a interagao entre dois corpos A e B estaria
presente. Se dois corpos interagissem, por exemplo
através de uma mola, observariamos, por meio de
medidas cuidadosas, que as aceleracoes dos dois cor-
pos teriam sentidos opostos e que a razao entre seus
modulos seria constante.

Podemos expressar o resultado deste experi-
mento por

dv 4 dvg

o qp Mea (3)

A constante ppa = 1/pap é, de fato, a medida
da inércia de B em relagao & A. Podemos expressar
[tBA COMO a razao

mp

UBA = —
ma

(4)
e usar a inércia de um corpo padrao como unidade.
A razdo mp/ma4 nao deve depender do corpo es-
colhido como padrao. Isto é verdade porque, con-

siderando um terceiro corpo C', podemos escrever
HBC

Hac
Newton ainda preocupou-se em distinguir a

massa inercial (definida como descrito acima, base-
ada nas propriedades de inércia) da massa gravita-
cional (definida por meio da Lei da Gravitagao Uni-
versal). Todas as experiéncias realizadas até hoje
indicam que a massa inercial é idéntica a massa gra-
vitacional. Por isso, nao precisaremos distinguir os
dois tipos de massa'.

= pupa. Chamamos a quantidade m de massa.

O fato fundamental expresso nas equagoes (3) e
(4) e interpretado de acordo com a defini¢ao de forca
(segunda Lei de Newton) nos leva a terceira Lei de
Newton.

—

Fab - _]-?‘ba (5)

Esta Lei, embora seja uma “lei de agao ins-
tantanea a distancia”, nao conhece excegoes.

O conceito de forca é a esséncia da mecanica
Newtoniana e, dadas as condigoes iniciais, determina
com a exatidao da Fisica Classica o comportamento
futuro do sistema mecanico em questao.

Complementam as trés Leis de Newton, a Lei da
Gravitagao Universal

(6)
onde G ¢é a Constante da Gravitagao Universal e vale

G = 6,674287 x 107! m3kg 572

! No Sistema Internacional de Unidades a unidade de forca, definida pela Equacdo (2) é chamada Newton. Entdo a forca
de 1 Newton ocasiona uma aceleracio de 1 m/s?> em um objeto de 1 kg de massa. No Sistema Inglés a unidade de forca é a
libra. Para relacionar as duas unidades de medida usamos a relagdo dada pela forga peso (W = mg), onde g é a aceleragio
da gravidade sendo 9,81 m/s? no Sistema Internacional de Unidades e 32,2 pés/s? no Sistema Inglés.
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2.1 Introducao

A equacao geral do movimento podera ser escrita,
em uma dimensao, como

F(z,&,t) = mi

A situacao mais simples é aquela em que a forga
¢ constante. Neste caso

. F
T = — = constante = a,
m

(7)

onde a solugao ¢é obtida por integracao direta em
relacao ao tempo.

2.2 Trajetéria Retilinea

Integrando (7) em relagao ao tempo, obtemos:

(8)

1
To + vot + 5a6t2 (9)

Vg + a.t

onde xy e vy sdo constantes de movimento e a. é a
aceleracao constante. Quando nao for o caso de um

movimento com acere¢ao constante, deve-se integrar
as proprias definigoes:

dx

_dx dv_d%
Cdt

! “Ta T A

Eliminando-se o tempo, nas duas definigoes
acima, obtemos

adr=vdv

que, integrada, considerando-se a aceleracao cons-
tante, nos fornece:

v? = vg + 2 a. (z — 70) (10)

As equagoes (8), (9) e (10) sao conhecidas como
as equagoes do M.R.U.V.
Quando a velocidade é constante

_dv,
Cdt

dx

v = — = constante
dt

= a =0,

que, integrando-se em relacao ao tempo, nos forne-
cem:

(11)

To + vt (12)
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onde as equagoes (11) e (12) podem ser obtidas das
equagoes (8), (9) e (10), fazendo-se a = a. = 0.

As equagoes (11) e (12) sao conhecidas como as
equagoes do M.R.U.

2.3 Lancamento Obliquo e Queda Li-
vre

As equagdes (8) a (12) encontram aplicacao ime-
diata na solugao de problemas de lancamento de
projéteis e queda livre. Neste caso temos que de-
compor os movimentos em horizontal (z, com ve-
locidade constante no caso ideal — sem resisténcia
do ar) e vertical (y, com a aceleracao constante e
igual a aceleragao da gravidade — 9,81 m/s* no S.I.
ou 32,2 pés/s? no Sistema Inglés de Unidades), onde
em x o movimento é do tipo M.R.U. e em y do tipo
M.R.U.V. e trata-los como movimentos independen-
tes.

X

o7

s,

¥,
Assim, o movimento na horizontal é regido por:
Eq. (11):

Eq. (12): 2 =204+vy.t — |x=x0+7 cos@t‘
e, na vertical, o movimento é regido por:

Uy = Vg = Vg cosl

voy =vosend e a.=—g=—9,8lm/s?

vy =vgsend —gt

Eq. (8): vy=wvoy—gt
Eq. (9): y = yo +voy t — 39t

%

Y = yo + v senf — gt

Eq. (10): vy = v, —29(y — vo)

— US = (vo senf)? — 2g(y — vo)

Combinando estas 5 equacoes, podemos resolver
qualquer problema de lancamento de projéteis e/ou
queda livre.

Exemplo 2.1. Considere uma particula que escor-
rega para baixo num plano inclinado de um angulo ¢
em relacao a horizontal, como ilustra a figura abaixo.
Oriente a dire¢ao z numa direcao paralela ao plano
inclinado e com sentido positivo para baixo, como in-
dicado, e obtenha uma expressao para a aceleragao
da particula.

(a) )]
Z F, = ma,
S F, W,—fr mgsenf —uN
a = = =
m m m
Z F, = 0 = N =mgcost
Assim:

a = g (senf — ucost)

A velocidade da particula crescera se a expressao
entre parénteses for positiva, isto é, se 6 > arctgu.
Se 6 = arctgu, entao a = 0, e a particula deslizara
para baixo com velocidade constante. Se < arctgu,
entao a < 0, e a particula ird parar.

No caso de movimento para cima:

a = g (senf + pcost)

Exemplo 2.2. As pistas de corrida de motocicleta
sao projetadas de maneira que os pilotos saltem da
rampa de 30°, a uma altura de 1 m. Durante uma
corrida, observou-se que o piloto permaneceu no ar
por 1,5 s. Determine a velocidade na qual ele aban-
donou a rampa, a distancia horizontal que ele se des-
locou antes de atingir o solo, a altura maxima que
ele alcanca e a velocidade que ele tera ao voltar a
tocar o solo. Despreze o tamanho da motocicleta,
do piloto e a resisténcia do ar.

Velocidade em A:

1 2
Ya + (UA)y tap + 5 atlip

Yp =
(—1m) = 04 wv4sen30° (1,5s)
+ % (—9,81m/s%)(1,5s)?
va = 13,38 m/s = 13,4 m/s
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Alcance Horizontal:

R = rp —TpaA— (UA>z tAB = VA COSE’)OO tAB
= 13,38 cos30° (1,5s) = 17,4m

Altura Maxima Atingida:

(ve); = (va)i+2ac [yo — ya]
0 = (13,38 sen30°m/s)?
+ 2 (=9,81m/s?) [(hmax — 1 m) — 0]
3,28 m

hmax = (medido a partir do chao)

Componentes da Velocidade em B:

(vB)a (va)z = v4 c0s30°
= 13,38 cos30° = 11,6 m/s
(vB)y = i\/(UA)z +2ac [yp — yal
= —8,02m/s
v = (vB)2 + (vp)2 = 14,1m/s

2.4 Velocidade Relativa

Consideremos duas particulas cujos vetores
posicdeso sao Ty e Iy, respectivamente, como mos-
trado na figura abaixo. O deslocamento da se-
gunda particula com relacao a primeira é a diferenca
r's—r1 que chamaremos ri3. A velocidade da segunda
particula relativamente a primeira é, portanto

i _df"u . .
Vi = = =Va2—V

dt dt

que chamamos de velocidade relativa. Transpondo
V1, temos

para a velocidade da particula 2 em relacao a O em
termos da velocidade da particula 1 e da velocidade
relativa.

Note que o médulo da velocidade relativa de duas
particulas nao é o mesmo que a variacao temporal
da distancia entre elas?.

Exemplo 2.3. Uma particula move-se ao longo do
eixo x com velocidade v, sendo seu vetor posicao
dado por 7} = i(a + vt) onde a é uma constante.
Uma segunda particula move-se ao longo do eixo
y com mesma velocidade, e seu vetor posicao é
™ = j(b 4+ vt). Obtenha a velocidade da segunda
particula em relagao a primeira e a variagao tempo-
ral da distancia entre elas.

\712 = \72 — \_/’1 = U(j — i) V12 = ’U\/§
d d d
izl = S = 11| = 2 |(0) — ai) +v(j — 1)1

Ou seja, neste caso, a velocidade relativa da segunda
particula em relagao a primeira e a variagao tempo-
ral da distancia entre elas sao iguais.

Exemplo 2.4. Um aro de raio b rola no chao com
uma velocidade Vv para a frente. Encontre a velo-
cidade em relagao ao chao de um ponto P qualquer
da periferia do aro.

v=2y

—
Vil B

Vrel

v

Vret

v=0

Vo) |

O vetor posicao de um ponto P da periferia de
um aro de raio b em movimento circular no sentido
horario em torno da origem, o centro da roda, é

rop = bcosf1—bsend ] |,
onde 6 = wt.

A derivada em relacao ao tempo entao nos da a
velocidade de P relativamente ao centro do aro

T = —bwsenf 1— bw cosf J .

Mas a velocidade angular é w = vy/b e, desde que
a velocidade do centro do aro em relagao ao solo é
vpl, entao a velocidade de P em relagao ao solo é

V. = gl — bw senf 1 — bw cosh j
= g (1 — senf) 1 — vycosdj

V0p—gpe = 0

d
2A variacdo temporal da distancia entre duas particulas é &|I"12| = £|F2 — 11| que é diferente, em geral, de |V12].
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2.5 Trajetéria Curvilinea

Quando a trajetoria da particula nao é retilinea,
talveés o sistem de coordenadas cartesiano ortogonal
nao seja o mais indicado para descrever o movimento
da particula.

2.5.1 Componentes Normal e Tangencial

O vetor velocidade de uma particula em movi-
mento pode ser escrito como o produto do moédulo
dessa velocidade v por um vetor unitario que da a
dire¢do do movimento da particula. Logo, para um
movimento curvilineo, a direcao da velocidade é tan-
gente a trajetéria, assim

\_f':Uﬁt

(13)

u N Ay

) Ao

A proporgao que a particula se move o médulo
da velocidade pode mudar, assim como a direcao de
;. Usando a regra para diferenciacao do produto
de um escalar por um vetor para obter a aceleracao,
o resultado é
dvw) .. diy
dt T T

O vetor unitario 1y, sendo de médulo constante,
tem uma derivada di;/dt que necessariamente deve
expressar a mudanca na direcao de u; com o tempo.
A particula estd inicialmente em um ponto P qual-
quer de sua trajetéria. Em um intervalo de tempo
At a particula move-se para outro ponto P’ distante
As medido ao longo da trajetéria. Vamos chamar
os vetores unitarios tangentes em P e P’ de u; e
Uy, respectivamente. As diregoes destes dois vetores
diferem de um certo angulo A¢ como mostrado na
figura acima.

E facil ver que para pequenos valores de Ag,
a diferenca Au,; se aproxima de A¢ em grandeza.
Também, a direcao de At torna-se perpendicular a
direcao 1y no limite quando A¢ e As se aproximam
de zero. Segue-se que a derivada du;/d¢ tem médulo
unitario e é perpendicular a 0;. Assim du;/d¢ = ,,.

Para encontrar du,/dt, usamos a regra da cadeia

dug  dugde _ 4 dpds Va

dt — dp dt  "dsdt  p "’
onde p = ds/d¢ é o raio de curvatura da trajetéria
da particula no ponto P. Se conhecermos a equagao
da trajetéria y = y(x), entao

dy 2

1 i
()]
&’y
dx?

3/2

p= (14)

Yy=x
é o raio de curvatura da curva y = y(z) no ponto
Yy =x.

Entao a aceleracao de uma particula em mo-
vimento numa trajetéria curvilinea tem uma ace-
leracao ,

=00+ —, (15)
ou seja, a particula tem uma componente de ace-
leracao que mede a taxa de variacao da veloci-
dade, na ditecao da velocidade (diregao tangencial
e mesmo sentido da velocidade) e outra componente
centripeta (voltada para o lado concavo da trajetéria
curva, dire¢ao normal - para o centro da melhor cir-
cunferéncia que poderia ser tracada aproveitando-se
a maior por¢ao possivel da trajetéria como seu arco).

No caso de um movimento tridimensional de-
vemos especificar uma terceira dire¢ao (diregao bi-
normal) 0,, perpendicular ao plano formado pelas
dire¢oes normal (1,,) e tangencial (1), cujo sentido
é estabelecido como 1, = w; X 10,.

Exemplo 2.5. Quando o esquiador mostrado na
figura abaixo alcanca o ponto A de sua trajetéria

parabdlica y = %12, ele tem uma velocidade de

moédulo 6 m/s que estd aumentando a taxa de 2
m/s?. Determine a dire¢do de sua velocidade e a
aceleragao a (médulo, diregao e sentido) no instante
considerado. Despreze o tamanho do esquiador.
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A velocidade é sempre tangente a trajetoria, as-
sim
1

dy B
- 107

=1
dz

z=10m z=10m

e, como a derivada é a inclinacao da reta tangente
ao ponto (interpretagao geométrica da derivada), 6
arc tg (1) = 45° é a diregdo da velocidade no
ponto A. Para dar a resposta de acordo com a con-
vensao usualmente adotada (onde o angulo é medido
em relagdo ao eixo x, no sentido anti-horérios), de-
vemos somar 180°. Assim 0 = 225° é a direcao da
velocidade no ponto A.

O raio de curvatura da trajetéria no ponto A é

[eq. (14)]
. (%zﬂ

1/10]

3/2

= 28,28m

r=10m

Assim, a aceleracao do esquiador é [eq. (15)]

(6m/s*)?
—un —
28, 28m

u,
\ 1,273 m/s?
'ﬂ 45°
| 2 m/s?

7

a={2m/s’} o+ {20,+1,2730, }m/s”

a
w

Como mostrado na figura:

V(2)2 4 (1,273)2 = 2,37m/s”

2
00° 4 45° = arctg——— + 135° = 192, 5°
o +90"+ areteT o :

2.5.2 Componentes Cilindricos

Muitas vezes é conveniente usar coordenadas po-
lares (7, 0) para expressar a posi¢ao de uma particula
que se move em um plano. O sistema polar é a
base do sistema de coordenadas cilindrico (em 3
dimensdes). Vetorialmente, a posi¢ao da particula
pode ser escrita como o produto da distancia radial
r por um vetor unitario radial 1,, ou seja

(16)

r=ru,

Quando a particula se move, ambos r e 1, va-
riam, pois ambos sao fungoes do tempo. Dessa ma-

neira,
ar . du,

A

T .
e usamos o diagrama veto-

rial da figura acima e, similarmente ao procedi-
mento adotado na subsecao anterior, verificamos que
quando a direcao de r varia de uma quantidade A#,
a mudanca Au, do vetor unitario 1, terd mddulo
A0 e direcao perpendicular a u,, isto é, ty. Entao,
An, = Afuy, onde, Gy é a diregao transversal (per-
pendicular & diregao radial w,). Assim, dividindo-se
por At e tomando o limite para ¢t — 0, obtemos

Para calcular

V =7, + rhiy (17)
Da mesma forma, para obter as componentes po-
lares da aceleracao
v du, . . - dly
a=—=7a,+r— +7r0uy+roay +ro—
dt dt ’ ’ dt

Ja sabemos que M 01y. Para calcular %,
usamos o diagrama vetorial da figura acima e, como
anteriormente, observamos que quando a direcao Gy
varia de uma quantidade A#, a mudanca Aty do
vetor unitario 1y terd modulo Af e diregao perpen-
dicular a 0y, isto é, a direcao radial mas com sentido
negativo, ou seja, —u,. Entao, Aty = —Abu,. As-
sim, dividindo-se por At e tomando o limite para
t — 0, obtemos

a= (7= rd®) @, + (rd + 200) 1y
Em 3-dimensoes precisamos utilizar o sistema de
coordenadas cilindrico, onde uma altura (o azimute

z) é acrescentado. Entao, de (16), (17) e (18), temos
que

(18)

r = ra,+zu, (19)
Vo= 70, 4 rhiy + 20, (20)
i = <7" - 7«92) i, + (ré + 27'«9'> iy + 3, (21)
ja que u, nao muda de direcao a medida que a

particula se desloca.
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Exemplo 2.6. Um holofote joga luz sobre um muro
que esta a uma distancia de 100 m, enquanto gira
a uma taxa constante § = 4 rad/s. Determine os
modulos da velocidade e da aceleracao com que a
mancha de luz desloca-se pela face do muro quando
0 = 45°.

Da figura r = 100/cosf = 100secf. Assim:

100 (sec tgh)f
100 sech tg20(6)? + 100 sec’d (9)>

100 (sech tgh)o

o=
-
+

Com 6 = 45°, 6 = 4 rad/s e 6 = 0, temos r =
1414 m, 7 = 565,7 m/s e © = 6.788,2 m/s?. Assim

v = b565,7(4, +109) m/s = v=3800m/s
4.525,5(0, +1y) m/s*> = a=6.400 m/s>

Q0

Da figura abaixo, vemos que a triade de vetores
unitarios ., Uy, 1., que formam a base do sistema
cilindrico, pode ser obtida a partir do sistema carte-
siano ortogonal, pela aplicacao de uma rotagao por
um angulo € em torno do eixo z, assim

a, cosf senf 0 1

g | = —send cosd 0 ]

a, 0 0 1 k
R(2)

onde R(z) é a matriz de rotacdo por um angulo 0
em torno do eixo z2°.

10

5]

kA

o i
>

z

2.5.3 Componetes Esféricos

No sistema referencial esférico, 1, iy e Gy sao as
direcoes equivalentes a altitude, latitude e longitude
do sistema geodésico, respectivamente, com a dife-
renca de que no sistema esférico, a altitude é medida
desde o centro da esfera, a latitude do polo Norte em
diregao ao polo Sul (0 < ¢ < 180°) e a longitude do
plano de referéncia no sentido Leste (0 < 6 < 360°).

Da figura abaixo, vemos que a triade de vetores
unitarios U, Uy, Uy, que formam a base do sistema
esférico, pode ser obtida a partir do sistema cartesi-
ano ortogonal, pela aplicacao de duas rotagoes, uma
por um angulo ¢ em torno do eixo z, seguida de
outra rotacao por um angulo # em torno do eixo y,
assim

(]

3A mudanca de sistema de coordenadas de um vetor A que seria representado num sistema de coordenadas que tem
por base a triade 1,j,k como A = A,1+ A,j + A.k relativamente a um novo sistema de coordenadas que tem por base a

triade 7,7, K e que, neste novo sistema de coordenadas que tem orientacao diferente daquela de 1, J, k seria representado por
A= A,7+ Ayj + A,k pode ser obtida notando-se que A,/ é a projecdo de A no vetor unitério 7', isto é A, = A -1

assim com as demais componentes. Na forma matricial

Ay A

-A/

b
<
|
>y ey
—

onde a matriz 3 x 3 é a matriz de transformagao.

~
, €

i-7 kv A,
IR O
j-k kK A,
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Uy cos¢ seng 0
u, = —sen¢ cos¢p 0
u, 0 0 1
R(:)
cosf 0 —send 1
0 1 0 J
senf 0 cosf k
R(y)
Ou seja, a relacdo entre as triades é*
a, = senf cos@l + senf sengj + cosfk
Gy = cosf cosdi + cost sengj — senfk (22)

Uy = —sengi+ cosgj

Diferenciando a primeira das equagoes (22) em
relacao ao tempo, obtemos

du,
dt

= (9 cost cos¢g — ¢ senfl Sengb) 14 (9 cosf) seng

+ gb senf cos¢> j— 6 senfk

Comparando com as expressoes para Uy € Uy, das
expressoes (22), obtemos

di, - A -
d—t:¢sen9u¢+9u9

Procedendo de forma semelhante,

duy - : N

— = —0 0, + ¢ cosb 0,

44 . .

% = —¢senf 0, — ¢ cosd Uy

Agora temos as expressoes necessarias para en-
contrar a velocidade e a aceleracao em coordenadas
esféricas. Assim

r = ru, (23)
. ar .. n dua,
V = — =70, +r
AT T
= 7, + r¢senfuy + roay (24)
dv . .
i = d—z - (7“ — rd?sen®d — 7«92> i,

+ (7“0 + 270 — rq52sen90089> Uy

+ (rdﬁsen@ + 2 dsend + 27“995(:039) u, (25)

o>

4Note que quando = ¢ =0, 0, =k, g =1 e 6 =]
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2.1. A caixa de 50 kg mostrada na figura repousa
sobre uma superficie horizontal na qual o co-
eficiente de atrito cinético é u, = 0,3. Se a
caixa esta sujeita a uma forga de tracao de
400N, como mostrado, determine a velocidade
da caixa apds 3 s do inicio do movimento (par-
tindo do repouso)®.

2.2. O trator de bagagem A mostrado na figura
tem um peso de 3600 N e reboca a carreta B de
2200 N e a carreta C' de 1300 N. Por um curto
periodo de tempo, a forca de atrito motora de-
senvolvida nas rodas do trator é F4 = (160t)
N, onde t é dado em segundos. Se o trator
parte do repouso, determine sua velocidade
apos 2 segundos. Qual é a forca horizontal
atuando sobre o engate entre o trator e a car-
reta B, neste instante? Despreze a dimensao
do trator e das carretas®.

IG00ON

2200 N

1300 N

2.3. Um anel liso C' de 2 kg, mostrado na fi-
gura, estd ligado a uma mola tendo uma rigi-
dez k = 3 N/m e um comprimento nao defor-
mado de 0,75 m. Se o anel é solto do repouso
em A, determine sua aceleracao e a forca nor-
mal da barra sobre o anel no instante em que
y=1m".

Sp =15,6 m/s.

6p=0,442 m/se T = 157,8 N.

"d, = —9,21j m/s? e N, = —0,9i N.
8v = 13,1 m/s (para cima).

9Resposta das alternativas selecionadas: a) v = \/(2Fpz + kz2)/m ;

-—

I‘_"-:“‘_'l_l:
ﬂ 4
T Rl PHERAARR 0

2.4. O bloco A de 100 kg mostrado na figura é
solto do repouso. Se as massas das polias e da
corda sao desprezadas, determine a velocidade
do bloco B de 20 kg em 2 s. apds o inicio do
movimento®.

-7.5!\7-.
L‘) Referéncia
f .

| S

"‘Ij‘-"
I

"l B

-

Ny

2.5. Encontre a velocidade v e a posicao x em
funcao do tempo t de uma particula de massa
m que parte do repouso em t = 0 sujeita as
seguintes forcas

a) F=Fy

b) F = Fy + bt
c) F = Fy cos wt
d) F = kt?

2.6. Encontre a velocidade v em funcao da posicao
r de uma particula de massa m que parte do
repouso em x = 0 sujeita s seguintes forcas’

a) F'=Fy+ kx
b) F = Fye
c) F=F+kv

c)r=m [kv — Foln (ﬂ);—k“)} /K2 .

0
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2.7. Uma particula de massa m esta inicialmente

2.8.

2.9.

em repouso. Subitamente, no instante ¢t = 0,
aplica-se uma forga constante Fy. Depois de
um intervalo de tempo ty a forca subitamente
dobra de valor e permanece constante a par-
tir dai. Encontre a velocidade da particula e o
deslocamento total no instante ¢ = 2¢,'°.

Uma particula de massa m esta inicialmente
em repouso. Uma forca constante Fy atua na
particula até o instante t = t;. A forca entao
aumenta de valor linearmente com o tempo tal
que depois de um intervalo adicional ¢y a forca
vale 2Fy. Mostre que a distancia total percor-
rida pela particula no intervalo total de tempo
2t fll

13 Fyt?
6 m

Um bloco ¢ langado para cima em um plano
inclinado com velocidade inicial vg. Se a in-
clinagao do plano ¢ 0 e o coeficiente de atrito
cinético entre o plano e o bloco é pu, encontre
o tempo total necessario para o bloco retornar
ao ponto de lancamento.

2.10. Um homem em A estd icando um cofre S,

como mostrado na figura abaixo, ao caminhar
para a direita com uma velocidade constante
va = 0,5 m/s. Determine a velocidade e ace-
leracao do cofre quando ele alcanca a altura
de 10 m. A corda tem 30 m de comprimento e
passa sobre uma pequena polia em D'2.

2.11. Um trem, viajando a uma velocidade de 60

mi/h, cruza uma rodovia, como mostrado na
figura. Se o automédvel A trafega a 45 mi/h,
determine o vetor velocidade (mdédulo, diregao
e sentido) do trem em relagao ao automdvel

Pu(2tg) = 00 a(2tg) =

3Foto 5 Fyt3

13

2.12. O aviao A mostrado na figura estda voando

numa trajetéria retilinea, enquanto o aviao B
estd voando numa trajetéria circular de raio
de curvatura pg = 400 km. Determine a velo-
cidade e a aceleracao de B medidas pelo piloto
do aviao A,

& x

gl h.m'i"' | 1' |'.II! #0U fem'h L r

IIIL:-; =

4110k km
S ||||| i J
-I km

2.13. Num dado instante, os carros A e B mos-

trados na figura deslocam-se com velocidades
de 18 m/s e 12 m/s, respectivamente. Nesse
mesmo instante, A esta desacelerando a uma
taxa de 2 m/s? e B esté acelerando a uma taxa
de 3 m/s*>. Determine a velocidade e a ace-
leracao de B em relacao a A'.

HEsboce o grafico de Fyy contra ¢ para visualizar o comportamento da forca.

12

14

dy T
Ve — — — —_—
*Tdt (15)2 + 22
Bip 4 = {28,21 —
Vp/a = —100i km/h e &g,4 = {900 — 1507} km/h>.
15\_;3/‘,4 = {914— 3,588j} m/s e gB/A = {—2,44i—

I =0,4m/s e as=

31, 8j} mi/h.

i Py _
dt?

15)2(dx/dt)?
()2 + 272
vp/a = 42,5 mi/h, numa direcao de 311,5° com a horizontal.

4,7325} m/s2.

= 3, 6mm/s>
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2.14. Um remador pode conduzir seu bote a 5 m/s 100 N, e o coeficiente de atrito cinético entre
em agua parada. Se ele deseja cruzar o rio de o disco e a plataforma é j;, = 0,117
50 m de largura para atingir o ponto B, 50 m
rio abaixo, onde a velocidade de escoamento Movimento da
das dguas do rio é de 2 m/s. Determine a ve- - platatorma
locidade do bote e o tempo necessario para que e
ele faga a travessia. (2 %
\'\M.‘_-__! m ’
! | - .-
f 50 m -
l 2.17. Projetar uma rampa de esqui exige conhecer
At 2 m/s as forcas que serao exercidas sobre o esquia-
r\\ dor e sua trajetoria aproximada. No caso mos-
M trado na figura a rampa pode ser descrita pela
. [50m parédbola y = —a? — 15. Determine a forca
\\\“ normal exercida sobre um esquiador de 600 N
Y no instante em que ele chega ao fim da rampa,
Nt no ponto A, onde sua velocidade é de 9 m/s.

w

Além disso, qual é a aceleracao do esquiador

. A~ . . ~ 189
2.15. Determine o angulo de inclinacao 6 para a neste ponto™

pista de corrida de maneira que as rodas dos '
carros de corrida mostrados na figura nao pre-
cisem depender do atrito para evitar que qual-
quer carro escorregue para cima ou para baixo
na pista. Suponha que os carros tenham di-
mensao desprezivel, massa m, e se desloquem ‘ I
em torno da curva de raio p com uma veloci- I

dade constante v'.

2.18. Uma lata C', tendo massa de 0,5 kg, desloca-
se ao longo de uma ranhura entalhada na ho-
rizontal, como mostrado na figura. A ranhura
estd na forma de uma espiral que é definida
pela equacao r = (0,1 #) m, onde 6 é dado em
radianos. Se o braco OA gira com uma taxa
constante 6 = 4 rad /s no plano horizontal, de-
termine a forca que ela exerce sobre a lata no
instante # = 7 rad.

2.16. O disco D de 3 kg esta ligado a extremidade
de uma corda, como mostrado na figura. A
outra extremidade da corda esta ligada a uma

junta universal localizada no centro de uma y bx\l
plataforma. Se a plataforma gira rapidamente, 'l . {’ 7 g}

e o disco esta colocado sobre ela e é solto do : o
repouso, como mostrado, determine o tempo A= d radis

que o disco leva para alcancar uma velocidade
grande o suficiente para romper a corda. A
tracao maxima que a corda pode suportar é

2
160 = arc tg <U>
rg

174 — 5. 89s.
BN, =765 Neay =a, =2,7m/s%

Wista de coma
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Despreze o atrito e a dimensao da lata'?.

2.19. O anel duplo liso de 0,5 kg mostrado na fi-
gura pode deslizar livremente no braco AB e
na barra-guia circular. Se o brago gira com
uma velocidade angular constante de 0 =3
rad/s, determine a forga que o brago exerce so-

bre o anel no instante § = 45°. O movimento
120,

ocorre no plano horizonta

15

2.20. O cilindro liso C' de 2 kg mostrado na fi-
gura tem um pino P através do seu centro que
passa pela fenda no braco OA. Se o brago é
forcado a girar no plano vertical a uma taxa
constante 6 = 0,5 rad/s, determine a forga que

o brago exerce sobre o pino no instante em que
0 = 60°%

T o0
f
/

1=0.5 rad's

3.1 Introducao

O movimento de uma particula é regido pela Se-
gunda Lei de Newton

F=ma |,

onde a é a aceleragao que, em 1-D, é

. d*z
a=71I=—
dt?
Assim pe
X .
My = F(z,x,t)
Y, = 0,8 N.
r=f{fl)
langentc

o

Em problemas como este, o sistema polar (ou cilindrico em
3-D) é o mais adequado para a resolugao do problema. En-
tretanto, as forcas em questao estao direcionadas nas diregoes

0 = .
21p = 0,356 N.

é a forma geral para a equacdao de movimento em
uma dimensao, que é uma equacao diferencial de se-
gunda ordem em .

3.2 Forca como Funcao da Veloci-
dade

Se a forca for funcao da velocidade, a Segunda
Lei de Newton pode ser escrita como:

dv

mo = F(v)

tangencial (ou normal, perpendicular a diregdo tangencial).
Para relacionar ambas as direcoes, observamos que quando a
particula é deslocada em uma distancia ds ao longo da tra-
jetoéria, a componente do deslocamento na direcao radial é
dr e a componente do deslocamento na diregao transversal
é r df. Visto que estas componentes sdo mutuamente per-
pendiculares, o angulo ¥ pode ser determinado a partir de
¥ =rdf/dr, ou
r
Y= G
Se 1 é calculado como uma quantidade positiva, ele é me-
dido a partir da linha radial até a tangente, em sentido anti-
horério (ou na direcéo positiva de 6).
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Neste caso, temos que separar as variaveis para
poder integrar. Assim:

t v(t) dv’
At:t—toz/dt’:m/ ks
to v(to) F(v')

Exemplos de forcas que sao funcoes da veloci-
dade, sao as forcas dissipativas de arrasto. Vamos
examinar dois casos: o caso linear e o caso da de-
pendéncia da forga com o quadrado da velocidade.

A figura abaixo mostra um objeto (uma van)
movendo-se com velocidade V' num meio fluido (a
atmosfera) e, portanto, sujeita a uma forga de res-
sisténcia do ar (arrasto) F'.

(26)

A forca de arrasto tem intensidade dada por

F = %CApS”UQ (27)
onde S é a area da secao reta, Cy um coeficiente
(adimensional) de arrasto e p a densidade do meio
fluido (ar).

Se usarmos a defini¢ao de momentum linear (p =
mu), entdo podemos escrever a forga, aproximada-

mente como K]tj’ onde a quantidade Ap = pSv2At é

o momentum de um cilindro de fluido (ar) de segao
reta S e de comprimento vAt, movendo-se com velo-

1
cidade v. Assim, a presenca do fator extra §C’ 4 < 1,

sugere que apenas uma fragao desse momentum é
transferido do fruido (ar) para o objeto que se move
através dele.

Pode-se mostrar que, para um escoamento in-
compressivel, o coeficiente de arrasto é uma fungao
de um parametro adimensional chamado niimero de
Reynolds, Re, tal que Cy = Cs(Re).

pLv

O numero de Reynolds ¢ definido por Re = —

onde L é um comprimento caracteristico, digamos,
S1/2 e n é o coeficiente de viscosidade do fluido.

A figura abaixo mostra um grafico tipico de me-
didas do coeficiente de arrasto em fungao do niimero
de Reynolds, onde a linha cheia é o resultado de me-
didas realizadas em tuneis de vento. A linha tra-
cejada corresponde a férmula de Stokes (forca de
arrasto proporcional a velocidade).

10° ; ; ; . . ;
1 } 2 3 1 3
w' 1w w1t 1 1w 10t 1
Re

6

Pode-se observar que na regiao onde Re §é
pequeno (velocidades baixas num gas denso ou
liquido), C'4(Re) o< Re™!, a forca de arrasto é pro-
porcional a velocidade.

Assim, temos dois regimes de forcas para um
objeto que se move num meio fluido, F' = —fv =
—mI'v e F = —m~yv?, onde o sinal negativo é utili-
zado para indicar que a forca tem sentido oposto ao
da velocidade.

Assim, substituindo na Eq. (26), temos:

a) Caso em que F'= —fv = —mI'v
v(t)
I'(t—ty) = —1 1) = v(ta)e L—to)
(=) =~z = [u(t) = olto)e
b) Caso em que F = —m~yv?
(t—t) = 1 1
T ()
v(to)
= v(t) =
() 1+ v(to)(t — to)
Exemplo 3.1. Quais sao as dimensoes dos

parametros [, I' e 7 nas expressoes das forcas de
arrasto proporcionais a velocidade de uma particula
que se desloca num meio fluido?

= De F'= —pv = —mlv:

== ()= (57) =%
[B]=MT™)
e [ngf]@] - (k;g .A:n/s) - (IZ—Z/Z:) ==
[T]=(T7)
= De F = —myv*:
o= [w[f;]?] - (kg-(]rvn/s)2> = (,{Zg(—%)
—% [v]=(L™)

Exemplo 3.2. Analise o comportamento da veloci-
dade de uma particula movendo-se num meio fluido
sob a influéncia de uma forca de arrasto linearmente
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dependente da velocidade, isto é, F' = —fv = —mlI'v
e obtenha sua posicao em funcao do tempo.

Ja obtivemos, por meio da equacao (26), que:
v(t) = v(ty)e Tt0)

Assim vemos que a velocidade (medida em uni-
dades de vp) diminui exponencialmente com o tempo
(medido em unidades de T').

VA

1]

Como v = v(t) =

pressao obtemos:

z(t) = x(to)+/ v(t)dt' = x(t0)+v<;0) (1—

to

que tem o seguinte comportamento, onde a linha
reta é uma extrapolacao linear da velocidade inicial:

{x-x, Wivy T
1

(LR

T

A figura acima ¢ um grafico do deslocamento da
particula Az = x — zy (em unidades de vy/T") em
fungao do tempo (em unidades de 1/T"). A particula
nunca ultrapassra a distancia limite v(ty)/T".

Expandindo a exponencial e Tt~ to) em série de

Taylor f(t) = f(to)+ (t —to) f’(to)+ j [ (to) +

obtemos:

1
e Tl — 1 (¢t —ty) + 3 T2(t —tg)* 4 - - -
Para intervalos de tempo muito curtos, isto é,
para I'(t — tg) < 1, 86 é preciso utilizar os dois pri-
meiros termos da expansao. Assim, substituindo na
solucdo de z(t), encontramos:

2(t) = x(to) + v(to) (t — to)

que é a aproximacao linear indicada na figura acima
(M.R.U. para tempos caracteristicos 1/I" < 1).

17

Exemplo 3.3. Obtenha a posi¢ao de uma particula
movendo-se num meio fluido sob a influéncia de uma
forca de arrasto com dependéncia quadratica em
relacao a velocidade, isto é, F = —m~yv?.

Ja obtivemos, por meio da equagao (26), que:

v(to)
1+ v(to) (t —to)

()

v(t) =

Como v = o(t) = , integrando esta ex-

pressao obtemos:

z(t) =

(to) + /t o(t')dt!

= xz(ty) + %ln (14~ v(to) (t—to))

e—r(t—to))3-3 Velocidade Terminal

Considerando uma particula em movimento num
fluido sob a acao também de uma forga constante
Fy, de forma que a forca total sobre a particula é
F(v) = Fo —m I'v. Assim, substituindo em (26),
obtemos:

v(t) = v(ty) e Tt) 4 i) (1 (28)

o 7F(t7t0)
ml’ ¢ )

Quando (t—ty) > 1/I', qualquer que seja a velo-
cidade inicial v(ty), a velocidade da particula tende
ao valor vy = Fy/m T', chamada de velocidade ter-
minal.

Uma vez atingido o regime estacionario, a forga
exercida para manter a paticula em movimento é
Fy = m TI'vp, ou seja, proporcional a sua velocidade.

A particula atinge a velocidade terminal num
tempo da ordem de 1/I". A fase transiente é tao
rapida que, antes de Newton, acreditava-se que
para um corpo manter-se em movimento era preciso
manté-lo submetido a acao de uma forga proporcio-
nal a sua velocidade.

wi(Fiml)

ns
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A figura acima mostra um grafico da veloci-
dade em unidades de Fy/m I'. Na curva superior
vo = 3(Fy/m I') e na curva inferior vy = 0. O tempo
estd em unidades de 1/T". Para qualquer valor de vy,
a particula atinge a velocidade terminal.

Exemplo 3.4. Analise o movimento vertical de
uma particula num meio resistivo (uma particula de
massa m sob acao de seu peso deslocando-se através
da atmosfera).

Se a resisténcia viscosa for proporcional a pri-
meira poténcia de v (caso linear), podemos expressar
esta forca como F' = —m I'v, independentemente do
sinal de v, uma vez que a forca de ressisténcia é sem-
pre oposta ao sentido do movimento. A constante de
proporcionalidade m I" leva em conta o tamanho e a
forma do objeto e a viscosidade do fluido.

Fazendo Fy = —myg, o peso da particula (consi-
derando o sentido positivo para cima), temos, da eq.
(28):

v(t) = v(ty) e 1) — % (1- e—F(t—tO))

Depois de um tempo suficientemente grande [(t—
to) > 1/I'], o termo exponencial sera desprezivel e a
velocidade se aproximara do valor limite —g/T" (ou
—g7, sendo T o tempo caracteristico).

Vamos designar a velocidade terminal g/I" por vy
e o chamado tempo caracteristico 1/T" por 7. Assim,
podemos reescrever a equagao precedente como:

v=—vp+ (vp+1g) e /"

onde v = v(t) e vy = v(tp), onde fizemos (t — ty) =
(t—0) =t

Entao, um objeto que cai a partir do repouso
(vo = 0) atingira a velocidade de (1—e™!) = 63,21%
da velocidade terminal em um intervalo de tempo 7,
(1 —e?) = 86,47% da velocidade terminal em um
intervalo de tempo 27, e assim por diante. Depois de
um intervalo de 107, a velocidade sera praticamente
igual a velocidade terminal, a saber 99,99% de vr.

Se a resisténcia viscosa for proporcional a v
(caso quadratico) entdo, para uma particula que se
move num meio fluido sob a acao de seu peso

2

F = —mg + myv?

onde o sinal negativo corresponde ao movimento de
subida, ja que a forga de arrasto é sempre contraria
ao sentido da velocidade.

Substituindo a expressao desta for¢a em (26), ob-
temos:

18
v(t) dv'
t—ty = / —U/Q = —7 arc tg v (subida)
o(te) —9 — TV vt
v(t) dv’
t—ty = / L tgh 2 (descida)
2
o(te) —9 T YV vp

onde 7 = 1/,/7g é o tempo caracteristico e vy =

\Vg/7 é a velocidade terminal.

Explicitando v, temos que a velocidade da
particula v é wvr tg((to — t)/7) na subida e
—vp tgh((t — tp)/7) na descida.

Se abandonarmos a particula do repouso em
t =0, entao

t et/T —e t/T
V= —Ur tgh ; = Ur (m)

Novamente, apos um intervalo de tempo de al-
guns tempos caracteristicos, praticamente obtemos
a velocidade terminal. Por exemplo: para t = 57,
v =0,99991vr (ou 99,99% da velocidade terminal).

A figura abaixo mostra o comportamento da ve-
locidade em funcao do tempo de queda de um corpo
sujeito a resisténcia do ar linear e quadratica.

v velocidade terminal
¢ —— — —
e i

— i

——T t 3
" resistencia linear

resistencia quadratica

velocidade

21
tempo

31

Em ambos os casos o tempo caracteristico é vr/g.

Por exemplo, se a velocidade terminal de um pa-
raquedista é de 1,2 m/s, o tempo caracteristico sera
de 0,12 s e ele atinge 99,99% desta velocidade em 1,2
S.

Uma bola de futebol atinge 99,99% de sua vy em
57, entretanto sua vy é maior que a de um paraque-
dista.

3.1. Um bloco desliza numa superficie horizontal
lubrificada com 6leo pesado tal que o bloco
sofre uma resisténcia viscosa que varia com a
velocidade de acordo com a fungao F(v) =
—m~yv"™ . Se a velocidade inicial é vy em t = 0,
encontre v e o deslocamento x em funcao do
tempo t. Encontre também v em funcao de
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r.?> Em particular, mostre que para n = 1/2, 3.6. Uma particula de massa m est4 sujeita a uma

o bloco nao percorrera mais do que forca F(t) = me™". A posi¢ao inicial e a ve-
52 locidade inicial sao iguais a zero. FKEncontre
21y x(t)%.
3y : ) :

3.7. Considere uma particula de massa m cujo mo-
3.2. Encontre a relacao entre a distancia de queda vimento parte do repouso num campo gravi-
e a velocidade de um corpo abandonado do re- tacional constante. Se a forca de arrasto for
pouso em queda livre e sujeito a resisténcia do proporcional ao quadrado da velocidade (isto

ar proporcional: a) a velocidade; e b) ao qua- é, F = myv?)”,
drado da velocidade.?® a) Calcule a velocidade e a posigao da particula

num instante . Tome v(0) = 0. Qual a velo-

3.3. Um projétil ¢ lancado verticalmente para cima cidade terminal da particula?

com velocidade vg. Supondo que a resisténcia
do ar seja proporcional ao quadrado da velo-
cidade, mostre que a velocidade do projétil ao

b) Mostre que a distancia s que a particula cai
ao acelerar de vy a v; é dada por

retornar ao ponto de lancamento é 1 g —vd
s(vg = v;) = —1In [—2}
VoUr 2y g -7
)
VUG + v 3.8. Uma particula é lancada verticalmente para
na qual a velocidade terminal vy é vy = cima Tum campo gravitacignal constante com
9/~ velocidade inicial vg. Considere a forca de re-
sisténcia do ar como sendo proporcional a ve-
3.4. A velocidade de uma particula de massa m locidade da particula. Tomando a direcao y
varia com o deslocamento x de acordo com a positiva para cima, a forga resistiva sera entao
equagao —I'mv (ou —pv) quando a particula estiver se
v — b ' movendo para cima e +I'mv (ou +/v) quando
x a particula estiver se movendo para baixo,
Encontre a forca que atua na particula em calcule a velovidade da particula quando a
funcao de 2. particula atinge o ponto de lancamento no seu
retorno®’.
3.5. A forga que atua em uma particula de massa

m ¢é dada por 3.9. Um bloco de metal de massa m desliza so-
bre uma superficie horizontal que foi lubrifi-
F=kvx cada com um 6leo pesado fazendo com que o

bloco sofra uma forga resistiva que varia com

em que k é uma constante. A particula passa O )
d P P a poténcia 3/2 da velocidade:

pela origem com velocidade vy em ¢ = 0. En-
contre z em funcao do tempo t%°. E, = —mryv®/?

Ry=(A+Bt)*onde A=v) ", B=v(n—1)ea=(1-n)""; x:C(vgfvﬁ) onde C =1/(2—n)ycomn # 1,2 e

B=2-—n.
1 r 1 2
e

24Tomando a direcdo y positiva para cima, a forca resistiva serd entdo —ymuv? quando a particula estiver se movendo para
cima, e +ymv? quando a particula estiver se movendo para baixo. Primeiramente mostre que, no movimento para cima, a
velocidade da particula varia com a altura de acordo com a expressio v? = —v? (vt2 + v%) e=27Y onde y é o deslocamento
medido a partir do ponto de langamento. Depois mostre que, no movimento para baixo, a velocidade da particula varia com
a altura de acordo com a expressdo. v? = v? (1 — eQW), onde agora y é o deslocamento medido a partir do ponto mais alto
da trajetéria. Usando os resultados anteriores, mostre o que se pede.

BP(x) = —mb2x=3 .

%y =atg (bt) onde a=+/2muvg/k e b= \/kuvg/2m .

My(t)=—b"2(bt—1+e ")
1
Ba) v(t) =vr tgh (Vygt) , onde vy = \/? ex(t)=ax0+ —Ilncosh(y/ygt) .
Y Y
2Dica: siga os mesmos procedimentos do exercicio 3.3.

7t 2\ 20" 2 (4t 2\ gk
30a) v(t) = (2 + vy / ) ;b)) x(t) = % + 5 <2 + vy / ) ;o) v(x) = W ;e d) Podemos tomar

t — oo no resultado do item b).
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As condigoes iniciais sdo: z(t = 0) = 0 e
v(t =0) = ve™.

a) Resolva a equacao de movimento do bloco
para encontrar v(t).

b) Integre a equacdo do movimento do bloco
para encontrar x(t).

c¢) Usando a regra da cadeia

dv B dvd_x dv

dt  dvdt  'dv
obtenha v(z) para esse bloco.

d) Mostre que, quando t — oo, o deslocamento

20

3.13. Uma gota de chuva de raio igual a 1,5 mm

cai de uma nuvem localizada a uma altura
h = 1200 m acima da superficie da Terra. (a)
Qual a velocidade terminal da gota? (b) Se nao
houvesse a forca de arraste, qual teria sido a
velocidade com que a gota chegaria ao solo???

3.14. Um pequeno projétil é disparado vertical-

mente para baixo em um meio fluido nume ve-
locidade de 60 m/s. Devido a resisténcia do
arrasto do fluido, o projétil experimenta uma
desaceleracio de a = (—0,4v*)m/s”, onde v
é dada em m/s. Determine a velocidade do

projétil e a sua posicao 4 s apos ele ser dispa-

do bloco tende assintoticamente a 21)3/ 2 /.
rado.?

3.10. Um barco, com velocidade inicial vy, perde

velocidade devido a uma for¢a de arrasto em 3,15, Uma particula metdlica é sujeita & influéncia
virtude do contato de seu casco com a agua

F=—-be* .

de um campo magnético na medida em que ela
se move para baixo através de um fluido que se
estende da placa A para a placa B, conforme
ilustra a figura. Se a particula é solta a par-
tir do repouso no ponto C'; s = 100 mm, e a
b) Quanto tempo ele leva para parar e que [ 2 .
distancia cle percorre? aceleracao ¢é a = (4s)m/s 7.onde s é dad? em
metros, determine a velocidade da particula
quando ela alcancar a placa B, s = 200 mm, e
o tempo que ela leva para se mover de C' para

a) Encontre sua posi¢ao em fungao do tempo.

3.11. Sabendo-se que a forca que atua em uma
particula é o produto de uma funcao da
posigao e uma fungao da velocidade F(z,v) = B
f(z) g(v), mostre que a equagao diferencial do
movimento pode ser resolvida por integracao.

A equacao de movimento pode ser resolvida - __; ‘
por simples integracao se a forca for o produto

de uma funcao da posi¢cao por uma funcao do ‘
tempo? E se for o produto de uma funcao do ) ___I 200 mm
tempo por uma funcao da velocidade? I

3.12. Uma bola de boliche ¢é langada de um bote, s ) - —
submergindo com uma velocidade que logo '
abaixo da superficie é de 25 pés/s. Se a bola
experimenta uma desaceleracao a = 10— 0, 9v?
enquanto submerge na agua, determine a velo- 3.16. Uma particula move-se ao longo de uma
cidade que ela terd quando atingir o fundo do trajetéria horizontal com uma velocidade de
lago, 30 pés abaixo da superficie®?. v = (3t? — 6t) m/s, onde t é o tempo em

31 _ m —Qv O{b v O{b av t _m v
x(t)—vot—%e °<1+me °t> 1n<1—|—me ¢ —l—a, b)ts—%(l—e °) e

Ts = — (1 —e @Yo — owoe*““‘)).

320bserve que a desaceleracdo provocada pelo arrasto com a 4gua diminui a velocidade de queda da bola até que esta
forga de arrasto se iguale ao préprio peso da bola, quando esta passa a se deslocar com a velocidade terminal (constante).
Verifique se a bola atinge ao menos 95% de sua velocidade terminal antes de chegar ao fundo do lago. Estatisticamente
95% dos valores de uma medida estdo a menos de 2 desvios-padrao para uma distribui¢do normal. Assim, com um nivel de
confianca de 95%, pode-se afirmar que se a bola atingir 95% de sua velocidade terminal antes de chegar ao fundo do lago,
serd com esta velocidade que ela chegard ao fundo.

33Suponha que a gota apresenta & atmosfera uma 4rea de secdo reta circular com um raio de 1,5 mm, que a densidade da
dgua que compde a gota seja de 1000 kg/m?3, que a densidade do ar (atmosfera) seja constante e igual a 1,2 kg/m? e que o
coeficiente adimensional de arrasto entre a dgua (da gota) e o ar (atmosfera) seja igual a 0,6.

34y = 0,559 m/s para baixo e s = 4,43 m.

35y = 0,346 m/s para baixo e t = 0,658 s.
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segundos. Se ela estd localizada inicialmente
na origem O, determine a distancia percor-
rida em 3,5 s, a velocidade média e a velo-
cidade média de percurso, isto €, a velocidade
média considerando-se todo o trajeto percor-
rido pela particula e nao apenas as posigoes
inicial e final da particula, durante esse inter-
valo de tempo?°.

3.17. Um projétil de 10 kg é disparado para cima

verticalmente a partir do solo com uma velo-
cidade inicial de 50 m/s. Determine a altura
méxima que ele atingird se a) a resisténcia at-
mosférica for desprezada; e b) a resisténcia at-
mosférica for medida como Fp = (0,01v?) N,
onde v é o médulo da velocidade do projétil a
qualquer instante, medida em m/s*".

3.18. Em um tubo de raios catddicos, elétrons

tendo uma mass m sao emitidos de um fila-
mento aquecido S e comecam a se mover hori-
zontalmente com uma velocidade vg. Quando
passam entre as placas da grade, em uma
distancia [ eles ficam sujeitos a uma forca ver-
tical que tem uma intennsidade eV /w, onde e
é a carga do elétron, V é a voltagem aplicada
atuando através das placas e w é a distancia
entre as placas. Apods passarem as placas, os
elétrons entao se movem em linha reta e atin-
gem a tela em A. Determine a deflexdo d dos
elétrons em termos das dimensoes da placa de
voltagem e do tubo. Despreze a gravidade que
causa uma ligeira deflexao adicional na vertical
quando o elétron se move de A até a tela, e a
ligeira deflexao que ocorre em seu movimento

38
|1

entre as placas’®.

El ||.:

365 =14,1m, v = 1,75 m/s e Upere. = 4,04 m/s.
3Ta) h =127 m e b) h = 114 m.

38 —

390 = (2,19 — 0,20)m/s>, v = 10,95(1 — /5 € vpae = 10,95m /s

eV Ll
v3wm

21

3.19. Um carro de corridas do tipo dragster de

600 kg estd se movedo com velocidade de 125
m/s quando o motor é desligado e o paraque-
das de freio é aberto. Se a resisténcia do ar
imposta sobre o dragster devido ao paraque-
das é Fp = (6000 + 0,9v%) N, onde v ¢ dado
em m/s, determine o tempo necessario para o
dragster chegar ao repouso.

- §

3.20 A forca de flutuacao de um balao de 500 kg é

F =6 kN, e a resisténcia do ar ¢ Fp = (1000)
N, onde v é dado em m/s. Determine a veloci-
dade terminal ou méxima do balao se ele parte

do repouso®.

l- (100v)N
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4.1 Forcas dependentes de posicao:
energia potencial

Quando a for¢a depende somente da posicao x, a
Segunda Lei de Newton toma a forma

d*x

Multiplicando ambos os lados da esquacao por v

(29)

e usando o fato de que v dv = §d(v2), obtemos

dv d (1 dx
mv = (2mv ) (x) v (x) il
. r
de onde obtemos, definindo |1 = 5™ como a

energia cinética da particula material com veloci-

dade v,

d (%mzﬂ) =dT = F(x) dx

Integrando esta expressao, de (xg,v9) a (z,v),
obtemos:

1 2 ]' 2 ¢ / /
—mv® — —mu§ = F(z) dzx

(30)
que é um principio fundamental da macanica, co-
nhecido como teorema trabalho-energia.

Definindo a energia potencial V(x), como o tra-
balho realizado pela forca que desloca a particula de
uma posicao x até algum ponto de referéncia z,, isto
e?

AT =T —-Ty =

(31)

Podemos escrever a integral de (30) em termos
de V(x) como

/ TP di = —V() 4 V) (32)

Assim, combinando as equagoes (30) e (32), ob-
temos:

1
§m1)2 +V(z) =

L,
5 (to) + V(x(to))

que ¢é o principio da conservacao da energia
mecanica, vélido (em 1-D) quando a forga é uma
funcao da posicao.

1
§mv2 + V(xz) =T +V = constante

Da definicao (31), tomando a posigao de re-
feréncia xs como sendo aquela em que V(zg) = 0,
podemos escrever a forga em termos da energia po-
tencial como

(34)

dV(z)
dx

Vemos assim, de (35), que a posi¢ao de referéncia
rs ¢, na verdade, uma posicao arbitraria, pois esco-
lher z, = =z ou z5s = = + h nao altera o valor da
forca, ja que a derivada de uma constante é zero e,
assim, os resultados fisicos da escolha de x, nao sao
alterados.

A soma T'+V = constante na eq. (34) é a energia
mecanica total F.

O movimento da particula pode ser obtido expli-
citando v na equagao de conservacao de energia [eq.
(34)]. Assim:

Fr) = - (35)

dz 2
=—=4/—|E-V 36
v="Tee /S E-VE@] )
AV(x)
\ regido permitida L~
pontos de
» retorno 2
E
\/ ¥

Assim vemos que a velocidade sé sera real para
valores de x tais que V(x) seja menor ou igual a
energia total F. Fisicamente, isso significa que a
particula estd confinada as regioes para as quais
V(z) < E.

Além disso, a velocidade se anula nos pontos
onde V(z) = E. Isto é, a particula deve parar e
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inverter seu movimento nestes pontos. Eles sao cha-
mados pontos de retorno do movimento.

Exemplo 4.1. Resolva o problema de uma particula
de massa m sujeita a uma forca restauradora linear
(como o caso do oscilador harmoénico simples, por
exemplo)

Considere uma particula de massa m sujeita a
uma forca restauradora linear

F(z)=-kx (37)

onde k£ é uma constante. Tomando x5 = 0, a energia
potencial é

v 1
V(z) = —/ (—k 2') d’ = Zka?
0 2

que, substituindo na equagao (36), permite encon-
trar a velocidade em funcao da posigao

A

Conhecendo v(x), podemos determinar x usando

it =
v(x)

v(z) =

, que integrada é

t x d /
/dt’:t—toz/ s
to a,’(to) U<I)

Assim, com t = 0, temos

I —1/2
T/ (E — 1]{3:’) dr’ =t
Vo ). 2

Fazendo as substituicoes

o |k [k
sentv =x ok e w= m

Obtemos

[m [* 1.\ 1

— o E _ = / / — _
t 2/%( 2]{3:) dx w(9 o)
Ou seja
0 =wt + 90 (38)
Voltando as varidveis do problema:
2F
T =/ - senf = A sen (wt + 6y) (39)

Vemos que a coordenada x oscila harmonica-
mente no tempo, com uma amplitude A e frequéncia
w/2m. Aqui, as condigdes iniciais sdo determinadas
pelas constantes A e 6y, que estao relacionados a F
e xy por

23

E = lk,aﬁ

5 e w9 = Asenfy

Exemplo 4.2. Considere um corpo de massa m
caindo de uma altura muito grande sobre a superficie
da Terra. Descreva o seu movimento, considerando
a variacao da acelercao da gravidade com a altura e
desprezando a resisténcia do ar.

Chamando de z a distancia a partir do centro da
Terra, entao a tnica forga que atua sobre o corpo é
a forca gravitacional

B GMm

2

F(z) = (40)
onde m é a massa do corpo em queda, M a massa
da Terra e GG a constante gravitacional. Tomando
xrs = 00, a energia potencial é

T dx M
V(x):GmM/ o Gim
o T x
2 M
Da equagao (36): v(z) = :i:\/— (E + Gim )
m x

onde o sinal positivo refere-se ao movimento para
cima e o sinal negativo ao movimento para baixo
(descida).

Temos 3 possibilidades:

a) F < 0. Neste caso, se a particula estiver inici-
almente movendo-se para cima, ela ird parar
quando chegar a uma altura xr dada por

GmM

T =B

b) E > 0. Neste caso a velocidade nunca se anula.
Nao hé ponto de retorno para energias posi-
tivas. Se a particula estiver subindo, a pro-
por¢ao que x cresce, sua velocidade diminui
até atingir o valor limite

2F

m

vV =

c) E'= 0. Neste caso a velocidade vai a zero quando
a distancia for infinita, ou seja, o ponto de re-
torno para energia zero estd no infinito. A uma
distancia x a sua velocidade sera

2GM
x

Ve =
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que é a velocidade de escape. Isto significa que
um corpo a uma distancia x do centro da Terra e
movendo-se para cima com esta velocidade, terd a
menor energia cinética que permite que ele continue
se movendo para cima indefinidamente (desprezada
a resisténcia do ar). Para x igual ao raio da Terra:

2GM
Ue = _=
rT
2 % 6,67428 x 107 "Mm3kg=1s72 x 5,972 x 10**kg
6.371 x 105m

= 11.185,961132 m/s ~ 11,2 km/s

Conhecendo v(x), podemos determinar x usando

dr = 4%
v(x)

, que integrada é

t x /

d
/dt'zt—tOZ/ x/
to z(to) ,U('I)

Assim, com t = 0, temos

1/T/ i<E+Gm ) da' =t
2 20 x!

Vamos determinar xz(t), resolvendo a equagao
precedente para o caso em que E ¢é negativo. Fa-
zendo a substituicao:

9 —Ex
cosf =
GmM
Entao,
GmM
de’ = ZmA 2 cos# senf db
—F
Assim,
GmM  [° 9
W QOQCOS 9 d9—1

Tomando a posicao inicial da particula como
sendo igual a posicao do ponto de retorno, g , entao
0y = 0. Usando também a relacao trigonométrica

cos 20 = cos?6 — sen’6 = 2 cos?0 — 1

Obtemos:

9
/ cos?d db =
0

0
/ (1+ cos 20') db’
0

1
(9 + isen 29)

N = DN~

24

Com este resultado, a solucao do problema é

TR cos20

2G M
—sen 20 = G3

t
2 Th

0 +

Este par de equacoes nao pode ser resolvido ex-
plicitamente para z(t). Devemos resolvé-las numeri-
camente: para uma sequéncia escolhida de valores de
f, encontramos os valores correspondentes de x e t.
A parte do movimento para a qual x for menor que o
raio da Terra deverd ser desconsiderada (a equagao
(40) supoe a massa da Terra toda concentrada em
z =0).

Para t pequeno (pequeno quando compa-
rado com o tempo caracteristico do problema

V&% /2G M), podemos usar as aproximagoes

cos?0 ~1— 62

sen 260 ~ 20

1 [2GM
Assim © = g (1—92) e 0:—1/ G3 t
2 Tph

Definindo g = GM/z%, a aceleragao da gravi-
dade nas vizinhancas de x = xg, temos

1 22
T =R 5 9
o valor esperado, ja que para pequenos valores de t,
a distancia percorrida nao é muito grande e a forga
fica aproximadamente constante e logo o movimento
¢ uniformemente acelerado.

Poderiamos abordar este problema, obtendo
os mesmos resultados obtidos anteriormente, re-
solvendo diretamente a Segunda Lei de Newton
(equacao de movimento) sem a utilizacdo do método
da energia potencial. Vejamos:

Desprezando a resisténcia do ar, a equagao dife-
rencial para o movimento vertical é

GMm
-
onde usamos r (a distancia radial a partir do centro
da Terra) em véz de x.

mi =

. dr .
Escrevendo 7 = rd— podemos integrar em
r

relacao a r e obter

1 ., GMm

—mr® — =

2 r
onde F ¢ a constante de integracao. Esta é, de fato, a
equacao da conservacao da energia: a soma da ener-
gia cinética e potencial permanece constante durante

o movimento de um corpo em queda.

E
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No caso de um projétil, lancado verticalmente
para cima a partir da superficie da Terra, com velo-
cidade vy, a constante E é:

1 GM
E = -—muj — m

2 rT

onde rr é o raio da Terra. Assim:

1 5, GMm 1
—mre — = -—muvy —
2 r 20

rT
Ou:

1 1
v2:v§+2GM( —-)
rr+x rT

onde r = rp + 2. Mas g =

5— € a aceleragao
,

T
da gravidade na superficie da Terra. Assim:

-1
vz—vg—ng(l—i-i)
rr

que se reduz a forma familiar (Torricelli) v? = v3 —
2gx para um campo gravitacional uniforme, isto é,
quando x é muito menor do que r7 tal que o termo

x

— possa ser desprezado quando comparado com a
rT

unidade.

O ponto de retorno do movimento do projétil,
isto ¢, a altura maxima atingida sera obtida
colocando-se v = 0 e explicitando z. O resultado

sera:
—1
Lmax = h = U_g 1—- Ug
29 2grr

Onde novamente obtém-se a forma usual, h =
2

Yo
24’ se desprezarmos o segundo termo.

A velocidade de escape pode ser obtida fazendo-
se, na expressao precedente, x5 = h — o0o. Isto
ocorre quando o termo entre parénteses ¢ igual a
zero. O resultado é:

Ve = /2 g rr ~ 1lkm/s

Na atmosfera terrestre, a velocidade média das
moléculas de ar (Oy e Ny) é de aproximadamente
0,5 km/s, que é consideravelmente menor que a ve-
locidade de escape, entao a Terra retém sua atmos-
fera. (De acordo com a teoria cinética dos gases, a
velocidade média das moléculas de um gés é igual
a \/3kT/m, onde k é a constante de Boltzmann
(1,38 x 10716 erg/K) e T é a temperatura absoluta).
A Lua, por outro lado, nao tem atmosfera porque a
velocidade de escape na sua superficie, devido a pe-
quena massa, ¢ consideravelmente menor do que na
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superficie da Terra; qualquer molécula de oxigénio
ou nitrogénio eventualmente escaparia. A atmos-
fera da Terra, entretanto, nao contém uma quan-
tidade significativa de hidrogénio, embora ele seja
o elemento mais abundante no universo como um
todo. A atmosfera de hidrogénio teria escapado da
superficie da Terra a muito tempo porque sua velo-
cidade molecular é suficientemente grande (devido a
pequena massa da molécula de hidrogénio) tal que
um numero significativo de moléculas teria, em cada
instante, velocidade maior do que a velocidade de
escape.

Exemplo 4.3. Uma particula, movendo-se em uma
dimensao, esta sob a influéncia da forca F' = —kx +
kx3/a?, onde k e o sdo constantes positivas.

a) Determine o potencial V' (z), com V(0) = 0.

b) Encontre os pontos de equilibrio do potencial
e classifique-os em pontos de equilibrio estaveis e
instaveis.

c¢) Esboce o potencial V(z).

d) Enumere e descreva todos os possiveis pontos
de equilibrio e movimentos, as energias ou intervalos
de energia nos quais estes tipos de movimento ocor-
rem. Deé atencao especial para o movimento no caso

k
E = ZOéz.

No movimento unidimensional, uma forca que
depende somente da posicao é conservativa.

a) V(x):—/ F(x') da:’:k/ 2 da —
0 0
% xl',3d$/
a” Jo
Lo K 4

b) Para encontrar os pontos de equilibrio, usamos
as regras do calculo de maximos e minimos, isto é,
fazemos dV/dx = 0 para obter os pontos e, apds,
verificamos o sinal de d*V/dx?|,—,,. Assim:

k3 2
krg— o =0 = kx(l—%)zo
« (0%

Ou seja, os pontos de equilibrio sao: =z = 0 e
r = +a. Assim:

d2 2
V(3 — k>0
dx? a J|.—o

2 2
V(-3 = 2k <0
dzr? a J|ein

Isto é, x = 0 é um ponto de equilibrio estavel e
xr = £« sao pontos de equilibrio instavel.
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1 k
¢) O potencial V(x) = 5]6.732 i x* apresenta
o
o seguinte comportamento:

Vix)
ponto de

equilibrio :-‘--""---__._“““_“____ e I

estavel

ponto de
equilibrio
estivel

d) A figura indica os pontos de equilibrio.

e Se a energia total £ > (1/4)ka®: movimento
ilimitado para a esquerda ou para a direita.

e Se E = (1/4)ka?: (i) em repouso em z = Fa;
(ii) indo para +oo(—0o0) se z > a(< —a); (iii) indo
para a esquerda ou para a direita entre —« e «, che-
gando préximo, mas nunca alcangando os pontos de
equilibrio +a.

e Se 0 < F < (1/4)ka?: (i) movimento periédico
em torno de x = 0; (ii) vem do infinito, vira em
x> aour < —a e retorna para o infinito.

e Se £ = 0: (i) repouso em z = 0; (ii) vem do
infinito, vira em z > « ou z < —a e retorna ao
infinito.

e Se F < 0: (i) vem do infinito, vira em = > «
ou x < —« e retorna para o infinito.

4.2 Forcas nao-conservativas

Voltemos a Segunda Lei de Newton [eq. (29)]
quando a forca F' é funcao apenas da posicao. Multi-
plicando ambos os lados da esquacao por v e usando

o fato de que v dv = id(vz), obtemos

%(%m#):ﬁu@v

Usando a relagao entre a forga F(z) e a energia
potencial [eq. (35)], temos:

dV(z)de  dV(x)
de dt  dt
Isto nos diz que, para uma forga conservativa, a

quantidade P = F'v é uma derivada temporal total.
Isto é:

F(x)v =
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a1 o\ _ _
aa\2"" )T T T
d (1 ,

que é a expressao da conservagao da energia.

A quantidade P = forca x velocidade é a
poténcia fornecida (ou dissipada) pela forga aplicada
a particula. Suponhamos que a forca aplicada seja
igual a F'(z) + F’, onde F’ depende de t ou de v ou
de ambos. Neste caso,

d (1
— | zmv® | =F(z)v+F'v
it () = #0

Realizando o mesmo procedimento anterior-
mente efetuado, encontramos

% (%va + V(:E)) =Fv

As forcas do tipo de F’ nao sdo conservativas.
Elas nao podem ser derivadas de uma energia po-
tencial. Ou, em outras palavras, a poténcia F' v
nao pode ser escrita como uma derivada temporal
total. Quando a poténcia F’ v for negativa, como
no caso de forcas de atrito, dizemos que F” é uma
forga dissipativa (porque a energia total da particula
vai diminuindo com o tempo). As forgas de arrasto,
espécie de forca de atrito, sao dissipativas.

4.3 Forca como Funcao do tempo

Da Segunda Lei de Newton:

d 1
Zo(t) = —F ()

Integrando com relagao ao tempo:

mo(t) = mo(ty) + /tF(t')dt’

to

(41)

Definindo m wv(t) = p(t), como sendo o mo-
mento linear (momentum linear ou quantidade de
movimento), na verdade uma quantidade vetorial, o
principio do Impulso-variagao do momentum linear
leq. (41)] pode ser escrito como

t
ﬁzﬁﬁ/ F(t"dt' = Ap=1. (42)
to

t
onde I = / F(t')dt' é o impulso da forga F(t).

to
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4.3.1 Movimento de um corpo com massa
variavel — movimento de um foguete

No caso de um corpo cuja massa varia com o
tempo, o conceito de impulso é bastante util. As-
sim,

- d, . dp
ZF(t) = = (mv) = d_It)

¢ . p
/ Y F(t)dt = / dp’
to H(tO)

p

onde p = m Vv é o momentum linear (ou quantidade
de movimento) da particula de massa m = m(t).
Por simplicidade, vamos denotar p(ty) por pp. Aqui,
os simbolos Y e [ podem ser perfeitamente inter-
cambiados, pois nao ha prioridade entre eles, assim:

t
B+ Y [ F)ar—p
to

A integral da eq. (46) é a definicdo de im-
pulso resultante da aplicacao de uma forca (em geral,
variavel — func¢do do tempo), no intervalo de tempo
dt.

Assim, a eq. (46) nos diz que s6 é possivel haver
mudanca no momentum linear de uma particula*”
se, sobre ela, forem aplicados impulsos externos. Ou
seja

(43)

Po + E Iexi = |Y ou E Iexi = AP

Considere o caso geral do movimento de um
corpo com massa variavel. Vamos considerar primei-
ramente o caso de um sistema que perde massa
enquanto se desloca.

Durante o tempo dt o dispositivo, que tinha
massa m e deslocava-se para a frente com velocidade
V, ejeta uma certa quantidade de massa dm com ve-
locidade v, no sentido contrario ao seu movimento e,
com isso, passa a se deslocar com velocidade v+ dv.

Os impulsos sao criados pelas forgas f‘ext, tais
como o arrasto e o peso. Esta forca resultante nao

27

inclui a forca que gera o movimento do dispositivo
para frente, ja que esta forga (empuxo) é interna ao
sistema (delimitado pelo volume de controle).

Aplicando o principio do impulso — variacao do
momentum linear (eq. 46), obtemos:

Z Fext dt

= (m—dm)(v+dv) — (me + dm)v,
dm

dv

Foit = m— — (v+v,)—

2 Fox a ~ g

onde adotamos o sentido de v vomo positivo, despre-

zamos termos de segunda ordem (produtos de dife-

renciais) e consideramos a velocidade de ejecao v,
constante.

muv — Mgle +

(44)

Na eq. (44), (v + B ook ot 2B
ve) = Upse ¢ a veloci- ! :
dade relativa do disposi- :
tivo em relagao ao com- :
bustivel por ele ejetado e :
dm/dt é a taxa com que o l
dispositivo consome (de- :
vido ao sinal negativo |
que o precede) seu com- |
bustivel enquando ganha |
velocidade. i
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

Nao precisamos de
muita argumentacao
para inferir que o mo-
vimento de um foguete é
o exemplo natural deste
tipo de movimento que R —— -
ganha propulsao consu-
mindo sua massa (com-
bustivel).

Neste caso, da eq. (44):

_FD_W:mZ_::_UD/eCZ_ZL g
onde o ultimo termo representa o empuxo que a
exaustao da queima do combustivel exerce sobre o
foguete.
Assim, a segunda lei de Newton (equagao do fo-

guete) aplicada a um sistema que perde massa é:

T—Fp—W =ma

10Essa expressao é vélida também para um sistema de particulas e para um corpo extenso (rigido).
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Para um sistema que ganha massa enquanto
se desloca, repetindo o procedimento acima, pela
aplicagao da eq. 46, obtemos:

dm
ZFext m —|— ( )%

onde consideramos as velocidades v e v;, do dispo-
sitivo que ganha massa enquanto se desloca e da
massa por ele ingerida, com o mesmo sinal (mesmo
sentido). Aqui vp/;; = v — v; é a velocidade relativa
entre o dispositivo e a massa externa ingerida por
ele. dm/dt é a taxa com que o dispositivo ganha
massa.

Exemplo 4.4. A massa inicial combinada de um fo-
guete e seu combustivel é my. Uma massa total m,
de combustivel é consumida a uma taxa dm/dt = ¢
e expelida a uma velocidade constante u em relagao
ao foguete. Determine a velocidade méaxima do fo-
guete, ou seja, no instante em que o combustivel
acaba. Despreze a variacao do peso do foguete com
a altitude e a resisténcia ao arrasto do ar. O foguete
¢ lancado verticalmente, partindo do repouso.

A tnica forca externa atuando sobre o foguete é
o seu peso. Assim, aplicando a eq. 44:

dm dv
Foy —v = W =m——uc
2 Fox = - Pdt dt
Em qualquer instante ¢ durante o voo, a massa
do foguete pode ser expressa como m = mgy —

(dm/dt) t = mo — ct. Como W = mg, a equacido
precedente se escreve

/dv
0

v o=

O tempo t necessario para que todo o com-
bustivel seja consumido é (m — my = my — ct =
(my+me) — ct)
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()
mMe = t=ct =
dt

onde my; é a massa final (apenas da carcaca) do fo-
guete. Assim:

Umax

Exemplo 4.5. Uma corrente de comprimento [ tem
massa m. Determine a intensidade da forca F' ne-
cessaria para:

a) elevar a corrente a uma velocidade constante
V., partindo do repouso quando y = 0; e

b) abaixar a corrente a uma velocidade constante
v., partindo do repouso quando y = [.

!

:

W Q

G
3
L&

ZFext:F—W:F—mg%

Para aplicar a eq. 45, é necessario ainda desco-
brir a taxa com que a massa esta sendo adicionada ao
sistema. Visto que v, = vp; é constante, dv./dt = 0
e dy/dt = v.. Integrando e usando a condi¢ao ini-
cial de que y = 0, quando t = 0, teremos y = v.t.
Assim, a massa dos elos suspensos da corrente é, em
qualquer instante, m(y/l) = m(v.t/l), e, portanto, a
taxa com que a massa ¢ adicionada a corrente sus-
pensa é:

Enquanto a corrente
é elevada, a porgao sus-
pensa da corrente pode
ser vista como um dispo-
sitivo que esta ganhando
massa. Todos os elos sus-
pensos da corrente sao
submetidos a um novo
impulso para baixo, para
cada novo elo que for
sendo elevado do solo
(devido ao seu peso).

Assim, as forgas
agindo sobre o disposi-
tivo que estd ganhando
massa (os elos suspensos
da corrente) sdo:

P—

dm <vc>
—=m .

dt [

Assim, substituindo na eq. 45, temos:
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dm

dv
§ Fo. —m— i
ext mdt + Upyi 7

F = ? (gy + 7).

Quando a corrente estd sendo abaixada, os elos
expelidos (aqueles depositados no chao, aos quais se
d4 velocidade zero) nao transmitem impulso aos elos
que permanecem SuUSPeNsos.

No tempo t, a porcao da corrente ainda fora do
solo (suspensa) é proporcional ao seu comprimento.
Assim

Portando:

ZFext = ma, =0

P ()=

Portanto:

P ()

4.3.2 Fluidos em Escoamento Estacionario

Vamos aplicar agora o principio do impulso —
variagao do momentum linear ao escoamento esta-
cionario da massa de particulas de um fluido en-
trando e saindo de um espacgo que o confina (volume)
numa dada regiao.

(m¥) =

Sl

Y F(t) =
t . P
/ZF(t’) dt' = / dp’
to 5(t0)

onde p = m Vv é o momentum linear (ou quantidade
de movimento).

Por simplicidade, vamos denotar p(ty) por Po.
Aqui, os simbolos Y e [ podem ser perfeitamente
intercambiados, pois nao ha prioridade entre eles,
assim:

t
por Y [ Beyar-5 (o
to
A integral da eq. (46) é a definigdo de im-
pulso resultante da aplicacao de uma forca (em geral,
varidavel — func¢ao do tempo), no intervalo de tempo

dt.
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Assim, a eq. (46) nos diz que s6 é possivel haver
mudanca no momentum linear de uma particula*!
se, sobre ela, forem aplicados impulsos externos. Ou
seja

ﬁO + Z Iext = ﬁ ou Z Iext = Aﬁ
Considere o escoamento estacionario de um
fluido, que passa por dentro de um cano, onde recebe
um impulso produzido pela forca resultante externa
da superficie (parede) que forga-o a modificar seu
momentum linear (ou quantidade de movimento).

Uma quantidade elementar de massa dm do
fluido entra no dispositivo pela extremidade A com
velocidade v 4, no tempo t. Como o escoamento é
estacionario, no tempo t + dt, a mesma quantidade
dm de fluido deixara a extremidade B com veloci-
dade vp.

A variacao na direcao do escoamento do fluido
dentro da regiao delimitada pelo volume de controle
é causada pelo impulso produzido pela forca resul-
tante externa exercida pela parede do cano.

Aplicando o principio do impulso — variacao do
momentum linear (eq. 46), obtemos:

dmVa+mV+ Y Fdt =
D F =
Tomando o rotacional (pela esquerda) da eq.

(47) por T (o vetor posicao que liga ao ponto O,
obtemos

dm\_/’B + mv

dm

a (VB —Va) (47)

41Essa expressdo é vélida também para um sistema de particulas, para um corpo extenso (rigido) e, até mesmo, para o

escoamento de um fluido.
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. L - d
FaxdmVa+Exmy + FxY Fdt d—T = pmo R = (1000kg/m*)(0,2m? /s) = 200kg /s
= rgXxdmvg+TxXmv R 0. 2m3
- dm vp = = ——— - /SQ = 25,46m/s
ZMO = % (FB X \73 — I_"A X VA) (48) AB 71'(0,05111)
2 3
op = 025 s

O termo dm/dt é chamado de fluro de massa Ax o w(0,1m)?

e mede a quantidade de fluido que entra ou sai da

o ] Devido a pressao estatica da agua agindo na su-
regiao de confinamento por unidade de tempo.

perficie de entrada, em A, uma forga

\ Fu=pu Ag = (100x10°N /m?)7(0, 1m)? = 3.141, 6N

ME age na superficie A. Assim, as forcas de reacao da
|_| AAs parede do cano sobre o fluido que escoa em seu in-
Z WO terior sao:
\( f
dm
Z Fx = E (UB,ac - UA,J:)
Se o fluido (imcompressivel), de densidade p, —F, +3.141,6N = 200kg/s (0 —6,37m/s)

atravessa a area de secao reta A, entdao a continui-
dade da massa exige que dm = pdV = pa(dss Aa) =

pp(dsp Ag). Portanto, durante o tempo dt, temos dm
que dm/dt = pavaAs = ppopAp. Assim: Z F, = i (VBy —Vay)
d —F, — (20kg)(9,81m/s*) = 200kg/s (—25,46m/s — 0)
m
i pvA = pR (49)

Portanto, as forcas de reagao da parede do cano

onde R = v A, chamado de vazao ou descarga, mede sobre o fluido que escoa em seu interior sao F, =
o volume do escoamento do fluido por unidade de 4,41kN e F, = 4,90kN.

tempo. As reagdes de Momento (torque) sao:
Exemplo 4.6. Determine as componentes da reacao dm

que a junta fixa do cano em A exerce sobre o coto- Z My, = I (dopvp — v0AvA)
velo mostrado na figura, se a dgua que flui pelo cano My — (20 x9,81)N x 0,125m

esta submetida a uma pressao estatica de 100kPa em
A. A descarga em B é Rp = 0,2m?/s. A densidade
da dgua é py,0 = 1000kg/ m®, e o cotovelo cheio de
agua tem massa de 20kg e centro de massa em G.

= 200kg/s [(0,3m)(25,46m/s) — 0)
M, = 1,55kN-m

Portanto, as reagdes de Momento (torque) sao no
sentido anti-horario para compensar as tendéncias
___‘-'—‘ de giro (no sentido hordrio) provocadas pelo peso

-

vl — do cano e da agua em seu interior e pelas forcas de
;hl‘i reacao das paredes sobre a dgua.
LT‘J

0,125 Exemplo 4.7. Um jato de agua com 2pol de
diametro e velocidade de 25pés/s incide numa
lamina em movimento que estd se afastando do jato
03m —| com velocidade de 5pés/s. Determine as compo-

nentes horizontal e vertical da for¢ca que a lamina

exerce sobre a dgua. Que poténcia a agua gera so-
Visto que a densidade da agua é constante, R = bre a lamina? A 4gua tem peso especifico yy,0 =

R4 = R. Portanto, 62, 4lb/pé3.
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Uy, = 25 pés/s

Num referencial inercial fixo, a velocidade com
que a agua chega a lamina é

Va = {251}pés/s
A welocidade relativa do escoamento da agua em
relagio a lamina € Vy,0/bloco = VH,0 — Vbloco =
251—51= {20 i}pés/s. No ponto B, a velocidade
do escoamento é (vista de um referencial externo,

fixo):

‘_;B = vbloco + ngO/bloco = {‘5 1 +20 j}péS/S

pois a acao da lamina é no sentido de mudar a
direcao de escoamento do jato d’agua.

Assim, o fluxo d’dgua sobre a lamina que sofre
uma variacao em seu momentum linear é*2

dm

i P10 (VH,0/bloco) Aa

62,4 1)°
_ 2% %9 il

32,220 7T(12>
= 0,846 slugs/s

As forcas de reacao da lamina sobre o fluxo
d’agua sao:

YF = G (v V)

F,i+F,; = 0,846 (514 20j — 251)
Assim
F, = —-16,91b
F, = 16,91b
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A poténcia desenvolvida pela agua sobre a

lamina é%3:

ﬁv:Fx Uploco
1h
= 16,91b x 5pés/s x < P

__ ) _ 0 154h
550pés-1b/s> 0,154 hp

4.1. A forga que atua numa particula varia com a
posicao de acordo com a lei de poténcia

a) Encontre a fungao energia potencial.

b) Sev =9y emt =0e x =0, encontre v em
funcao de x.

¢) Determine os pontos de retorno do movi-
mento.

4.2. A forca exercida sobre uma particula de massa
m = 0,5 kg que se move ao longo do eixo x

(x > 0) é dada por

Fa)= 2 -2

3 x?

onde F' é expressa em Newtons e x em me-
tros™.

a) Qual é o valor de xy correspondente ao
ponto de equilibrio?

b) Supondo que a particula seja abandonada
na posicao r = 0.75 m, qual é o valor da velo-
cidade v da particula ao passar pelo ponto de
equilibrio?

¢) Qual é o valor méximo x5 da coordenada x
que ela atingira?

420nde, em unidades do sistema inglés de unidades, a massa é medida em slugs. Assim como usualmente utilizamos uni-
dades de massa para nos referirmos a forga, nos E.U.A. e no U.K. utiliza-se hordienamente unidades de forga para referir-se
a massa, por isso a unidade slug é praticamente desconhecida para um cidaddo comum (assim como aqui o é a unidade
Newton). L4, pede-se 2 libras de pao; aqui dizemos que pesamos 72 kg.

130 horsepower (hp), termo inglés que literalmente significa forga de cavalo, 6 uma unidade de origem inglesa, aproxima-
damente equivalente ao cavalo-vapor (cv), porém nao sdo iguais: 1 hp = 1,0138697 cv = 745,6999 W. Uma vez que usava-se
o trabalho de cavalos para continuar movendo os moinhos, na auséncia de ventos, James Watt usou-os como referéncia para
definir a forga das maquinas a vapor. Verificou que um cavalo podia levantar 33000 b de dgua a uma altura de um pé em

um minuto.

4Veja a solugao em: http://eaulas.usp.br/portal/video.action?idltem=5476.
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4.3. Observa-se que uma certa mola nao obedece c¢) Uma particula sob a agdo da forga de
a Lei de Hooke. A for¢a (em Newtons) que atracao gravitacional.
ela exerce quando esticada de uma distancia
x (em metros) possui uma intensidade igual a
52,87 + 38, 422 na direcao contraria ao alonha-
mento®®.

4.6. Analise os conceitos de Universo aberto, fe-
chado e plano, a luz do sinal da energia de

uma galdxia situada no mesmo™®.

a) Calcule o trabalho necessario para alongar — 4-7- Determine os pontos de retorno, em fungao da
a mola de z = 0,50 m até 1,00 m. energia, de uma particula sujeita a uma forca

. elastica da forma
b) Com uma das extremidades da mola fixa,

uma particula de massa igual é presa a outra F(z)=-kx
extremidade da mola quando esta é esticada

de uma distancia x = 1,00 m. Se a particula

for solta do repouso neste instante, qual serd a

sua velocidade no instante em que a mola tiver 4 ¢
retornado a configuracao na qual seu alonga-
mento ¢ de 0,5 m?

Discuta o movimento a partir do gréafico da
energia potencial®”.

. Um asteroide de massa M encontra-se a uma
grande distancia da Terra e se aproxima do-
tado de uma velocidade Vj, de tal forma que

seu parametro de impacto seja b*.

4.4. Calcule o trabalho realizado pelas forcas nor- . »
mais e magnéticas. a) Determine o momento angular do asterdide.

O que se pode afirmar sobre tais forcas*®? b.) De:u CHHIIRe & ~dlstan01a de max1mapapro—
ximagao em funcao da energia do asterdide.

4.5. Obtenha a expressao da energia mecanica para ¢) Discuta o risco de colisdo, levando em conta
os seguintes casos simples*”: o raio da Terra.

OBS.: Embora nao termos ainda abordado os

a) Uma particula sob acao de seu peso. temas momento angular e colisoes, lembre-se

destes conceitos da Fisica 1. Aqui, pretende-

b) Uma particula sob agdo de uma forga res- se discutir o problema, evidenciando-se o con-
tauradora eléstica. ceito de energia.

45Veja a solugao em: http://eaulas.usp.br/portal/video.action?idltem=5505.

46Veja a solugao em: http://eaulas.usp.br/portal/video.action?idltem=5470

4TVeja a solucdo em: http://eaulas.usp.br/portal /video.action?idItem=5517.

48Veja a solugdo em: http://eaulas.usp.br/portal /video.action?idltem=>5533.

49Veja a solucdo em: http://eaulas.usp.br/portal/video.action?idltem=5535.

%0Veja a solucdo em: http://eaulas.usp.br/portal /video.action?idltem=5537.

51H4 6 situacoes dinamicas distintas de interesse:

a) Ponto 1: se E,, = 4J (linha roxa), em x; tem-se U(z) = 4J .. K = 0 = v = 0. No entanto o corpo ndo permanece
parado pois dU/dx|y=z, < 0 = F > 0, evoluindo no sentido +z. Observe que x < x; é uma regido é uma regiao proibida
pois U(x < x1) > E,,. Portanto z = z; é um ponto de retorno.

b) Ponto 2: se E,, = 4J (linha roxa), em x5 tem-se U(zs) = 4J ... K = 0 = v = 0. Diferentemente do caso anterior, o
estado de movimento do corpo é mantido pois dU/dz|y>z, =0.. F =0=a=0.

c) Ponto 3: se E,;, = 1J (linha verde), tem-se comportamento andlogo ao analisado no item (a); Ponto 1.

d) Ponto 4: se E,, = 1J (linha verde), em x5 tem-se que dU/dx|y—y, =0 .. F =0. Mas U(z2) < E,, = K #0= v # 0.
O corpo nao permanece parado em x = x9, ao contrario, oscila entre os pontos 3 e 5.

e) Ponto 5: se E,, = 1J (linha verde), o comportamento é semelhante ao descrito em (a); Ponto 1, mas com a for¢a F' < 0,
pois dU/dx > 0.

f) Ponto 6: se E,, = 3J (linha rosa), em z3 tem-se U(z3) = 3J .. K =0 = v = 0. Mas como dU/dx|;—,, = 0 entdo
F =0 e o corpo permanece em r = x3.

Observe que os Pontos 2, 4 e 6 possuem uma caracteristica em comum. Nestes 3 distintos pontos, a forca que atua no
corpo é nula. Tratam-se de pontos de equilibrio do sistema, no entanto equilibrios distintos.

No Ponto 2, caso o corpo seja deslocado para a direita, permanecerd submetido & F' = 0, um ponto de equilibrio neutro.

Ja, nos Pontos 3 e 5, ao ter sua posicao perturbada, o corpo sofre a agao de uma forca que tende a reconduzir o corpo a
posigao de equilibrio. Esta forga sempre contraria ao deslocamento do corpo produz movimentos limitados do tipo oscilatérios
(verifica-se, localmente, que o potencial nesta regido é semelhante ao proporcionado por uma mola).

No Ponto 4, ao ter sua posicao perturbada, o corpo sofre a acao de uma forca que tende a reconduzir o corpo de volta a
sua posicao original. Denominam-se os pontos deste género de pontos de equilibrio estavel.

No Ponto 6, caso o corpo seja deslocado da posi¢ao z = x3, uma forca na diregdao do seu deslocamento surgira. O corpo nao
retornara mais a este ponto. Pontos com este comportamento dispersivo sao denominados de ponto de equilibrio instdvel.


http://eaulas.usp.br/portal/video.action?idItem=5505
http://eaulas.usp.br/portal/video.action?idItem=5470
http://eaulas.usp.br/portal/video.action?idItem=5517
http://eaulas.usp.br/portal/video.action?idItem=5533
http://eaulas.usp.br/portal/video.action?idItem=5535
http://eaulas.usp.br/portal/video.action?idItem=5537
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4.9. Analise as situacoes dinamicas de interesse
para o potencial representado na figura®

Uy, E, ()

4.10. Uma massa m esta sujeita a uma forca
restauradora — kx e a uma forca dissipa-
tiva (£)umg, onde u é o coeficiente de atrito
(estédtico e cinético). Mostre que as oscilagoes
sao isocronas (periodo independente da am-
plitude) com a amplitude de oscilagao decres-
cendo de 2ug/w? durante cada meio ciclo até
que a massa pare’Z.

4.11. Encontre a solugao geral da equacao do mo-
vimento de um corpo sob a agao de uma forca
linear repulsiva ' = kx. Mostre que esse tipo
de movimento pode ser esperado na vizinhanca

de um ponto de equilibrio instavel®.

Fixy

4.12. A energia potencial para a forca entre dois
dtomos numa molécula diatomica tem a forma
aproximada:

a b
V(l’) == % + 12
T T
onde x é a distancia entre os atomos e a e b

sao constantes positivas®™.

a) Encontre a forca®.

b) Supondo que um dos dtomos seja muito pe-
sado e permaneca em repouso enquanto o ou-
tro se move ao longo de uma linha reta, des-
creva os possiveis movimentos®®.

52Considere a situacio em que a massa estd numa posicao de amplitude maxima A. Meio periodo depois ela estara nova-
mente numa posicdo de amplitude maxima A’ < A. Como a forga é constante no intervalo considerado, a energia dissipada
é igual a umg(A + A’). Sendo assim, mostre que A — A’ independe do valor inicial de A, ou seja, independe da amplitude.

1
3x(t) = Ae" + Be~". O potencial correspondente a esta forca é V(x) = = k 2. O ponto x = 0 é um ponto de equilibrio

instdvel, como indica a figura e pode ser facilmente demonstrado (célculo de méximos e minimos).

54Veja uma resolugao deste problema,
http://eaulas.usp.br/portal /video.action?idItem=5539.
6a 12b
55 _

56

Este potencial é conhecido como potencial de Lennard-
Jones e tem o comportamento ilustrado na figura ao lado.

A posicao x = z,. é a posigao de equilibrio. V(x.) corres-
ponde ao minimo da energia potencial.

Somente para energias E > V(z.) existe movimento.

Quando a energia tem o valor Ejy, a particula fica parada
na posi¢ao de equilibrio.

Quando Fy < Ej < 0, a particula executa um movimento
periédico entre dois pontos de retorno x; e xs.

Se Fp é s6 ligeiramente maior que Fjy, entao teremos pe-
quenas oscilagoes em torno da posicao de equilibrio, o que
corresponde as vibragoes da molécula.

Quando E > 0, o movimento ¢ ilimitado: os dtomos se
afastam indefinidamente. Dizemos que a molécula se disso-
cia.

|

com

pequenas mudancas na notagao, em:

Vix)

26\ /¢ m o 2om (mPht\YC
g, = () é a distancia de equilibrio e T' = =27 =3 ( ) é o periodo de pequenas oscilagoes em
w \

a
torno da posicao de equilibrio.

4a”
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c¢) Ache a distancia de equilibrio e o periodo

de pequenas oscilacoes em torno da posicao de

equilibrio. A massa do 4tomo mais leve é m®7.

4.13. Uma particula de massa m tem uma velo-

cidade v = a/z, onde = é seu deslocamento.
Encontre a forga F(x) responsdvel®.

4.14. Uma corrente de comprimento [ esta estirada

sobre uma mesa horizontal sem atrito, com um
comprimento ¥y, dependurado através de um
buraco na mesa. A corrente é entao liberada®.

a) Encontre, em fungao do tempo, o compri-
mento da parte pendurada da corrente.

(b) Ache a velocidade da corrente quando ela
perde contato com a mesa.

4.15. Encontre a equagao do movimento de um fo-

guete disparado verticalmente para cima con-
siderando ¢ constante. Encontre a razao en-
tre a massa de combustivel e a da carcaca
para que o foguete alcance uma velocidade fi-
nal igual a velocidade de escape da Terra (v,),
considerando-se que a velocidade de exaustao
do gis é K - v. (K = constante) e a taxa de
exaustao é m. Determine o valor numérico
da relacao combustivel-carcaga para o caso em
que K = 1/4, e i é igual a 1% da massa inicial
de combustivel por segundo.

4.16. Monte a equacao diferencial do movimento

de uma gota de chuva que cai em meio a
neblina; recolhendo mais adgua enquanto cai.
Considere que a gota permanece esférica e que
a taxa de recolhimento de agua é proporcional
a area da secao transversal da gota multipli-
cada pela velocidade da mesma. Mostre que,
se a gota parte do repouso com tamanho inicial
infinitesimal entao a aceleracao é constante e
igual a g/7%.

4.17. Uma corrente de massa uniformemente dis-

tribuida e de comprimento a repousa inicial-
mente sobre uma mesa. Uma parte b de seu
comprimento pende de uma das bordas da
mesa enquanto a outra parte, de comprimento
a — b repousa sobre a tabua da mesa. Se a cor-
rente é abandonada, mostre que a velocidade

Ma) y(t) = %o (et +e7) = ygcos h (at) ;

6

2
322

03 =g 22

34

da mesma, quando o tultimo elo abandona a
2 g(a’—0°)

mesa, &
' 3a?

4.18. Um foguete, ao viajar na atmosfera, expe-

4.19. O segundo estagio

rimenta uma forca de resisténcia linear do ar
— K. Encontre a equacao diferencial do movi-
mento quando todas as outras forgas externas
sao despreziveis. Integre a equacao e mostre
que se o foguete parte do repouso, a velocidade
Va [1 - (m/mo)l/a],
onde V' é a velocidade relativa de exaustao dos
gases, o = | /K| = constante, mg é a massa
inicial do foguete mais o seu combustivel e m é
a massa final do foguete, sendo m a taxa com
que o foguete consome o seu combustivel®’.

final é dada por v =

o combustivel ser con-
B do foguete de dois sumido.
estdgios tem uma
massa, quando va-
zio, de 5.000 toneladas
e ¢ lancado a partir
do primeiro estagio A
com uma velocidade
inicial de 600 km/h.
O combustivel do se-
gundo estagio tem
uma massa de 0,7 Mg
e é consumido a uma
taxa de 4 kg/s. Se ele
é ejetado do foguete a
uma taxa de 3 km/s,
medida em relacao a
B, determine a ace-
leracao de B no ins-
tante em que o motor
¢ acionado e imedia-
tamente antes de todo

Despreze os efeitos da variacao da gravidade
com a altitude e da resisténcia do ar%.

4.20. Um aviao a jato de 12.000 toneladas tem

e b) gty =L

2

uma velocidade constante de 950 km/h ao voar
ao longo de uma linha reta horizontal. O ar
penetra nas cavidades de entrada de ar S a
uma taxa de 50 m®/s. Se o motor queima o

(et —e ) =ygsen h (at) = (/g {1 — (ylo)?

61Djca: A equacdo de movimento do foguete é m v+ V m + K v = 0.
62g; = 2,11 m/s? e ag = 2,40 m/s?.
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combustivel a uma taxa de 0,4 kg/s e o gas
(ar e combustivel) é exaurido em rela¢do ao
avido, a uma velocidade de 450 m/s, determine
a foorca de arrasto resultante exercida sobre o
aviao pela resisténcia do ar. Suponha que o ar
tem uma densidade constante de 1,22 kg/m?%.

Dica: visto que a massa entra e sai do aviao, as

egs. (44) e (45) devem ser combinadas para re-

d dm, dm,
sultar em: Y F, = md_:_vD/ed_ﬂz—i_vD/id_nZ’

onde m; é a massa que ingressa no sistema
(avidao) e m, é a massa por ele ejetada.

v = 350 kmv'h

4.21. O jato mostrado na figura viaja a uma ve-

locidade de 800 km/h, a 30° em relagao a ho-
rizontal. Se o combustivel esta sendo gasto a
1,5 kg/s, e o motor admite o ar a 200 kg/s, en-
quanto o gés exaurido (ar e combustivel) tem
uma velocidade relativa de 9840 m/s, deter-
mine a aceleragao do aviao nesse instante. A
resisténcia ao arrasto do ar é Fp = (0, 3150%)
N, onde a velocidade é medida em m/s. O
jato tem massa de 7.500 kg (Veja a dica do
problema anterior.).

‘-\_“‘tﬂﬂ}km-'ll
o

4.22. A curva da figura abaixo esta conectada ao

cano nos flanges em A e B. Se o diametro do
cano ¢ 0,3 m e ele transmite uma descarga de
1,35 m3/s, determine as componentes horizon-
tal e vertical da reacao da forca e da reagao
do momento exercidas sobre a base fixa D do
apoio. O peso total da curva e da agua den-
tro dela é 2.500 N, com centro de massa no

63Fp = 11,5 kN.
64F, = 83,21 Ne F, = 7,68 N.

35

ponto G. A pressao da agua nos flanges A e
B 6 120 kN/m? e 96 kN/m?, respectivamente.
Suponha que nenhuma forca é transferida aos
flanges em A e B. O peso especifico da dgua é
Y0 = 10 kN/m?.

4.23. A pressao da dgua em C' é 300 kN/m?. Se a

agua flui para fora do cano em A e B, com ve-
locidades v4 = 3,6 m/s e vg = 7,5 m/s, deter-
mine as componentes da forca horizontal e ver-
tical exercidas sobre a junta, necessarias para
manter toda a estrutura em equilibrio. Des-
preze o peso do cano e da agua dentro dele. O
cano tem um diametro de 18 mm em C, e em
A e B o diametro ¢ de 12 mm®. ~yg,0 = 10
kN /m3.

v, =36 mfs
T v =T.5 m/s

4.24. Uma lancha é propelida pelo motor a jato

mostrado na figura. A agua do mar é puxada
pela bomba, a uma vazao de 0,54 m3/s, através
de uma entrada A, de diametro 150 mm, con-
forme indica a figura abaixo. Uma hélice ace-
lera a vazao de agua e a forca para fora ho-
rizontalmente, através de uma saida de 100
mm de diametro, B. Determine as componen-
tes horizontal e vertical do empuxo exercidas
sobre a lancha. O peso especifico da agua é
Y0 = 10 k N/m?.
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45" ; A

4.25. O cotovelo de um cano subterraneo de 125
mm de diametro é submetido a uma pressao
estatica de 80 k N /2, conforme indica a figura.
A velocidade da agua que passa por dentro dele
¢ v = 2,4 m/s. Supondo que as conexoes do
cano em A e B nao oferecem nenhuma, forca de
resisténcia vertical sobre o cotovelo, determine

36

a forca vertical ﬁ, que o solo deve entao exercer
sobre o cotovelo para manté-lo em equilibrio®.
Despreze o peso do cotovelo e da agua dentro
dele.O peso especifico da agua é vy,0 = 10 k
N/m?3.

5.1 Forca aplicada dependente do
tempo

Da Segunda Lei de Newton:

d 1
() = —F ()

Integrando com relagao ao tempo:

u(t) = v(to) + % /t t F(t)dt’ (50)

d
Como v(t) = o z(t), integrando novamente a

equacao precedente em relagao ao tempo, obtemos:

() = x(to) + / t {v(t0)+% / tF(t”)dt”} dt' (51)

to to

Assim, conhecendo-se F'(t), a velocidade e
a posicao da particula podem ser obtidas pela
aplicagao das equagoes (50) e (51).

5.2 Dinamica de um Sistema de
Muitas Particulas
Ao estudarmos um sistema ou conjunto de mui-

tas particulas livres, é importante focar nas carac-
teristicas gerais do movimento de tal sistema.

65F = 1490,3 N.

z

Consideremos um sistema constituido de n
particulas de massas mq,mo,---m,, cujos vetores
posicdao sdo, respectivamente 7,75, - - - 7,. Defini-
mos o centro de massa do sistema como o ponto
cujo vetor posicao rq, ¢ dado por:

m1F1 + m2F2 + - -mnFn
Tem =
my+mg + - my
n
onde m = g m; ¢ a massa total do sistema. A
i=1
expressao (52) pode ser decomposta para cada uma
das 3 componentes cartesianas de 7oy, = Tem, Yom
€ Zem-
Diferenciando a eq. (52) em relagdo ao tempo,
obtemos:

_ E:;Lzﬁ (52)
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(53)

que nos diz que o momentum linear de um sistema
de particulas é igual ao produto da massa total do
sistema pela velocidade de seu centro de massa.

A equacao de movimento da i-ésima particula é,
entao:

n

ﬁi‘l' Z ﬁj:mzé:@

onde F; é a forca externa total agindo em ¢ e f:»j é
a soma das forcas de interagao (internas) em i de-
vido a presenca das demais particulas que compoe o
sistema.

Somando para todas as particulas, temos:

SLEDID IR O
i=1 1=1

i=1 j=1ij#i

Para cada forca f;;, existird sempre uma forca f;;
igual e em sentido contrario (Terceira Lei de New-
ton), de forma que o segundo termo da equagao pre-

cedente serd sempre nulo. Assim®:

n n .
§ FzZE pi:Pcm:macm
i=1 =1

Em especial, quando nenhuma forca externa age
no sistema (ZﬁZ =0 = Gy =0ce V., = cons
tante), o momentum linear do sistema permanece
constante.

(54)

Zﬁi = ﬁcm = mvcm = constante

Esta é uma consequéncia direta da Terceira Lei
de Newton no caso de um sistema isolado e é vélida,
inclusive, quando as forgas entre as particulas nao
obedecem diretamente a lei de acao e reagao, como
no caso da forca magnética entre duas particulas
moveis carregadas.

5.3 Movimento de Dois Corpos que
Interagem — Massa Reduzida

Consideremos o movimento de um sistema consti-
tuido de dois corpos (tomados como particulas) que
interagem através de uma forca central.

37

ny

ms

Vamos tomar um sistema isolado e portanto com
centro de massa com velocidade constante. Por sim-
plicidade tomaremos o centro de massa como origem.
Temos entao, de (52):

mlﬁl + m27;2 =0 (55)

onde 7 e T, representam a posicio das particulas
de massa m; e my, respectivamente, em relagao ao
centro de massa.

Se R é o vetor posicao da particula 1 relativo a
particula 2, entao

o - ¥ . m
1 — T2 =T (1—?2):771 (1+—1>
T1 ma

A equacao de movimento da particula 1 relativo
ao centro de massa é

U

E:

<

P*r 4 R
m —= =
1 dt2 1

onde f(R) é o médulo da for¢a mutua entre as duas
particulas. Usando a eq. (55), podemos escrever:

mim
poy = f(R) | onde |p= =2 (56)

&R E
R

my + Mo

A quantidade p é conhecida por massa reduzida.
A nova equagao do movimento (eq. 56) nos da o mo-
vimento da particula 1 em relagao a particula 2 (to-
mada como fixa). Esta equagdo é a equagao para o
movimento de uma particula de massa g movendo-se
em um campo central de for¢a dada por f(R). Deste
modo, o fato de ms estar em movimento relativo ao
centro de massa estd automaticamente computado
quando se substitui m; por p. Se os corpos tém
massas iguais, entdo p = m/2. Por outro lado, se
mo ¢ muito maior que mq, entao u é praticamente
igual a m;.

66Em particular, considere um conjunto de particulas movendo-se em um campo gravitacional uniforme. Neste caso,

— —

F; = m;g, de forma que Y F; = > m;§ = mg e, por conseguinte: ., = g.
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5.4 Colisoes

Sempre que dois corpos colidem, a forga que cada
um exerce no outro durante o contato é uma forga
interna, caso os dois sejam considerados um sistema.
O momentum linear total fica portanto inalterado.
Podemos entao escrever

1+ D2 =D+ Py

ou, equivalentemente,

m1171 + mgﬁg = m1171' + mQUQ/
onde os subscritos 1 e 2 referem-se as duas particulas
e as linhas caracterizam os momenta e velocidades
das particulas apds a colisao. As equacoes acima sao
completamente gerais.
Considerando o balanco energético, podemos es-
crever

mqv Mmooy, = —M1V mv
2 191 2 2U9 2 11 9 2

onde () ¢é introduzida para indicar a energia total
perdida (ou ganha), que ocorre como resultado da
colisao.

No caso de uma colisao perfeitamente elastica,
nao existe mudanca na energia cinética total de
modo que ¢ = 0. Se existir uma perda de ener-
gia, entao () é positivo. Esta colisao é denominada
endoérgica. Pode também ocorrer que haja aumento
da energia cinética total. Isto pode ocorrer, por
exemplo, se houver alguma explosao no ponto de
contato dos dois corpos. Neste caso, () é negativo e
a colisao é denominada exoérgica.

Podemos, ainda, escrever a relagao do balanco
energético como:

pe ps  pl® py

2mq + 2me - 2mq + 2me +@
1 2(7 .57 2
onde T' = —mv? = Lm*(@- 9) -2 ¢ energia
2 2 m 2m

cinética.

5.4.1 Colisao Frontal

Consideremos o caso especial de uma colisao fron-
tal de dois corpos ou particulas.

niy

38

Neste caso,

— — —/ —/
MUy + Maly = MyU; + Maly

onde o sinal de v indica o sentido do movimento.

E conveniente introduzir o parametro €, conhe-
cido por coeficiente de restituicao, definido como a
razao entre a velocidade de separacao V' e a ve-
locidade de aproximacao V' (ou, equivalentemente,
como a razao entre os impulsos de restituicao e de
deformagao ou compressao).

vy =] _ V'
57
‘= |Ug—’U1| v (57)

E ficil verificar que em uma colisao perfeita-
mente eldstica ¢ = 1 (@ = 0). Em uma colisao
perfeitamente ineldstica, os dois corpos permanecem
unidos apds a colisao de modo que € = 0. Nas si-
tuacoes reais, o velor de e situa-se entre 0 e 1.

Com o valor de € definido pela equagao (57), po-
demos obter as velocidades finais das particulas em
funcao de suas velocidades iniciais e de suas massas.
O resultado é:

, (my — emy) vy + (Mg + emy) vy

Ul ==
my + Mo

. (my + emq) vy + (Mo — emy) vy (58)
my + Mo

e No caso ineldstico (¢ = 0), verifica-se que
v{ = vy, isto é, nao ha recuo relativo.

e No caso especial em que os dois corpos possuem
massas iguais, m; = msy € a colisao é perfeitamente
elastica, e = 1, obtemos

os dois corpos trocam suas velocidades como resul-
tado da colisao.

No caso geral de colisoes frontais nao elasticas, é
facil verificar que a perda de energia () é relacionada
com o coeficiente de restituicao na forma

1
Q= §;w2 (1-¢%) (59)
onde p é a massa reduzida e v a velocidade relativa
dos dois corpos antes da colisao.
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5.4.2 Colisao Obliqua e Espalhamento

Vamos voltar nossa atencao para um caso de uma
colisao mais geral do que aquela em que o movi-
mento estd confinado a uma linha reta. Aqui a
notagao vetorial tem que ser mantida. Vamos es-
colher a particula de massa m; como a particula in-
cidente (projétil) e a particula de massa my como
a particula alvo. Assim 5 = 0. Vamos considerar
que as massas nao se modifiquem como resultado
da colisdao (diferentemente do que ocorre na fisica
atomica e nuclear). Comparando as coordenadas do
Laboratério e do Centro de Massa:

A

",

/ vi
Iny
SISTEMA &
CENTRO de MASSA

m, my K m, A "
g T A V) e 0 =2
I S R - o —

R ;R

SISTEMA
LABORATORIO

m,
\vi

e No sistema do laboratério: ¢; é o angulo de
deflexao da particula incidente, depois que ela atin-
giu o alvo e ¢9 é o angulo que a particula alvo faz
com a direcao original do movimento da particula
incidente.

e No sistema do centro de massa: uma vez
que o centro de massa deve permanecer sobre
a linha que une as duas particulas, ambas as
particulas aproximam-se do centro de massa, coli-
dem e afastam-se do mesmo, em sentidos opostos.
O angulo € ¢é o angulo de deflexao da particula inci-
dente em relacao a direcao original de movimento.

Da definicao de centro de massa, vemos que o
momentum linear do conjunto no referencial do cen-
tro de massa é nulo tanto antes quanto depois da
colisao. Desta forma

Pi+pr=0
pL+ps=0

As barras sao usadas para indicar que a quanti-
dade em questao se referem ao sistema do centro de
massa

O balanco energético corresponde a

=2

=9 =9 12
Pq Ps P1 /%)
+ot=2L g 22y
2m1 27’77,2 2m1 2m2 Q
Que, com fy = —f; e Py = —py, se escreve
Y
P1 Py
- = = _l’_
20 2p ¢

67Obviamente que no sistema do laboratério.
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A velocidade do centro de massa®’ é:
— m1271
Vop = —— 60
T my +my (60)
Entao, temos
= m2171

U =0 — Vem = ————
m1+m2

A figura mostra a relacao entre V,,,, 07 e v;.
5 cmy Y1 1

Vem

Da figura, vemos que
v} seng; v, senf

/ =/
vy cospy = Uy cost + Ve

Dividindo uma pela outra, encontramos uma
equacao que conecta os angulos de espalhamento nos
dois sistemas

by = senf
801 = v + cost
onde
Vem mivy
== 61
7 171/ @1/(m1 T m2) ( )

No caso geral de colisoes nao elasticas, podemos

escrever ’7 CcOomo
—1/2
m
{1—% (1+ﬁ;)} (62)

onde T é a energia cinética da particula incidente,
medida no referencial do laboratorio.

No caso particular de uma colis@o eldstica (Q =
0) = v = my/mgy. Neste caso:

e Se my > my, entao y é pequeno e tgop ~ tgh,
ou ¢ ~ 0. Isto significa que o angulo de espalha-
mento visto no referencial do laboratério ou no refe-
rencial do centro de massa sao praticamente iguais.

e Se my = my, entdao v = 1 (Q = 0) e a relagao
de espalhamento se reduz a

ma

ma

senf 0 0

&1 1 + cosf & &

2 2

que significa que o angulo de deflexao medido no
referencial do laboratorio é exatamente a metade



Apostila de Mecanica Geral II — Abel Dionizio Azeredo

daquele medido no referencial do centro de massa.
Além disto, uma vez que o angulo de deflexao da
particula alvo é m — @ no referencial do centro de
massa, temos que o mesmo angulo medido no re-
ferencial do laboratério é (m — #)/2. Deste modo
as duas particulas deixam o ponto de impacto em
direcoes perpendiculares quando observadas no sis-
tema do laboratério (“Lei da Sinucal”).

5.5 Impulso em Colisoes

Forgas de duragao temporal extremamente curta,
tais como as exercidas por corpos que colidem, sao
denominadas for¢cas impulsivas. Se analisarmos
apenas um dos corpos que colidem, sua equacao de
movimento sera

to
o ou A(mﬁ):/t1 Fdt=p

onde denotamos por p a integral temporal da forga,
que é denominada de impulso. Um impulso ideal se-
ria aquele produzido por uma forca que tende para
infinito com duracao que tende para zero de modo
que a integral [ Fdt seja finita. Tal impulso ideal
produziria uma mudanca instantanea do momentum
e da velocidade do corpo sem produzir qualquer des-
locamento.

Apliquemos o conceito de impulso ao caso de uma
colisao frontal de dois corpos esféricos. Iremos divi-
dir o impulso em duas partes denominadas impulsos
de compressao p. e impulso de restituicao p,. Va-
mos considerar apenas as componentes ao longo da
direcao que une os centros das esferas.

Podemos escrever, para p.

mivp —miv1 = P
Moty — Mal2 = —Pc

onde vy ¢ a velocidade comum das duas esferas no
instante em que a velocidade relativa ¢é zero.

mj n;
2 v 2, W
0 ~ AW . R
< X
o
X
A
0 - A %

Similarmente, para o impulso de restituicao te-
mos
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—/ — A
mivy —1MmM1vg = DPr
—/ — A
moly — MoVy = —Pr

Eliminando vy das equacoes precedentes, ficamos
com

De(my + ma)
Dr(my + mo)

m1m2(772 - 171)
mlm?(gf - 272/) =

Dividindo a segunda equacao pela primeira te-
mos

172/ B 171/ o ﬁr

171 - 172 ﬁc
mas o termo a esquerda é justamente a definicao do
coeficiente de restituicao de modo que

€= — (63)

Exemplo 5.1. O saco A, que tem peso de 6 kg, é
liberado do repouso na posicao # = 0°, como mostra
a figura. Depois de cair até 6 = 90°, ele atinge uma
caixa B, de 18 kg. Se o coeficiente de restituicao
entre o saco e a caixa é € = 0, 5, determine as veloci-
dades do saco e da caixa logo apds o impacto. Qual
é a perda de energia durante a colisao?

m
B \/
>~ Linha dec impacic

Colocando a referéncia de energia potencial em
0 = 0°, podemos usar o principio da conservagao da
energia mecanica total para calcular a velocidade do
saco imediatamente antes do impacto.

Th+Vo = Ti+ W
1
04+0 = §mAv124+mAg(y—y0)
1
0 = 5(61<:g)u§1 + (6kg)(9,81m/s%)(0 — 1m)
va = 4,43m/s

Sera com esta velocidade que os dois objetos co-
lidirdo. Fazendo uso das egs. (58), com a substi-
tuicoes dos indices 1 — A e 2 — B, obtemos:
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- (ma —emp) va+ (mp + emp) vy
ma + mpg
= —0,554m/s
i = (ma+ema) va+ (mp —ema) vg
ma+ mp

= 1,66m/s

onde vg = 0.

A perda de energia durante a colisao pode ser
calculada utilizando-se a eq. (59), assim:

1
Q = §/w2 (1 — 62)
1
= 5(4, 5kg)(4,43m/s)* (1 — (0,5)%) = 33,12 J
onde y = _mamE 4,5kg e v = vy = 4,43m/s
ma mp

é a velocidade relativa dos dois corpos antes da co-
lisao.
Este mesmo resultado poderia ser obtido

aplicando-se o principio do trabalho — variagao da
energia cinética,

U(JI1—>JI2):/ F(I)dI:TQ—Tl

1

onde um trabalho negativo implica em perda de
energia na colisao.

Exemplo 5.2. A bola B, mostrada na figura, tem
massa de 1,5kg e estd suspensa do teto por uma
corda eldstica de 1m de comprimento. Se a corda
for deformada 0, 25m para baixo e a bola for liberada
do repouso, determine o quanto a corda se estende
apos a bola ricochetear do teto. A rigidez da corda
é k = 800N/m, e o coeficiente de restitui¢do entre a
bola e o teto é ¢ = 0, 8.
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i | (GO

—— | — Referéncia
oL

b= 800MNm o1+ &1 m

Do

Com a referéncia de energia potencial, conforme
indica a figura, podemos utilizar o principio da con-
servagao da energia mecanica total para determinar
a velocidade da bola imediatamente antes do im-
pacto.

To+Vo=T1 +V;

1 1 1
émvg +mg(y —yo) = 5]{:;1:2 = imvf +0

0+ (1,5kg)(9,81m/s*)(0 — 1,25m)

1 1
+§(800N/m)(0, 25m)? = 5(1, 5kg)vi

=

vy = 2,968m/s

Como o teto de my — 00 permanece em repouso,
tanto antes quando apds o impacto, vy = vy = 0, as
eqs. (58) nao sao adequadas para se determinar a ve-
locidade da bola apds o impacto. Entretanto, temos
a defini¢do da eq. (57), assim:

V/
€= — =
V "UQ—U1’

_ o=
|0 —2,968]
= o =2,374m/s

|U2_U|

= 0,8

para baixo. Para determinar que a corda se estica
por mais 237 mm ap6s se distender completamente,
aplicamos novamente o principio da conservagao da
energia mecanica total apos o impacto.

Exemplo 5.3. Dois discos lisos A e B, tendo mas-
sas de 1kg e 2kg, respectivamente, colidem com as
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velocidades mostradas na figura. Se o coeficiente de
restituicao para os discos é € = 0,75, determine as
componentes x e y da velocidade final de cada disco,
logo apds a colisao.

(rigl, = 1 mfs

%,
Linmha de impacio

f-’.-}l“’w \ il
A

[0, =3 mis

e, Flano de conlalio

A linha de impacto da colisao ocorre, como mos-
tra a figura, na direcao x. Assim, o coeficiente de
restituicao é a razao entre as componentes das veloci-
dades relativas apos e antes da colisao nesta direcao,
ou seja

|U/B,x - U;X,z' _ |U33,a: - v;l,x|
[UBx —vas| | (—1 cosdb®) — 3 cos30°|

3
Vg e = Vil = 3 <\/§+ 3\/§) = 2,479m/s

Para os propdsitos deste problema, é suficiente
aplicarmos simplesmente o principio da conservacao
da quantidade de movimento.

Para a componente x:

/ /
MAVAz + MBUB MAVY , + MBUE ,

V), + 205, 1,184 m/s

ivyly = LW mis

iy = °J|']>[R A | ==

= 30.1°

lirgh = 141 mis

Como nenhum impulso externo atua na direcao
y, nesta direcdo o momento linear de cada um dos
discos se conserva e isto implica que as suas veloci-
dades, nesta direcao, mentém-se inalteradas. Assim:

Vay = Vi, = 1,5m/s
vpy = Vg, = —0,707 m/s
vy, =—1,26 m/s

Vg, =1,22m/s

2,2
VoY

58Fracdo perdida = (1+7)7 %, s = m
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Entretanto, para utilizar as equagoes aqui desen-
volvidas, basta apenas aplicar as eqs. (58) para as
componentes x de cada uma das velocidades, pois a
colisao ocorre nesta dire¢ao (colisao frontal). Assim:

v ’ _ (m1 — Emg) U1,z + (mg + €m2) V2, ¢
b my + mo
(1-3x2)x38 + 2+ x2) x (-¢)
- 3
3vV3+T7v2
_(BYBETVRY L anrer s
12
ol - (my + emy) vy, + (Mo — emy) Vo,
2,z my + ma
(1+3x1)x3%+ (2-3x1) x (-¢)
B 3

21v/3 — 5v/2
(%) = 1,22091 m/s

5.1.

Um revolver de massa m dispara uma bala de
massa ym onde v é uma pequena fragao. Se vy
é a velocidade da bala quando ela abandona o
cano do revoélver, qual é a velocidade de recuo
do revélver?

5.2. Um bloco de madeira de massa m repousa so-
bre uma superficie horizontal. Uma bala de
massa ym ¢ disparada horizontalmente com
velocidade vy contra o bloco, alojando-se no
mesmo. Que fracdo da energia cinética ini-
cial da bala é perdida no bloco, imediatamente
apos o impacto? Se u é o coeficiente de atrito
entre o bloco e o chao, que distancia ele per-

correrd até parar?%®

5.3. Determine o centro de massa de uma distri-
buicao linear de massa ao longo de um seg-
mento linear de comprimento L. A distri-
buicao de massa nao ¢ uniforme e é dada pela
expressao:

Az) = az®

onde a coordenada x ¢ relativa a posicao de um
ponto a partir de uma de suas extremidades.
Determine o parametro a em funcao da massa
do objeto.®”

69Veja a solugao em: http://eaulas.usp.br/portal/video.action?idltem=5555.


http://eaulas.usp.br/portal/video.action?idItem=5555
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5.4.

5.5.

5.6.

5.7.

5.8.

Para duas particulas interagindo entre si de
forma que a energia de interagao entre elas é
dada como o quadrado da diferenca das suas
coordenadas de acordo com a expressao:

k
U($1,.I'2) = 5 (1’1 — 113'2)2

1) Escreva as equagbes de movimento;

2) Determine a solugao envolvendo as coorde-
nadas relativa e do centro de massa;

3) Escreva a solugao geral.™

A partir das equacoes de movimento do cen-
tro de massa, demonstre que, quando o sis-
tema de particulas se encontra sob acao de
uma forga gravitacional constante (e externa
ao sistema), a trajetéria do centro de massa é
uma parabola.”™

Uma forga resultante > F,(t) = A + Bt? no
sentido do eixo +0x é aplicada sobre uma ga-
rota que estd sobre uma prancha de skate. A
forca comeca a atuar no instante t; = 0 e con-
tinua até t,.

a) Qual é o impulso J, da forga?

b) A garota inicialmente estd em repouso, qual
272

¢é a sua velocidade no instante 5’

Uma granada ¢ lancada com velocidade ini-
cial vg segundo um angulo de 45°. Na parte
mais alta da trajetoria ela explode, dividindo-
se em dois fragmentos de mesma massa, um
dos quais move-se verticalmente para baixo
com velocidade inicial v/2vy. Qual a direcéo
e a velocidade do outro fragmento apds a ex-
plosao?™

Uma bola cai de uma altura h chocando-se
com um solo horizontal. Se o coeficiente de
restituicao é €, mostre que a distancia vertical
total percorrida pela bola até que os repiques
cessem ¢é

h(1+ €?)
1—¢2

e encontre o tempo total gasto até que a bola
pare.
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5.9. Mostre que a energia cinética de um sistema

de duas particulas é

[ Loy

§mvcm + i,tw
onde m = my + mo, v é a velocidade relativa e
i ¢ a massa reduzida.

5.10. Se dois corpos colidem frontalmente, mostre

que a perda de energia cinética ¢ igual a

Loy 2
—pv°(l —e€

L )
onde p é a massa reduzida, v é a velocidade
relativa antes do impacto e € é o coeficiente de

restituicao.

Uma particula mével de massa m; colide
elasticamente com um alvo de massa mso ini-
cialmente em repouso. Se a colisao for fron-
tal, mostre que a particula incidente perde
uma fragdo equivalente a 4u/m de sua ener-
gia cinética inicial, onde p é a massa reduzida
e m = my -+ Mmo.

5.12. Um préton de massa m,, com velocidade ini-

cial U’ colide com um atomo de hélio de massa
4m,, inicialmente em repouso. Se o préton
deixa o ponto de impacto segundo um angulo
de 45° em relacao a direcao original de seu mo-
vimento, encontre as velocidades finais de cada
uma das particulas e o angulo de espalhamento
do préton no referencial do centro de massa.
Considere:

a) a colido perfeitamente eléstica; e

b) uma colisao ineldstica em que Q = 1/4 da
energia cinética inicial do préton.™

5.13. Uma particula de massa m com momentum

inicial py, colide com uma particula de igual

massa em repouso. Se o moédulo dos momenta
. e ~ / /

finais das duas particulas sao p) e p, respec-

tivamente, mostre que a perda de energia na

colisao é dada por

! A
Q _ plp2cosw
m

onde v é o angulo entre as trajetérias das duas
particulas apds a colisao.

"Veja a solucdo em: http://eaulas.usp.br/portal /video.action?idltem=5559.

"Veja a solucdo em: http://eaulas.usp.br/portal /video.action?idltem=>5566.

"Veja a solucdo em: http://eaulas.usp.br/portal /video.action?idltem=5570.

"Veja a solucdo de um problema parecido em: http://eaulas.usp.br/portal /video.action?idItem=5578.
™a) Préton: v/, ~ vy ~ 0, 660. Atomo de Hélio: vy, = 0,09v; v ~ 0, 16v. 0 ~ 55°.
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http://eaulas.usp.br/portal/video.action?idItem=5578
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5.14. Mostre que o coeficiente de restituicao pode

ser determinado pela relacao entre as alturas
atingidas pelo objeto, antes do choque com a
superficie terrestre, ou seja, quando o objeto é
solto (H) e a altura atingida depois do choque
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a outra, como mostrado na figura abaixo. Se
a esfera 1 tem uma velocidade vy, determine
a velociadade da n-ésima esfera logo apds ter
sido atingida pela (n — 1)-ésima esfera adja-
cente. O coeficiente de restituicao entre as es-

(h)75- feras é e.

5.15. Um péndulo balistico é um dispositivo
para medir as velocidades de projéteis e era - . L
muito utiAliz.ado quando nao existiam.apare— fj i J'_L‘,«?i D‘Uﬂﬂiﬂi&
lhos eletronicos para esse fim. Ele consiste em
um grande bloco de madeura, de massa M, L
suspenso por dois longos pares de fios. Um
projétil de massa m é langado sobre o bloco, 5.19. Determine o coeficiente de restituicao € entre
onde fica cravado. O conjunto bloco + projétil, a bola A e a bola B de mesma massa. As ve-
imediatamente apds o choque, oscila e seu cen- locidades de A e B antes e apds a colisao sao
tro de massa sobe verticalmente uma distancia mostradas na figura abaisxo.

h antes do péndulo parar. Suponha M = 5,4
kg e m = 9,5 g. Qual a velocidade inicial do 8 m/s 2 m's
projétil se o bloco se elevar a altura h = 6,3 — —

em?™ O
5.16. Um vagao de carga de 35 toneladas choca-se

com outro vagao que esta parado. Eles enga-
tam e 27% da energia cinética inicial é dissi-
pada como calor, som, vibragoes etc. Deter- | m/s 9 m/s

: 5 T — ——
mine o peso do segundo vagao’’.

Antes da cohsiio

5.17. Para testar as propriedades de fabricagao de
bolas de aco de 1 kg, cada bola é liberada do
repouso como mostrado na figura e atinge a su-
perficie lisa inclinada de 45°. Se o coeficiente
de r?stltm(;ao €€ :'0,8, determine a distancia 5.20. Os blocos A ¢ B tem 5 kg e 10 ke, res-
s até onde a bola atinge o plano horizontal em

. . tivamente. Depois de atingir o bloco B, A
A C I velocidade a bola at t peet .
A9 ot qual velocidade a bota atinge o pomo desliza 50 mm para a esquerda e B desliza 75

mm para a direita. Se o coeficiente de atrito
cinético entre os blocos e a superficie é up =
0,2, determine o coeficiente de restitucao entre
os blocos. O bloco B esta originalmente em

Depmis da colisio

. repouso.
A\
R
A ‘
o) 5.21. Duas bolas idénticas A e B de massa m estao

suspensas por cordas de comprimeto L/2 e L,
respectivamente. A bola A é liberada do re-
pouso quando ¢ = 90° e oscila até ¢ = 0°,
onde atinge B. Determine o moédulo da ve-
locidade de cada uma das bolas logo apds o

A
; |
I u 1

5.18. Uma linha de n esferas similare, cada uma
com massa m, estao colocadas proximas uma

"5Veja a solugdo em: http://eaulas.usp.br/portal /video.action?idltem=5588.
"6Veja a solucdo em: http://eaulas.usp.br/portal /video.action?idltem=5590.
""Veja a solugdo em: http://eaulas.usp.br/portal /video.action?idltem=5596.
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http://eaulas.usp.br/portal/video.action?idItem=5596
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impacto e o angulo maximo # através do qual

B oscilara. O coeficiente de restituicao entre

as bolas é €'8.

>

5.22. A bola branca A é dada uma velocidade ini-
cial de 5 m/s. Se ela colide diretamente com
a bola B (e = 0.8), determine a velocidade de
B e o angulo 0, logo apds ela ricochetear na
borda em C (¢ = 0,6). Cada bola tem uma
massa de 0,4 kg. Despreze a dimensao de cada
bola™.

(o yd) = 5 mis
<
A
2 v\
o 30"
Lz \
\t“\
"'\‘ f
~
-~
4
.‘n
<

5.23. Dois carros A e B tém massa de 2 toneladas
cada e colidem no pavimento escorregadio de
um cruzamento. A direcao do movimento de
cada carro apos a colisao é medida pelos ras-
tros deizados, como mostrado na figura abaixo.
Se o motorista do carro A afirma que vinha
a 54 km/h imediatamente antes da colisdo e
que, apos a mesma, acionou os freios de modo
que o carro derrapou 3 m antes de parar, de-
termine a velocidade aproximada do carro B
imediatamente antes da colisao. Suponha que
o coeficiente de atrito cinético entre as rodas
do carro e o pavimento é y, = 0, 15%,

78 ( 1—e€

1+e
oa) = (155) Vi o) =
Mg =3,24m/s e 6 = 43,9°.

>@eearccos[1(1“)1

5.24. A bola de bilhar A move-se com uma veloci-
dade de 10 m/s imediatamente antes de atingir
a bola B, que estd em repouso. Se as massas
de A e de B sao de 200 g cada e o coeficiente de
restituicao entre elas é e = 0,8, determine a ve-
locidade de ambas logo apds o impacto. Qual
é o angulo relativo entre as dire¢oes de afasta-
mento das bolas A e B? Qual seria este mesmo
angulo no caso de uma colisao eldstica?®!

5.25. Uma bola de 2 kg é lancada de modo a se mo-
ver horizontalmente a 10 m/s quando atinge o
bloco de 6 kg, que estd descendo o plano in-
clinado liso a 1 m/s. Se o coeficiente de res-
tituicao entre a bola e o bloco é ¢ = 0,6, e o
impacto ocorre em 0,006 segundos, determine
a forca impulsiva média entre a bola e o bloco.

| mv's

8

80Nota: a linha de impacto nao foi definida, no entanto essa informacao nao é necessiria para a solucao.
81y, = 5,07m/s, a 99,8° em relacio & horizontal e vz = 7,79m/s, a 180° em relagdo & horizontal. 6 = 80,2° é o angulo
relativo entre as diregdes de afastamento das bolas A e B. Este angulo seria de 90° no caso de uma colisdo eldstica (e = 1).
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6.1 Forca Restaurada Linear — Mo-
vimento Harmonico

O moédulo de uma forca restauradora linear é pro-
porcional ao deslocamento da particula em relacao
a sua posicao de equilibrio e seu sentido se opoe ao
deslocamento.

F=—-k(X—-a)=—kx (64)

onde X é o comprimento total da mola (ou ou-
tro material com propriedades eldsticas) e a o seu
comprimento original (sem deformagao). A varidvel
xr =X — a, é o deslocamento da mola em relagao a
sua posicao de equilibrio. A constante k é denomi-
nada constante elastica e sua dimensao é N/m.

Consideremos uma particula de massa m pressa
a extremidade livre de uma mola:

() .?7?’\ T

posigio de | |
equilibrio |

F=—-k(X—-a)=—kz ou

F=—k(X

onde o sentido positivo é para baixo.

—a)+mg = —kx

Aquix:X—a—Tg.

Em ambos os casos:

A equacao de movimento, em ambos os casos é:

mi+ka=0 (65)

82e%i0 — o 4 § send

que é uma equacao diferencial linear de segunda or-
dem, homogénea e com coeficientes constantes.

Para resolvé-la, vamos fazer © = Ae?' (solucao
tentativa). Assim:

2
m s (AT 4k (Aer) = 0

mg*+k = 0

[k
q =t/ — = Fi wy
m

k
onde i =+v/—1ewy =

A equagao (65) é uma equagao diferencial linear,
cuja forma geral é

Isto é

an Lo dx
oG Rl Cry

P e 7 T Cor =b(t)

Para equacoes deste tipo aplica-se o principio da
superposicao, isto €, se temos duas ou mais solugoes
para uma dada equacao diferencial linear, entao a
solugcao mais geral que podemos obter é uma com-
binacao linear das solucoes encontradas que também
serd uma solugao. Assim:

=A™ 4 A e ot (66)

Usando a férmula de Euler®?
a eq. (66) como:

, podemos escrever

x = a senwyt + b coswyt (67)

onde recombinamos as constantes A, e A_ em a
e b.
Ou, ainda®

x = A cos (wot + 6p)

As egs. (66), (67) e (68) sao formas alternativas
da solucao. As constantes de integracao nas solugoes
acima sao determinadas a partir das condigoes inici-
ais. O movimento é uma oscilacao senoidal do deslo-
camento x. Por estarazdo a eq. (65) é frequente cha-
mada de equagao diferencial do oscilador harmonico
ou oscilador linear.

(68)

83Da trigonometria: cos (1 + 62) = cos 61 cos B — sen 6, sen Oy, onde a = —A sen §y e b = A cos 0.
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X i =
A /\
L]
t

O coeficiente wy é chamado frequéncia angular.
O valor méximo de x é chamado amplitude da os-
cilagdo (Tmax = A = Vva? + b%). O periodo T da os-
cilacao é o tempo requerido para um ciclo completo,
isto é, o periodo de tempo para o qual o produto wyt
aumenta de exatamente 27, entao

2 /
TOZ—,]TZQTF @
wWo k

A frequéncia linear de oscilagao 1y é o nimero de
ciclos por unidade de tempo, portanto

(69)

27'”/0
1 1 |k

T, 27V m

Wy =

(70)

Vg =

Exemplo 6.1. Resolver a equagao do movimento
de uma particula sob a acao da forca dissipativa
F(v) = —ml'v.

J& resolvemos este problema por integracao di-
reta. O método aqui apresentado torna ainda mais
simples a solucao. A equacao diferencial que temos
de resolver é

r4+Tzx=0
Esta é uma equacao diferencial linear e ho-

mogénea. Substituindo a solu¢ao do tipo eP! ob-
temos a seguinte equacao para p

p?4+pl =0
Assim, os valores de p que satisfazem a equagao
precedente sao p = 0 e p = —I'. Note que aqui os

valores de p sao reais e por isso nao precisamos in-
troduzir variaveis complexas. As funcgoes de base sao
r1=1exy=c"" e, assim, a solucdo geral é

z(t)=A+Be

Devemos usar as condigoes iniciais do problema
para determinar o valor das constantes A e B, assim:

A+ Be o
—I' Be ™
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Resolvendo estas equacgoes para A e B e substi-
tuindo os resultados na equagao para z(t), obtemos:

z(t) = z(to) + — e_F(t_tO))

v(to)
(1

o mesmo resultado obtido anteriormente.

Exemplo 6.2. Uma mola leve se distende de b
quando equilibra um bloco de massa m. Encontre
o movimento resultante em funcao de ¢ sabendo-se
que no instante ¢ = 0 o bloco foi abandonado em
repouso a uma distancia [ abaixo de sua posicao de
equilibrio.

Primeiro, a fim de obtermos a constante da mola,
notamos que na condicao de equilibrio estatico

1 X
b
F=—kb=-mg=k=="

Portanto a frequéncia angular de oscilacao é

w_‘/ﬁ_\/i
" Vm Vo

Para obtermos as constantes da equacao de mo-
vimento, vamos fazer:

z(t=0) = Acos(wyt+0by)|,_,=1
#(t=0) = —Awgsen (wot+by)|,_o=0
Assim:
A=1 (§ 90 =0
Logo:

2(t) = I cos (

é a expressao procurada.



Apostila de Mecanica Geral II — Abel Dionizio Azeredo

6.2 Consideracoes de Energia no
Movimento Harmoénico

Considere uma particula movendo-se sob a acao
de uma forca restauradora linear F' = —kx. Va-
mos calcular o trabalho W realizado por uma forca
externa F, para levar a particula da posicao de
equilibrio (z = 0) a uma posicao genérica x. Te-
mos

F,=—-F=kx e

* k
W:/Fada::/ (/m)dx:§x2
0

O trabalho W fica armazenado na mola na forma
de energia potencial

k
:W:§$2

A energia total serda entao dada pela soma das
energias cinética e potencial.

V()

1 1
Ezimx2+§kx2

Para que 1 seja real, vemos que x deve se situar

12K 2F
entre ? e —

Assim: A =

é a amplitude da oscilacao.

SERE

V(x)

Da equacao da energia vemos que o valor maximo
de x, que chamaremos v,4, ocorre em z = 0, e entao
teremos

1 1
E=_-mv, == kA
2 2
e
k
Umax = _A:UJOA
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6.3 Movimento Harmonico Amorte-
cido

Vamos agora supor que exista uma forca viscosa
de amortecimento variando linearmente com a ve-
locidade, ou seja, tal como aquela produzida pela
resisténcia do ar.

posiciio de
equilibrio

Sendo x o deslocamento em relacao a posicao de
equilibrio, entao a forca restauradora exercida pela
mola serd —kz, e a forca retardadora —cx, onde c
é uma constante de proporcionalidade. A equagcao
diferencial do movimento F' = mi serd portanto
—kx — cx = mZ ou, rearranjando os termos

mi +ct +kx =0 (71)

é a equacao diferencial que devemos resolver.
Novamente tentaremos uma solugao do tipo ex-
ponencial A e?, que deverd satisfazer a equacao

d? d

m—s (Ae®) +c— (Ae?) +k(Ae™) =0

dtQ ( ) dt ( ) ( )

para qualquer t. Isto ocorrera se ¢ satisfizer a
equacao auxiliar mq® + cg + k = 0. As raizes sao
dadas pela formula de bascara

—c+ 2 —4dmk

q= 72
5 (72)
X amortecimentos
super-amortecido
0 critico t
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Existem trés casos fisicamente distintos

a) ¢ > 4mk super — amortecimento
b) ¢® =4mk amortecimento critico

¢) ¢ <4mk sub — amortecido

6.3.1 Caso Super-amortecido

No primeiro caso, vamos chamar —vy; e —vy 0s
dois valores reais de g dados pela eq. (72). A solugao
geral podera ser escrita como

z(t) = A e "M+ Ay e (73)

Assim vemos que o movimento é nao oscilatério:
o deslocamento x vai a zero de uma maneira expo-
nencial a medida que o tempo passa.

6.3.2 Caso de Amortecido Critico

No caso de amortecimento critico as duas raizes
sao iguais. Assim existe apenas uma funcao e 7 e
uma unica constante A, onde v = ¢/2m. Para ob-
termos a solugao geral, neste caso, voltaremos a eq.
(71) que, para raizes iguais, pode ser fatorada. As-
sim:

C2

Pt it ——=0

mi+ctx+kxr=0
o v m 4m?

=

d
F4+2yt+yr =0 = (EJ”) (yvz+2) =0

Mudando a variavel u — (yx + @) e integrando,
obtemos u = A; e . Assim:

u = (yr+i)=A e
d
= A=(yx+1)et= pn (z &™)

Uma segunda integracao em relacao a t nos da
Alt:ZEe’yt—A% ou

xr = e_”t (Alt + AQ) (74)

que representa um movimento nao oscilatério, onde
o deslocamento x val a zero assintoticamente com o
tempo.
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6.3.3 Caso Sub-amortecido

Se a constante de amortecimento ¢ for suficien-
temente pequena tal que ¢ < 4mk, teremos caso
conhecido como sub-amortecimento. Neste caso ¢
sera complexo. As duas raizes da equacao auxiliar
serao numeros conjugados complexos e 0 movimento
sera dado pela solugao geral.

P{t) = A, el A it
k c?

(.Ul = —_—— — =
m  4m?

(75)

onde v = —, e
Vwi—92 .

Da mesma forma que anteriormente, podemos es-
crever a solucao como:

e " (asen wit +bcoswit)  (76)
A e cos (wit + 6p) (77)

ondea=i(A, —A_ ), b= (A, +A), A=+Va2+
e Oy = —arctg (%)

A forma real da solucao mostra que o movimento
é oscilatério, e que a amplitude A e cai exponen-
cialmente com o tempo. Além disso, notamos que
a frequéncia angular de oscilacao w; é menor que a
do oscilador nao amortecido wy. A frequéncia w; é
chamada frequéncia natural.

No caso de amortecimento fraco, ou seja se 7
for muito pequeno comparado a wg, podemos usar a
relacao aproximada

2
_ i
W~ Wy — —
2(,00
que é obtida expandindo-se em série w; = /w3 — 72

pelo uso do teorema binomial e retendo somente os

dois primeiros termos®.

84As duas curvas x = A e e 2 = —A e formam um envelope da curva do movimento, uma vez que o cosseno toma
valores entre +1 e —1 nos pontos onde a curva toca o envelope. Os pontos de contato estao separados por um intervalo de

tempo de meio periodo, ou 7/w;.
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6.4 Consideracoes de Energia no
Movimento Harmonico Amorte-
cido

A energia do oscilador harmoénico amortecido
¢, em qualquer instante, igual a soma da energia
cinética e da energia potencial, mas diferentemente
do que ocorre com o oscilador nao amortecido, aqui
E nao é constante. Vamos diferenciar a equacao da
energia em relacao ao tempo a fim de obtermos a
taxa temporal de variacao de E. Temos entao

dE
o = mit + kiv = (md + kx) &
Mas, da equacao diferencial do movimento, eq.
(71), mi 4+ kx = —ci. Consequentemente
dE
= —ci? (78)

que é uma quantidade sempre negativa e representa
a razao na qual a energia esta sendo dissipada na
forma de calor, som, vibracao, etc., pelo atrito.

Exemplo 6.3. Uma particula de massa m estd
presa a uma mola de constante elastica k. O amor-
tecimento é tal que 7 = wp/4. Encontre a frequéncia
natural de oscilacao e a razao entre as amplitudes de
duas oscilagoes sucessivas.

Vi =72 = (fup - 22
e

¢ a frequéncia natural de oscilacao.
A razao entre as amplitudes de duas oscilagoes
sucessivas €

A eA'yTl _ e—'yTl
onde
1 2 / /1
T1 - T - —6
V1 15
Portanto

_ _n /16 _
e —e2Vis =150 =, 21

é a razao entre as amplitudes de duas oscilagoes
sucessivas.
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6.5 Movimento Harmonico Forcado
— Ressonancia

Vamos agora estudar o movimento do oscilador
harmonico amortecido forcado por uma forca ex-
terna harmonica, isto é, uma forca que varia senoi-
dalmente com o tempo. Vamos supor que esta forca
tenha frequéncia angular w e amplitude Fy e por-
tanto podemos escrever

Foxt = Fy cos (wt + 0) (79)

E conveniente, entretanto, usar a forma exponen-
cial

Fogy = Fp &/@140) (80)

ao invés da trigonométrica, embora ambas possam
ser usadas.

A equacao diferencial do movimento sera por-
tanto

mI
FO ei(wt-‘ré‘)

—kx — ct + Fog

mi+ct+ kr =

(81)

A solugao desta equacao diferencial linear é dada
pela soma de duas partes, a primeira parte sendo
a solucao da equagao diferencial homogénea mi +
ct + kx = 0 (ja resolvida) e a segunda parte sendo
qualquer solucao particular. Como vimos, a solugao
da equacao homogénea representa uma oscilacao que
eventualmente vai a zero — é chamado o termo tran-
siente. Estamos interessados numa solucao que de-
penda da natureza da forca aplicada. Uma vez que
esta forca varia senoidalmente com o tempo e tem
amplitude constante, é razoavel esperar uma solugao
para a qual o deslocamento z também tenha uma de-
pendéncia temporal senoidal. Portanto, para o re-
gime estacionario, tentaremos uma solugao na forma
A ilwt+0)

x(t) =

Assim

d2

/ d
i(wt+0
e (Ae : )>+C_

. (A e’i(wt+9’)> Lk A eilwt+e)

— F, oilwt+)

Depois de efetuar as operacoes indicadas e can-
celar os fatores comuns teremos:

—mw?A + iwcA+ kA = Fe'®)
= Fylcos (0 — &) +isen (6 — 6')]
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Identificando as partes real e imaginaria, teremos

A (k — mwz) =
cwA =

Focosop
Foseng

(82)
(83)

onde chamamos de ¢ a diferenca de fase ou angulo
de fase (0 — 0).

Dividindo a segunda equacao pela primeira, ob-
temos

CcWw

te¢ = k — mw?

Elevando-se ao quadrado ambos os lados das eqs.
(82) e (83), obtemos
A? (k: — mw2)2 + WA = F}

Explicitando a amplitude das oscilacoes no re-
gime estacionario A, teremos

Fy

A=
\/(k — mw?)? + 2w?

(84)

e, como wy = y/k/m e v = ¢/2m, podemos es-
crever

2yw
t
g¢ W2 —?)
A — Fo/m
2

A figura mostra que A assume um valor maximo
numa certa frequéncia w,, chamada de frequéncia de
ressonancia.

51 -
4 (1)t:=1/2mm0
(2) c = 1/4 may
g3
=
a
§ 2
1
(1)
0l |

20
0

w
trequencia
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A fim de obtermos a frequéncia de ressonancia,
usamos o método dos maximos e minimos do
Calculo, isto é, calculamos dA/dw e igualamos o re-
sultado a zero. Explicitando w, encontramos

w=w, = \/wi — 272

No caso de amortecimento fraco, isto é, quando
a constante de amortecimento ¢ for muito pequena,
¢ < 2V/mk, ou, equivalentemente, se v < wy,
entao a frequéncia de ressonancia w, sera aproxima-
damente igual a frequéncia do oscilador harmoénico
simples (sem amortecimento) wy.

A amplitude no regime estacionario e na
frequéncia de ressonancia, é

(85)

Fo/m _ F()
29w —7* eVwi =

que, para amortecimento fraco (’)/ < wo), reduz-
se a Fo/CCL)O.

Améx =

(6)

6.6 Analogos Elétrico-Mecanico

Matematicamente, existe uma analogia perfeita
entre um sistema oscilatério mecanico e um circuito
elétrico LRC. Isto ocorre porque a equacao diferen-
cial que descreve ambos os fenomenos fisicos é, ma-
tematicamente, a mesma. Assim, para resolver um
problema oscilatério mecanico, basta “construir” um
circuito elétrico equivalente, com as seguintes subs-
tituigoes (equivaléncias):

MECANICO ELETRICO

x  deslocamento q carga

2z velocidade g =1 corrente

m  massa L indutancia

k  constante eldstica C~!  reciproco da

capacitancia

¢ constante de R resisténcia
amortecimento

F forca V diferenca de potencial

Exemplo 6.4. O fator de qualidade ) de um sis-
tema ressonante é definido como w, /27y e esta dire-
tamente relacionado com a largura do pico de res-
sonancia. Determine a frequéncia de ressonancia e
o fator de qualidade para o oscilador amortecido do
problema anterior (uma particula de massa m presa
a uma mola de constante elastica k, tal que o amor-
tecimento é 7 = wy/4). Se a frequéncia da forga
aplicada ao oscilador é wy/2, encontre o angulo de
fase.
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W, =

L

é a frequéncia angular de ressonancia.
O fator de qualidade é

wor/ 7/ 7
= =2 =1,87
v 2(wo/4) 4) 8
O angulo de fase é:

Q_z

2yw
(w§ — w?)

1
= tg | = ) =18,5°
arctg (3) ,

Exemplo 6.5. Desenhe o circuito elétrico que é
equivalente ao sistema mecanico mostrado. Deter-
mine a equacao diferencial que descreve a carga ¢ no
circuito.

(wO/ 4)(wo/2)

arct
& W — (wo/2)?

= arctg

F = F,cos wt

T
. .
i ©@°,. v,

A equacao diferencial que descreve o sistema
mecanico é

mI + cx + kx = Fycoswt

Ey coswt (“9 R

C

Ao passo que a equacao diferencial que descreve
o sistema elétrico é

di
L t+Rz+

= Fycoswt
p 0

C
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Exemplo 6.6. O péndulo simples é também um
exemplo de um sistema que oscila em torno de uma
posicao de equilibrio. Entretanto, neste caso, a forca
restauradora é a componente do peso na dire¢cao do
deslocamento S que, na configuragao mostrada, é
igual a —mg senfl. Resolva o problema do péndulo
simples na aproximacao em que senf = 0.

Se [ for o comprimento do fio, entdao § = S/l e a
equacao diferencial do movimento é

. g
msS + mg sen <7) =0
ou, em termos de f, na aproximacao em que senf ~ 0

é+%9:0

A solucao, como ja vimos, é

0 = 00 COS (th + ¢0)

onde wy = \/g_/l, 0y € a amplitude de oscilacao e
¢o um fator de fase. Dentro dos limites de validade
dessa aproximacao o movimento é harmonico sim-
ples e o periodo de oscilagao é dado por:

Observagao.: Para obter uma solu¢ao mais pre-
cisa do Péndulo Simples e do Oscilador nao Linear,
isto é, uma solucao sem a necessidade de aproximar
senfl =~ 6, precisariamos desenvolver a funcao senf

como uma série de poténcias, onde apenas o pri-
meiro termo da série é . A solugao exata é obtida
por meio de integrais elipticas.

6.1. Uma massa na extremidade de uma mola
é liberada do repouso na posicao rg. A ex-

periéncia é repetida, mas agora com o sistema
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imerso num fluido que faz com que o movi- c¢) Tome o limite w — wy do item (b) para
mento seja criticamente amortecido. Mostre mostrar que quando o oscilador é forcado na
que a maxima velocidade da massa no primeiro sua frequéncia natural, o deslocamento como
caso é e, multiplicado pela velocidade méaxima funcao do tempo é dado por
no segundo caso®.
t) = Fo t sen(wyt)
6.2. Se a amplitude de um oscilador amorte- o 2muwy 0

cido decresce a 1/e de seu valor inicial apés n

. . , Comente sobre o significado fisico deste resul-
periodos, mostre que a frequéncia do oscilador

tado®.
deve ser aproximadamente |1 — (872n2) | ve-

zes a do oscilador nao amortecido correspon-  6-4- O grau de amortecimento de um sistema os-

denteS6. cilante costuma ser medido em termos do cha-
mado fator de qualidade ) do sistema osci-
6.3. Considere um oscilador harmonico nao amor- lante:
tecido descrito pela equagao do movimento Q= ;j_r
~
mi + kz = F (1) onde w, ¢ dado pela eq. (85).
A forca externa F(t) = Fy cos(wt), de a) Demonstre que a amplitude méxima no
frequéncia angular w, comeca a atuar no ins- regime estaciondrio e na frequéncia de res-
tante +. sonancia é dado pela eq. (86), isto é:
a) Encontre a solucao geral da equagao do mo- A - Fy
vimento para tempos t > 0°7. mx T [ — 2
b) Para as condicoes iniciais z(t = 0) = 0 e
&(t = 0) = 0, mostre que o deslocamento do onde wy = \/k/m.
sistema para tempos ¢t > 0 é dado por b) Escreva a amplitude da eq. (84) em termos
I de ). Considere o caso de amortecimento fraco
x(t) = 0 [cos(wt) — cos(wpt)] e faga um grafico da amplitude para diversos

2 2
m(ws — w
(wg ) valores de () e comente seus resultados™.

onde wy = /k/m é a frequéncia natural do ¢) Ainda, considerando amortecimento fraco,
oscilador. mostre que, se a frequéncia da forga aplicada

85Dica: No caso ndo amortecido, o valor méximo da velocidade é wzy. No caso do amortecimento critico, a velocidade

em qualquer tempo t é v(t) = —xoy%te 7', Portanto, a velocidade maxima neste caso é zgye™! e a razio procurada é
W

Toye

. . S . . . 1 .
86Djca: HA oscilacio somente no caso sub-amortecido, assim, do enunciado Ae=7(+77) = —Ae=7t onde 7 = 2wy é o
e

T = ¢, onde, no amortecimento critico, w = 7.

perfodo do oscilador. Obtenha a razio w;/wg e expanda o segundo termo em série de poténcias (ja que 1/4n’7m? < 1),
mantendo apenas o primeiro termo.

Fo
m (wg — w?)
88Vemos que quando forcamos o oscilador harménico nao amortecido na sua frequéncia de ressonancia, a resposta diverge
linearmente com o tempo.
89Introduzindo a varigvel adimensional a = w/w,, reescrevemos a amplitude como:

87x(t) = Acos (wot + 0p) + cos (wt).

A/ (Fo/mw?)

FO/m _ Fo/mw2 8

Na figura ao lado ¢ mostrados um grafico de A/ (Fy/mw?)
em funcao de a. A medida que o fator @ cresce (isto é,
o amortecimento diminui), a forma da curva de ressonincia 2
toma a forma de um pico cada vez mais estreito em torno de
a =1 (w = w,). Num sistema sem nenhum amortecimento,

a amplitude seria infinita na frequéncia de ressonancia.

rad

0 02 04 06 08 1 12 14 16 18
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for préxima da ressonancia, o () do sistema é
aproximadamente”

o4

6.8.

Resolva o Problema do Péndulo Simples con-
siderando a expansao da funcao senf até o se-
gundo termo, isto é, utilize os dois primeiros

Q = 27 x Energia total termos do desenvolvimento em série da funcao
Energia perdida durante um periodo 6 0
seno sen9:0—§+g—'-- , para mos-

6.5.

Considere um oscilador harmonico amortecido
comm = 10 kg, k =250 N/m e ¢ = m v = 60
kg/s. Este oscilador estd sob a agdo de uma
forca externa dada por F coswt, onde Fy = 48
N.

a) Que valor de w resulta em oscilages de es-
tado estacionario com amplitude maxima?

b) Qual é o valor da amplitude méxima?

¢) Quando w tem o valor encontrado em a),
qual é o angulo de fase ¢?%!

trar que a equacao diferencial do movimento
do péndulo simples

i+20-J =0

. g
g+ = 0 =
+ l sen 0 ] 6l

o
admite a solucao 6 = Acoswt+ Bcos3wt, desde
que desprezemos termos em poténcias de or-
dem mais altas em B e multiplos mais eleva-

g A?
dos em wt. Neste caso w = 7 1-— ry pode

ser tomado como a amplitude de oscilagao 6,
A3

6.6. Considere um oscilador harmonico amortecido do péndulo, j4 que B = ———————— =~
cui o d . ) 3(64 4 27A?)
ja equacao de movimento ¢é e
; _ ———, portanto muito menor que A, princi-
mi = —kx —cx 192

6.7.

a) Mostre que se o amortecimento for critico
(¢/2m = wy), para o qual as condigdes iniciais
sao z(t = 0) =z e #(t = 0) = 0, a taxa com
que o oscilador perde energia é

dE

Pl (2m) P adtPeel/m

b) Para este oscilador (amortecimento critico),
calcule a energia total perdida apds ter decor-
rido uma quantidade de tempo infinita.
“dE
Energia perdida = / — dt

o dt
e verifique que ela é igual a energia total inicial
do oscilador.

Considere um oscilador amortecido com m =
1 kg, k=50 N/mec=m~v=10kg/s. Se as
condigbes iniciais sdo x(t = 0) = 0,1 m e &(t
= 0) = 0, encontre o movimento subseqiiente

do sistema’?.

6.9.

6.10.

6.11.

palmente se A for pequeno. Assim, mostre

s
que o periodo T' = — do péndulo simples
w

27 lN
Ji—aiR) Vg~

deve ser corrigido para (
AQ

[
o /- (145 .- ).
”\@(*16* )

Mostre que a cicléide é uma curva de vinculo
para a qual uma particula oscilara sob a agao
da gravidade isocronicamente, isto é, com um
periodo que ¢ independente da amplitude®.

Uma particula executando movimento
harmonico simples de amplitude A passa pela
posicao de equilibrio com velocidade vy. Qual
¢ o periodo de oscilagao?

Uma particula executando movimento
harmonico simples tem velocidade v; quando
o deslocamento é 1 e a velocidade vy quando
o deslocamento for x5. Encontre o periodo e a
amplitude do movimento.

ODesde que o amortecimento seja fraco e a frequéncia da forca aplicada esteja préxima da ressondncia, temos que

Wr A w X wy e Q = wy/2y. Calcule a energia total do oscilador, lembrando que a poténcia dissipada é dada pela eq.
27 [wo

(78) e, portanto, a energia dissipada num ciclo é E4 = (Poténcia dissipada) dt.

0
Ma) w, =2,65571; b) Ansx = 0,2 m; e c) ¢ = 41,4°.

924:(¢) = v/2 (0, 1m) e~ >0 cos [(5,0s71¢) — ]
93Dica: As equagdes paramétricas da cicléide sao:

/C cos?0 df =

8
=

BN
=

I

% (26 + sen20)

<

—
<

=
I

/C’ senf cosf df = —% cos20



Apostila de Mecanica Geral II — Abel Dionizio Azeredo 55

6.12. Duas particulas de massas m; e my executam
movimento harmonico simples de amplitudes
Aq e Ay, respectivamente. Qual é a razao en-
tre seus periodos: T1/T5, se a energia total da
particula 1 for duas vezes a da particula 2794

6.13. Um tunico objeto de massa m estd depen-
durado em duas molas de constantes k; e ko
mantidas em posicao vertical. Mostre que a
frequéncia angular de oscilagao é

[ k1 + ko
m

se as molas forem ligadas em paralelo e

k1ks
(]fl + kg)m

se as molas forem ligadas em série.

6.14. Uma caixa de massa M contendo um bloco
de massa m estd dependurada em uma mola
de constante eldstica k. Encontre a forca de
reacao entre o bloco e o fundo da caixa em
funcao do tempo sabendo-se que o sistema foi
deslocado para baixo de uma distancia d, con-
tada a partir da posicao de equilibrio, e em se-
guida abandonado. Para que valor de d o bloco
perdera o contato com o fundo da caixa na
parte mais alta das oscilagoes verticais? Des-
preze a resisténcia do ar.

6.15. A velocidade terminal de uma bola em queda
livre é v;. Quando a bola esta dependurada
em uma mola leve a mola se distende de z. a)
Mostre que a frequéncia natural de oscilagao é
dada por

Demonstre que, se o periodo de oscilagdo da particula for
independente da amplitude, a particula descreverd uma tra-
jetoria dada por estas equagoes.

Seja 8 o angulo entre a horizontal e a tangente a curva
de vinculo — conforme mostrado na figura. A componente
da forca gravitacional (peso) na direcdo do movimento é
—mgsenf. A equagado diferencial do movimento ao longo
da trajetéria de vinculo (considerado sem atrito) é entao
mS = —mgsend. Contudo, se esta equacio representar mo-
vimento harmoénico simples ao longo da curva, devemos ter
mS = —kS. Desse modo, uma curva de vinculo que satisfizer
a equagao S = Csenf), com C' = mg/k, produzird movimento
harmonico simples.

dr  drdS dy dydS
a0 — dsSdo a9 _ asdag P
encontrar as equagoes paramétricas x(6) e y(0) da trajetéria
da particula.

94(A1/A2)\/m1/2m2.

9 Sugestao: Maximize a quantidade vy = wA (w).

OE B

Use a regra da cadeia

supondo que a resisténcia do ar seja proporci-
onal a velocidade.

b) Mostre que a energia do sistema cai a 1/e
do seu valor inicial em t = v;/g.

6.16. Mostre que a frequéncia da forga ex-
terna, para a qual a amplitude do oscilador
harmonico forcado é a metade da amplitude
de ressonancia, é aproximadamente

wozlzyx/g

6.17. Encontre a frequéncia para a qual a ve-
locidade do oscilador harmonico forcado é
méaxima’’.

6.18. Mostre que o fator de qualidade (), defi-
nido como w, /27, de um oscilador harmonico
forcado é igual ao fator pelo qual deve ser mul-
tiplicado a resposta a frequéncia para se obter
a resposta a frequéncia de ressonancia.

6.19. Resolva a equacao diferencial do movimento
do oscilador harmonico sujeito a uma forca
amortecida da forma

Fo = Fy e *cos (wt)

6.20. Uma plataforma, apoiada em 4 molas de
constante elastica 800 N/m, sustenta um equi-
pamento de precisao. Se o chao é submetido a
um deslocamento vertical 6 = 10sen(8¢) mm,
onde t é medido em segundos, determine a am-
plitude de vibracao. Qual é a frequéncia de
vibragao do chao necessaria para causar res-
sonancia? O instrumento e a plataforma tem
uma massa total de 20 kg®.

F
= ——mgsen0
) X
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7.1 Osciladores Acoplados — Modos
Normais

Consideremos duas massas iguais, m, ligadas por
molas de mesma constante elastica k, como mos-
trado na figura abaixo.

X X,

Queremos as posicoes das massas como funcao do
tempo. As particulas s6 podem se mover em uma
dimensao (x). Sejam xy(t) e xa(t) as posi¢oes das
massas (da esquerda e da direita, respectivamente),
como visto na figura, onde indicamos as posigoes de
equilibrio por linhas tracejadas. As equacoes do mo-
vimento sao:

m:'tl —k‘[L’l —k (5()1 — IEQ)
m(i‘g = —kﬂi‘g —k (CCQ - $1) (87)
ou
i+ 2w — Wiz, = 0
Fg + 2wy —w?z; = 0 (88)

onde w? = k/m. As equagoes (87) ou (88) sdo
equagoes diferenciais lineares de segunda ordem aco-
pladas, porque as variaveis x| e xo aparecem em am-
bas. Como o sistema tem dois graus de liberdade (é
descrito pelas duas varidveis x; e x3), a solugao geral
destas equacoes devera conter quatro constantes ar-
bitrarias, que serao ajustadas pelas quatro condigoes
iniciais (velocidade e posi¢ao iniciais para cada uma
das particulas).

Somando, membro a membro, as equagoes, obte-
mos

(&) + &) + w? (z1 +22) =0 (89)

Esta equacao, cuja solugao ja conhecemos, en-
volve as variaveis x; e zo somente através da soma
x1 + x2. A solucao é

97isto é, solucao onde C; e Cy ndo sejam iguais a zero.

T+ To = B1 COS (wt + ¢1) (90)

Podemos também tomar a diferenca das equagoes
(87) ou (88). O resultado é

(i — d9) + 3w? (11 — 22) =0 (91)

Agora temos as varidveis x; e xy aparecendo so-
mente através da diferenca x; — x9. A solucao é

T, — Ty = By cos (\/gwt + d)g) (92)

Tomando a soma e a diferenca das Equagoes (90)
e (92), achamos que z(t) e xo(t) sdo dados por

x1(t) = Ap cos (wt + ¢1) + Ay cos (\/gwt + gbg)
xo(t) = Ay cos (wt + ¢1) — Ay cos (\/gwt + ¢>2> (93)

onde Al = 31/2 (§ A2 = B2/2

As combinacgoes x1 + x9 € 1 — T2 s@o chamadas
coordenadas normais do sistema. Elas oscilam com
uma frequéncia pura, cada uma, os chamados modos
normais do sistema. As solugoes (93) sao a solucao
geral das equagoes (88). Como esperado, dependem
das quatro constantes arbitrarias A, As, @1 € ¢a, que
devem ser determinadas pelas condigoes iniciais.

Podemos também resolver as equagoes (88), fa-
zendo

z, = Ce? e 29 = Coe?t | (94)

onde C; e (5 sao constantes. Reescrevendo as egs.

(94) como
(2)-

Substituindo esta solugao tentativa, na eq. (88),
obtemos

(p* +2w?) C —w?Cy = 0
(p2 + 2w2) Cy—w?C; = 0

ou, equivalentemente, numa forma matricial,

(7 L) (2)-(3) o

PR+ 2
Esta equacao, homogénea para C; e Cy tera
solucao nao-trivial”” somente se a matriz nao tiver
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inversa. Por outro lado, uma matriz nao tera inversa
quando seu determinante for igual a zero. Como
queremos justamente a solugao nao-trivial para C}
e Cy, vamos fazer o determinante da matriz na (95)
igual a zero:

2 2 2
p° 4 2w —Ww 2
Al YR LR
(96)
As raizes desta equacao sao p = +iw e p =

+iv/3w. Se p = +iw, pondo este resultado de volta
na (95), encontramos C) = Cy (as duas equagoes
produzem o mesmo resultado). E, se p = +iv/3w,
entdo temos da eq. (95) que C; = —C5 (de novo,
as equagoes sao redundantes). As quatro fungoes de
base sao”®

A solucao geral é, de acordo com o principio da

superposicao,

1 L) tiwt L\ —iwt

(5)=m (1) e (1)
)e—i\/gwt

B, (_11> V3wl | g ( 1

-1
onde By, By, B3 e B, sao constantes complexas que
temos de escolher, de modo que x1(t) e xo(t) sejam
reais.

Fazendo B} = B; = A, €%l e B} = B3 = Ay e'%2,

obtemos
(2) Ay (1>cos(wt+¢1)
As ( _11 ) CoS (\/gwt—i— (bg)

que nada mais sdo que as solugoes (93). Esta
solugao nao corresponde, em geral, a um movimento
harmonico simples para x; e x5. Podemos esco-
lher condigbes iniciais tais que As = 0. Basta fa-
zer x1(tg) = xa(ty) e 1(tg) = @2(to), ou seja, dar
um mesmo deslocamento inicial e mesma velocidade
inicial para cada particula.
Neste caso,

z1(t) = A; cos (Wt + ¢1) = 22(t)

Q0 Q 0@ (e

+

(97)

(1199 0990 Q O

57

e as particulas oscilam com a mesma frequéncia e
estao sempre em fase. Este modo normal, conforme
mostra a figura, é chamado modo simétrico.

Escolhendo as condigoes iniciais x1 (tg) = —x2(to)
e I’l(to) = —i’g(to), entéo, Al = O, €

x1(t) = As cos (\/gwt + ngg) —x9(t) (98)

As particulas oscilam com a mesma frequéncia e
estao sempre em oposicao de fase. Este modo normal
¢ chamado modo anti-simétrico. Nele os desloca-
mentos das particulas sao sempre iguais e contrarios.

7.2 Osciladores Acoplados: Péndulos
Acoplados

Consideremos dois péndulos idénticos acoplados
por uma mola de constante k

'

Seja m a massa de cada péndulo. Chamando de
[ o comprimento comum, a frequéncia de suas os-
cilagoes livres sera
9/l (99)

w =

980 ntimero de funcdes de base é igual a duas vezes o niimero de graus de liberdade.

1 “+iwt 1
(1)

)=

1 +ivEwt 1 —iv3Bwt
- ) e oy e
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Para pequenos deslocamentos x; e x9, podemos
aproximar os arcos descritos com os deslocamentos,
ou seja, r1 ~ 16, e xo ~ [fy, onde 6, e 6, sao os
angulos de desvio. Nesta aproximacgao, a compo-
nente tangencial da forca gravitacional sobre cada
particula seré:

—mgb, ~ —mgz1/l = —mw?x, ; para a particula 1

—mgly =~ —mgzs/l = —mw?x, ; para a particula 2

Além da forca gravitacional, cada particula sofre
a acgao da mola. Para deslocamentos positivos ar-
bitrarios, a forga sobre a particula 1 é —k(x; —x3) e
a forca sobre a particula 2 serd igual e contraria, ou
seja, —k(ry—x1). Assim, as equagaes do movimento
para pequenas oscilacoes das duas particulas sao

mi, = —mw?z, — k(z; — x5)

miy, = —mw?zy — k(zy — x1)

ou, dividindo por m,

1+ Wl + wg(xl —x9) = 0
Fo +w?rg +wi(rg —m) = 0 ,  (100)

onde w = /g/l e wg = \/k/m. Note que o movi-

mento de um péndulo é, na verdade, bidimensional,
mas, para oscilagoes de pequenas amplitudes, pode
ser tratado como um movimento unidimensional.
Das eqs. (100), vemos que o sistema de dois
péndulos acoplados é equivalente a um sistema de
duas massas iguais e trés molas, semelhante ao que
ja estudamos, porém com a mola do meio tendo uma
constante de mola diferente das outras duas. (Se
nas eqs. (100) fizermos wy = w, encontraremos exa-
tamente as eqs. (87) ou (88)). Portanto, ja sabe-
mos quais sao os modos normais dos dois péndulos
acoplados: o modo simétrico é mostrado na figura a
esquerda e o modo anti-simétrico, na figura a direita.

Para determinar as frequéncias de cada modo,
basta notar que, no modo normal simétrico, a mola
nao sofre deformagao e, portanto, os péndulos os-

X, = X X, =%,

cilam com a frequéncia livre w. No modo anti-
simétrico, 1 = —xg, e substituindo esta condicao,
por exemplo, na equagao para o péndulo 1 (a pri-
meira equagao na (100)), ficamos com

i+ (w4 2wh) 21 =0 (101)
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Logo, a frequéncia do modo anti-simétrico é w, =
w? + 2w3.

Estes resultados sobre modos normais podem ser
generalizados para pequenas oscilagoes em torno do
equilibrio estavel de um sistema com um nimero
qualquer de particulas acopladas. Um sistema uni-
dimensional com N particulas tem N graus de li-
berdade e, portanto, N modos normais de vibragao.
Cada modo normal corresponde a uma frequéncia de
oscilagao comum a todas as particulas.

Quando o sistema unidimensional com N
particulas esta isolado, o centro de massa do sistema
permanece em repouso ou em movimento retilineo
uniforme. Isto significa que, em uma dimensao, uma
das frequéncias dos modos normais é zero, corres-
pondendo a um movimento de corpo rigido do sis-
tema.

Se o problema de N particulas estiver sendo tra-
tado em trés dimensoes, o nimero de graus de li-
berdade de corpo rigido crescera, em geral, para
seis. O sistema poderd transladar-se uniformemente
ao longo dos trés eixos de coordenadas ou realizar
rotacoes uniformes em torno dos eixos.

Portanto, em um sistema geral de N particulas
em trées dimensoes, existirao seis frequéncias nulas e
somente 3N — 6 frequéncias normais de vibracao.

Exemplo 7.1. A figura abaixo mostra um sistema
constituido por duas particulas idénticas de massa
M ligadas a uma particula central de massa m por
molas idénticas de constante elastica k.

M ., m , M
X X3 X3

Sejam x1, To e x3 os deslocamentos longitudinais
das trés particulas, a partir das respectivas posicoes
de equilibrio. As equagbes do movimento para x1,
Ty € T3 Sa0

M[i’l = —k (1’1 — IL‘Q)
mi’z = —k (LCQ — .133) —k (IQ — 1’1)
Mig = —k (1‘3 - 1’2)

Introduzindo as frequéncias w = /k/M e & =
Vk/m, as equagoes acima podem ser escritas como

fl + (JJ2£B1 — w2x2 =

By + 20°19 — @° (21 + T3)

ig + w2x3 — w2x2 = 0
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Usando o método matricial, podemos resolver si-
multaneamente as 3 equacoes diferenciais lineares
acima. Usando a solucao tentativa

s Ch
) = 02 ept
T3 03
obtemos
p?+w? —w? 0 Cy
-2 p?+20?  —@? Cy | =0
0 —w? PP +w? Ol

Como antes, esta equacao tem solugao nao-trivial
se o determinante da matriz for igual a zero, o que
nos da

p?+w?  —w? 0
—0? pP420?  —@? | =0
0 —w? PP+ w?

P (p2 +w2) (p2 1 90? —|—w2) —0
As solucgoes sao:

p =0, p = tiwy, p = Fiws

A solucao p = 0 corresponde a frequéncia zero
associada ao movimento do centro de massa. As
outras duas correspondem as frequéncias dos mo-
dos normais de vibragao do sistema w; = w e
wy = Vw? + 2w?. O resto da anédlise para encontrar
x1(t), xo(t) e x3(t) é um pouco complicado. Entre-
tanto, existe uma maneira mais simples de resolver
este problema.

Ja que a frequéncia zero, encontrada anterior-
mente, nao tem nenhuma consequéncia na deter-
minacao das frequéncias dos modos normais de vi-
bragao do sistema, é possivel reformular o problema,
de forma que a raiz zero seja excluida desde o inicio.
Isto pode ser feito muito simplesmente, impondo a
condicao de que o centro de massa permanecga es-
tacionario na origem. A coordenada do centro de
massa do sistema ¢é

M(l‘l +£L‘3) + mxo
2m + M

e, portanto, o centro de massa permanecera esta-
cionario na origem, se

X =

M(x1+x3)+mx220

Esta condi¢ao pode ser usada para eliminar uma
das coordenadas e reduzir o problema a um com dois

39

graus de liberdade. Para isso, vamos definir as novas
coordenadas

E=x1+ 3,

Subtraindo a terceira da primeira das equagcoes
de movimento, ficamos com

n=x3— 3

I —:’é3+w2(x1 —iUg) =0
e, somando, obtemos
&1+ ¥5 4 w? (21 + 23) — 2wy =0

que, substituindo zo = M (x1 + x3) /m, nos fornece

&1+ ¥3 4+ w? (21 + 23) — QwQE (x14+23) =0
Isto nos da as equacaes para & e n:

. 2
n+wn = 0
. 5
§+wy§ =
onde as frequéncias dos modos normais sao w; = w e
2 M 2 2 ionai
Wo = ([ w? 4 2w?— = Vw? 4 2w?, iguais aos valores
m
ja obtidos.
Note que o modo de frequéncia w; é o modo
simétrico: a particula do meio fica parada enquanto
as outras duas oscilam em oposicao de fase. No

modo de frequéncia wsy, a particula do meio oscila
em relacao ao centro de massa das outras duas.
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7.1.

7.2.

Duas massas, m e 2m, estao ligadas por mo-
las idénticas, como indicado na figura abaixo.
Encontre os modos normais”’

Considere duas massas idénticas, m; = mqg =
m, suspensas num campo gravitacional uni-
forme (vertical) g por duas molas com cons-
tantes de mola 2k e k, como indicado na fi-
gura, onde y; e yo descrevem os deslocamen-
tos das massas de suas posigoes de equilibrio.
Suponha que somente o movimento vertical é
permitido.

m @ e Yi l
[/ J— Y, l

(a) Escreva as equagoes (acopladas) do movi-
mento das massas 1 e 2!,

(b) Encontre as frequéncias dos modos normais
de oscilacao do sistema!®!.

(¢) Encontre os modos normais (ndo normali-
zados)!%?.

(d) Se as condigdes iniciais sao y1(0) = 91(0) =
0, ¥2(0) = 0, 2(0) = vy, ache o movimento
subsequente das duas massas, isto é, yi(t) e

s (t) 103.

7.3. Considere o péndulo duplo na figura abaixo.

990s modos normais sio: ( \/i:f 1 ) cos(wtt + ¢1), onde wy =

[3+ Ik
3 2\/5 —. Note que as coordenadas normais
m

(aquelas que desacoplam as equagdes de movimento) associadas a esses modos normais sdo dadas pelas combinagoes lineares,

nada 6bvias, z1 — (\/§ —Dag e z1 + (V34 1)zo.

10041 + 3wy —w?y2 =0 e go + w?ys — w?y; = 0, onde w = /k/m.

101, =+/2+ /2, onde w = Vk/m.

10205 modos normais (ndao normalizados) sdo: 1T 2

103y172(t) —

) cos(wit + g ).
sen ( 2+ \/§wt) sen 2 — ﬁwt)

,onde Ar =1 para y;(t) e Ax = 1++/2 para ys(t).

+ A4

oo \ T Vv Vo
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7.4.

’y

No caso de pequenas oscilagoes,

(a) escreva as equagoes do movimento do sis-
tema'%?.

(b) encontre as frequéncias dos modos mnor-

mais!??.

Um bloco de massa M é colocado sobre uma
mesa horizontal sem atrito e preso a uma pa-
rede com a ajuda de uma mola sem massa e
constante de mola k, como mostrado na figura.

xo+ X

k M

A mola estd em seu estado de equilibrio
quando o bloco estd a uma distancia zo da
parede. Um péndulo de massa m e compri-
mento | estd preso ao carrinho (imagine uma
calha ao longo da mesa por onde passa o fio do
péndulo).

Supondo pequenas amplitudes de oscilacao do
péndulo, encontre as frequéncias dos modos
normais (autofrequéncias)'®.

104(m1 —+ mg)lél + mglég + (m1 + m2)901 =0

105

W+ =

my + mo £ /mims +m§ g
mi l

61

Dois ions numa armadilha linear de ions,
estao confinados a uma linha ao longo do eixo
z, como contas num fio. Por sua vez, ao
longo do eixo z, eles sofrem a acao de um

1
potencial elétrico confinante: ®(z) = ¢ 22,

onde a é uma constante positiva. A ener-
gia potencial de cada ion neste potencial é

V(iz) =e ® = 3¢ @ 2%, e d4 origem a uma
av .

forca F' = — g, f=ceaz Z sobre um fon na
z
posicao z.
Os fons também interagem através da forca de
Coulomb entre eles. As forgas de repulsao en-
tre os ions sao

, 1 e?

F12 = 22
4’/T60 (Zl - 22)

1 e?

dmey (20 — 21)?

Fyy 3

Considere dois fons na armadilha. Quando os
ions estao em suas posicoes de equilibrio, um
fon, que vamos chamar 1, estd em z = z,/2,
e o outro, que chamaremos 2, estda em z =
—zp/2. Considere também pequenas oscilagoes
em torno das posicoes de equilibrio.

Seja z1 = 20/24m € 20 = —29/2+ 12, de modo
que 1y e 1z descrevam os pequenos deslocamen-
tos dos fons de suas posicoes de equilibrio.

a) Encontre z,'7.

b) Linearize as equagoes do movimento dos
ions em torno da configuragao de equilibrio,
a fim de encontrar as equacoes diferenciais
lineares para 7, e 712, que descrevem pe-
quenas oscilacoes em torno das posicoes de
equilibrio. Sera util introduzir a frequéncia

wo = /e a/m. Interprete wy'®.

¢) Encontre as coordenadas normais do sis-

tema e as correspondentes frequéncias normais

de oscilacao!®”.

e 102 +101 —|—g92 =0.

196 As coordenadas do péndulo e do bloco séao zp = @, yn = 0 € &y = 2 + Isend, y,, = —lcosh. As equagdes de movimento
linearizadas sdo (M +m)E+mlf+kx = 0 e l0+i+gf = 0. Introduzindo a notagdo My = M+m. Q1 = /k/Mr e Qa2 = +/g/l,

. i . M 4M
obtemos os seguintes valores para as frequéncias dos modos normais: wy = 4/ M;\/Qf + 02+ \/(Q% +02)2 — ﬁﬂfﬁg :
T
. 1/3
1074 = 5 ) , onde e é a carga elementar e ¢y a permissividade elétrica do vacuo.
Teoa
108 Fxpandindo as forcas em torno das posicoes de equilibrio 7, e 7z, temos que z; — 23 = 2o + 171 — 12, assim:

71+ 2wim — wina = 0 e 15 + 2w3n2 — win = 0, onde wy é a frequéncia angular com que cada fon oscila.
109 A5 equacdes de movimento sdo desacopladas, se introduzirmos & = 11 + 12 e &, = 01 — 12. Estas sdo as coordenadas
normais do sistema. Assim temos que as frequéncias normais S0 wi; = wg € Wy = \/gwo.
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d) Suponha que os dois fons estejam nas suas
posicoes de equilibrio e, entao, o ion 1 receba
um impulso subito que dé a ele uma veloci-
dade vy. Encontre o movimento subsequente
dos dois fons''.

. Duas massas idénticas m movem-se num anel
horizontal. Duas molas idénticas, de constante
de mola k, conectam as massas e estao enro-
ladas em torno do anel, como mostrado na Fi-
gura. Nao ha atrito. Encontre os modos nor-
maist!!.

Se uma particula estd se movendo sob a influéncia
de uma forga tendo uma linha de acao que é sem-
pre direcionada para um ponto fixo, o movimento é
chamado de movimento de for¢a central. Este tipo
de movimento, comumente causado por forcas gra-
vitacionais e eletrostaticas, ja foi abordado anterior-
mente e, como observado, pode ser descrito como

No caso da interacao gravitacional, o modulo da
-GM
forca f(R) é o

2
,
teste e M é a massa da “particula” fonte do campo
gravitacional, G a constante da Gravitacao Univer-
sal e r a distancia radial que liga os centros de massa

das duas particulas (de massas m e M).

, onde m é a massa da particula

sen(wat)

vo [ sen(wit)
(1) = 2 [ wi * wo

110s modos normais sdo: ( 1 (At + B) e _11

Swot
} =0 sen(wpt) + —sen(\/_wo )
QWQ

V3

> cos(2wt + ¢). O primeiro modo normal tem frequéncia zero. Ele
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7.7. Trés massas idénticas m movem-se num anel
horizontal. Trés molas idénticas, de constante
de mola k, conectam as massas e estao enro-
ladas em torno do anel, como mostrado na Fi-
gura. Nao ha atrito. Encontre os modos nor-
mais'!?.

Assim, em moddulo,

d*r —~GMm
m— = —
dt? 72
- [F+GMr2=0]  (102)

que, em uma dimensao poderia ser escrita como:
#+ GMz=? = 0. Ou seja, uma equacio diferen-
cial de segunda ordem, homogénea e de coeficientes
constantes, entretanto nao linear.

EDOQO’s nao lineares, sao geralmente de resolugao
analitica dificil ou mesmo impossivel. Neste caso,
podemos tentar utilizar um sistema de coordenadas
que facilite a resolucao, mesmo que, precisemos re-
solver simultaneamente um sistema de equagoes di-
ferenciais acopladas ao invés de uma equacao dife-
rencial nao linear.

No caso do movimento sob a acao de uma forga
central (neste caso), a trajetéria da particula teste
que se move sob a agao do campo gravitacional cri-
ado pela “particula” fonte do campo gravitacional

sen(v/3wot)

sen(wgt) — ————=

V3

- ng

i) (t)

corresponde as massas deslizando em torno do circulo, igualmente espagadas e com velocidade constante. O segundo modo
tem ambas as massas movendo-se para a esquerda; depois, ambas para a direita, para frente e para tras.

12 Temos um modo normal com frequéncia nula e outros dois, com frequéncias ++v/3w.



Apostila de Mecanica Geral II — Abel Dionizio Azeredo

nao é retilinea. Assim devemos procurar um sistema
de coordenadas adequado ao movimento curvilineo
no plano.

8.1 Solucao da Equacao de Movi-
mento para uma Forca Central

Em coordenadas polares (cilindricas no plano), a
forca sé teria componente radial, no sentido negativo
da direcao radial. Assim

m (i - ré?)

m (T9 + 27*9) =

—F = (103)

1[d [ ,df
Fb(r a)}—o

de maneira que, integrando a segunda das equacoes
acima, resulta em

de
r?— =
dt
onde h é a constante de integracao.

Na figura abaixo, observamos que a area sombre-
ada descrita pelo raio r, na medida em que r se move

h (104)

1
através de um angulo df é dA = éerQ.

Assim, a velocidade areolar

dd _1.d6 A (105)
b 2 dt 2
para uma particula submetida ao movimento sob
a acao de uma forca central é constante. Em ou-
tras palavras, a particula varrera segmentos iguais
de area por unidade de tempo, enquanto descreve
sua trajetoria.

Para obter a trajetéria do movimento, r = r(6),
devemos eliminar a varidavel independente ¢ nas

63
dr drdf  hdr
dt —dodt r2df
dr d (hdr\ d (hdr\d§ hd (hdr
dt2  dt \r2df) do \r2df) dt — r2df \r>do
ad h
onde it da eq. (104).
r
Fazendo a mudanga de varidvel £ = 1/r, obtemos
d*r d*¢
= 22>
dt? ¢ do?

e, da eq. (104)

A
() =1

Assim, substituindo na primeira das eqs. (103),
ficamos com

—F=m {_h2§2d2_§ . h2§3}

46
ou e e
e B 1
a2 T e (106)

A eq. diferencial (106) define a trajetéria sob a
qual a particula se move quando submetida a forca
central F.

8.1.1 Quando a Forga Central é a Forca da
Gravitagao Universal

Vamos considerar a Forca Gravitacional, dada
pela Lei de Newton da Gravitacao Universal,

Mm
2
onde G é a constante da Gravitagao Universal e
vale'® 6,67428(67) x107! m3/kg s?, em unidades
do Sistema Internacional de Unidades.
Assim, a eq. (106) fica

F=G—" = GMm¢

(107)

§+&= T
que é uma equacgao diferencial linear em &, de se-
gunda ordem, com coeficientes constantes e nao ho-
mogénea, diferentemente da equagdo (102), nao li-
near em 7.

A solucgao é soma das solucoes homogénea e par-
ticular, dada por

(108)

GM

1
equagoes (102). Assim £ = T C cos (6 — ) + (109)

h2

113 Trata-se de uma das constantes fisicas cujo valor é menos preciso. A primeira medicdo do seu valor foi efetuada por
Henry Cavendish, na sua obra Philosophical Translations, de 1798, utilizando uma balancga de torgao. Observe que Charles-
Augustin Coulomb anunciou a lei da interagao eletrostdtica em 1785 como o resultado de varias medicoes realizadas gragas
a balanca de Coulomb (uma balanca de tor¢ao). Desde Newton até esta data, a Lei da Gravitacdo Universal de Newton
era apenas uma relagdo de proporcionalidade. A forga gravitacional é relativamente fraca. Como exemplo, duas massas de
3000 kg colocadas com seus centros de gravidade a uma distancia de 3 metros uma da outra atraem-se com uma forca de
aproximadamente 67 u N. Essa forga é aproximadamente igual ao peso de um grao de areia.
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8.2 Movimento Orbital

A eq. (109) representa a trajetéria de voo livre, por
exemplo, de um satélite em 6rbita da Terra, como
ilustrado na figura abaixo

A eq. (109) é a equagao de uma segao conica
expressa em termos de coordenadas polares.

Como mostrado na figura abaixo, uma secao
conica é definida como o lugar geométrico do ponto
P, tal que a razao de sua distancia até o foco F' pela
distancia perpendicular a uma linha fixa DD, cha-
mada diretriz, é constante. Esta razao constante e é
chamada de excentricidade. Por definicao

_PF
 PA

(&

(110)

1)

= [ iretriz

0

Da figura
PF =r=e(PA)=¢[p—r cos(d — )]

ot 11 1
—=—cos(f — @)+ —
r b ep

Comparando com a eq. (109), vemos que a
distancia fixa do foco até a diretriz é

1

Pp==

= (111)

64

E a excentricidade da secao conica para a tra-
jetéria é
B Ch?
- GM

Se o angulo polar 6 for medido a partir do eixo
z (um eixo de simetria — perpendicular a diretriz),
o angulo ¢ sera zero.

As constantes h e C' podem ser obtidas a partir
da posigao e velocidade da particula em algum ponto
de sua trajetéria. Por exemplo, para o langamento
de um satélite, por razoes de economia de com-
bustivel ele sempre sera colocado em orbita no peri-
geu'™ (menor distancia da érbita até a Terra). Para
esta posigao, no inicio do seu voo livre (ou fim da
trajetoria de voo com propulsdo), vamos denotar ro,
onde o satélite teria uma velocidade vy.

A velovidade vy nao tem componente radial, por-
tanto, da eq. (17), vg = 1odf/dt na diregao trans-
versal (perpendicular a diregao radial, no sentido da
velocidade da particula). Assim, utilizando a eq.
(104):

e (112)

= 1)

Para determinar a constante C, fazemos 6 = ¢ =
0 na eq. (109), com r = 19 e h dada pela eq. (113),

assim . oM
oL (1)

114
To To’UO ( )
Assim, a equacao da trajetéria de voo livre,

torna-se

1 1

T To

GM GM
1-— 3 cos6 + 5 9

O tipo de trajetoria é determinado a partir do
valor da excentricidade da se¢@o conica [eq. (112)].
Assim, se:

(115)

excentricidade | érbita (trajetéria de voo livre)
0 circulo
1 parabola
<1 elipse
> 1 hipérbole

Uma particula descrevendo uma trajetéria pa-
rabdlica estd no limite de nunca retornar ao ponto
de partida inicial. A velocidade inicial vy necessaria
para colocar um objeto em Orbita numa trajetéria
parabdlica pode ser obtida das egs. (112), (113) e
(114), com e = 1, ou seja

2GM

To

Vo =

114Geria periélio ou periastro, se estivéssemos nos referindo ao Sol ou a algum outro astro celeste. Em oposicdo, a maior
distancia até a 6rbita é o apogeu, afélio ou apoastro, respectivamente.
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que ¢é a velocidade de escape (veja o item ¢ do Exem-
plo 4.2).

Frajetona hiperbilca

e>1

Irajetdnia parabdlica
e= |

Frajetdna elipuca
D<e<|

TrajeiGna
carcular
0

I'rajetdna
~ de colisiio

Procedendo de forma completamente andloga,
GM
To
para colocar um objeto em érbita numa trajetoria
circular.
Para qualquer valor de e entre 0 e 1, a trajetoria
serd eliptica. De (115), com 6 = 0° temos que
r, = ro ¢ a distancia até o peri(geu/élio/astro) e,

-1
2GM )

> — 1 ¢a
distancia até o apo(geu/élio/astro).

Usando a geometria da elipse, temos que a =
(rp+74)/2 é 0 semi eixo maior da elipse e b = /T,
0 seu semi eixo menor.

¢ a velocidade necessaria

vemos que vg =

com # = 180° temos que 7, = 1 (

T

A drea da elipse é A = ab = §(rp + 7a)y/TpTa-
Integrando a eq. (105), obtemos A = hT'/2, onde
T é o periodo de tempo necessario para fazer uma
revolucao orbital. Assim, combinando estes dois re-
sultados, obtemos

T= %(Tp—i—?“a)\/T’p_Ta (116)
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8.3 As Leis de Kepler

Johannes Keppler, no inicio do século XVII, an-
tes mesmo do trabalho de Newton, apdés 20 anos
de observagoes astronomicas, enunciou suas 3 leis
empiricas para o movimento planetario, que podem
ser resumidas como:

I. Todo planeta se move em sua Orbita de tal
maneira que a linha que o une ao centro do
Sol varre areas iguais em intervalos de tempos
iguais, qualquer que seja o comprimento da li-
nha.

I1. A 6rbita de todos os planetas é uma elipse com o
Sol posicionado em um dos focos dessa elipse.

III. O quadrado do periodo de qualquer planeta é
diretamente proporcional ao cubo do semi eixo
maior da sua érbita.

A primeira e a segunda lei sao dadas pelas egs.
(105) e (115), respectivamente. A terceira lei pode
ser mostrada a partir da eq. (116), utilizando-se da
eq. (115), com as propriedades geométricas da elipse
(a demonstracao ¢ pedida no Exercicio 8.8).

Exemplo 8.1. Um satélite é lancado a 600 km da
superficie da Terra, com uma velocidade inicial de
30 Mm/h paralela a tangente a superficie da Terra,
como indica a figura abaixo. Sabendo que o raio
da Terra é rr = 6.378 km e que a sua massa ¢
Myp = 5,976 x 10** Kg, determine a excentricidade
da trajetoria orbital e a velocidade do satélite no
apogeul.

= 30 \1m'h[

00 km

Daeq. (112), com h e C dados por (113) e (114),
temos:
2
= —1=0,215
)i ’
onde 79 = r, = rp + 600 km e M = Mrp, ou seja,
e < 1, o que significa que a drbita sera eliptica.
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Como h é constante em qualquer ponto da tra-
jetéria orbital, temos de (113) e de (115) com 6 =
180°

2GM
rpUo = TqlUq = Ug = Vg < — — 1) =19,4 Mm/h

Tp v 6

Nos exercicios a seguir, utilize r = 6.378 km para o
raio da Terra, My = 5,976 x 10?* Kg para a massa
da Terra, Mg = 1,99 x 10%° kg para a massa do Sol
e G = 6,673 x 107! m3/(kg - s?) para a constante
gravitacional.

8.1. Um foguete estd em orbita circular em torno

da terra a uma altitude h = 4 Mm. Determine
o incremento minimo no moédulo de sua veloci-
dade a fim de escapar do campo gravitacional
da Terra''®.

.2. O foguete mostrado na figura abaixo esta em

uma Orbita eliptica de voo livre em torno da
Terra de tal maneira que e = 0.76. Determine
sua velocidade quando ele esta no ponto A e
a variacao subita na velocidade que o foguete
tem que imprimir no ponto B para passar a
descrever a orbita indicada pela linha trace-
jadals,

15Dica: o foguete deve deixar a 6rbita circular (e = 0) e alcancar uma 6rbita parabdlica (e = 1).

W6y, = 6,11 km/s e Avg = - 2,37 km/s.
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8.3.

8.4.

8.5.

9 Mm

A Terra tem uma Orbita com uma excentri-
cidade e = 0,0821 em torno do Sol. Sabendo
que a distancia minima da Terra ao Sol é de
151,3 milhoes de km, calcule sua velocidade
neste ponto e, também, determine a equacao,
em coordenadas polares, que descreve a orbita
da Terra em torno do Sol''".

Um foguete deve pousar na superficie de um
planeta sem atmosfera, no ponto B. Deter-
mine a velocidade que ele deve ter em A’ de
forma a atingir o objetivo e o tempo necessario
para ir de A’ para B ao longo de uma trajetoria
eliptica, se a massa do planeta é de 70% da
massa da Terra''®,

I 6Mm I

9Mm

O onibus espacial é lancado com uma veloci-
dade de 28000 km/h paralela a tangente da su-
perficie da Terra no ponto P e, entao, se move
ao longo da orbita eliptica. Quando ele chega
ao ponto A, seus motores sao ligados e sua ve-
locidade é subitamente aumentada. Determine

Wyp =30,8 km/s e r =

1012
0,502cosf + 6,11°

U8y = 3,94 km/s e t = 46,1 min.

W90 = 11,1 Mm, va = 1964,19 m/s e Avg = 814 m/s.

1200bserve que a velocidade angular do satélite em relacio ao centro da Terra é a mesma que a velocidade de rotacio da
prépria Terra e que a relacao entre velocidade angular e linear é v = wr.

21Dica: use as eqs. (116) e (115), com as propriedades geométricas da elipse a = (rp +74)/2 € b = | /TpTq.
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8.6.

8.7.

8.8.

o incremento necessario na velocidade de ma-
neira que ele entre na segunda orbita eliptica.

2400 km

Pt—l—

7200 km

A sonda Viking aproxima-se do planeta Marte
em uma trajetoria parabdlica, como mostrado
na figura. Quando ela alcanga o ponto A, sua
velocidade é de 10 Mm/h. Determine 7y e a
velocidade necessaria em A de maneira que ele
possa manter uma orbita circular, como mos-
trado. A massa de Marte é 0,1074 vezes a
massa da Terra!'?.

Um satélite geoestacionario é aquele que
permanece em Orbita sempre sobre a mesma
regiao da superficie terrestre. Supondo que
a orbita seja circular, calcule a altitude, em
relacao a superficie terrestre, que um satélite
com tais caracteristicas deve ter'?".

Prove a terceira lei do movimento orbital de
Keppler'?!.
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Esta apostila ainda esta sendo escrita. Quando esta parte estiver pronta, o Professor avisara em sala
de aula e vc. podera fazer o download do arquivo mais atualizado em:

https://sites.google.com/site/aazeredo/artigos/material-didatico-1

Obs.: O arquivo é muito grande para ser inserido no moodle (que limita & 2Mb o tamanho do arquivo).

9.1 Conservagao da Energia em 3-D
9.2 Forcas Centrais

9.3 Energia Potencial Gravitacional
de uma Esfera

9.4 Lei de Gauss

9.5 Forcas Conservativas em 3-D



https://sites.google.com/site/aazeredo/artigos/material-didatico-1
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10.1 Centro de Massa de um Corpo
Rigido

10.2 Equilibrio Estatico de um
Corpo Rigido

10.3 Rotacao de um Corpo Rigido
em Torno de um Eixo Fixo —
Momento de Inércia

10.3.1 Calculo do Momento de Inércia
10.4 O Péndulo Fisico
10.5 Momentum Angular

10.6 Movimento Laminar de um
Corpo Rigido

10.6.1 Corpo Rolando em um Plano Incli-
nado

10.7 Movimento de um Corpo
Rigido Sob a Acao de uma
Forca Impulsiva

10.8 Colisao de Corpos Rigidos

11.1
11.2
11.3

11.4

11.5

11.6

Momentum Linear
Momentum Angular

Forcas Conservativas e Campos
de Forcas

O Oscilador Harmonico em
duas e trés dimensoes

Movimentos de Particulas Car-
regadas em Campos Elétricos e
Magnéticos

Movimento Vinculado de uma
Particula
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12.1 A Equacao de Euler-Lagrange

12.2 O principio da acao esta-
ciondaria

12.3 Principio da minima agao

12.4 Uma breve histdéria do principio
de minima acao

13.1 Simetrias e Leis de Conservagao

Em geral, leis de conservacao estao associadas a si-
metrias do sistema. De fato, se a Lagrangeana ¢ in-
dependente de uma coordenada qualquer, podemos

deslocar o sistema na direcao desta coordenada que
as equacoes de movimento nao vao se alterar. As-
sim, a conservagao do momento linear esta associada
a simetria de translacao; a conservacao do momento
angular a simetria de rotagao; a conservacgao de ener-
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gia a translacao temporal.

Dizemos que uma coordenada ¢é ciclica quando
ela nao aparece explicitamente na Lagrangiana.
Neste caso, existe uma constante de movimento asso-
ciada a ela. Esta constante é chamada de momento
conjugado.

Os momentos conjugados a variaveis ciclicas sao
constantes de movimento.

13.1.1 Coordenadas Ciclicas

Para Lagrangeanas do tipo

1 -2
L= —m;¥ —V (r, -, T, 117
zi: 5T (T4 r,) (117)
a derivada em relacao a velocidade que aparece nas
equacgoes de Euler-Lagrange tem um significado sim-

ples:
oL

o = miy
&ck
¢ o momento da k-ésima particula na diregao x.
E natural entao definirmos o momento generali-

zado
oL

P = 73—

&vk
conjugado a coordenada generalizada xy.
Suponha que a Lagrangeana de um sistema com

n graus de liberdade seja tal que a coordenada xj
nao apareca explicitamente em L. Nesse caso temos

(118)

_ dpr _ 9L _
dt 8:vk

d (0L

dt \ oz )
A variavel x;, é dita ciclica e seu momento conjugado
pr € uma constante do movimento.

Exemplo 13.1. Considere uma particula de massa
m movendo-se num potencial unidimensional V' (z).
A Lagrangiana da particula é

1
L=gm (i* + 9>+ %) = V(2)
As variaveis x e y nao aparecem explicitamente na
Lagrangiana (embora & e y aparecam) e, portanto,
sao ciclicas.

Exemplo 13.2. Seja agora a Lagrangiana de uma
particula num potencial central

L= %m (7'“2 + r2q52> —V(r).

A coordenada ¢ é uma coordenada ciclica.
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Note que momento conjugado nao é sempre um
momento linear. Se a coordenada for um angulo, seu
momento conjugado serd um momento angular.

Para a Lagrangiana do exemplo anterior,

oL :
T:_:mr
b or

¢ o momento linear da particula, enquanto

=9

_ 2
P = mr-¢
é o momento angular. Como para esta Lagrangi-
ana a coordenada ¢ ¢ ciclica, pgy é uma constante do
movimento.
Temos, entao, o seguinte resultado:

A auséncia de uma certa coordenada pode ser
interpretada como uma propriedade de simetria da
Lagrangiana. Assim, o sistema do primeiro exemplo
¢ invariante por um deslocamento dos eixos coorde-
nados no plano xy, pois, devido ao fato de as co-
ordenadas x e y nao aparecerem explicitamente na
Lagrangiana significa que

oL

oL
%_O

oy "

e
Como a Lagrangiana nao envolve as coordenadas x
e y, nada acontece se os eixos coordenados forem
transladados no plano xy.

J4a o sistema do segundo exemplo ¢é invariante por
uma rotacao dos eixos coordenados em torno do eixo
z, uma vez que a Lagrangiana nao depende de ¢, e,
portanto, permanece inalterada se os eixos coorde-
nados sao girados em torno do eixo z.

Nesses dois exemplos, a existéncia de uma propri-
edade de simetria implica na presenca de uma gran-
deza conservada.

13.2 Teorema de Noether

O teorema de Noether pode ser enunciado assim:

Por “simetria” queremos dizer que, se as co-
ordenadas sao modificadas por pequenas quantida-
des, entao a Lagrangiana nao muda em primeira or-
dem nestas quantidades. As simetrias em relagao
a transformagoes infinitesimais sao chamadas sime-
trias continuas porque, colocando transformacoes ar-
bitrariamente pequenas juntas, podemos obter todo
um conjunto de transformagoes. FElas dependem,
entao, de um parametro que pode ser variado conti-
nuamente.
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Nao vamos demonstrar o teorema de Noether
aqui. Vamos apenas apresentar exemplos simples
de sua aplicacao.

Vejamos o que acontece quando uma Lagran-
giana L(z,d,t) é invariante em relagdo a trans-
formagcao

r—>Tr+e

Esta transformacao, para ¢ pequeno, ¢ uma
translacao infinitesimal ao longo do eixo z. Se a
Lagrangiana nao muda, devemos ter que dL/de = 0,
ou seja,

0— dL _ L(z+e,2,t) — L(x, 2,t) _ 8_L

de € ox

Chegamos a um resultado ja esperado: se a Lagran-
giana nao muda por uma translacao ao longo de x,
entao ela nao deve depender explicitamente de x, ou
seja, a coordenada x é ciclica e, como visto acima,
o momento linear é uma constante do movimento.
Assim, a invariancia da Lagrangiana do sistema por
uma translagao infinitesimal implica na conservac¢ao
do momento linear.

Exemplo 13.3. Considere o sistema massa mola no
plano x-y com Lagrangiana

1 ) ) 1
L= 3™ (m2 + y2) — 51{: (a:2 + y2)
Esta Lagrangiana é invariante (em primeira or-
dem em ¢) sob a transformagao

Tr—T—ey
Yy —ytex

Esta transformacao corresponde a uma rotagao infi-
nitesimal.
De fato, sejam ' e ¢ as coordenadas depois da
rotacao infinitesimal 06. Entao
' = x cosdf — y sendl ~ x — ye
Yy =y cosdl + x sendf ~ y + xe

onde, para 66 infinitesimal, coséf ~ 1 e sendf ~ 66
e fizemos € = §0.

Agora
o _ dL_ oL oL oL oL
de ox y 0z Y
d oL oL . d oL oL .
= ~(dras) v a0 (i) 7+

at\oay’  ax?) T a\"™ Y
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A invariancia por uma rotacao infinitesimal im-
plica, portanto, que a quantidade entre parénteses,
igual a componente z do momento angular do sis-
tema, ¢ uma constante do movimento.

Chegamos a uma outra conclusao importante: se
a Lagrangiana do sistema for invariante por uma
rotagao infinitesimal, o momento angular é conser-
vado.

Podemos também encontrar uma relagao com
variaveis ciclicas. Para isso, vamos fazer uma mu-
danca para variaveis polares planas

T =T Ccosp
Yy = r seng

Em coordenadas polares, a Lagrangiana é
(f + T%Q)

Esta é a Lagrangiana correspondente a uma forca
central e ¢ é uma coordenada ciclica. O momento
conjugado conservado é

1
L=-m
2

1
— —kr?
2

_ oL _
09

Do mr’e

que é o momento angular myx — mty nestas coor-
denadas.
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13.3 A Conservagao da Energia

Para tratar a conservacao da energia vamos conside-
rar a Lagrangiana de um movimento unidimensional
em coordenadas cartesianas, L(x,a,t). A derivada
total da Lagrangiana em relacao ao tempo é

dL  9Ldx 0Ldi OL .d (0L
a %a*%a+a—%(%)
oLdt OL d (.0L oL
%a*aﬁ(%)*a

Definindo a funcao

H=ip,— L |, (119)

onde p, = o ¢ o momento conjugado a variavel x,
i
temos iH p 5L
— =—(ip,— L) = —— 12
i "=y (120

A funcao H, chamada Hamiltoniano, é, portanto,
uma grandeza conservada quando a Lagrangiana nao
depende explicitamente do tempo. Quando, além
disso, a energia potencial V nao depende da ve-
locidade (condi¢ao suficiente) e 7' é uma fungao
homogénea de segunda ordem na velocidade, H
também ¢é a energia total do sistema.

1
Exemplo 13.4. Seja L = Em:t2—V($). Neste caso,

L 1
H = abg—:t—L:m:bQ—<§m:b2—V>
1
= —mi*4+V=F

2

Assim, nas situagoes em que podemos associar o
Hamiltoniano a energia total do sistema, chegamos
a importante conclusao:

13.4 As Equacgoes de Hamilton

Diferenciando a equagao (119):

dH = ddp, + pydi — dL
. . 0L oL .. 0L
oH
— idp, — puda + Sl dt
TAPy — P2AT + ot

onde usamos a definicao de momento conjugado de
eq. (118) para cancelar o segundo com o quarto ter-
mos, a relagao (120) para substituir o ltimo termo
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e a equacao de Euler-Lagrange para reescrever o ter-
ceiro termo.

Conhecendo o Hamiltoniano do sistema, pode-
mos escrever diretamente as equacoes do movimento
sem necessidade das equacoes de Euler-Lagrange.
Como H é uma funcao das variaveis z, p, e t, te-
mos

oH  0H  OH
i = g+ Py +
oz T op et

Comparando os resultados anteriores, temos as
Equagoes de Hamilton:

_OH
~ Op,

_ 0H
Pz = or

Estas equagoes, assim como as equacoes de
Euler-Lagrange, sao completamente equivalentes as
equagoes do movimento obtidas com a Segunda Lei
de Newton, com a vantagem de serem equacoes di-
ferenciais de primeira ordem.

i e (121)

Exemplo 13.5. O Hamiltoniano de um oscilador
harmonico simples é

Pa
2m

1
H = + 5]4?1’2

e as equacoes de Hamilton sao

. Pz
T ==
m

Dy = —kx .

O primeiro resultado, neste caso, equivale a de-
finicao do momento linear e o segundo é a segunda
lei de Newton.

Exemplo 13.6. Usando o método Hamiltoniano,
encontre as equacoes do movimento para o péndulo
esférico de massa m e comprimento [ mostrado na
figura.

<> .

A energia cinética do péndulo é

1 1 1 . 1 .
T = —mvk,; + —mw? = —=ml*sen®0¢? + —mi*6>
2 M g 2 o
Definindo a referéncia para a energia potencial
como sendo o ponto em que o péndulo esta preso no
teto, temos

V = —mglcost
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Os momentos conjugados sao

oL . oL .
= =ml%0 e = = mil%sen®ho .
Do a0 Do 8¢ o

Assim, o Hamiltoniano [definido pela eq. (119)]

H = Opg+dps—L=T+V
v Iz
0
omi2 | 2mi2sen?d mylcost
As equagoes do movimento sao
 Opp  mi2 ’
~ Opsy  mli%sen?
. O0H _ picost e
PO = 750 T mizsensg IR o ©
. OH 0
p = _——_— = .
¢ Ipy

A coordenada ¢ é ciclica e, portanto, o momento
angular pg em torno do eixo de simetria, ¢ constante.

4

13.5 Espaco de Fase

Espago de Fase é o espaco que representa o estado
de um sistema descrito pelo Hamiltoniano H(z,p) e
¢ dado, num instante qualquer ¢, especificando-se os
valores z(t) e p(t).

X

J2ETD

~2mE

7P

_/

— fl(E 'k)

Como exemplo de uma trajetoria no espaco de
fase, considere o oscilador harmonico simples unidi-

2

pa; 1 2
Do | Zpa2,
om 3"

Neste caso, nao precisamos resolver as equacgoes de

Hamilton para encontrar a trajetéria. Basta notar

que, como a energia total do oscilador é conservada,

o ponto (z, p) descreve uma trajetéria dada por
72 P2

2E/N) | 2mE

mostrada na figura acima.

mensional, cujo Hamiltoniano é H =

=1 que é a equacao de uma elipse,
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13.6 Teorema de Liouville

Cada conjunto de condigoes iniciais corresponde a
uma elipse diferente e as elipses para as diversas
condicoes iniciais sao concéntricas.

Dadas as condigoes iniciais, a solucao das
equacoes de Hamilton é tnica. Assim duas tra-
jetérias no espaco de fase de um mesmo sistema

nunca podem se cruzar.

dp

= Teorema de Liouville: s = [p, H] , onde p é

a densidade de pontos representativos das particulas
no espaco de fase, que se movem como um fluido im-
compressivel quando o sistema evolui no tempo, isto
é, mantém o volume constante e [p, H] é o paréntesis
de Poisson de p e H, definido por

lp, H

Considere um sistema formado por um grupo de
particulas idénticas com diferentes posi¢coes e mo-
mentos iniciais movendo-se, por simplicidade, em
uma dimensao ao longo do eixo dos x. Mais espe-
cificamente, considere que em ¢t = 0 as coordenadas
e os momentos de todas as particulas estao nas fai-
xXas Tog < * < g+ Axg e pg < p < po + Apg. As
particulas se movem livremente sem interagir. O vo-
lume no espago de fase ocupado pelos pontos repre-
sentativos das particulas em ¢t = 0 é V(0) = AxgApyg
e esta representado na figura abaixo, onde também
mostramos V(t = ¢) e V(t = 2¢).

] . _EZC

t=0) (t=z)

(t=125)

N o2 S

Bol--

As condicgoes iniciais das particulas estao todas
dentro da area retangular, A proporc¢ao que o tempo
passa, a figura se deforma, mas sua area se mantém
constante. E evidente que V(0) = V(t =¢) = V(t =
2¢), logo

A
dt

Este resultado, que mostramos para particulas li-
vres, é verdadeiro para qualquer sistema que obedega
as equagoes de Hamilton (121) e é conhecido como
Teorema de Liouville. Ele diz que os pontos repre-
sentativos das particulas no espaco de fase se movem
como um fluido incompressivel.

5

Podemos escrever o teorema de Liouville em
termos da densidade de pontos representativos,
p(x,p,t). Referindo-se novamente ao exemplo das
particulas livres, o nimero de pontos dentro do vo-
lume V nao muda com o tempo e como V é cons-
tante, entao

dp
E_O
Mas
dp Op. Op. Op

0p I _0poH 0y
Op Op Ot

d
Deste modo, podemos expressar a condicao d_ff) =0
como

dp B
X o H =0 (122)
onde Op0H 0pOH
_gpoi _opPa
o 1] = Or Op  Op Op (123)

é o paréntesis de Poisson de p e H. A equagao
(122), véalida em geral para sistemas que obedecem
as equagoes de Hamilton, é uma forma de apresentar
o teorema de Liouville.

13.7 Vinculos e Forcas de Vinculo

Vinculos sao limitacoes as possiveis posigoes e ve-
locidades das particulas de um sistema mecanico,
restringindo a priori o seu movimento. Os vinculos
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reduzem o numero de graus de liberdade indepen-
dentes do sistema. No método Lagrangiano, a esco-
lha das coordenadas é feita de modo que as condigoes
de vinculo sdo automaticamente satisfeitas. Assim,
para obtermos as forgas de vinculo, precisamos so-
mar a Lagrangiana um termo de deformacao na
energia potencial e acrescentar as equacoes de movi-
mento a(s) condigao(¢oes) de vinculo.

Aqui, por simplicidade, estaremos considerando
apenas os tipos de vinculo que podem ser expres-
sos por uma relagao funcional exclusivamente en-
tre as coordenadas usadas para descrever a confi-
guragao do sistema, podendo envolver o tempo de
modo explicito. Os casos em que os vinculos sao
expressos por relagoes funcionais entre coordenadas
e velocidades, embora interessantes, sao muito com-
plicados e nao serao tratados aqui.

Exemplo 13.7. Usando
o método Lagrangiano,

encontre a forca de iﬂ -
vinculo que mantém o ! —>
péndulo simples mos- r
trado na figura ao lado
oscilando num plano.
-
ng

Escolhemos, como de costume, as coordenadas
polares r e § para descrever o movimento da massa
m. A corda é inextensivel e, portanto, temos a res-
tricao, ou vinculo, » = [, o que deixa o sistema so-
mente com um grau de liberdade, representado por
0. A forca de vinculo é a tensao T no fio. No método
Lagrangino, a condi¢ao de vinculo esta automatica-
mente incluida na Lagrangiana e obtemos a equacao
do movimento sem sequer mencionar as forcas. Mas
suponha que precisemos conhecer a tensao 7" no fio
para saber se ele vai ou nao se romper. Claro que
para um péndulo simples achar 7" é um problema

trivial. Basta usar a segunda lei de Newton para
escrever
mu? o
T — mgcosh = = mlo~ |
ou

T = mlb? + mgcosd .

Entretanto, mesmo neste caso simples, o pro-
blema nao é tao trivial quanto, a primeiraa vista,
possa parecer. O valor de 7' em um instante qual-
quer s6 pode se encontrado depois de resolvida a
equacao do movimento 6 = —(g/l)senf. Precisamos
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conhecer 0(t) e 6(t) para calcular a tensio T no fio
pela equacao precedente.

Como encontrar as forcas de vinculo no método
Lagrangiano? Nao vamos apresentar aqui o modo
sistematico, mas apenas resolver alguns casos sim-
ples explorando a idéia fisica por tras do método
geral. Fisicamente, um fio nao é inextensivel. Ele
se deforma, mesmo que imperceptivelmente, e é a
reacao a essa deformacao que da origem a tensao.
Podemos pensar no fio como se fosse uma mola com
uma constante elastica muito grande. Assim, vamos
violar a condicao de vinculo e escrever para a La-
grangiana

1 .
L= ™M (7”2 - 7"202) + mgrcos — Vy(r)

onde V;(r) é a energia potencial de deformagao do
fio, tal que =T = —dVy(r)/dr (onde T é o médulo
da forca e o sinal negativo é porque ela aponta na
dire¢@o oposta a 7).

As equagoes de Euler-Lagrange nos fornecem

d oL 0L . 19
i 0 = mi—mré=—mgcosd+T =0
(A-1)
d oL OL -- )
Eaa_&_g_@ =0 = mri+2mrrf+mgrsend = 0
(A-2)
Temos ainda a condicao de vinculo
r=1 (A-3)

As equagoes (A-1), (A-2) e (A-3) constituem um
sistema de trés equacgoes e trés incognitas, r, 6 e T
Da equagao (A-3), temos que 7 = 7 = 0.

Substituindo a condigao (A-3) na equagao (A-2),
obtemos a equagao do movimento do péndulo sim-

ples, 6= —gsene.

E, na equacao (A-1), encontramos a tensao no
fio
T = mlb? + mgcosh .

Exemplo 13.8. Usando o método Lagrangiano e
a condi¢ao de vinculo r = R, determine o angulo
que a particula de massa m, deslizando sobre um
hemisfério liso, ird abandona-lo.
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Enquanto a particula estiver sobre o hemisfério,
teremos r = R que é a condicao de vinculo. A forga
de vinculo é a for¢a normal que tem a direcao de r e
aponta no sentido positivo de r. A particula deixara
a superficie no momento em que a forca normal for
igual a zero. A Lagrangiana é

1 .
L= o™ (7"2 + 7"292) — mgrcosd — Vy(r)

onde tomamos a referéncia da energia potencial na
base do hemisfério. As equagdes do movimento sao

d oL OL . 1o

aor o 0 = mi—mré“+mgcosd—N =0
(B-1)

doL 0L . :

%88_9_(89_0 =0 = mri+2mri—mgrsend =0
(B-2)

onde N = —dVy/dr. A essas equagoes juntamos a

condicao de vinculo

r=R (B-3)

Substituindo (B-3), que também nos diz que
i = = 0, na (B-2), encontramos 6 = %sen@.

Esta solugao tem um sinal positivo (ao contrario
da solugdo do problema anterior) e, portanto, nao
tem solucoes periddicas em torno de # = 0, como
era esperado ja que § = 0 é um ponto de equilibrio
instavel. A condicao de vinculo e a eq. (B-1) fornece
para a normal

N = mgcost — mr?

Agora que temos a expressao da forca de vinculo,
podemos dizer onde a particula deixard o plano.
Como ja observamos, isto ocorre quando N = 0.

Chamando o angulo onde a particula deixara o
plano de 6., temos

R62 = geos, (B-4)

Por outro lado, a conservagao da energia (Tp +
Vo =T+ V), onde tomamos a referéncia da energia
potencial na base do hemisfério (mesma referéncia
que anteriormente), nos dé

%m (Réc>2 = mgR — mgRcos0..

ou

RO? = 2g — 2gcosh, (B-5)

1 1
122\ Lagrangiana é: L = —mlgﬁ + migy: + —m2y§ + magys — Vg (y1 — y2). Da condigdo de vinculo: §; =

2 2

2
T = |0Vy/0y1| = |0Va/Oyz|, obtém-se que T = Mg.
mi + mo

7

Substituindo a (B-5) na (B-4), encontramos
2
0. ==
cos 3

A particula deixa a superficie em 6, = 48, 2°.

13.1. Considere o problema da maquina de
Atwood mostrada na figura ao lado. Este
sistema tem um vinculo, representando a
condicao do fio ser inextensivel,

yi+y2—1=0

onde [ é uma constante. Encontre a tensao no
ﬁ0122

ey

13.2. Uma particula de massa m move-se sob a
influéncia da gravidade ao longo de uma hélice
2z = k¢, p = constante, onde k é uma constante
e o0 eixo z aponta verticalmente para cima.
Use, se necessario, o fato de que z = p seng,
Yy = p cosg e z = z, como ilustra a figura
abaixo.

X

—¥2, com
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Assim!??

a) escreva a Lagrangiana do sistema;
b) calcule o momento conjugado p,;

¢) calcule o Hamiltoniano em termos das
variaveis z e p,;

d) derive as equagoes do movimento de
Hamilton do sistema; e

e) resolva as equagoes do movimento de
Hamilton.

13.3. Um péndulo plano de comprimento [ e massa
m estd conectado a um bloco de massa M
que pode se mover numa mesa horizontal sem
atrito.

Sendo assim:

a) expresse as coordenadas da massa m
em termos das coordenadas X e 9'%;

b) construa a Lagrangiana desse sis-

c) usando as equagoes de FEuler-
Lagrange, deduza as equacoes do movimento
para o sistema acoplado péndulo mais bloco'?%;

I

d) encontre as quantidades conserva-
das'?®": e

e) encontre a frequéncia w de pequenas
oscilacoes do péndulo'?®.

13.4. Uma conta de massa m desliza ao longo de
uma haste retilinea que gira com velocidade
angular w constante num plano horizontal.

Y

5

&

X

a) Escreva a Lagrangiana da particula e des-
creva seu movimento'??,

b) Obtenha o Hamiltoniano!'*.

¢) Mostre que a energia total nao se conserva,
mas que o Hamiltoniano é uma constante do
movimento'3!.

13.5. Uma particula de massa m tem seu movi-
mento descrito pela Lagrangiana

L=tm( vt 2+ YL

tema'?’; 9 5
128/ [ = = Lt 1 2 _ D)p,=—=1(1 L . H=__*% -d - __ ¥
b= gm (Fs+1) #omasi b = G = (14 ) miso on(1+2) T gy T T )
m
k2
. oH . g . 1 g 2
epzz—gz—mg;ee)zz—m = Z(t):ZQ+ZOt_§Wt

124, = X +lIsenf e y,, = —lcosh.

1 ) o1 )
1251, — 3 (m+ M) X% + mlcosf X6 + iml292 + mglcosh.

1269 4 %Sen@ + TCOSHX =0e X = % (sen992 — cos@@). Eliminando X nestas duas equacoes, temos como resultado
m

uma Unica equagao diferencial nao linear de segunda ordem em 6.
127, é idad d X é denada ciclica; O Hamiltoni bém é idad
p. € uma quantidade conservada porque X é uma coordenada ciclica; amiltoniano também é uma quantidade con-
servada, uma vez que a Lagrangiana nao depende explicitamente do tempo. Além disso, o Hamiltoniano é a energia total do
sistema.

M
128, = <m]—\|—4 ) % Quando M > m, a frequéncia w se reduz a frequéncia do péndulo nao acoplado.

2

= =—mI\Tr +w ). equacao do movimento 7 = w"r € obtlda a partir da equacao de uler-Lagrange. a 1mdica que
129/;2 2 4 w?r?). A 30 d imento # 5 obtid tir d 30 de Euler-L Ela indi

a massa m tende a afastar-se do eixo de rotagao em consequéncia da “for¢a centrifuga”.

2
130 fy — lp; Zmw?r?
2m 2 L2 L
131 A energia total E = ip—r + imw2T2 nio se conserva. E possivel mostrar isso ou calculando explicitamente dE/dt, ou
m

notando que o sistema nao é isolado porque é necessario um agente externo para manter a barra girando com velocidade
angular constante. O Hamiltoniano neste problema, nao é igual a energia total do sistema. H é uma constante do movimento,
jé que nao depende explicitamente do tempo (0H/0t = 0).
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onde w é uma freqiiéncia angular constante e  13.7. O ponto de suspensao de um péndulo plano

L, é a componente z do momento angular simples de comprimento [ e massa m ¢ restrito
a mover-se sobre a parabola z = az? no plano
L. =m (i x0), =m(zy — yi) vertical, como mostra a figura ao lado. Obte-

nha a Hamiltoniana.
a) Qual das coordenadas é ciclica e qual a gran-

deza associada que é conservada!®?? y A

b) Encontre as equagoes do movimento. Es- y=ax>

creva estas equacoes em termos das varidveis

(z+1y) e z e ache a solugao'*.

¢) A energia da particula é conservada? Es-

creva a energia em termos dos momentos A

canonicos, ps, py, P, € mostre que a particula Lile o

tem somente energia cinética'®*. X N

(d) Que situagao fisica é descrita por esta La-

3 1359
rangiana °°’ . .

srang 13.8. O ponto de suspensao de um péndulo plano
13.6. Um péndulo de massa m tem seu compri- simples de comprimento [ e massa m é restrito

mento [ encurtado a uma taxa constante o, ou a mover-se sobre um trilho horizontal conforme

seja, [(t) = 1y — at. indica a figura. Esse ponto é ainda conectado

por uma barra sem massa de comprimento a a
um anel de raio a e massa M que pode girar
livremente sobre seu centro fixado no trilho.
Obtenha a Hamiltoniana.

Dica: Escolhendo o sistema de eixos de coor-
denadas para o péndulo, como na figura, temos

H‘,

a

z=1(t) cos) = i=acosh—0I(t)send
y=1(t)senf = 3= send+0I(t) cosh
13.9. Um cilindro uniforme de densidade p e raio a
¢ montado de forma a poder rodar livremente
sobre seu eixo vertical, como indica a figura ao

a) Escreva a Lagrangiana, o Hamiltoniano e
a energia total do péndulo®?S.

b) Mostre que nem o Hamiltoniano e nem lado. No lado externo do cilindro um trilho
a energia total sao constantes do movi- espiral é fixado. Por esse trilho uma bolinha
mento'®. de massa m desliza sem atrito sob a acao da

132Vemos que z é uma coordenada ciclica cujo momento conjugado conservado é p, = Fra mz que é a componente z do
Z

momento linear.
1333 = wy; §J=—wi; eZ=0. Definindo a varidvel n = x + iy, concluimos que 7 satisfaz a equagao 7j = —iw, cuja solucao
én=Ae W L B,
1340 Hamiltoniano consiste somente de energia cinética. Substituindo os valores dos momentos conjugados, vemos que o
Hamiltoniano nao depende do tempo. E conservado.
1357, tem a forma da energia cinética de uma particula de carga q na presenca de um campo com potencial vetor
mw mw — 0A 0A;\ - mw » -
Ay = ——y, Ay, = —=z, eA, = 0. Isto corresponde a um campo magnético B = v _ )k = —k, onde k
2q k 2q ox dy q
é o vetor unitario na diregao z.
1 1 . p2 1 1 1 .
1367, = —ma® 4+ —mi*(t) 6% + mgl(t)cosh ; H = —-2— — —ma?® —mgl(t)cosh e E = —ma® + =mi>(t)8*> — mgl(t)cosh.
gma’ + gm0 67 + mgl(t)eost : H = 5 Foos — o gll) Sma® + Smi2(0)0* — ml(1)
1370 sistema ndo estd isolado (um agente externo estd encurtando o fio); logo a energia total E nido é uma constante do

movimento. H também nao é uma quantidade conservada, porque — # 0.

ot
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gravidade. Encontre a Hamiltonina do sistema  13.10. Considere o problema gravitacional de dois
bolinha + cilindro e resolva as equacoes de mo- corpos com massas M e m. Suponha que
vimento. M >> m, de forma que M possa ser con-
siderado fixo no centro de massa do sistema.
Escolha um sistema de coordenadas (r, ) com
centro em M e que gira com frequéncia angu-
lar 2 no plano r — @ da érbita de m. Mostre
que a Lagrangeana nessas coordenadas pode

'\ ser escrita como

L= [ ()] M

onde Q) = Q2. Obtenha a Hamiltoniana.

“Imprima as proximas paginas e traga-as para utilizar como formualdrio nas provas da
disciplina de Mecanica Geral II (O Apéndice A.1 € o formuldrio da primeira prova e o
Apéndice A.2 é o formuldrio da sequnda prova). Obs.: Fica sob a responsabilidade do
aluno trazer este formuldrio impresso para sua utilizacdo durante a realizacao das provas.
Nenhum outro formuldrio serd aceito. Entretanto, a utilizacdo do formuldrio € opcional,
ou seja, € perfeitamente possivel realizar a prova sem a utilizacdo de um formuldrio (A
alegacdao de que 'nao foi possivel realizar a prova devido a falta de um formuldrio’ nao
serd aceita, em nenhuma hipdtese). O professor, ao aplicar a prova, fard a vistoria dos
formuldrios trazidos pelos alunos e recolherd qualquer material estranho”.



A.1 Segunda Lei de Newton em Uma Dimensao (Primeira Prova)

Segunda Lei de Newton: Zﬁ = ma, onde
v dr . ,
=3 = a é a aceleracao da particula/corpo

material na direcao da aplicagao da forga F.

Em uma dimensao: ) F, = ma,, ou simples-

d d?
mente, » F = md—: = d_tf’

unidimensional escolhida.

onde x é a direcao

No caso em que & = 0 (V = constante) temos a
lei da inércia > F = 0 (Primeira Lei de Newton).

Completam as Leis de Newton, a Lei da Acao e
Reagao: Fi_9 = —F5,1 (Terceira Lei de Newton).

A equacao geral do movimento, em uma di-
mensao, é:
F(z,&,t) = mi

Casos Particulares:

. dv F

= a) & = — = — = constante = a,

i dt  m )
que, integrada, se escreve v = vy + a.t , e, mais uma

. e .~ X
vez integrada, com auxilio da definicao v = e se

Lo
escreve T = xg + vgt + §act
dx

Eliminando a variavel ¢ nas definigoes v = i e

dv
a = e temos v dv = a dx, que integrada resulta

em v* = 2 + 2a.(z — z,) .

O langamento obliquo é uma aplicacao imedi-
ata para este caso. Desconsiderando a resisténcia
do ar, na horizontal o movimento acontece com
velocidade constante (a = 0): v, = vy cosf =
Vop € T = o+ vy cosf t, onde 6 é o angulo
de lancamento, medido a partir da horizontal. Na
vertical o movimento acontece com aceleragao cons-
tante (a, = —g = —9,81 m/s*> = —32,2 pés/s?):

1
Y = Yo + vo senf — éth e
vy = (vg senf)? — 2g(y — yo).

vy = Vg send — gt ;

A velocidade relativa de uma particula em
relacao a outra, pode ser obtida pela diferenca das
suas velocidades em relacao a origem, ou seja

Vig = Vg — V1 .

Se a trajetoria for curvilinea, é mais facil utilizar
outros sistemas de coordenadas.

a.1) Componentes Normal e Tangencial

Velocidade: v = vy

2
Aceleragao: a = oy + U—ﬁ.n

onde p é o raio de curvaturape os vetores unitarios
e 1, indicam as diregoes tangencial (tangente a tra-
jetéria da particula, no sentido da sua velocidade) e
normal (apontando para o centro da curva — lado
concavo), respectivamente. Se a equagao da tra-
jetéria y = y(x) é conhecida, entdo

(1+y2)%?
|y

onde y' = dy/dz e y" = d*y/dz?. No caso de movi-
mento em 3-D, uma terceira dire¢ao (binormal) deve
ser especificada, tal que 0, = 0; X Q,,.

a.2) Componentes Cilindricos

Posicao: ¥=rua,

. - r R 5o N

Velocidade: Vv = — = rq, + rfag + 20,
Aceleragao:
d*r
dt?
onde 10,, Uy e U, sao as diregoes radial, transversal
e azimutal, respectivamente.

g 4T _ (f—r@Z) a, + <ré+27'~0') iy + 3,

a.3) Componentes Esféricos

Posicao: = ra,

—

dr . .
Velocidade: v = = = ra, + r¢senfuy + roay

Aceleracao:
d’r : AN

+ (7“9 + 270 — r¢? send cos@) 0y
+ (r<;§ senf + 2 7¢ senf + 2 106 cos@) U,

onde u,, Uy e Uy sao as direcoes equivalentes a alti-
tude, latitude e longitude do sistema geodésico, res-
pectivamente, com a diferenca de que aqui (no sis-
tema esférico), a altitude é medida desde o centro
da esfera, a latitude do polo Norte em direcao ao
polo Sul (0 < ¢ < 180°) e a longitude do plano de
referéncia no sentido Leste (0 < 6 < 360°).

Relagao entre a velocidade linear e a velocidade
angular: ¥ = Vv = & X T, onde os 3 vetores formam
um triedro positivo.

= b) Forcas dependentes da velocidade:
d
A segunda Lei de Newton é md—: = F(v). Neste

caso, temos que separar as variaveis para poder in-



tegrar. Assim:

t v(t) dv’
At = / dt' =m / ks
to v(to) F(v')

Exemplos de forcas desta natureza sao as forcas
de arrasto que atuam sobre um objeto que se move
num meio fluido e tem a forma F' = %C ApSv®, onde
S é a area da secao reta que o objeto oferece ao
fluido, C'4 um coeficiente adimensional de arrasto,
p a densidade do meio fluido e o um expoente que
varia entre 1 e 2. Analisamos, basicamente, dois ca-
sos: 1)quando o escoamento ocorre a baixas veloci-
dade (a = 1); e 2) quando ocorre a altas velocidades
(ov = 2). Nestes casos (redefinindo os coeficientes):

b.1) Caso em que F = —ml'v:
v(t) = v(ty)e 1)
b.2) Caso em que F = —myv*:

_ v(to)
1+ (o) (t — to)

v(t)

Considerando uma particula em movimento num
fluido sob a acao também de uma forca constante
Fy, de forma que a forca total sobre a particula seja
F(v) = Fy — mI'v, quando (t — ty) > 1/I", qualquer
que seja a velocidade inicial v(ty) da particula, a ve-
locidade da particula tende ao valor vy = Fy/mT,
chamada de velocidade terminal, onde o tempo para
a particula atingir a velocidade terminal é da ordem
de 1/T.

= ¢) Forga aplicada dependente do tempo:
1

d
A segunda Lei de Newton é Ev(t) =—F(t).
m
Integrando com relagao ao tempo:
t
mv(t) =mv(ty) + / F(t)dt

to

ou, com p = mwv, o momentum linear ou quantidade
de movimento e o impulso de uma forca definido
como a integral da forga aplicada no intervalo de
tempo t —tg, temos o principio do impulso—variacao
do momentum linear, ou seja:

I'=Ap=muo(t)—mo(ty)
Exemplos de aplicacao deste principio:
c.1) Sistema com massa varidvel
1) Sistema que perde massa:

dv dm
— o _ it
E Frt mdt (v + ve) o

onde (v +wv,.) =dp /e ¢ a velocidade relativa do dis-
positivo que se desloca com velocidade v enquanto
ejeta combustivel com velocidade v, & taxa —dm/dt.

2) Sistema que ganha massa:

dv dm
ZFext = mE + (U — ’UZ)E
onde (v —v;) = dpy; é a velocidade relativa do dis-
positivo que se desloca com velocidade v enquanto
ingere massa com velocidade v; & taxa dm/dt.

c.2) Fluidos em Escoamento Estacionario
As reagoes que o dispositivo por onde o fluido
escoa precisa exercer sobre o fluido sao:

. d
YF = d—T(vB—vA)

5 d
DMy = o (Fp x Vg — Fa x V)

onde A é o lado por onde o fluido entra no disposi-

d
tivo e B o lado por onde ele sai. d—T = pvA = pR

¢ o fluxo de massa de um fluido de densidade p, que
escoa com velocidade v medida numa secao reta de
area A, isto é, tendo uma vazao R = pA.

c.3) Colisoes
Quando nenhuma forca externa atua no sistema,
entao o momentum linear se conserva, isto é, Ap = 0

ou:
n n
E mzvz(t) = E mivi(to)
i=1 i=1
A coordenada r do centro de massa de um sis-
n

E m;T;
i=1

tema de particulas é roy = , onde m =
n

Zmi. Diferenciando esta expressao, encontramos
i=1

que mvoy = f’CM, que nos diz que o momentum

linear de um sistema de particulas ¢ igual ao pro-

duto da massa total do sistema pela velocidade de

seu centro de massa. As forcas internas ao sistema

sempre se cancelardo mutuamente (Terceira Lei de

Newton), assim se nenhuma forga externa age no

n
sistema: Z P = 130M = mVcy = constante.
i=1
Quando duas particulas interagem através de
uma forca central, a Segunda Lei de Newton pode
ser escrita como
PR R
K=o = f(R)—
dt R
onde R é o vetor posigao que liga as duas particulas
e i = mymz/(my + mg) é a massa reduzida do sis-
tema.



Em problemas de colisoes de particulas, o mo-
mentum linear do sistema é conservado, entretanto
a energia cinética do sistema decresce por uma quan-
tidade (). Para uma colisao frontal entre dois corpos

1
Q = 5/'“)2(1 o 62) )

onde v é a velocidade relativa dos dois corpos an-
tes da colisao e € é o coeficiente de restituicao, defi-
nido como a razao entre a velocidade de separacao
V' = |V, — V| apds a colisdo e a velocidade de apro-
ximacao V = |V, — V| antes da colisdo (ou, equiva-
lentemente, como a razao entre os impulsos de resti-
tuicao e de deformagao ou compressao). Assim, apds
a colisao temos:

ol = (my — emg) v1 + (Mg + emy) vy
my + mo

o = (my 4+ emy) vy + (Mg — emy) vg
my + Mo

Para colisoes ineldsticas ¢ = 0 e para colisoes
perfeitamente elasticas e = 1.

Para colisoes obliquas (espalhamento) é mais ins-
trutivo descreve-las por meio das coordenadas do La-
boratorio e do Centro de Massa:

) /v,‘ /V{
my /M
SISTEMA i
CENTRO de MASSA ¥
n, . .mf/ 6 m . Cm/,m ‘9 . s
—— e AL LR EEREE [ oo gen s Gl - S
SISTEMA N B2 ‘ 0 \‘,"
LABORATORIO L
SN 3
. @,
v s
Assim, a velocidade do centro de massa (no sis-
. . T my v =
tema do laboratério) é: Ve, = —— e 0] =
mi + mo
S = movy ~
U7 — Ve = —————, onde as barras sao usadas para
mi + Mo

indicar que a quantidade em questao se referem ao
sistema do centro de massa.

Uma equacao que conecta os angulos de espalha-
mento nos dois sistemas é

senf myvy

v{(my + ms)

Ucm
nde = —,

tgp = ———
801 v + cost © vy

No caso geral de colisoes nao elasticas, podemos
escrever 7y como

~1/2
m m
S0
mo T mo
onde T' é a energia cinética da particula incidente,

medida no referencial do laboratorio.

= d) Forgas dependentes da posigao:

2

d
A segunda Lei de Newton ¢é md_tf = F(x).
2

Definindo a Energia Cinética como T = 5™

escrevemos
/x(t)
z(to)

que é o principio do trabalho—variacao da energia

z(t)
cinética, onde / F(2")dz' ¢é o trabalho realizado
I(to)

pela forca F'(x) para levar a particula da posigao
x(top) até a posicao x(t).

Definindo a energia potencial V' (z) como o traba-
lho realizado pela forga F'(z) que desloca a particula
de uma posicao x até algum ponto de referéncia z,,
como

1 1
AT = —mv? — —mvg =

5 5 F(z")dz

obtemos o principio da conservacao da energia,
véalido (em 1-D) quando a forga é uma funcao da
posicao
Lo,
gmv” + V(z) =T + V = constante
Da definicao de energia potencial, tomando a
posicao de referéncia xs como sendo aquela em que
V(xs) = 0, podemos escrever

dV (z)
 dx

F(x)
Assim, o movimento da particula é descrito por

dx 2
zazj: — [E =V (2)]

m

(Y

Vix)
R regidio permitida
h

pontos de
retorno

dE
Na presenca de forcas dissipativas, i Flv #
0, isto é, com F” representando a forga dissipativa,
a taxa de variacao de E é igual a potencia fornecida
(ou dissipada) F'v pela forga aplicada a particula.

E
— =0
dt

Se apenas forcas conservativas atuam,

= e) Forga Restauradora Linear



Movimento Harmonico — Lei de Hooke:
F=—kx,

onde k é a constante eldstica (ou rigidez) da mola (ou
dispositivo que tem propriedades eldsticas). Assim,

a energia potencial eldstica é, V(z) = §krzv2.

Um dispositivo que obedeca a Lei de Hooke, tem
a seguinte equagao de movimento:

i+wiz=0,

onde wy = \/k/m é a frequéncia natural de oscilagao
do sistema mecanico. Esta equacao pode ser obtida
também derivando em relagao ao tempo a Energia
Mecanica total do sistema.

A solugao desta equagao tem a forma:

x = Acos(wot + @) ,

onde as constates A (amplitude) e ¢ (fase) devem ser
determinadas pelas condigoes iniciais do problema.

O periodo de oscilagao (2m/wp) e a frequéncia
linear de oscilagao (1/7p) sao:

m 1 k
Ty = 2my | — = —/—.
0 T k ¢ Vo 2tV m

Das consideragoes sobre a energia no movimento
harménico, concluimos que A = /2FE/k é a ampli-
tude de oscilagao e a velocidade maxima é vy =
WOA.

Se 0 movimento harmoénico é amortecido, isto é,
se existe também uma forca de amortecimento vis-
coso —ct, tal que a equagao de movimento do sis-
tema seja

mi+ct+ kxr =0,

onde, caso ¢ = V4mk o amortecimento é critico,
caso ¢ seja maior que este valor o sistema ¢é dito su-
peramortecido e, menor, subamortecido. A solugao
geral da equacao acima leva a:

x = Ae"' + Be™!
r=(A+Bt)e " |
v =D[e " sen(wyt +¢)] |

c > Vamk

c=Vimk
c < Viamk

onde A, B, D e ¢ sao constantes a serem determina-
das pela aplicagao das condigoes iniciais, v = ¢/2m,
wn = VWi — 7% e 712 sdo as rafzes da equagao de
segundo grau mq® + cq + k = 0.

Consideracoes de energia no movimento
harmonico amortecido nos informam que a taxa na
qual a energia é dissipada na forma de calor, som,

vibragao, etc., pelo atrito é dE/dt = —ci?.

No caso de uma vibracao forgada, isto é, quando
o sistema vibratorio é submetido a uma forca ex-
terna oscilante, do tipo Fy cos (wot + ), as
solugoes homogéneas acima descritas devem ser
acrescidas de uma solucao particular, que tem a
forma X sen (wot + ¢), onde chamamos o angulo

de fase ¢ = ¢ — 6. No primeiro caso (vibragao
Fy/k
nao viscosa), X = O—/2 e ¢ = 0. Isto
1 — (wo/wn)

conduz ao fenomeno da ressonancia (quando wy =
wn). No segundo caso (vibragdo viscosa, isto é,
na presenca de uma forca ressistiva —ct, X =
Fo//(k —mw2)? + w2 e tgp = cwp/(mw? — k).
Neste caso o efeito da ressonancia é substituido por
uma forte amplificacao da amplitude de oscilagao
quando w,, — wp € a razao ¢/(2mw,) — 0.

Dado que a equacao que rege a soma das quedas
de voltagem em torno de um circuito elétrico é ma-
tematicamente equivalente a equacao de movimento
de um sistema mecéanico oscilante, é possivel fazer
a analogia © — ¢, © — i, F(t) — E(t) ou V (fem
ouddp), m - L,¢c— Rek — 1/C e resolver um
circuito LRC equivalente ao sistema mecanico.

= f) Osciladores Acoplados

A Segunda Lei de Newton, para o caso de os-
ciladores acoplados é, na verdade, um sistema de
equacoes acopladas

m m

m:’é‘l —kl'l —k (l’l — LZ'Q)

mii‘g = —k’!L’g —k ([L’Q — 1'1)
que nos levam a solugao (onde w = y/k/m):

zi(t) =

ZE2<t> =

As combinacoes x1 + x9 € £1 — T2 sao chamadas
coordenadas normais do sistema. Elas oscilam com
uma frequéncia pura, cada uma, os chamados mo-
dos normais do sistema. As solugoes dependem das
quatro constantes arbitrarias Ay, Ao, ¢1 € ¢9, devem
ser determinadas pelas condigoes iniciais.

Com AQ =0 [l’1(t0) = ZL’Q(t()) (§ iﬁl(to) = fz(to)],
as particulas oscilam com a mesma frequéncia
e estdo sempre em fase [z1(t) = Ajcos(wt +
¢1) = x9(t)]. Este modo normal é chamado modo
simétrico.

Ay cos (wt + ¢1) + As cos (\/gwt + ¢2>
Ay cos (wt + ¢1) — As cos (\/gwt + qbz)
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Com Al =0 [ZIZl(t()) = —$2<t0) e ZE1<t0) =
—49(tg)], as particulas oscilam com a mesma
frequéncia e estao sempre em oposicao de fase
[21(t) = Agcos(vV3wt + ¢) = —x5(t)]. Este modo

normal é chamado modo anti-simétrico.

WILJOReReL JUYI

(L QOM @0 Q0

No caso de péndulos acoplados, temos a Segunda
Lei de Newton escrita como:

i+ Wi +wi(ag — 1) =

By + wlry + wi(wy — 71) =

onde w = /g/l e wg = \/k/m.

Para determinar as frequéncias de cada modo,
basta notar que, no modo normal simétrico, a mola
nao sofre deformacao e, portanto, os péndulos os-
cilam com a frequéncia livre w. No modo anti-
simétrico, r1 = —x9, €, assim, ficamos com

Ty + (w2+2w§) r1 =0

Logo, a frequéncia do modo anti-simétrico é wy =
w? + 2w3.
= g) Movimento sob a Agao de uma Forca Central
e Mecanica Espacial

Se uma particula esta se movendo sob a in-
fluéncia de uma forca tendo uma linha de acao que
é sempre direcionada para um ponto fixo, o movi-
mento é chamado de mowvimento de forca central.
Este tipo de movimento, comumente causado por

m . ,
, onde m é a massa da particula

forcas gravitacionais e eletrostaticas, pode ser des-
_ r
crito como F = f(R)H = f(R)r
r

No caso da interacao gravitacional, o modulo da
forca f(R) é =
teste e M é a massa da “particula” fonte do campo
gravitacional, G a constante da Gravitacao Univer-
sal e r a distancia radial que liga os centros de massa
das duas particulas (de massas m e M).

Assim, em moddulo,
—GMm

d?r
= —

mﬁ 5 ’I.".—f—GMT_2:O
T

que, em uma dimensao poderia ser escrita como:
&+ GMz=2 = 0. Ou seja, uma equacao diferen-
cial de segunda ordem, homogénea e de coeficientes
constantes, entretanto nao linear.

Equagoes diferenciais nao lineares sao, em geral,
de solucao muito complexa ou mesmo impossivel.
Para resolver essa equagao, fazemos a mudanca para

as coordenadas polares. Assim:
GMm

o . N2
2 = m (7“ —rf )
0 = m(rf+2i0)
Assim transformamos uma equacao diferencial
nao linear em um sistema de equagoes diferenci-

ais acopladas, que devem ser resolvidas simultanea-
mente. Assim, concluimos que a velocidade areolar é

dA h

at 2
o raio vetor que o une um planeta ao Sol varre areas
iguais em intervalos de tempos iguais. Também, que

a equacao da trajetéria é:

1 1 GM GM
—=—(1—-—5 |cost + -5 .

T Tovg r5v;

(primeira lei de Kepler), ou seja, a area que

onde h = rgug, sendo ry a altitude da orbita em
relacao ao centro do objeto que cria o campo gravi-
tacional e vy a velocidade (tangencial) do objeto em

6rbita neste ponto. Se a excentricidade da orbita

To’Ug

e = — 1 for menor que 1, a trajetoria de voo

livre serd uma elipse (segunda lei de Kepler). A ter-
ceira lei de Kepler que diz que o quadrado do periodo
orbital é proporcional ao cubo do semi-eixo maior
da orbita é obtida combinando e%ces resultados com
a geometria da elipse: T = ﬁ(rp—kra)\/rp_ra ,
onde r, ¢ a distancia do centro da fonte até o
peri(élio/geu/astro) e r, até o af(élio/geu/astro).



A.2 Formulagao da Mecanica Newtoniana em Trés Dimensoes e Formulagoes
Lagrangiana e Hamiltoniana (Segunda Prova)

Segunda Lei de Newton: SIF = ma, onde
L dv 4 . lerac .
a = — = — é o vetor aceleragdo que atua na
dt — dp oA

direcao da aplicacao da forca F.
e Movimento Translacional

> F=m(@)c
onde o indice G representa o centro de gravidade do
corpo rigido.

Translagao Retilinea (2-D):

Z Fx = m(aG)x ) Z Fy = m((IG)y

Translagao Curvilinea (2-D):

Y F,=m(ag), , > Fi=mlag):
e Movimento Rotacional

> Mg =Iga | > My = I

onde escolhemos o eixo z (ou b) como sendo o eixo
em torno do qual o corpo gira, assim o movimento
translacional de um ponto sobre o corpo rigido acon-
tece no plano (2-D).

Rotagao em torno de um eixo fixo (sendo v =
Wwr = wrg):

ST F, =m(ag), = mw?rg

> Fy=ml(ag) = marg

Z MO = IO (0%

No caso em que & = 0 (V = constante) temos a
lei da inércia > F = 0 (Primeira Lei de Newton).

Completam as Leis de Newton, a Lei da Acao e
Reagao: Fi_,5 = —F5,; (Terceira Lei de Newton).

A equacgdao geral do movimento, em trés di-
mensoes, é:

F(F,7t) = mr

Momentum Linear: p = mv, assim F = —

, dt
2
= mv(ty) + / F(t) dt = mv(ts)
t1

Momentum Angular: Ly = ¥ X p, onde r é a
distancia da origem “0” até a particula de momento
linear (ou quantidade de movimento) p.

Momento de uma Forga: My = r x F (ou tor-
que), onde T é a distancia da origem “0” até o ponto
de aplicacacao da forca F.

Assim 1\710 = = fo, e

to . .
= Lg(tl) +/ Mo(t) dt = Lo(tg)
t1

Principio do Trabalho-Energia:

L SR P
—muvy + F . dr = —muvj
ry

=
2 2

1 C
onde T' = §m02 ¢ a energia cinética da particula,

ra
sendo v? = V-V, e Uz, g, = / F - dr o trabalho
F

necessario para lavé-la da posicao 17 até a posicao
rs.

E possivel separar as contribuicoes na rea-
lizacao do trabalho feitas pelas forcas conservati-
vas e pelas forcas dissipativas, isto é Ug g,

(UF1—>F2>for(;as conservativas + (UF1—>F2>forgas dissipativas ¢,
para as forgas COHSGI‘V&th&S, asSsoclar uimma fungao

—»
Y

escalar, a qual chamamos de energia potencial V(r)

ou seja, F-dr = —dV/(T), ja que, se a forga for conser-
= = - 0 0 0 -+
vativa, F = —VV(r), onde V = —1+ —j + —k.

Jox 0y 0z

Isto nos leva ao principio da conservagao da Energia
Mecanica total:

T + V(Fl) =175+ V(FQ) + (Uflﬁf?)
que, na auséncia de forcas dissipativas, conduzem a:
T1 + V(F1> — T2 + V(FQ)

Assim, precisamos saber distinguir quando uma
forca é conservativa ou dissipativa: Diz-se que uma
forca é conservativa quando o trabalho executado
por ela sobre uma particula para leva-la de uma
posicao T até uma posicao ry independe do cami-
nho. Neste caso podemos associar uma fungao po-
tencial a forca e, as condigoes de existéncia de tal
funcao potencial sao:

= f¢s dissip”

Assim, se a forca satisfazer as duas condigoes
acima, ela sera conservativa.
Gradiente em Coordenas Cilindricas:

- oV 10V oV ~
= 0, ey —
vV aru+ra¢“¢+az
Divergente em Coordenas Cilindricas:
-~ =~ 10(rF,) 10F, OF,
F=-=- -
v r o or r 0¢ + 0z

Rotacional em Coordenas Cilindricas:

GuF — (1@_%>ﬁr+(aFr—an)ﬁ¢

r 0¢ 0z 0z or
r  Oor r 0¢

Gradiente em Coordenas Esféricas:



av . 10V | 1

v LoV v
or 0™

V= r senf) 8_¢u¢

Divergente em Coordenas Esféricas:

- = 10 (T’2FT) 1 0 (SGD@F@) (9F¢
F=_—
v r2  Or * r send { 00 * 0¢
Rotacional em Coordenas Esféricas:
S 1 0 (Fysenf)  0Fp)\ .
F = _
VX r senf ( 00 0o ) o
1 1 GFT 0 (T’F¢) “
* ;(sene op  or )llg
1 (0(rFy) OF.\ .
L ( or a0 ) Yo
Lei da Gravitacao Universal de Newton:
_ M
F = _G—mﬁr ’

r2

disto resulta que a aceleracao da gravidade g a

uma altura h da superficie terrestre é: g =

GM , ) :
————=1, , onde ry é o raio da Terra. A energia

(rr + h)
potencial gravitacional é, portato, V(r) = mgr.
Definindo ® = 47r?g(r) = —4nGM = —GM S,
como o fluxo do campo gravitacional g através de
uma superficie gaussiana fechada, onde 2 = 47 é o
elemento de angulo sélido, podemos escrever

@:?{g’-dﬁz—GMj{dQ:—zleM
A
e, assim, a Lei de Gauss para o caso gravitacional

f g : di& = _47TGMtotal y
A

ou, usando o teorema do divergente
V.-g= —AnGp

onde M. ¢ a massa total inserida no interior da
superficie gaussiana fechada de area A e p a sua den-
sidade.
Forca Restauradora Linear — Lei de Hooke:
F = —k(z,y,2)F,

onde k é a constante eldstica (ou rigidez) da mola
(ou dispositivo que tem propriedades eldsticas). Se
k(xz) = k(y) = k(z), entdo o Oscilador Harmonico é
isotrépico. Esta equacao pode ser separada. Assim,

um dispositivo 3-dimensional que obedeca a Lei de
Hooke, tem as seguintes equagoes de movimento:

:'é—i—wﬁx:O ,y—l—wiy:O ,fz'+w§z:0,

onde wy .y = \k(z,y, 2)/m.

As solugoes sao: = = Acos(wt + a) ,y =
Beos(wt + ) e z = Ccos(wt + ) , onde as cons-
tates A, B, C, a, f e v devem ser determinadas a
partir das condigoes iniciais do problema.

Se as frequéncias w,, w, e w, forem redutiveis a
uma medida comum, isto é, se

We Wy

Ty

Wy
I

Ny ny

onde ng, n, e n, sao inteiros, a trajetoria se fechara,
isto é, voltara ao ponto inicial, depois de um tempo
2N, Jw, = 21Ny /w, = 21N, [w,.

O periodo de oscilagao de um péndulo simples
(2w /w), que é o inverso da sua frequéncia de os-
cilagao (1/T), é (solucao exata):

l 62
T=2r./=-(1+29% ...
W\/;< +16+ ),

onde [ é o comprimento do fio e 6y a amplitude inicial
de oscilagao do péndulo.

Para um sistema de muitas particulas, as coor-
denadas do Centro de Massa, sao:

n
E mz’ﬁ'
i=1

m

'cm =

Disto, resulta, que o momentum linear do sis-
tema de particulas é:

P = mVCM y

e, consequentemente,
n q
apP -
Ele‘:E:maCM )
1=

onde F; é a resultante das forcas externas que atuam
sobre a i-ésima particula do sistema de particulas (ja
que as forcas internas cancelam-se aos pares — Ter-
ceira Lei de Newton).

Se as forcas externas forem o peso das préprias
particulas que compoe o sistema, entao: acy = g.

Assim como o momento linear, o momento angu-
lar total de um sistema de particulas e o torque (ou
momento das forgas) total sdo a soma das contri-
buicoes individuais sobre cada uma das particulas.
Desta forma, as expressoes e leis de conservacao des-
tas grandezas sao as mesmas que as ja listadas acima
para o caso de uma Uunica particula em movimento
tridimensional.



Entretanto, uma expressao mais conveniente
para a energia cinética de um sistema de particulas

7

é:
1, 1,
T = §mvCM + ZEZI 5"”1’% ,

onde 7; é o médulo da velocidade da i-ésima
particula em relacao ao centro de massa do sistema
de particulas.

Sempre que dois corpos colidem, ha conservacao
da quantidade de movimento (ou momentum linear),
ja que as forgas que agem durante a colisao sao forcas
internas, e dissipacao de uma parcela da energia
cinética T = p?/2m durante a colisdo. Assim:

Pi+P2=P;+P; e

9 o) ) )
| 851 + | 85 _ b1 i |8 Q|
2m,  2mge  2my  2moe

onde o indice “linha” refere-se ao valor da grandeza
apos a colisao e () é a quantidade de energia dissi-
pada durante a colisao. Se () = 0, a colisao é dita
perfeiramente eléstica.

Pode-se introduzir um parametro €, chamado de
coeficiente de restituicao, pela razao entre as velo-
cidades relativas de afastamento (apds a colisdo) e
as velocidade relativas de aproximacao (antes da co-
lisao). Assim:

=]
[vg — v1

Para uma colisao perfeitamente eldstica, e = 1 e
v} = vy e vy = v;. Para uma colisdo perfeitamente
inelastica, € = 0 e v} = V).

O coeficiente de restituicao € pode também ser
definido pela razao entre o impulso de restituicao e
o impulso de compressao.

Para um corpo rigido extenso, podemos substi-
tuir as somatérias por integrais e utilizar o mesmo
formalismo desenvolvido acima para um sistema de
muitas particulas. Assim, para o i-ésimo elemento de
massa que gira junto com o corpo rigido com velo-
cidade angular &, podemos associar uma velovidade
linear v; = & x1;. Assim, a energia cinética do corpo
rigido sera

1
T:§m@M+§m2,

onde I é o momento de inércia do corpo rigido, de-
finido por:

I:/TQdm:/T'Q,OdV
m \%4

onde dm = p dV. Para corpos compostos, o mo-
mento de inércia pode ser determinado pela soma
algébrica dos momentos de inércia de todas as for-
mas que compoe 0 corpo composto.

Raio de Giracdo: k= +/I/m
Teorema dos eixos paralelos: I = Ig + md?
Teorema dos eixos perpendiculares: I, = I, + I,

Momento de Inércia de massa de sélidos ho-
MOgEneos:

Esfera

I, = I, = 0,259m?

m !
T 3 IZ 2 2

25 e gmr
Hemisfério
|
3 Vv 1777'2/1 \/[
=3 g i
I, =1, = —m(4r + h?) i T
80 L,
I — im,’,,Q Cone
, =
10
I, =1,=—mr?
)
2
Anel fino -[Z =mr



1
g , I, =1, = ~mr?
; y 4m7’
1
y I == 2
Tl
3
I == 2
er
1
I, = —mb? :
12
1
s 2
I, T5ma ~ /l )

Cilindro

1
I:E - Iy == _ml2
12
1
I = ]Z/J = —ml?
3
IZ = O Barra delgada

= Momento angular de um corpo rigido: L = [w.
= Torque total de todas as forcas externas relativo
ao eixo de rotacao de um corpo rigido: N = [w =
la.

= A relagio N = dL/dt ¢ também vélida para um
corpo rigido, quer calculada em relagao ao seu centro
de massa, quer em relagao o outro ponto qualquer.

Formulacao Lagrangiana
= Lagrangiana: L =T —V.
Em uma dimensao: L = imx'Q - V(x).
Em trés dimensoes:

1
L= im(iz + 97 4+ 22 = V(z,y, 2)

= Equacao de Euler-Lagrange:

4 (dL
dt \ dq
onde ¢ =,y ou z.
= Acao:

_dL
-

to
sz/ Lz, 1) dt

t1

Principio da Agao Estacionaria (ou Principio de
08
Hamilton ou Principio da Minima Agao): Se 5 0
para um caminho z(t), estao esta solugdo satisfard
as equagoes de Euler-Lagrange.

Formulacao Hamiltoniana

= Coordenadas Ciclicas: Dizemos que uma coorde-
nada é ciclica quando ela nao aparece explicitamente
na Lagrangiana. Neste caso, existe uma constante
de movimento associada a ela. Esta constante é cha-
mada de momento conjugado. = Os momentos con-
jugados a variaveis ciclicas sao constantes de movi-
mento.

= Teorema de Noether: Para cada simetria da La-
grangiana existe uma quantidade conservada.

= Hamiltoniana:

onde p, = o ¢ o momento conjugado a variavel x
T

e, em muitos casos, pode ser obtido como
H=T+V

= Equacoes de Hamilton:

oH
T op.

_od
or

pz:

= Espaco de Fase: E o espaco que representa
o estado de um sistema descrito pelo Hamiltoni-
ano H(z,p) e é dado, num instante qualquer ¢,
especificando-se os valores z(t) e p(t).

= Teorema de Liouville: 3_§ =—[p,H] ,ondepé
a densidade de pontos representativos das particulas
no espaco de fase, que se movem como um fluido im-
compressivel quando o sistema evolui no tempo, isto
¢, mantém o volume constante e [p, H] é o paréntesis
de Poisson de p e H, definido por

__0OpdH 0OpoH

] il

lp, H] = Ox Op  Op Ox

= Vinculos e Forcas de Vinculo: Vinculos sao li-
mitacoes as possiveis posicoes e velocidades das
particulas de um sistema mecanico, restringindo a
priori o seu movimento. Os vinculos reduzem o
numero de graus de liberdade independentes do sis-
tema. No método Lagrangiano, a escolha das coor-
denadas é feita de modo que as condicoes de vinculo
sao automaticamente satisfeitas. Assim, para obter-
mos as forcas de vinculo, precisamos somar a La-
grangiana um termo de deformacao na energia po-
tencial e acrescentar as equagoes de movimento a(s)
condigao(goes) de vinculo.
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