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Resumo

Apostila elaborada para ser utilizada na disciplina de Mecânica Geral II como apoio para as
atividades realizadas em sala de aula e como referência de estudos. Este material foi compilado tendo
por base uma miscelânea de outros materiais (veja as referências) e dimensionado para a carga horária
da disciplina de forma a contemplar toda a sua ementa.
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10.1 Centro de Massa de um Corpo Ŕıgido . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
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A Formulários para as Provas da Disciplina 80
A.1 Segunda Lei de Newton em Uma Dimensão (Primeira Prova) . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
A.2 Formulação da Mecânica Newtoniana em Três Dimensões e Formulações Lagrangiana e

Hamiltoniana (Segunda Prova) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

Mecânica Geral II

Parte I

Segunda Lei de Newton: Movimento Unidimensional



Apostila de Mecânica Geral II − Abel Dionizio Azeredo 4

1 As Leis de Newton do Movimento

I - Todo corpo permanece em seu estado de repouso
ou movimento retiĺıneo uniforme se nenhuma força
o obrigar a mudar tal estado.

∑
~F = 0 (1)

A primeira lei descreve uma propriedade comum
a toda matéria: a inércia.

Esta lei nos leva à definição de um tipo parti-
cular de sistema de referência chamado sistema de
referência Newtoniano ou inercial. Tal sistema é
aquele no qual a primeira lei de Newton é válida.
Sistemas de referência acelerados ou em rotação não
são inerciais.

Na prática, em casos onde a precisão desejada
não seja muito alta, um sistema fixo à Terra é apro-
ximadamente inercial.

II - A mudança do estado de movimento de um
corpo é diretamente proporcional à força aplicada
e ocorre na direção da força.

∑
~F = m

d~v

dt
(2)

É mais dif́ıcil colocar em movimento um corpo
que possua uma inércia maior. A medida quantita-
tiva de inércia é chamada massa.

Amassa é a constante de proporcionalidade entre
a força aplicada (causa do movimento) e a aceleração
adquirida pelo corpo (efeito observado), na segunda
lei de Newton.

A questão é: como medir o conteúdo de inércia
(massa) de um corpo, mesmo que em relação a um
outro corpo, tomado como referência (padrão)?

Podemos imaginar um experimento puramente
mecânico, realizado em referenciais inerciais e aonde
apenas a interação entre dois corpos A e B estaria
presente. Se dois corpos interagissem, por exemplo
através de uma mola, observaŕıamos, por meio de
medidas cuidadosas, que as acelerações dos dois cor-
pos teriam sentidos opostos e que a razão entre seus
módulos seria constante.

Podemos expressar o resultado deste experi-
mento por

d~vA

dt
= −d~vB

dt
µBA (3)

A constante µBA = 1/µAB é, de fato, a medida
da inércia de B em relação á A. Podemos expressar
µBA como a razão

µBA =
mB

mA

(4)

e usar a inércia de um corpo padrão como unidade.
A razão mB/mA não deve depender do corpo es-
colhido como padrão. Isto é verdade porque, con-
siderando um terceiro corpo C, podemos escrever
µBC

µAC

= µBA. Chamamos a quantidade m de massa.

Newton ainda preocupou-se em distinguir a
massa inercial (definida como descrito acima, base-
ada nas propriedades de inércia) da massa gravita-
cional (definida por meio da Lei da Gravitação Uni-
versal). Todas as experiências realizadas até hoje
indicam que a massa inercial é idêntica à massa gra-
vitacional. Por isso, não precisaremos distinguir os
dois tipos de massa1.

O fato fundamental expresso nas equações (3) e
(4) e interpretado de acordo com a definição de força
(segunda Lei de Newton) nos leva à terceira Lei de
Newton.

III - A cada ação corresponde sempre uma reação
igual e em sentido oposto.

~Fab = −~Fba (5)

Esta Lei, embora seja uma ”lei de ação ins-
tantânea à distância”, não conhece exceções.

O conceito de força é a essência da mecânica
Newtoniana e, dadas as condições iniciais, determina
com a exatidão da F́ısica Clássica o comportamento
futuro do sistema mecânico em questão.

Complementam as três Leis de Newton, a Lei da
Gravitação Universal

~F = G
Mm

r2
ûr (6)

onde G é a Constante da Gravitação Universal e vale

G = 6, 674287× 10−11 m3kg−1s−2 .

1 No Sistema Internacional de Unidades a unidade de força, definida pela Equação (2) é chamada Newton. Então a força
de 1 Newton ocasiona uma aceleração de 1 m/s2 em um objeto de 1 kg de massa. No Sistema Inglês a unidade de força é a
libra. Para relacionar as duas unidades de medida usamos a relação dada pela força peso (W = mg), onde g é a aceleração
da gravidade sendo 9,81 m/s2 no Sistema Internacional de Unidades e 32,2 pés/s2 no Sistema Inglês.



Apostila de Mecânica Geral II − Abel Dionizio Azeredo 5

Isaac Newton nasceu
em 4 de janeiro de 1643
em Woolsthorpe Manor,
embora seu nascimento
tivesse sido registrado
como no dia de Natal,
25 de dezembro de 1642,
pois àquela época a Grã-
Bretanha usava o ca-
lendário juliano.

Foi um cientista inglês, mais reconhecido como
f́ısico e matemático, embora tenha sido também
astrônomo, alquimista, filósofo natural e teólogo.

Sua obra, Philosophiae Naturalis Principia
Mathematica, é considerada uma das mais influen-
tes na história da ciência. Publicada em 1687, esta
obra descreve a lei da gravitação universal e as três
leis de Newton, que fundamentaram a mecânica
clássica.

Além de seu trabalho em cálculo infinitesi-
mal, onde rivalizou com Gottfried Wilhelm Leib-
niz, como matemático Newton contribuiu para o
estudo das séries de potências, generalizou o te-
orema binomial para expoentes não inteiros, e de-
senvolveu o método de Newton para a aproximação
das ráızes de uma função, além de muitas outras
contribuições importantes.

Newton realizou descobertas fundamentais em
óptica, mas o ponto culminante da revolução ci-
ent́ıfica por ele promovida foi a descoberta da lei
da gravitação universal.

Newton também dedicou muito de seu tempo ao
estudo da alquimia e da cronologia b́ıblica, mas a
maior parte de seu trabalho nessas áreas permane-
ceu não publicada até muito tempo depois de sua
morte.

Ele faleceu na noite de 20 de março de 1727
(calendário juliano). Foi enterrado junto a outros
célebres homens da Inglaterra na Abadia de West-
minster.

2 Movimento em Uma Dimensão: Força Constante

2.1 Introdução

A equação geral do movimento poderá ser escrita,
em uma dimensão, como

F (x, ẋ, t) = mẍ

A situação mais simples é aquela em que a força
é constante. Neste caso

ẍ =
F

m
= constante = ac (7)

onde a solução é obtida por integração direta em
relação ao tempo.

2.2 Trajetória Retiĺınea

Integrando (7) em relação ao tempo, obtemos:

v = v0 + act (8)

x = x0 + v0t+
1

2
act

2 (9)

onde x0 e v0 são constantes de movimento e ac é a
aceleração constante. Quando não for o caso de um

movimento com acereção constante, deve-se integrar
as próprias definições:

v =
dx

dt
e a =

dv

dt
=
d2x

dt2
.

Eliminando-se o tempo, nas duas definições
acima, obtemos

a dx = v dv

que, integrada, considerando-se a aceleração cons-
tante, nos fornece:

v2 = v20 + 2 ac (x− x0) (10)

As equações (8), (9) e (10) são conhecidas como
as equações do M.R.U.V.

Quando a velocidade é constante

v =
dx

dt
= constante ⇒ a =

dvc
dt

= 0 ,

que, integrando-se em relação ao tempo, nos forne-
cem:

v = v0 (11)

x = x0 + vt (12)
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onde as equações (11) e (12) podem ser obtidas das
equações (8), (9) e (10), fazendo-se a = ac = 0.

As equações (11) e (12) são conhecidas como as
equações do M.R.U.

2.3 Lançamento Obĺıquo e Queda Li-
vre

As equações (8) à (12) encontram aplicação ime-
diata na solução de problemas de lançamento de
projéteis e queda livre. Neste caso temos que de-
compor os movimentos em horizontal (x, com ve-
locidade constante no caso ideal − sem resistência
do ar) e vertical (y, com a aceleração constante e
igual a aceleração da gravidade − 9,81 m/s2 no S.I.
ou 32,2 pés/s2 no Sistema Inglês de Unidades), onde
em x o movimento é do tipo M.R.U. e em y do tipo
M.R.U.V. e tratá-los como movimentos independen-
tes.

Assim, o movimento na horizontal é regido por:

Eq. (11): vx = v0,x = v0 cosθ

Eq. (12): x = x0 + v0,x t → x = x0 + v0 cosθ t
e, na vertical, o movimento é regido por:

v0,y = v0 senθ e ac = −g = −9, 81m/s2

Eq. (8): vy = v0,y − g t → vy = v0 senθ − g t

Eq. (9): y = y0 + v0,y t− 1
2
gt2

→ y = y0 + v0 senθ − 1
2
gt2

Eq. (10): v2y = v20,y − 2g(y − y0)

→ v2y = (v0 senθ)
2 − 2g(y − y0)

Combinando estas 5 equações, podemos resolver
qualquer problema de lançamento de projéteis e/ou
queda livre.

Exemplo 2.1. Considere uma part́ıcula que escor-
rega para baixo num plano inclinado de um ângulo θ
em relação à horizontal, como ilustra a figura abaixo.
Oriente a direção x numa direção paralela ao plano
inclinado e com sentido positivo para baixo, como in-
dicado, e obtenha uma expressão para a aceleração
da part́ıcula.

∑

Fx = max

a =

∑
Fx

m
=
Wx − fk

m
=
mgsenθ − µN

m
∑

Fy = 0 ⇒ N = mgcosθ

Assim:
a = g (senθ − µcosθ)

A velocidade da part́ıcula crescerá se a expressão
entre parênteses for positiva, isto é, se θ > arctgµ.
Se θ = arctgµ, então a = 0, e a part́ıcula deslizará
para baixo com velocidade constante. Se θ < arctgµ,
então a < 0, e a part́ıcula irá parar.

No caso de movimento para cima:

a = g (senθ + µcosθ)

Exemplo 2.2. As pistas de corrida de motocicleta
são projetadas de maneira que os pilotos saltem da
rampa de 30◦, a uma altura de 1 m. Durante uma
corrida, observou-se que o piloto permaneceu no ar
por 1,5 s. Determine a velocidade na qual ele aban-
donou a rampa, a distância horizontal que ele se des-
locou antes de atingir o solo, a altura máxima que
ele alcança e a velocidade que ele terá ao voltar a
tocar o solo. Despreze o tamanho da motocicleta,
do piloto e a resistência do ar.

Velocidade em A:

yB = yA + (vA)y tAB +
1

2
a t2AB

(−1m) = 0 + vA sen30◦ (1, 5s)

+
1

2
(−9, 81m/s2)(1, 5s)2

vA = 13, 38 m/s ∼= 13, 4 m/s
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Alcance Horizontal:

R = xB − xA = (vA)x tAB = vA cos30◦ tAB

= 13, 38 cos30◦ (1, 5s) = 17, 4m

Altura Máxima Atingida:

(vC)
2
y = (vA)

2
y + 2 ac [yC − yA]

02 = (13, 38 sen30◦m/s)2

+ 2 (−9, 81m/s2) [(hmáx − 1 m)− 0]

hmáx = 3, 28 m (medido a partir do chão)

Componentes da Velocidade em B:

(vB)x = (vA)x = vA cos30◦

= 13, 38 cos30◦ = 11, 6 m/s

(vB)y = ±
√

(vA)2y + 2 ac [yB − yA]

= −8, 02 m/s

vB =
√

(vB)2x + (vB)2y = 14, 1m/s

2.4 Velocidade Relativa

Consideremos duas part́ıculas cujos vetores
posiçõeso são ~r1 e ~r2, respectivamente, como mos-
trado na figura abaixo. O deslocamento da se-
gunda part́ıcula com relação à primeira é a diferença
~r2−~r1 que chamaremos~r12. A velocidade da segunda
part́ıcula relativamente à primeira é, portanto

~v12 =
d~r12
dt

=
d(~r2 −~r1)

dt
= ~v2 − ~v1

que chamamos de velocidade relativa. Transpondo
~v1, temos

~v2 = ~v1 + ~v12

para a velocidade da part́ıcula 2 em relação a O em
termos da velocidade da part́ıcula 1 e da velocidade
relativa.

Note que o módulo da velocidade relativa de duas
part́ıculas não é o mesmo que a variação temporal
da distância entre elas2.

Exemplo 2.3. Uma part́ıcula move-se ao longo do
eixo x com velocidade v, sendo seu vetor posição
dado por ~r1 = ı̂(a + vt) onde a é uma constante.
Uma segunda part́ıcula move-se ao longo do eixo
y com mesma velocidade, e seu vetor posição é
~r2 = ̂(b + vt). Obtenha a velocidade da segunda
part́ıcula em relação à primeira e a variação tempo-
ral da distância entre elas.

~v12 = ~v2 − ~v1 = v(̂− ı̂) ∴ v12 = v
√
2

d

dt
|~r12| =

d

dt
|~r2 −~r1| =

d

dt
|(b̂− âı) + v(̂− ı̂)t|

Ou seja, neste caso, a velocidade relativa da segunda
part́ıcula em relação à primeira e a variação tempo-
ral da distância entre elas são iguais.

Exemplo 2.4. Um aro de raio b rola no chão com
uma velocidade ~v0 para a frente. Encontre a velo-
cidade em relação ao chão de um ponto P qualquer
da periferia do aro.

O vetor posição de um ponto P da periferia de
um aro de raio b em movimento circular no sentido
horário em torno da origem, o centro da roda, é

~r0P = b cosθ ı̂− b senθ ̂ ,

onde θ = ωt.
A derivada em relação ao tempo então nos dá a

velocidade de P relativamente ao centro do aro

~rrel = −bω senθ ı̂− bω cosθ ̂ .

Mas a velocidade angular é ω = v0/b e, desde que
a velocidade do centro do aro em relação ao solo é
v0̂ı, então a velocidade de P em relação ao solo é

~v = v0̂ı− bω senθ ı̂− bω cosθ ̂

= v0 (1− senθ) ı̂− v0cosθ̂

~v|θ=90◦ = 0

2A variação temporal da distância entre duas part́ıculas é
d

dt
|~r12| =

d

dt
|~r2 −~r1| que é diferente, em geral, de |~v12|.
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2.5 Trajetória Curviĺınea

Quando a trajetória da part́ıcula não é retiĺınea,
talvês o sistem de coordenadas cartesiano ortogonal
não seja o mais indicado para descrever o movimento
da part́ıcula.

2.5.1 Componentes Normal e Tangencial

O vetor velocidade de uma part́ıcula em movi-
mento pode ser escrito como o produto do módulo
dessa velocidade v por um vetor unitário que dá a
direção do movimento da part́ıcula. Logo, para um
movimento curviĺıneo, a direção da velocidade é tan-
gente à trajetória, assim

~v = v ût (13)

A proporção que a part́ıcula se move o módulo
da velocidade pode mudar, assim como a direção de
ût. Usando a regra para diferenciação do produto
de um escalar por um vetor para obter a aceleração,
o resultado é

~a =
d~v

dt
=
d (v ût)

dt
= v̇ ût + v

dût

dt

O vetor unitário ût, sendo de módulo constante,
tem uma derivada dût/dt que necessariamente deve
expressar a mudança na direção de ût com o tempo.
A part́ıcula está inicialmente em um ponto P qual-
quer de sua trajetória. Em um intervalo de tempo
∆t a part́ıcula move-se para outro ponto P ′ distante
∆s medido ao longo da trajetória. Vamos chamar
os vetores unitários tangentes em P e P ′ de ût e
û′
t, respectivamente. As direções destes dois vetores

diferem de um certo ângulo ∆φ como mostrado na
figura acima.

É fácil ver que para pequenos valores de ∆φ,
a diferença ∆ût se aproxima de ∆φ em grandeza.
Também, a direção de ∆ût torna-se perpendicular à
direção ût no limite quando ∆φ e ∆s se aproximam
de zero. Segue-se que a derivada dût/dφ tem módulo
unitário e é perpendicular a ût. Assim dût/dφ = ûn.

Para encontrar dût/dt, usamos a regra da cadeia

dût

dt
=
dût

dφ

dφ

dt
= ûn

dφ

ds

ds

dt
=
v

ρ
ûn ,

onde ρ = ds/dφ é o raio de curvatura da trajetória
da part́ıcula no ponto P . Se conhecermos a equação
da trajetória y = y(x), então

ρ =

[

1 +

(
dy

dx

)2
]3/2

∣
∣
∣
∣

d2y

dx2

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
y=x

(14)

é o raio de curvatura da curva y = y(x) no ponto
y = x.

Então a aceleração de uma part́ıcula em mo-
vimento numa trajetória curviĺınea tem uma ace-
leração

~a = v̇ ût +
v2

ρ
ûn (15)

ou seja, a part́ıcula tem uma componente de ace-
leração que mede a taxa de variação da veloci-
dade, na diteção da velocidade (direção tangencial
e mesmo sentido da velocidade) e outra componente
centŕıpeta (voltada para o lado côncavo da trajetória
curva, direção normal - para o centro da melhor cir-
cunferência que poderia ser traçada aproveitando-se
a maior porção posśıvel da trajetória como seu arco).

No caso de um movimento tridimensional de-
vemos especificar uma terceira direção (direção bi-
normal) ûb, perpendicular ao plano formado pelas
direções normal (ûn) e tangencial (ût), cujo sentido
é estabelecido como ûb = ût × ûn.

Exemplo 2.5. Quando o esquiador mostrado na
figura abaixo alcança o ponto A de sua trajetória

parabólica y =
1

20
x2, ele tem uma velocidade de

módulo 6 m/s que está aumentando à taxa de 2
m/s2. Determine a direção de sua velocidade e a
aceleração ~a (módulo, direção e sentido) no instante
considerado. Despreze o tamanho do esquiador.
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A velocidade é sempre tangente à trajetória, as-
sim

dy

dx

∣
∣
∣
∣
x=10m

=
1

10
x

∣
∣
∣
∣
x=10m

= 1

e, como a derivada é a inclinação da reta tangente
ao ponto (interpretação geométrica da derivada), θ
= arc tg (1) = 45◦ é a direção da velocidade no
ponto A. Para dar a resposta de acordo com a con-
vensão usualmente adotada (onde o ângulo é medido
em relação ao eixo x, no sentido anti-horários), de-
vemos somar 180◦. Assim θ = 225◦ é a direção da
velocidade no ponto A.

O raio de curvatura da trajetória no ponto A é
[eq. (14)]

ρ =

[

1 +

(
1

10
x

)2
]3/2

|1/10|

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
x=10m

= 28, 28m

Assim, a aceleração do esquiador é [eq. (15)]

~a = {2m/s2} ût+
(6m/s2)2

28, 28m
ûn = {2ût+1, 273ûn}m/s2

Como mostrado na figura:

a =
√

(2)2 + (1, 273)2 = 2, 37m/s2

θ = φ+ 90◦ + 45◦ = arctg
2

1, 273
+ 135◦ = 192, 5◦

2.5.2 Componentes Ciĺındricos

Muitas vezes é conveniente usar coordenadas po-
lares (r, θ) para expressar a posição de uma part́ıcula
que se move em um plano. O sistema polar é a
base do sistema de coordenadas ciĺındrico (em 3
dimensões). Vetorialmente, a posição da part́ıcula
pode ser escrita como o produto da distância radial
r por um vetor unitário radial ûr, ou seja

~r = rûr (16)

Quando a part́ıcula se move, ambos r e ûr va-
riam, pois ambos são funções do tempo. Dessa ma-
neira,

~v =
d~r

dt
= ṙûr + r

dûr

dt
.

Para calcular
dûr

dt
, usamos o diagrama veto-

rial da figura acima e, similarmente ao procedi-
mento adotado na subseção anterior, verificamos que
quando a direção de ~r varia de uma quantidade ∆θ,
a mudança ∆ûr do vetor unitário ûr terá módulo
∆θ e direção perpendicular à ûr, isto é, ûθ. Então,
∆ûr = ∆θûθ, onde, ûθ é a direção transversal (per-
pendicular à direção radial ûr). Assim, dividindo-se
por ∆t e tomando o limite para t→ 0, obtemos

~v = ṙûr + rθ̇ûθ (17)

Da mesma forma, para obter as componentes po-
lares da aceleração

~a =
d~v

dt
= r̈ûr + ṙ

dûr

dt
+ ṙθ̇ûθ + rθ̈ûθ + rθ̇

dûθ

dt

Já sabemos que
dûr

dt
= θ̇ûθ. Para calcular

dûθ

dt
,

usamos o diagrama vetorial da figura acima e, como
anteriormente, observamos que quando a direção ûθ

varia de uma quantidade ∆θ, a mudança ∆ûθ do
vetor unitário ûθ terá módulo ∆θ e direção perpen-
dicular à ûθ, isto é, a direção radial mas com sentido
negativo, ou seja, −ûr. Então, ∆ûθ = −∆θûr. As-
sim, dividindo-se por ∆t e tomando o limite para
t→ 0, obtemos

~a =
(

r̈ − rθ̇2
)

ûr +
(

rθ̈ + 2ṙθ̇
)

ûθ (18)

Em 3-dimensões precisamos utilizar o sistema de
coordenadas ciĺındrico, onde uma altura (o azimute
z) é acrescentado. Então, de (16), (17) e (18), temos
que

~r = rûr + zûz (19)

~v = ṙûr + rθ̇ûθ + żûz (20)

~a =
(

r̈ − rθ̇2
)

ûr +
(

rθ̈ + 2ṙθ̇
)

ûθ + z̈ûz (21)

já que ûz não muda de direção a medida que a
part́ıcula se desloca.
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Exemplo 2.6. Um holofote joga luz sobre um muro
que está a uma distância de 100 m, enquanto gira
a uma taxa constante θ̇ = 4 rad/s. Determine os
módulos da velocidade e da aceleração com que a
mancha de luz desloca-se pela face do muro quando
θ = 45◦.

Da figura r = 100/cosθ = 100secθ. Assim:

ṙ = 100 (secθ tgθ)θ̇

r̈ = 100 secθ tg2θ(θ̇)2 + 100 sec3θ (θ̇)2

+ 100 (secθ tgθ)θ̈

Com θ = 45◦, θ̇ = 4 rad/s e θ̈ = 0, temos r =
141,4 m, ṙ = 565,7 m/s e r̈ = 6.788,2 m/s2. Assim

~v = 565, 7(ûr + ûθ) m/s ⇒ v = 800 m/s

~a = 4.525, 5(ûr + ûθ) m/s
2 ⇒ a = 6.400 m/s2

Da figura abaixo, vemos que a tŕıade de vetores
unitários ûr, ûθ, ûz, que formam a base do sistema
ciĺındrico, pode ser obtida a partir do sistema carte-
siano ortogonal, pela aplicação de uma rotação por
um ângulo θ em torno do eixo z, assim





ûr

ûθ

ûz



 =





cosθ senθ 0
−senθ cosθ 0

0 0 1





︸ ︷︷ ︸

R(z)





ı̂
̂

k̂





onde R(z) é a matriz de rotação por um ângulo θ
em torno do eixo z3.

2.5.3 Componetes Esféricos

No sistema referencial esférico, ûr, ûθ e ûφ são as
direções equivalentes a altitude, latitude e longitude
do sistema geodésico, respectivamente, com a dife-
rença de que no sistema esférico, a altitude é medida
desde o centro da esfera, a latitude do polo Norte em
direção ao polo Sul (0 ≤ φ < 180◦) e a longitude do
plano de referência no sentido Leste (0 ≤ θ < 360◦).

Da figura abaixo, vemos que a tŕıade de vetores
unitários ûr, ûθ, ûφ, que formam a base do sistema
esférico, pode ser obtida a partir do sistema cartesi-
ano ortogonal, pela aplicação de duas rotações, uma
por um ângulo φ em torno do eixo z, seguida de
outra rotação por um ângulo θ em torno do eixo y,
assim

3A mudança de sistema de coordenadas de um vetor ~A que seria representado num sistema de coordenadas que tem
por base a tŕıade ı̂, ̂, k̂ como ~A = Ax ı̂ + Ay ̂ + Az k̂ relativamente a um novo sistema de coordenadas que tem por base a

tŕıade ı̂′, ̂′, k̂′ e que, neste novo sistema de coordenadas que tem orientação diferente daquela de ı̂, ̂, k̂ seria representado por
~A = Ax′ ı̂′ + Ay′ ̂′ + Az′ k̂′ pode ser obtida notando-se que Ax′ é a projeção de ~A no vetor unitário ı̂′, isto é Ax′ = ~A · ı̂′, e
assim com as demais componentes. Na forma matricial





Ax′

Ay′

Az′



 =





ı̂ · ı̂′ ̂ · ı̂′ k̂ · ı̂′
ı̂ · ̂′ ̂ · ̂′ k̂ · ̂′
ı̂ · k̂′ ̂ · k̂′ k̂ · k̂′









Ax

Ay

Az





onde a matriz 3× 3 é a matriz de transformação.
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



ûθ

ûφ

ûr



 =





cosφ senφ 0
−senφ cosφ 0

0 0 1





︸ ︷︷ ︸

R(z)




cosθ 0 −senθ
0 1 0

senθ 0 cosθ





︸ ︷︷ ︸

R(y)





ı̂
̂

k̂





Ou seja, a relação entre as tŕıades é4

ûr = senθ cosφ̂ı + senθ senφ̂ + cosθk̂

ûθ = cosθ cosφ̂ı + cosθ senφ̂− senθk̂ (22)

ûφ = −senφ̂ı + cosφ̂

Diferenciando a primeira das equações (22) em
relação ao tempo, obtemos

dûr

dt
=

(

θ̇ cosθ cosφ− φ̇ senθ senφ
)

ı̂ +
(

θ̇ cosθ senφ

+ φ̇ senθ cosφ
)

̂− θ̇ senθk̂

Comparando com as expressões para ûθ e ûφ, das
expressões (22), obtemos

dûr

dt
= φ̇ senθ ûφ + θ̇ ûθ

Procedendo de forma semelhante,

dûθ

dt
= −θ̇ ûr + φ̇ cosθ ûφ

dûφ

dt
= −φ̇ senθ ûr − φ̇ cosθ ûθ

Agora temos as expressões necessárias para en-
contrar a velocidade e a aceleração em coordenadas
esféricas. Assim

~r = rûr (23)

~v =
d~r

dt
= ṙûr + r

dûr

dt

= ṙûr + rφ̇senθûφ + rθ̇ûθ (24)

~a =
d~v

dt
=
(

r̈ − rφ̇2sen2θ − rθ̇2
)

ûr

+
(

rθ̈ + 2ṙθ̇ − rφ̇2senθcosθ
)

ûθ

+
(

rφ̈senθ + 2ṙφ̇senθ + 2rθ̇φ̇cosθ
)

ûφ (25)

Galileu Galilei, nas-
ceu em Pisa (hoje
Itália), aos 15 de feve-
reiro de 1564 e faleceu
em Florença, aos 8 de
janeiro de 1642. Foi
um f́ısico, matemático,
astrônomo e filósofo ita-
liano.

Galileu Galilei foi personalidade fundamental
na revolução cient́ıfica. Desenvolveu os primeiros
estudos sistemáticos do movimento uniformemente
acelerado e do movimento do pêndulo. Descobriu
a lei da decomposição do movimento dos corpos
e enunciou o prinćıpio da inércia e o conceito de
referencial inercial, ideias precursoras da mecânica
newtoniana.

Em Discursos sobre as duas novas ciências
(1638) Galileu descreve um experimento com plano
inclinado em favor de suas teses sobre a queda dos
corpos, o experimento é descrito por uma esfera de
bronze que desce sobre uma canaleta em uma viga
de madeira inclinada, enquanto uma quantidade de
água cai de um recipiente, para marcar o tempo.

Foi ele quem introduziu o Método Cient́ıfico,
fundamental para a revolução cient́ıfica que se se-
guiu a partir de então, desde a Renascença.

Com a descoberta da decomposição dos movi-
mentos, pode rebater a idéia aristotélica de que a
Terra permanecia imóvel no centro do Universo.

Em 1609, em uma de suas frequentes viagens a
Veneza com seu amigo Paulo Sarpi ouviu rumores
sobre a “trompa holandesa”, um telescópio que foi
oferecido por alto preço ao duque de Veneza. Ao
saber que o instrumento era composto de duas len-
tes em um tubo, Galileu logo construiu um capaz
de aumentar três vezes o tamanho aparente de um
objeto, depois outro de dez vezes e, por fim, um
capaz de aumentar 30 vezes.

Ao fazer uso cient́ıfico do telescópio, fazendo
observações astronômicas com ele, descobriu os
satélites de Júpiter, o que levou-o a defender o sis-
tema heliocêntrico de Copérnico e isto veio a lhe
trazer problemas com a Inquisição.

É em homenagem ao prinćıpio da decomposição
dos movimentos de Galileu que intitulamos esta
seção de “Movimento em Uma Dimensão”, embora
apresentemos sistemas de coordenadas tridimensio-
nais, pois o movimento dos corpos pode ser decom-
posto e tratado independentemente em cada uma
das suas dimensões.

4Note que quando θ = φ = 0, ûr = k̂, ûθ = ı̂ e ûφ = ̂.
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2.6 Exerćıcios Propostos

2.1. A caixa de 50 kg mostrada na figura repousa
sobre uma superf́ıcie horizontal na qual o co-
eficiente de atrito cinético é µk = 0,3. Se a
caixa está sujeita a uma força de tração de
400N, como mostrado, determine a velocidade
da caixa após 3 s do ińıcio do movimento (par-
tindo do repouso)5.

2.2. O trator de bagagem A mostrado na figura
tem um peso de 3600 N e reboca a carreta B de
2200 N e a carreta C de 1300 N. Por um curto
peŕıodo de tempo, a força de atrito motora de-
senvolvida nas rodas do trator é FA = (160t)
N, onde t é dado em segundos. Se o trator
parte do repouso, determine sua velocidade
após 2 segundos. Qual é a força horizontal
atuando sobre o engate entre o trator e a car-
reta B, neste instante? Despreze a dimensão
do trator e das carretas6.

2.3. Um anel liso C de 2 kg, mostrado na fi-
gura, está ligado a uma mola tendo uma rigi-
dez k = 3 N/m e um comprimento não defor-
mado de 0,75 m. Se o anel é solto do repouso
em A, determine sua aceleração e a força nor-
mal da barra sobre o anel no instante em que
y = 1 m7.

2.4. O bloco A de 100 kg mostrado na figura é
solto do repouso. Se as massas das polias e da
corda são desprezadas, determine a velocidade
do bloco B de 20 kg em 2 s. após o ińıcio do
movimento8.

2.5. Encontre a velocidade v e a posição x em
função do tempo t de uma part́ıcula de massa
m que parte do repouso em t = 0 sujeita às
seguintes forças

a) F = F0

b) F = F0 + bt

c) F = F0 cos ωt

d) F = kt2

2.6. Encontre a velocidade v em função da posição
x de uma part́ıcula de massa m que parte do
repouso em x = 0 sujeita às seguintes forças9

a) F = F0 + kx

b) F = F0 e
−kx

c) F = F0 + kv

5v = 15, 6 m/s.
6v = 0, 442 m/s e T = 157, 8 N.
7~ac = −9, 21̂ m/s2 e ~Nc = −0, 9̂ı N.
8v = 13, 1 m/s (para cima).
9Resposta das alternativas selecionadas: a) v =

√

(2F0x+ kx2)/m ; c) x = m
[

kv − F0ln
(

F0−kv
F0

)]

/k2 .
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2.7. Uma part́ıcula de massa m está inicialmente
em repouso. Subitamente, no instante t = 0,
aplica-se uma força constante F0. Depois de
um intervalo de tempo t0 a força subitamente
dobra de valor e permanece constante a par-
tir dáı. Encontre a velocidade da part́ıcula e o
deslocamento total no instante t = 2t0

10.

2.8. Uma part́ıcula de massa m está inicialmente
em repouso. Uma força constante F0 atua na
part́ıcula até o instante t = t0. A força então
aumenta de valor linearmente com o tempo tal
que depois de um intervalo adicional t0 a força
vale 2F0. Mostre que a distância total percor-
rida pela part́ıcula no intervalo total de tempo
2t0 é11

13

6

F0t
2
0

m
.

2.9. Um bloco é lançado para cima em um plano
inclinado com velocidade inicial v0. Se a in-
clinação do plano é θ e o coeficiente de atrito
cinético entre o plano e o bloco é µ, encontre
o tempo total necessário para o bloco retornar
ao ponto de lançamento.

2.10. Um homem em A está içando um cofre S,
como mostrado na figura abaixo, ao caminhar
para a direita com uma velocidade constante
vA = 0,5 m/s. Determine a velocidade e ace-
leração do cofre quando ele alcança a altura
de 10 m. A corda tem 30 m de comprimento e
passa sobre uma pequena polia em D12.

2.11. Um trem, viajando a uma velocidade de 60
mi/h, cruza uma rodovia, como mostrado na
figura. Se o automóvel A trafega a 45 mi/h,
determine o vetor velocidade (módulo, direção
e sentido) do trem em relação ao automóvel13

2.12. O avião A mostrado na figura está voando
numa trajetória retiĺınea, enquanto o avião B
está voando numa trajetória circular de raio
de curvatura ρB = 400 km. Determine a velo-
cidade e a aceleração de B medidas pelo piloto
do avião A14.

2.13. Num dado instante, os carros A e B mos-
trados na figura deslocam-se com velocidades
de 18 m/s e 12 m/s, respectivamente. Nesse
mesmo instante, A está desacelerando a uma
taxa de 2 m/s2 e B está acelerando a uma taxa
de 3 m/s2. Determine a velocidade e a ace-
leração de B em relação a A15.

10v(2t0) =
3F0t0
m

; x(2t0) =
5

2

F0t
2
0

m
.

11Esboce o gráfico de F0 contra t para visualizar o comportamento da força.

12vs =
dy

dt
=

[

x
√

(15)2 + x2

]

dx

dt
= 0, 4m/s e as =

d2y

dt2
=

(15)2(dx/dt)2

[(15)2 + x2]3/2
= 3, 6mm/s2 .

13~vT/A = {28, 2̂ı− 31, 8̂} mi/h. ∴ vT/A = 42, 5 mi/h, numa direção de 311, 5◦ com a horizontal.
14~vB/A = −100̂ı km/h e ~aB/A = {900̂ı− 150̂} km/h2.
15~vB/A = {9̂ı + 3, 588̂} m/s e ~aB/A = {−2, 44̂ı− 4, 732̂} m/s2.
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2.14. Um remador pode conduzir seu bote a 5 m/s
em água parada. Se ele deseja cruzar o rio de
50 m de largura para atingir o ponto B, 50 m
rio abaixo, onde a velocidade de escoamento
das águas do rio é de 2 m/s. Determine a ve-
locidade do bote e o tempo necessário para que
ele faça a travessia.

2.15. Determine o ângulo de inclinação θ para a
pista de corrida de maneira que as rodas dos
carros de corrida mostrados na figura não pre-
cisem depender do atrito para evitar que qual-
quer carro escorregue para cima ou para baixo
na pista. Suponha que os carros tenham di-
mensão despreźıvel, massa m, e se desloquem
em torno da curva de raio ρ com uma veloci-
dade constante v16.

2.16. O disco D de 3 kg está ligado à extremidade
de uma corda, como mostrado na figura. A
outra extremidade da corda está ligada a uma
junta universal localizada no centro de uma
plataforma. Se a plataforma gira rapidamente,
e o disco está colocado sobre ela e é solto do
repouso, como mostrado, determine o tempo
que o disco leva para alcançar uma velocidade
grande o suficiente para romper a corda. A
tração máxima que a corda pode suportar é

100 N, e o coeficiente de atrito cinético entre
o disco e a plataforma é µk = 0,117.

2.17. Projetar uma rampa de esqui exige conhecer
as forças que serão exercidas sobre o esquia-
dor e sua trajetória aproximada. No caso mos-
trado na figura a rampa pode ser descrita pela

parábola y =
1

60
x2 − 15. Determine a força

normal exercida sobre um esquiador de 600 N
no instante em que ele chega ao fim da rampa,
no ponto A, onde sua velocidade é de 9 m/s.
Além disso, qual é a aceleração do esquiador
neste ponto18?

2.18. Uma lata C, tendo massa de 0,5 kg, desloca-
se ao longo de uma ranhura entalhada na ho-
rizontal, como mostrado na figura. A ranhura
está na forma de uma espiral que é definida
pela equação r = (0, 1 θ) m, onde θ é dado em
radianos. Se o braço OA gira com uma taxa
constante θ̇ = 4 rad/s no plano horizontal, de-
termine a força que ela exerce sobre a lata no
instante θ = π rad.

16θ = arc tg

(
v2

ρg

)

.

17t = 5, 89s.
18NA = 765 N e aA = an = 2, 7 m/s2.
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Despreze o atrito e a dimensão da lata19.

2.19. O anel duplo liso de 0,5 kg mostrado na fi-
gura pode deslizar livremente no braço AB e
na barra-guia circular. Se o braço gira com
uma velocidade angular constante de θ̇ = 3
rad/s, determine a força que o braço exerce so-
bre o anel no instante θ = 45◦. O movimento
ocorre no plano horizontal20.

2.20. O cilindro liso C de 2 kg mostrado na fi-
gura tem um pino P através do seu centro que
passa pela fenda no braço OA. Se o braço é
forçado a girar no plano vertical a uma taxa
constante θ̇ = 0,5 rad/s, determine a força que
o braço exerce sobre o pino no instante em que
θ = 60◦21.

3 Forças Dependentes da Velocidade

3.1 Introdução

O movimento de uma part́ıcula é regido pela Se-
gunda Lei de Newton

F = ma ,

onde a é a aceleração que, em 1-D, é

a = ẍ =
d2x

dt2

Assim

m
d2x

dt2
= F (x, ẋ, t)

é a forma geral para a equação de movimento em
uma dimensão, que é uma equação diferencial de se-
gunda ordem em x.

3.2 Força como Função da Veloci-
dade

Se a força for função da velocidade, a Segunda
Lei de Newton pode ser escrita como:

m
dv

dt
= F (v)

19FC = 0,8 N.

Em problemas como este, o sistema polar (ou ciĺındrico em
3-D) é o mais adequado para a resolução do problema. En-
tretanto, as forças em questão estão direcionadas nas direções

tangencial (ou normal, perpendicular a direção tangencial).
Para relacionar ambas as direções, observamos que quando a
part́ıcula é deslocada em uma distância ds ao longo da tra-
jetória, a componente do deslocamento na direção radial é
dr e a componente do deslocamento na direção transversal
é r dθ. Visto que estas componentes são mutuamente per-
pendiculares, o ângulo ψ pode ser determinado a partir de
ψ = r dθ/dr, ou

tgψ =
r

dr/dθ
.

Se ψ é calculado como uma quantidade positiva, ele é me-
dido a partir da linha radial até a tangente, em sentido anti-
horário (ou na direção positiva de θ).

20F = 0.
21Fp = 0,356 N.
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Neste caso, temos que separar as variáveis para
poder integrar. Assim:

∆t = t− t0 =

∫ t

t0

dt′ = m

∫ v(t)

v(t0)

dv′

F (v′)
(26)

Exemplos de forças que são funções da veloci-
dade, são as forças dissipativas de arrasto. Vamos
examinar dois casos: o caso linear e o caso da de-
pendência da força com o quadrado da velocidade.

A figura abaixo mostra um objeto (uma van)
movendo-se com velocidade V num meio fluido (a
atmosfera) e, portanto, sujeita a uma força de res-
sistência do ar (arrasto) F .

A força de arrasto tem intensidade dada por

F =
1

2
CAρSv

2 (27)

onde S é a área da seção reta, CA um coeficiente
(adimensional) de arrasto e ρ a densidade do meio
fluido (ar).

Se usarmos a definição de momentum linear (p =
mv), então podemos escrever a força, aproximada-

mente como
∆p

∆t
, onde a quantidade ∆p = ρSv2∆t é

o momentum de um cilindro de fluido (ar) de seção
reta S e de comprimento v∆t, movendo-se com velo-

cidade v. Assim, a presença do fator extra
1

2
CA < 1,

sugere que apenas uma fração desse momentum é
transferido do fruido (ar) para o objeto que se move
através dele.

Pode-se mostrar que, para um escoamento in-
compresśıvel, o coeficiente de arrasto é uma função
de um parâmetro adimensional chamado número de
Reynolds, Re, tal que CA = CA(Re).

O número de Reynolds é definido por Re =
ρLv

η
onde L é um comprimento caracteŕıstico, digamos,
S1/2, e η é o coeficiente de viscosidade do fluido.

A figura abaixo mostra um gráfico t́ıpico de me-
didas do coeficiente de arrasto em função do número
de Reynolds, onde a linha cheia é o resultado de me-
didas realizadas em túneis de vento. A linha tra-
cejada corresponde à fórmula de Stokes (força de
arrasto proporcional à velocidade).

Pode-se observar que na região onde Re é
pequeno (velocidades baixas num gás denso ou
ĺıquido), CA(Re) ∝ Re−1, a força de arrasto é pro-
porcional à velocidade.

Assim, temos dois regimes de forças para um
objeto que se move num meio fluido, F = −βv =
−mΓv e F = −mγv2, onde o sinal negativo é utili-
zado para indicar que a força tem sentido oposto ao
da velocidade.

Assim, substituindo na Eq. (26), temos:
a) Caso em que F = −βv = −mΓv

Γ(t−t0) = −ln
v(t)

v(t0)
⇒ v(t) = v(t0)e

−Γ(t−t0)

b) Caso em que F = −mγv2

γ(t− t0) =
1

v(t)
− 1

v(t0)

⇒ v(t) =
v(t0)

1 + γv(t0)(t− t0)

Exemplo 3.1. Quais são as dimensões dos
parâmetros β, Γ e γ nas expressões das forças de
arrasto proporcionais a velocidade de uma part́ıcula
que se desloca num meio fluido?
⇒ De F = −βv = −mΓv:

[ β ] =
[F ]

[v]
=

(
N

m/s

)

=

(
kg ·m/s2
m/s

)

=
kg

s

∴ [ β ] = (MT−1) .

[ Γ ] =
[F ]

[m · v] =
(

N

kg ·m/s

)

=

(
kg ·m/s2
kg ·m/s

)

=
1

s

∴ [ Γ ] = (T−1) .

⇒ De F = −mγv2:

[ γ ] =
[F ]

[mv2]
=

(
N

kg · (m/s)2
)

=

(
kg ·m/s2
kg · (m/s)2

)

=
1

m
∴ [ γ ] = (L−1) .

Exemplo 3.2. Analise o comportamento da veloci-
dade de uma part́ıcula movendo-se num meio fluido
sob a influência de uma força de arrasto linearmente
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dependente da velocidade, isto é, F = −βv = −mΓv
e obtenha sua posição em função do tempo.

Já obtivemos, por meio da equação (26), que:
v(t) = v(t0)e

−Γ(t−t0)

Assim vemos que a velocidade (medida em uni-
dades de v0) diminui exponencialmente com o tempo
(medido em unidades de Γ).

Como v = v(t) =
dx(t)

dt
, integrando esta ex-

pressão obtemos:

x(t) = x(t0)+

∫ t

t0

v(t′)dt′ = x(t0)+
v(t0)

Γ

(
1− e−Γ(t−t0)

)

que tem o seguinte comportamento, onde a linha
reta é uma extrapolação linear da velocidade inicial:

A figura acima é um gráfico do deslocamento da
part́ıcula ∆x = x − x0 (em unidades de v0/Γ) em
função do tempo (em unidades de 1/Γ). A part́ıcula
nunca ultrapassrá a distância limite v(t0)/Γ.

Expandindo a exponencial e−Γ(t−t0) em série de

Taylor f(t) = f(t0)+(t− t0) f ′(t0)+
1

2!
f ′′(t0)+ · · · ,

obtemos:

e−Γ(t−t0) = 1− Γ(t− t0) +
1

2
Γ2(t− t0)

2 + · · ·

Para intervalos de tempo muito curtos, isto é,
para Γ(t− t0) ≪ 1, só é preciso utilizar os dois pri-
meiros termos da expansão. Assim, substituindo na
solução de x(t), encontramos:

x(t) = x(t0) + v(t0)(t− t0)

que é a aproximação linear indicada na figura acima
(M.R.U. para tempos caracteŕısticos 1/Γ < 1).

Exemplo 3.3. Obtenha a posição de uma part́ıcula
movendo-se num meio fluido sob a influência de uma
força de arrasto com dependência quadrática em
relação à velocidade, isto é, F = −mγv2.

Já obtivemos, por meio da equação (26), que:

v(t) =
v(t0)

1 + γ v(t0) (t− t0)

Como v = v(t) =
dx(t)

dt
, integrando esta ex-

pressão obtemos:

x(t) = x(t0) +

∫ t

t0

v(t′)dt′

= x(t0) +
1

γ
ln (1 + γ v(t0) (t− t0))

3.3 Velocidade Terminal

Considerando uma part́ıcula em movimento num
fluido sob a ação também de uma força constante
F0, de forma que a força total sobre a part́ıcula é
F (v) = F0 − m Γv. Assim, substituindo em (26),
obtemos:

v(t) = v(t0) e
−Γ(t−t0) +

F0

mΓ

(
1− e−Γ(t−t0)

)
(28)

Quando (t− t0) ≫ 1/Γ, qualquer que seja a velo-
cidade inicial v(t0), a velocidade da part́ıcula tende
ao valor vT = F0/m Γ, chamada de velocidade ter-
minal.

Uma vez atingido o regime estacionário, a força
exercida para manter a pat́ıcula em movimento é
F0 = m ΓvT , ou seja, proporcional a sua velocidade.

A part́ıcula atinge a velocidade terminal num
tempo da ordem de 1/Γ. A fase transiente é tão
rápida que, antes de Newton, acreditava-se que
para um corpo manter-se em movimento era preciso
mantê-lo submetido à ação de uma força proporcio-
nal à sua velocidade.
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A figura acima mostra um gráfico da veloci-
dade em unidades de F0/m Γ. Na curva superior
v0 = 3(F0/m Γ) e na curva inferior v0 = 0. O tempo
está em unidades de 1/Γ. Para qualquer valor de v0,
a part́ıcula atinge a velocidade terminal.

Exemplo 3.4. Analise o movimento vertical de
uma part́ıcula num meio resistivo (uma part́ıcula de
massa m sob ação de seu peso deslocando-se através
da atmosfera).

Se a resistência viscosa for proporcional à pri-
meira potência de v (caso linear), podemos expressar
esta força como F = −m Γv, independentemente do
sinal de v, uma vez que a força de ressistência é sem-
pre oposta ao sentido do movimento. A constante de
proporcionalidade m Γ leva em conta o tamanho e a
forma do objeto e a viscosidade do fluido.

Fazendo F0 = −mg, o peso da part́ıcula (consi-
derando o sentido positivo para cima), temos, da eq.
(28):

v(t) = v(t0) e
−Γ(t−t0) − g

Γ

(
1− e−Γ(t−t0)

)

Depois de um tempo suficientemente grande [(t−
t0) ≫ 1/Γ], o termo exponencial será despreźıvel e a
velocidade se aproximará do valor limite −g/Γ (ou
−gτ , sendo τ o tempo caracteŕıstico).

Vamos designar a velocidade terminal g/Γ por vT
e o chamado tempo caracteŕıstico 1/Γ por τ . Assim,
podemos reescrever a equação precedente como:

v = −vT + (vT + v0) e−t/τ

onde v = v(t) e v0 = v(t0), onde fizemos (t − t0) =
(t− 0) = t.

Então, um objeto que cai a partir do repouso
(v0 = 0) atingirá a velocidade de (1−e−1) = 63, 21%
da velocidade terminal em um intervalo de tempo τ ,
(1 − e−2) = 86, 47% da velocidade terminal em um
intervalo de tempo 2τ , e assim por diante. Depois de
um intervalo de 10τ , a velocidade será praticamente
igual a velocidade terminal, a saber 99,99% de vT .

Se a resistência viscosa for proporcional a v2

(caso quadrático) então, para uma part́ıcula que se
move num meio fluido sob a ação de seu peso

F = −mg ±mγv2

onde o sinal negativo corresponde ao movimento de
subida, já que a força de arrasto é sempre contrária
ao sentido da velocidade.

Substituindo a expressão desta força em (26), ob-
temos:

t− t0 =

∫ v(t)

v(t0)

dv′

−g − γv′2
= −τ arc tg

v

vT
(subida)

t− t0 =

∫ v(t)

v(t0)

dv′

−g + γv′2
= −τ arc tgh

v

vT
(descida)

onde τ = 1/
√
γg é o tempo caracteŕıstico e vT =

√

g/γ é a velocidade terminal.
Explicitando v, temos que a velocidade da

part́ıcula v é vT tg((t0 − t)/τ) na subida e
−vT tgh((t− t0)/τ) na descida.

Se abandonarmos a part́ıcula do repouso em
t = 0, então

v = −vT tgh
t

τ
= vT

(
et/τ − e−t/τ

et/τ + e−t/τ

)

Novamente, após um intervalo de tempo de al-
guns tempos caracteŕısticos, praticamente obtemos
a velocidade terminal. Por exemplo: para t = 5τ ,
v = 0, 99991vT (ou 99,99% da velocidade terminal).

A figura abaixo mostra o comportamento da ve-
locidade em função do tempo de queda de um corpo
sujeito a resistência do ar linear e quadrática.

Em ambos os casos o tempo caracteŕıstico é vT/g.
Por exemplo, se a velocidade terminal de um pa-

raquedista é de 1,2 m/s, o tempo caracteŕıstico será
de 0,12 s e ele atinge 99,99% desta velocidade em 1,2
s.

Uma bola de futebol atinge 99,99% de sua vT em
5τ , entretanto sua vT é maior que a de um paraque-
dista.

3.4 Exerćıcios Propostos

3.1. Um bloco desliza numa superf́ıcie horizontal
lubrificada com óleo pesado tal que o bloco
sofre uma resistência viscosa que varia com a
velocidade de acordo com a função F (v) =
−mγvn . Se a velocidade inicial é v0 em t = 0,
encontre v e o deslocamento x em função do
tempo t. Encontre também v em função de
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x.22 Em particular, mostre que para n = 1/2,
o bloco não percorrerá mais do que

2v
3/2
0

3γ
.

3.2. Encontre a relação entre a distância de queda
e a velocidade de um corpo abandonado do re-
pouso em queda livre e sujeito a resistência do
ar proporcional: a) à velocidade; e b) ao qua-
drado da velocidade.23

3.3. Um projétil é lançado verticalmente para cima
com velocidade v0. Supondo que a resistência
do ar seja proporcional ao quadrado da velo-
cidade, mostre que a velocidade do projétil ao
retornar ao ponto de lançamento é

v0vT
√

v20 + v2T
,

na qual a velocidade terminal vT é vT =
√

g/γ.24

3.4. A velocidade de uma part́ıcula de massa m
varia com o deslocamento x de acordo com a
equação

v =
b

x
.

Encontre a força que atua na part́ıcula em
função de x25.

3.5. A força que atua em uma part́ıcula de massa
m é dada por

F = kvx ,

em que k é uma constante. A part́ıcula passa
pela origem com velocidade v0 em t = 0. En-
contre x em função do tempo t26.

3.6. Uma part́ıcula de massa m está sujeita a uma
força F (t) = me−bt. A posição inicial e a ve-
locidade inicial são iguais a zero. Encontre
x(t)27.

3.7. Considere uma part́ıcula de massa m cujo mo-
vimento parte do repouso num campo gravi-
tacional constante. Se a força de arrasto for
proporcional ao quadrado da velocidade (isto
é, F = mγv2)28,

a) Calcule a velocidade e a posição da part́ıcula
num instante t. Tome v(0) = 0. Qual a velo-
cidade terminal da part́ıcula?

b) Mostre que a distância s que a part́ıcula cai
ao acelerar de v0 a v1 é dada por

s(v0 → v1) =
1

2γ
ln

[
g − γv20
g − γv21

]

.

3.8. Uma part́ıcula é lançada verticalmente para
cima num campo gravitacional constante com
velocidade inicial v0. Considere a força de re-
sistência do ar como sendo proporcional à ve-
locidade da part́ıcula. Tomando a direção y
positiva para cima, a força resistiva será então
−Γmv (ou −βv) quando a part́ıcula estiver se
movendo para cima e +Γmv (ou +βv) quando
a part́ıcula estiver se movendo para baixo,
calcule a velovidade da part́ıcula quando a
part́ıcula atinge o ponto de lançamento no seu
retorno29.

3.9. Um bloco de metal de massa m desliza so-
bre uma superf́ıcie horizontal que foi lubrifi-
cada com um óleo pesado fazendo com que o
bloco sofra uma força resistiva que varia com
a potência 3/2 da velocidade:

Fr = −mγv3/2 .

22v = (A + Bt)α onde A = v1−n
0 , B = γ(n − 1) e α = (1 − n)−1 ; x = C(vβ0 − vβ) onde C = 1/(2 − n)γ com n 6= 1, 2 e

β = 2− n.

23a) x = − 1

Γ

∣
∣
∣
∣
v +

g

Γ
ln

(

1 +
Γv

g

)∣
∣
∣
∣
; b) x = − 1

2γ
ln

(

1− γv2

g

)

24Tomando a direção y positiva para cima, a força resistiva será então −γmv2 quando a part́ıcula estiver se movendo para
cima, e +γmv2 quando a part́ıcula estiver se movendo para baixo. Primeiramente mostre que, no movimento para cima, a
velocidade da part́ıcula varia com a altura de acordo com a expressão v2 = −v2t

(
v2t + v20

)
e−2γy, onde y é o deslocamento

medido a partir do ponto de lançamento. Depois mostre que, no movimento para baixo, a velocidade da part́ıcula varia com
a altura de acordo com a expressão. v2 = v2t

(
1− e2γy

)
, onde agora y é o deslocamento medido a partir do ponto mais alto

da trajetória. Usando os resultados anteriores, mostre o que se pede.
25F (x) = −mb2x−3 .
26x = a tg (b t) onde a =

√

2mv0/k e b =
√

k v0/2m .
27x(t) = −b−2

(
b t− 1 + e−bt

)
.

28a) v(t) = vT tgh (
√
γg t) , onde vT =

√
g

γ
e x(t) = x0 +

1

γ
ln cos h (

√
γg t) .

29Dica: siga os mesmos procedimentos do exerćıcio 3.3.

30a) v(t) =

(
γt

2
+ v

−1/2
0

)−2

; b) x(t) =
2v

1/2
0

γ
+

2

γ

(
γt

2
+ v

−1/2
0

)−1

; c) v(x) =
γx

2v
1/2
0

; e d) Podemos tomar

t→ ∞ no resultado do item b).
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As condições iniciais são: x(t = 0) = 0 e
v(t = 0) = v0

30.

a) Resolva a equação de movimento do bloco
para encontrar v(t).

b) Integre a equação do movimento do bloco
para encontrar x(t).

c) Usando a regra da cadeia

dv

dt
=
dv

dx

dx

dt
= v

dv

dx

obtenha v(x) para esse bloco.

d) Mostre que, quando t→ ∞, o deslocamento

do bloco tende assintoticamente a 2v
1/2
0 /γ.

3.10. Um barco, com velocidade inicial v0, perde
velocidade devido a uma força de arrasto em
virtude do contato de seu casco com a água

F = −b eαv .

a) Encontre sua posição em função do tempo.

b) Quanto tempo ele leva para parar e que
distância ele percorre?31

3.11. Sabendo-se que a força que atua em uma
part́ıcula é o produto de uma função da
posição e uma função da velocidade F (x, v) =
f(x) g(v), mostre que a equação diferencial do
movimento pode ser resolvida por integração.
A equação de movimento pode ser resolvida
por simples integração se a força for o produto
de uma função da posição por uma função do
tempo? E se for o produto de uma função do
tempo por uma função da velocidade?

3.12. Uma bola de boliche é lançada de um bote,
submergindo com uma velocidade que logo
abaixo da superf́ıcie é de 25 pés/s. Se a bola
experimenta uma desaceleração a = 10−0, 9v2

enquanto submerge na água, determine a velo-
cidade que ela terá quando atingir o fundo do
lago, 30 pés abaixo da superf́ıcie32.

3.13. Uma gota de chuva de raio igual a 1,5 mm
cai de uma nuvem localizada a uma altura
h = 1200 m acima da superf́ıcie da Terra. (a)
Qual a velocidade terminal da gota? (b) Se não
houvesse a força de arraste, qual teria sido a
velocidade com que a gota chegaria ao solo?33

3.14. Um pequeno projétil é disparado vertical-
mente para baixo em um meio fluido nume ve-
locidade de 60 m/s. Devido à resistência do
arrasto do fluido, o projétil experimenta uma
desaceleração de a = (−0, 4v3)m/s2, onde v
é dada em m/s. Determine a velocidade do
projétil e a sua posição 4 s após ele ser dispa-
rado.34

3.15. Uma part́ıcula metálica é sujeita à influência
de um campo magnético na medida em que ela
se move para baixo através de um fluido que se
estende da placa A para a placa B, conforme
ilustra a figura. Se a part́ıcula é solta a par-
tir do repouso no ponto C, s = 100 mm, e a
aceleração é a = (4s)m/s2, onde s é dado em
metros, determine a velocidade da part́ıcula
quando ela alcançar a placa B, s = 200 mm, e
o tempo que ela leva para se mover de C para
B35.

3.16. Uma part́ıcula move-se ao longo de uma
trajetória horizontal com uma velocidade de
v = (3t2 − 6t) m/s, onde t é o tempo em

31x(t) = v0t−
m

α2b
e−αv0

(

1 +
αb

m
eαv0t

)

ln

(

1 +
αb

m
eαv0 t

)

+
t

α
; b) ts =

m

ab
(1− eαv0) e

xs =
m

α2b

(
1− e−αv0 − αv0e

−αv0

)
.

32Observe que a desaceleração provocada pelo arrasto com a água diminui a velocidade de queda da bola até que esta
força de arrasto se iguale ao próprio peso da bola, quando esta passa a se deslocar com a velocidade terminal (constante).
Verifique se a bola atinge ao menos 95% de sua velocidade terminal antes de chegar ao fundo do lago. Estatisticamente
95% dos valores de uma medida estão a menos de 2 desvios-padrão para uma distribuição normal. Assim, com um ńıvel de
confiança de 95%, pode-se afirmar que se a bola atingir 95% de sua velocidade terminal antes de chegar ao fundo do lago,
será com esta velocidade que ela chegará ao fundo.

33Suponha que a gota apresenta à atmosfera uma área de seção reta circular com um raio de 1,5 mm, que a densidade da
água que compõe a gota seja de 1000 kg/m3, que a densidade do ar (atmosfera) seja constante e igual a 1,2 kg/m3 e que o
coeficiente adimensional de arrasto entre a água (da gota) e o ar (atmosfera) seja igual a 0,6.

34v = 0,559 m/s para baixo e s = 4,43 m.
35v = 0,346 m/s para baixo e t = 0,658 s.
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segundos. Se ela está localizada inicialmente
na origem O, determine a distância percor-
rida em 3,5 s, a velocidade média e a velo-
cidade média de percurso, isto é, a velocidade
média considerando-se todo o trajeto percor-
rido pela part́ıcula e não apenas as posições
inicial e final da part́ıcula, durante esse inter-
valo de tempo36.

3.17. Um projétil de 10 kg é disparado para cima
verticalmente a partir do solo com uma velo-
cidade inicial de 50 m/s. Determine a altura
máxima que ele atingirá se a) a resistência at-
mosférica for desprezada; e b) a resistência at-
mosférica for medida como FD = (0, 01v2) N,
onde v é o módulo da velocidade do projétil a
qualquer instante, medida em m/s37.

3.18. Em um tubo de raios catódicos, elétrons
tendo uma mass m são emitidos de um fila-
mento aquecido S e começam a se mover hori-
zontalmente com uma velocidade v0. Quando
passam entre as placas da grade, em uma
distância l eles ficam sujeitos a uma força ver-
tical que tem uma intennsidade eV/w, onde e
é a carga do elétron, V é a voltagem aplicada
atuando através das placas e w é a distância
entre as placas. Após passarem as placas, os
elétrons então se movem em linha reta e atin-
gem a tela em A. Determine a deflexão d dos
elétrons em termos das dimensões da placa de
voltagem e do tubo. Despreze a gravidade que
causa uma ligeira deflexão adicional na vertical
quando o elétron se move de A até a tela, e a
ligeira deflexão que ocorre em seu movimento
entre as placas38.

3.19. Um carro de corridas do tipo dragster de
600 kg está se movedo com velocidade de 125
m/s quando o motor é desligado e o paraque-
das de freio é aberto. Se a resistência do ar
imposta sobre o dragster devido ao paraque-
das é FD = (6000 + 0, 9v2) N, onde v é dado
em m/s, determine o tempo necessário para o
dragster chegar ao repouso.

3.20 A força de flutuação de um balão de 500 kg é
F = 6 kN, e a resistência do ar é FD = (100v)
N, onde v é dado em m/s. Determine a veloci-
dade terminal ou máxima do balão se ele parte
do repouso39.

36s = 14,1 m, v̄ = 1,75 m/s e v̄perc. = 4,04 m/s.
37a) h = 127 m e b) h = 114 m.

38d =
eV Ll

v20wm
39a = (2, 19− 0, 2v)m/s

2
, v = 10, 95(1− e−t/5) e vmáx = 10, 95m/s
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4 Movimento em Uma Dimensão e Forças Conservativas

4.1 Forças dependentes de posição:
energia potencial

Quando a força depende somente da posição x, a
Segunda Lei de Newton toma a forma

m
d2x

dt2
= F (x) . (29)

Multiplicando ambos os lados da esquação por v

e usando o fato de que v dv =
1

2
d(v2), obtemos

m v
dv

dt
=

d

dt

(
1

2
mv2

)

= F (x) v = F (x)
dx

dt
,

de onde obtemos, definindo T =
1

2
mv2 como a

energia cinética da part́ıcula material com veloci-
dade v,

d

(
1

2
mv2

)

= dT = F (x) dx

Integrando esta expressão, de (x0, v0) a (x, v),
obtemos:

∆T = T − T0 =
1

2
mv2 − 1

2
mv20 =

∫ x

x(t0)

F (x′) dx′

(30)
que é um prinćıpio fundamental da macânica, co-
nhecido como teorema trabalho-energia.

Definindo a energia potencial V (x), como o tra-
balho realizado pela força que desloca a part́ıcula de
uma posição x até algum ponto de referência xs, isto
é,

V (x) =

∫ xs

x

F (x′) dx′ (31)

Podemos escrever a integral de (30) em termos
de V (x) como

∫ x

xs

F (x′) dx′ = −V (x) + V (x(t0)) (32)

Assim, combinando as equações (30) e (32), ob-
temos:

1

2
mv2 + V (x) =

1

2
mv2(t0) + V (x(t0)) (33)

que é o prinćıpio da conservação da energia
mecânica, válido (em 1-D) quando a força é uma
função da posição.

1

2
mv2 + V (x) = T + V = constante (34)

Da definição (31), tomando a posição de re-
ferência xs como sendo aquela em que V (xs) ≡ 0,
podemos escrever a força em termos da energia po-
tencial como

F (x) = − dV (x)

dx
(35)

Vemos assim, de (35), que a posição de referência
xS é, na verdade, uma posição arbitrária, pois esco-
lher xs = x ou xs = x + h não altera o valor da
força, já que a derivada de uma constante é zero e,
assim, os resultados f́ısicos da escolha de xs não são
alterados.

A soma T+V = constante na eq. (34) é a energia
mecânica total E.

O movimento da part́ıcula pode ser obtido expli-
citando v na equação de conservação de energia [eq.
(34)]. Assim:

v =
dx

dt
= ±

√

2

m
[E − V (x)] (36)

Assim vemos que a velocidade só será real para
valores de x tais que V (x) seja menor ou igual à
energia total E. Fisicamente, isso significa que a
part́ıcula está confinada às regiões para as quais
V (x) ≤ E.

Além disso, a velocidade se anula nos pontos
onde V (x) = E. Isto é, a part́ıcula deve parar e
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inverter seu movimento nestes pontos. Eles são cha-
mados pontos de retorno do movimento.

Exemplo 4.1. Resolva o problema de uma part́ıcula
de massa m sujeita a uma força restauradora linear
(como o caso do oscilador harmônico simples, por
exemplo)

Considere uma part́ıcula de massa m sujeita a
uma força restauradora linear

F (x) = −k x (37)

onde k é uma constante. Tomando xs = 0, a energia
potencial é

V (x) = −
∫ x

0

(−k x′) dx′ = 1

2
kx2

que, substituindo na equação (36), permite encon-
trar a velocidade em função da posição

v(x) =

√

2

m

[

E − 1

2
kx2
]

Conhecendo v(x), podemos determinar x usando

dt =
dx

v(x)
, que integrada é

∫ t

t0

dt′ = t− t0 =

∫ x

x(t0)

dx′

v(x′)

Assim, com t = 0, temos

√
m

2

∫ x

x0

(

E − 1

2
kx′
)−1/2

dx′ = t

Fazendo as substituições

sen θ = x

√

k

2E
e ω =

√

k

m

Obtemos

t =

√
m

2

∫ x

x0

(

E − 1

2
kx′
)−1/2

dx′ =
1

ω
(θ − θ0)

Ou seja

θ = ωt+ θ0 (38)

Voltando às variáveis do problema:

x =

√

2E

k
senθ = A sen (ωt+ θ0) (39)

Vemos que a coordenada x oscila harmonica-
mente no tempo, com uma amplitude A e frequência
ω/2π. Aqui, as condições iniciais são determinadas
pelas constantes A e θ0, que estão relacionados a E
e x0 por

E =
1

2
kA2 e x0 = A senθ0

Exemplo 4.2. Considere um corpo de massa m
caindo de uma altura muito grande sobre a superf́ıcie
da Terra. Descreva o seu movimento, considerando
a variação da acelerção da gravidade com a altura e
desprezando a resistência do ar.

Chamando de x a distância a partir do centro da
Terra, então a única força que atua sobre o corpo é
a força gravitacional

F (x) = − GMm

x2
(40)

onde m é a massa do corpo em queda, M a massa
da Terra e G a constante gravitacional. Tomando
xs = ∞, a energia potencial é

V (x) = GmM

∫ x

∞

dx′

x′2
= − GmM

x

Da equação (36): v(x) = ±
√

2

m

(

E +
GmM

x

)

onde o sinal positivo refere-se ao movimento para
cima e o sinal negativo ao movimento para baixo
(descida).

Temos 3 possibilidades:

a) E < 0. Neste caso, se a part́ıcula estiver inici-
almente movendo-se para cima, ela irá parar
quando chegar a uma altura xR dada por

xR =
GmM

(−E)

b) E > 0. Neste caso a velocidade nunca se anula.
Não há ponto de retorno para energias posi-
tivas. Se a part́ıcula estiver subindo, à pro-
porção que x cresce, sua velocidade diminui
até atingir o valor limite

vL =

√

2E

m

c) E = 0. Neste caso a velocidade vai a zero quando
a distância for infinita, ou seja, o ponto de re-
torno para energia zero está no infinito. A uma
distância x a sua velocidade será

ve =

√

2GM

x
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que é a velocidade de escape. Isto significa que
um corpo a uma distância x do centro da Terra e
movendo-se para cima com esta velocidade, terá a
menor energia cinética que permite que ele continue
se movendo para cima indefinidamente (desprezada
a resistência do ar). Para x igual ao raio da Terra:

ve =

√

2GM

rT
=

√

2× 6, 67428× 10−11m3kg−1s−2 × 5, 972× 1024kg

6.371× 106m

= 11.185, 961132 m/s ≈ 11, 2 km/s

Conhecendo v(x), podemos determinar x usando

dt =
dx

v(x)
, que integrada é

∫ t

t0

dt′ = t− t0 =

∫ x

x(t0)

dx′

v(x′)

Assim, com t = 0, temos

√
m

2

∫ x

x0

±
(

E +
GmM

x′

)−1/2

dx′ = t

Vamos determinar x(t), resolvendo a equação
precedente para o caso em que E é negativo. Fa-
zendo a substituição:

cosθ =

√

−Ex′
GmM

Então,

dx′ =
GmM

−E 2 cosθ senθ dθ

Assim,

GmM

(−E)3/2
∫ θ

θ0

2 cos2θ′ dθ − 1

Tomando a posição inicial da part́ıcula como
sendo igual à posição do ponto de retorno, xR , então
θ0 = 0. Usando também a relação trigonométrica

cos 2θ = cos2θ − sen2θ = 2 cos2θ − 1

Obtemos:

∫ θ

0

cos2θ′ dθ′ =
1

2

∫ θ

0

(1 + cos 2θ′) dθ′

=
1

2

(

θ +
1

2
sen 2θ

)

Com este resultado, a solução do problema é

x = xR cos2θ

θ +
1

2
sen 2θ =

√

2GM

x3R
t

Este par de equações não pode ser resolvido ex-
plicitamente para x(t). Devemos resolvê-las numeri-
camente: para uma sequência escolhida de valores de
θ, encontramos os valores correspondentes de x e t.
A parte do movimento para a qual x for menor que o
raio da Terra deverá ser desconsiderada (a equação
(40) supõe a massa da Terra toda concentrada em
x = 0).

Para t pequeno (pequeno quando compa-
rado com o tempo caracteŕıstico do problema
√

x3R/2GM), podemos usar as aproximações

cos2θ ≈ 1− θ2

sen 2θ ≈ 2θ

Assim x = xR
(
1− θ2

)
e θ =

1

2

√

2GM

x3R
t

Definindo g̃ = GM/x2R, a aceleração da gravi-
dade nas vizinhanças de x = xR, temos

x = xR − 1

2
g̃t2

o valor esperado, já que para pequenos valores de t,
a distância percorrida não é muito grande e a força
fica aproximadamente constante e logo o movimento
é uniformemente acelerado.

Podeŕıamos abordar este problema, obtendo
os mesmos resultados obtidos anteriormente, re-
solvendo diretamente a Segunda Lei de Newton
(equação de movimento) sem a utilização do método
da energia potencial. Vejamos:

Desprezando a resistência do ar, a equação dife-
rencial para o movimento vertical é

mr̈ = −GMm

r2

onde usamos r (a distância radial a partir do centro
da Terra) em vêz de x.

Escrevendo r̈ = ṙ
dṙ

dr
podemos integrar em

relação à r e obter

1

2
mṙ2 − GMm

r
= E

onde E é a constante de integração. Esta é, de fato, a
equação da conservação da energia: a soma da ener-
gia cinética e potencial permanece constante durante
o movimento de um corpo em queda.
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No caso de um projétil, lançado verticalmente
para cima a partir da superf́ıcie da Terra, com velo-
cidade v0, a constante E é:

E =
1

2
mv20 −

GMm

rT

onde rT é o raio da Terra. Assim:

1

2
mṙ2 − GMm

r
=

1

2
mv20 −

GMm

rT

Ou:

v2 = v20 + 2GM

(
1

rT + x
− 1

rT

)

onde r = rT + x. Mas g =
GM

r2T
é a aceleração

da gravidade na superf́ıcie da Terra. Assim:

v2 = v20 − 2gx

(

1 +
x

rT

)−1

que se reduz a forma familiar (Torricelli) v2 = v20 −
2gx para um campo gravitacional uniforme, isto é,
quando x é muito menor do que rT tal que o termo
x

rT
possa ser desprezado quando comparado com a

unidade.
O ponto de retorno do movimento do projétil,

isto é, a altura máxima atingida será obtida
colocando-se v = 0 e explicitando x. O resultado
será:

xmáx = h =
v20
2g

(

1− v20
2 g rT

)−1

Onde novamente obtém-se a forma usual, h =
v20
2g

, se desprezarmos o segundo termo.

A velocidade de escape pode ser obtida fazendo-
se, na expressão precedente, xmáx = h → ∞. Isto
ocorre quando o termo entre parênteses é igual a
zero. O resultado é:

ve =
√

2 g rT ≈ 11km/s

Na atmosfera terrestre, a velocidade média das
moléculas de ar (O2 e N2) é de aproximadamente
0,5 km/s, que é consideravelmente menor que a ve-
locidade de escape, então a Terra retém sua atmos-
fera. (De acordo com a teoria cinética dos gases, a
velocidade média das moléculas de um gás é igual
a
√

3 k T/m, onde k é a constante de Boltzmann
(1, 38×10−16 erg/K) e T é a temperatura absoluta).
A Lua, por outro lado, não tem atmosfera porque a
velocidade de escape na sua superf́ıcie, devido à pe-
quena massa, é consideravelmente menor do que na

superf́ıcie da Terra; qualquer molécula de oxigênio
ou nitrogênio eventualmente escaparia. A atmos-
fera da Terra, entretanto, não contém uma quan-
tidade significativa de hidrogênio, embora ele seja
o elemento mais abundante no universo como um
todo. A atmosfera de hidrogênio teria escapado da
superf́ıcie da Terra a muito tempo porque sua velo-
cidade molecular é suficientemente grande (devido à
pequena massa da molécula de hidrogênio) tal que
um número significativo de moléculas teria, em cada
instante, velocidade maior do que a velocidade de
escape.

Exemplo 4.3. Uma part́ıcula, movendo-se em uma
dimensão, está sob a influência da força F = −kx+
kx3/α2, onde k e α são constantes positivas.

a) Determine o potencial V (x), com V (0) = 0.
b) Encontre os pontos de equiĺıbrio do potencial

e classifique-os em pontos de equiĺıbrio estáveis e
instáveis.

c) Esboce o potencial V (x).
d) Enumere e descreva todos os posśıveis pontos

de equiĺıbrio e movimentos, as energias ou intervalos
de energia nos quais estes tipos de movimento ocor-
rem. Dê atenção especial para o movimento no caso

E =
k

4
α2.

No movimento unidimensional, uma força que
depende somente da posição é conservativa.

a) V (x) = −
∫ x

0

F (x′) dx′ = k

∫ x

0

x′ dx′ −
k

α2

∫ x

0

x′3 dx′

=
1

2
kx2 − k

4α2
x4

b) Para encontrar os pontos de equiĺıbrio, usamos
as regras do cálculo de máximos e mı́nimos, isto é,
fazemos dV/dx = 0 para obter os pontos e, após,
verificamos o sinal de d2V/dx2|x=x0

. Assim:

kx0 −
kx3

α2
= 0 ⇒ kx

(

1− x2

α2

)

= 0

Ou seja, os pontos de equiĺıbrio são: x = 0 e
x = ±α. Assim:

d2V

dx2
= k

(

1− 3x2

α

)∣
∣
∣
∣
x=0

= k > 0

d2V

dx2
= k

(

1− 3x2

α

)∣
∣
∣
∣
x=±α

= −2k < 0

Isto é, x = 0 é um ponto de equiĺıbrio estável e
x = ±α são pontos de equiĺıbrio instável.
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c) O potencial V (x) =
1

2
kx2 − k

4α2
x4 apresenta

o seguinte comportamento:

d) A figura indica os pontos de equiĺıbrio.

• Se a energia total E > (1/4)kα2: movimento
ilimitado para a esquerda ou para a direita.

• Se E = (1/4)kα2: (i) em repouso em x = ±α;
(ii) indo para +∞(−∞) se x > α(< −α); (iii) indo
para a esquerda ou para a direita entre −α e α, che-
gando próximo, mas nunca alcançando os pontos de
equiĺıbrio ±α.

• Se 0 < E < (1/4)kα2: (i) movimento periódico
em torno de x = 0; (ii) vem do infinito, vira em
x > α ou x < −α e retorna para o infinito.

• Se E = 0: (i) repouso em x = 0; (ii) vem do
infinito, vira em x > α ou x < −α e retorna ao
infinito.

• Se E < 0: (i) vem do infinito, vira em x > α
ou x < −α e retorna para o infinito.

4.2 Forças não-conservativas

Voltemos à Segunda Lei de Newton [eq. (29)]
quando a força F é função apenas da posição. Multi-
plicando ambos os lados da esquação por v e usando

o fato de que v dv =
1

2
d(v2), obtemos

d

dt

(
1

2
mv2

)

= F (x) v

Usando a relação entre a força F (x) e a energia
potencial [eq. (35)], temos:

F (x)v = − dV (x)

dx

dx

dt
= −dV (x)

dt

Isto nos diz que, para uma força conservativa, a
quantidade P = Fv é uma derivada temporal total.
Isto é:

d

dt

(
1

2
mv2

)

= − dV (x)

dt

ou
d

dt

(
1

2
mv2 + V (x)

)

= 0

que é a expressão da conservação da energia.
A quantidade P = força × velocidade é a

potência fornecida (ou dissipada) pela força aplicada
à part́ıcula. Suponhamos que a força aplicada seja
igual a F (x) + F ′, onde F ′ depende de t ou de v ou
de ambos. Neste caso,

d

dt

(
1

2
mv2

)

= F (x) v + F ′ v

Realizando o mesmo procedimento anterior-
mente efetuado, encontramos

d

dt

(
1

2
mv2 + V (x)

)

= F ′ v

As forças do tipo de F ′ não são conservativas.
Elas não podem ser derivadas de uma energia po-
tencial. Ou, em outras palavras, a potência F ′ v
não pode ser escrita como uma derivada temporal
total. Quando a potência F ′ v for negativa, como
no caso de forças de atrito, dizemos que F ′ é uma
força dissipativa (porque a energia total da part́ıcula
vai diminuindo com o tempo). As forças de arrasto,
espécie de força de atrito, são dissipativas.

4.3 Força como Função do tempo

Da Segunda Lei de Newton:

d

dt
v(t) =

1

m
F (t)

Integrando com relação ao tempo:

mv(t) = mv(t0) +

∫ t

t0

F (t′)dt′ (41)

Definindo m v(t) = p(t), como sendo o mo-
mento linear (momentum linear ou quantidade de
movimento), na verdade uma quantidade vetorial, o
prinćıpio do Impulso-variação do momentum linear
[eq. (41)] pode ser escrito como

~p = ~p0 +

∫ t

t0

~F(t′)dt′ ⇒ ∆~p = ~I . (42)

onde I =

∫ t

t0

F (t′)dt′ é o impulso da força F (t).
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4.3.1 Movimento de um corpo com massa
variável − movimento de um foguete

No caso de um corpo cuja massa varia com o
tempo, o conceito de impulso é bastante útil. As-
sim,

∑
~F(t) =

d

dt
(m~v) =

d~p

dt
∫ t

t0

∑
~F(t′) dt′ =

∫ ~p

~p(t0)

d~p′ ,

onde ~p = m ~v é o momentum linear (ou quantidade
de movimento) da part́ıcula de massa m = m(t).
Por simplicidade, vamos denotar ~p(t0) por ~p0. Aqui,
os śımbolos

∑
e
∫

podem ser perfeitamente inter-
cambiados, pois não há prioridade entre eles, assim:

~p0 +
∑

∫ t

t0

~F(t′) dt′ = ~p (43)

A integral da eq. (46) é a definição de im-
pulso resultante da aplicação de uma força (em geral,
variável − função do tempo), no intervalo de tempo
dt.

Assim, a eq. (46) nos diz que só é posśıvel haver
mudança no momentum linear de uma part́ıcula40

se, sobre ela, forem aplicados impulsos externos. Ou
seja

~p0 +
∑

~Iext = ~p ou
∑

~Iext = ∆~p .

Considere o caso geral do movimento de um
corpo com massa variável. Vamos considerar primei-
ramente o caso de um sistema que perde massa
enquanto se desloca.

Durante o tempo dt o dispositivo, que tinha
massa m e deslocava-se para a frente com velocidade
~v, ejeta uma certa quantidade de massa dm com ve-
locidade ~ve no sentido contrário ao seu movimento e,
com isso, passa a se deslocar com velocidade ~v+ d~v.

Os impulsos são criados pelas forças
∑ ~Fext, tais

como o arrasto e o peso. Esta força resultante não

inclui a força que gera o movimento do dispositivo
para frente, já que esta força (empuxo) é interna ao
sistema (delimitado pelo volume de controle).

Aplicando o prinćıpio do impulso − variação do
momentum linear (eq. 46), obtemos:

mv −meve +
∑

Fextdt

= (m− dm)(v + dv)− (me + dm)ve
∑

Fext = m
dv

dt
− (v + ve)

dm

dt
(44)

onde adotamos o sentido de v vomo positivo, despre-
zamos termos de segunda ordem (produtos de dife-
renciais) e consideramos a velocidade de ejeção ve
constante.

Na eq. (44), (v +
ve) = vD/e é a veloci-
dade relativa do disposi-
tivo em relação ao com-
bust́ıvel por ele ejetado e
dm/dt é a taxa com que o
dispositivo consome (de-
vido ao sinal negativo
que o precede) seu com-
bust́ıvel enquando ganha
velocidade.

Não precisamos de
muita argumentação
para inferir que o mo-
vimento de um foguete é
o exemplo natural deste
tipo de movimento que
ganha propulsão consu-
mindo sua massa (com-
bust́ıvel).

Neste caso, da eq. (44):

− FD −W = m
dv

dt
− vD/e

dm

dt
,

onde o último termo representa o empuxo que a
exaustão da queima do combust́ıvel exerce sobre o
foguete.

Assim, a segunda lei de Newton (equação do fo-
guete) aplicada a um sistema que perde massa é:

T − FD −W = ma

40Essa expressão é válida também para um sistema de part́ıculas e para um corpo extenso (ŕıgido).
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Para um sistema que ganha massa enquanto
se desloca, repetindo o procedimento acima, pela
aplicação da eq. 46, obtemos:

∑

Fext = m
dv

dt
+ (v − vi)

dm

dt
(45)

onde consideramos as velocidades v e vi, do dispo-
sitivo que ganha massa enquanto se desloca e da
massa por ele ingerida, com o mesmo sinal (mesmo
sentido). Aqui vD/i = v − vi é a velocidade relativa
entre o dispositivo e a massa externa ingerida por
ele. dm/dt é a taxa com que o dispositivo ganha
massa.

Exemplo 4.4. A massa inicial combinada de um fo-
guete e seu combust́ıvel é m0. Uma massa total mc

de combust́ıvel é consumida a uma taxa dm/dt = c
e expelida a uma velocidade constante u em relação
ao foguete. Determine a velocidade máxima do fo-
guete, ou seja, no instante em que o combust́ıvel
acaba. Despreze a variação do peso do foguete com
a altitude e a resistência ao arrasto do ar. O foguete
é lançado verticalmente, partindo do repouso.

A única força externa atuando sobre o foguete é
o seu peso. Assim, aplicando a eq. 44:

∑

Fext = m
dv

dt
−vD/e

dm

dt
⇒ −W = m

dv

dt
−uc

Em qualquer instante t durante o voo, a massa
do foguete pode ser expressa como m = m0 −
(dm/dt) t = m0 − ct. Como W = mg, a equação
precedente se escreve

− (m0 − ct) g = (m0 − ct)
dv

dt
− uc

Separando as variáveis e integrando, obtemos

∫ v

0

dv =

∫ t

0

(
uc

m0 − ct
− g

)

dt

v = u ln

(
m0

m0 − ct

)

− gt

O tempo t necessário para que todo o com-
bust́ıvel seja consumido é (m → mf = m0 − ct =
(mf +mc)− ct)

mc =

(
dm

dt

)

t = ct ⇒ t =
mc

c

onde mf é a massa final (apenas da carcaça) do fo-
guete. Assim:

vmáx = u ln

(
m0

m0 −mc

)

− gmc

c

= ln

(
mf +mc

mf

)u

− g

c
mc

Exemplo 4.5. Uma corrente de comprimento l tem
massa m. Determine a intensidade da força F ne-
cessária para:

a) elevar a corrente a uma velocidade constante
vc, partindo do repouso quando y = 0; e

b) abaixar a corrente a uma velocidade constante
vc, partindo do repouso quando y = l.

Enquanto a corrente
é elevada, a porção sus-
pensa da corrente pode
ser vista como um dispo-
sitivo que está ganhando
massa. Todos os elos sus-
pensos da corrente são
submetidos a um novo
impulso para baixo, para
cada novo elo que for
sendo elevado do solo
(devido ao seu peso).

Assim, as forças
agindo sobre o disposi-
tivo que está ganhando
massa (os elos suspensos
da corrente) são:

∑

Fext = F −W = F −mg
y

l

Para aplicar a eq. 45, é necessário ainda desco-
brir a taxa com que a massa está sendo adicionada ao
sistema. Visto que vc = vD/i é constante, dvc/dt = 0
e dy/dt = vc. Integrando e usando a condição ini-
cial de que y = 0, quando t = 0, teremos y = vct.
Assim, a massa dos elos suspensos da corrente é, em
qualquer instante, m(y/l) = m(vct/l), e, portanto, a
taxa com que a massa é adicionada à corrente sus-
pensa é:

dm

dt
= m

(vc
l

)

Assim, substituindo na eq. 45, temos:
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∑

Fext = m
dv

dt
+ vD/i

dm

dt

F −mg
(y

l

)

= 0 + vc

(vc
l

)

Portando: F =
m

l

(
gy + v2c

)
.

Quando a corrente está sendo abaixada, os elos
expelidos (aqueles depositados no chão, aos quais se
dá velocidade zero) não transmitem impulso aos elos
que permanecem suspensos.

No tempo t, a porção da corrente ainda fora do
solo (suspensa) é proporcional ao seu comprimento.
Assim

∑

Fext = may = 0

F −mg
(y

l

)

= 0

Portanto:

F = mg
(y

l

)

4.3.2 Fluidos em Escoamento Estacionário

Vamos aplicar agora o prinćıpio do impulso −
variação do momentum linear ao escoamento esta-
cionário da massa de part́ıculas de um fluido en-
trando e saindo de um espaço que o confina (volume)
numa dada região.

∑
~F(t) =

d

dt
(m~v) =

d~p

dt
∫ t

t0

∑
~F(t′) dt′ =

∫ ~p

~p(t0)

d~p′ ,

onde ~p = m ~v é o momentum linear (ou quantidade
de movimento).

Por simplicidade, vamos denotar ~p(t0) por ~p0.
Aqui, os śımbolos

∑
e
∫

podem ser perfeitamente
intercambiados, pois não há prioridade entre eles,
assim:

~p0 +
∑

∫ t

t0

~F(t′) dt′ = ~p (46)

A integral da eq. (46) é a definição de im-
pulso resultante da aplicação de uma força (em geral,
variável − função do tempo), no intervalo de tempo
dt.

Assim, a eq. (46) nos diz que só é posśıvel haver
mudança no momentum linear de uma part́ıcula41

se, sobre ela, forem aplicados impulsos externos. Ou
seja

~p0 +
∑

~Iext = ~p ou
∑

~Iext = ∆~p .

Considere o escoamento estacionário de um
fluido, que passa por dentro de um cano, onde recebe
um impulso produzido pela força resultante externa
da superf́ıcie (parede) que força-o a modificar seu
momentum linear (ou quantidade de movimento).

Uma quantidade elementar de massa dm do
fluido entra no dispositivo pela extremidade A com
velocidade ~vA, no tempo t. Como o escoamento é
estacionário, no tempo t + dt, a mesma quantidade
dm de fluido deixara a extremidade B com veloci-
dade ~vB.

A variação na direção do escoamento do fluido
dentro da região delimitada pelo volume de controle
é causada pelo impulso produzido pela força resul-
tante externa exercida pela parede do cano.

Aplicando o prinćıpio do impulso − variação do
momentum linear (eq. 46), obtemos:

dm~vA +m~v +
∑

~Fdt = dm~vB +m~v

∑
~F =

dm

dt
(~vB − ~vA) (47)

Tomando o rotacional (pela esquerda) da eq.
(47) por ~r (o vetor posição que liga ao ponto O,
obtemos

41Essa expressão é válida também para um sistema de part́ıculas, para um corpo extenso (ŕıgido) e, até mesmo, para o
escoamento de um fluido.
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~rA × dm~vA +~r×m~v + ~r′ ×
∑

~Fdt

= ~rB × dm~vB +~r×m~v
∑

~M0 =
dm

dt
(~rB × ~vB − ~rA × ~vA) (48)

O termo dm/dt é chamado de fluxo de massa
e mede a quantidade de fluido que entra ou sai da
região de confinamento por unidade de tempo.

Se o fluido (imcompresśıvel), de densidade ρ,
atravessa a área de seção reta A, então a continui-
dade da massa exige que dm = ρdV = ρA(dsAAA) =
ρB(dsB AB). Portanto, durante o tempo dt, temos
que dm/dt = ρAvAAA = ρBvBAB. Assim:

dm

dt
= ρvA = ρR (49)

onde R = vA, chamado de vazão ou descarga, mede
o volume do escoamento do fluido por unidade de
tempo.

Exemplo 4.6. Determine as componentes da reação
que a junta fixa do cano em A exerce sobre o coto-
velo mostrado na figura, se a água que flui pelo cano
está submetida a uma pressão estática de 100kPa em
A. A descarga em B é RB = 0, 2m3/s. A densidade
da água é ρH2O = 1000kg/m3, e o cotovelo cheio de
água tem massa de 20kg e centro de massa em G.

Visto que a densidade da água é constante, RB =
RA = R. Portanto,

dm

dt
= ρH2O R = (1000kg/m3)(0, 2m3/s) = 200kg/s

vB =
R

AB

=
0, 2m3/s

π(0, 05m)2
= 25, 46m/s

vA =
R

AA

=
0, 2m3/s

π(0, 1m)2
= 6, 37m/s

Devido à pressão estática da água agindo na su-
perf́ıcie de entrada, em A, uma força

FA = pA AA = (100×103N/m2)π(0, 1m)2 = 3.141, 6N

age na superf́ıcie A. Assim, as forças de reação da
parede do cano sobre o fluido que escoa em seu in-
terior são:

∑

Fx =
dm

dt
(vB,x − vA,x)

−Fx + 3.141, 6N = 200kg/s (0− 6, 37m/s)

∑

Fy =
dm

dt
(vB,y − vA,y)

−Fy − (20kg)(9, 81m/s2) = 200kg/s (−25, 46m/s− 0)

Portanto, as forças de reação da parede do cano
sobre o fluido que escoa em seu interior são Fx =
4, 41kN e Fy = 4, 90kN.

As reações de Momento (torque) são:

∑

M0 =
dm

dt
(d0BvB − v0AvA)

M0 − (20× 9, 81)N× 0, 125m

= 200kg/s [(0, 3m)(25, 46m/s)− 0)

M0 = 1, 55kN ·m

Portanto, as reações de Momento (torque) são no
sentido anti-horário para compensar as tendências
de giro (no sentido horário) provocadas pelo peso
do cano e da água em seu interior e pelas forças de
reação das paredes sobre a água.

Exemplo 4.7. Um jato de água com 2pol de
diâmetro e velocidade de 25pés/s incide numa
lâmina em movimento que está se afastando do jato
com velocidade de 5pés/s. Determine as compo-
nentes horizontal e vertical da força que a lâmina
exerce sobre a água. Que potência a água gera so-
bre a lâmina? A água tem peso espećıfico γH2O =
62, 4lb/pé3.
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Num referencial inercial fixo, a velocidade com
que a água chega à lâmina é

~vA = {25 ı̂}pés/s
A velocidade relativa do escoamento da água em

relação à lâmina é ~vH2O/bloco = ~vH2O − ~vbloco =
25 ı̂ − 5 ı̂ = {20 ı̂}pés/s. No ponto B, a velocidade
do escoamento é (vista de um referencial externo,
fixo):

~vB = ~vbloco + ~vH2O/bloco = {5 ı̂ + 20 ̂}pés/s

pois a ação da lâmina é no sentido de mudar a
direção de escoamento do jato d’água.

Assim, o fluxo d’água sobre a lâmina que sofre
uma variação em seu momentum linear é42

dm

dt
= ρH2O(~vH2O/bloco) AA

=
62, 4

32, 2
(20)

[

π

(
1

12

)2
]

= 0, 846 slugs/s

As forças de reação da lâmina sobre o fluxo
d’água são:

∑
~F =

dm

dt

(

~vB − ~VA

)

Fx ı̂ + Fy ̂ = 0, 846 (5̂ı + 20̂− 25̂ı)

Assim

Fx = −16, 9 lb

Fy = 16, 9 lb

A potência desenvolvida pela água sobre a
lâmina é43:

P = ~F · ~v = Fx vbloco

= 16, 9lb× 5pés/s×
(

1hp

550pés · lb/s

)

= 0, 154 hp

4.4 Exerćıcios Propostos

4.1. A força que atua numa part́ıcula varia com a
posição de acordo com a lei de potência

F (x) = −k xn

a) Encontre a função energia potencial.

b) Se v = v0 em t = 0 e x = 0, encontre v em
função de x.

c) Determine os pontos de retorno do movi-
mento.

4.2. A força exercida sobre uma part́ıcula de massa
m = 0,5 kg que se move ao longo do eixo x
(x > 0) é dada por

F (x) =
2

x3
− 2

x2

onde F é expressa em Newtons e x em me-
tros44.

a) Qual é o valor de x0 correspondente ao
ponto de equiĺıbrio?

b) Supondo que a part́ıcula seja abandonada
na posição x = 0.75 m, qual é o valor da velo-
cidade v da part́ıcula ao passar pelo ponto de
equiĺıbrio?

c) Qual é o valor máximo x2 da coordenada x
que ela atingirá?

42Onde, em unidades do sistema inglês de unidades, a massa é medida em slugs. Assim como usualmente utilizamos uni-
dades de massa para nos referirmos a força, nos E.U.A. e no U.K. utiliza-se hordienamente unidades de força para referir-se
à massa, por isso a unidade slug é praticamente desconhecida para um cidadão comum (assim como aqui o é a unidade
Newton). Lá, pede-se 2 libras de pão; aqui dizemos que pesamos 72 kg.

43O horsepower (hp), termo inglês que literalmente significa força de cavalo, é uma unidade de origem inglesa, aproxima-
damente equivalente ao cavalo-vapor (cv), porém não são iguais: 1 hp = 1,0138697 cv = 745,6999 W. Uma vez que usava-se
o trabalho de cavalos para continuar movendo os moinhos, na ausência de ventos, James Watt usou-os como referência para
definir a força das máquinas a vapor. Verificou que um cavalo podia levantar 33000 lb de água a uma altura de um pé em
um minuto.

44Veja a solução em: http://eaulas.usp.br/portal/video.action?idItem=5476.

http://eaulas.usp.br/portal/video.action?idItem=5476
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4.3. Observa-se que uma certa mola não obedece
à Lei de Hooke. A força (em Newtons) que
ela exerce quando esticada de uma distância
x (em metros) possui uma intensidade igual a
52, 8x+38, 4x2 na direção contrária ao alonha-
mento45.

a) Calcule o trabalho necessário para alongar
a mola de x = 0, 50 m até 1,00 m.

b) Com uma das extremidades da mola fixa,
uma part́ıcula de massa igual é presa à outra
extremidade da mola quando esta é esticada
de uma distância x = 1, 00 m. Se a part́ıcula
for solta do repouso neste instante, qual será a
sua velocidade no instante em que a mola tiver
retornado à configuração na qual seu alonga-
mento é de 0,5 m?

4.4. Calcule o trabalho realizado pelas forças nor-
mais e magnéticas.

O que se pode afirmar sobre tais forças46?

4.5. Obtenha a expressão da energia mecânica para
os seguintes casos simples47:

a) Uma part́ıcula sob ação de seu peso.

b) Uma part́ıcula sob ação de uma força res-
tauradora elástica.

c) Uma part́ıcula sob a ação da força de
atração gravitacional.

4.6. Analise os conceitos de Universo aberto, fe-
chado e plano, à luz do sinal da energia de
uma galáxia situada no mesmo48.

4.7. Determine os pontos de retorno, em função da
energia, de uma part́ıcula sujeita a uma força
elástica da forma

F (x) = −k x .

Discuta o movimento a partir do gráfico da
energia potencial49.

4.8. Um asteroide de massa M encontra-se a uma
grande distância da Terra e se aproxima do-
tado de uma velocidade V0, de tal forma que
seu parâmetro de impacto seja b50.

a) Determine o momento angular do asteróide.

b) Determine a distância de máxima apro-
ximação em função da energia do asteróide.

c) Discuta o risco de colisão, levando em conta
o raio da Terra.

OBS.: Embora não termos ainda abordado os
temas momento angular e colisões, lembre-se
destes conceitos da F́ısica 1. Aqui, pretende-
se discutir o problema, evidenciando-se o con-
ceito de energia.

45Veja a solução em: http://eaulas.usp.br/portal/video.action?idItem=5505.
46Veja a solução em: http://eaulas.usp.br/portal/video.action?idItem=5470
47Veja a solução em: http://eaulas.usp.br/portal/video.action?idItem=5517.
48Veja a solução em: http://eaulas.usp.br/portal/video.action?idItem=5533.
49Veja a solução em: http://eaulas.usp.br/portal/video.action?idItem=5535.
50Veja a solução em: http://eaulas.usp.br/portal/video.action?idItem=5537.
51Há 6 situações dinâmicas distintas de interesse:
a) Ponto 1: se Em = 4J (linha roxa), em x1 tem-se U(x) = 4J ∴ K = 0 ⇒ v = 0. No entanto o corpo não permanece

parado pois dU/dx|x=x1
< 0 ⇒ F > 0, evoluindo no sentido +x. Observe que x < x1 é uma região é uma região proibida

pois U(x < x1) > Em. Portanto x = x1 é um ponto de retorno.
b) Ponto 2: se Em = 4J (linha roxa), em x5 tem-se U(x5) = 4J ∴ K = 0 ⇒ v = 0. Diferentemente do caso anterior, o

estado de movimento do corpo é mantido pois dU/dx|x≥x5
= 0 ∴ F = 0 ⇒ a = 0.

c) Ponto 3: se Em = 1J (linha verde), tem-se comportamento análogo ao analisado no item (a); Ponto 1.
d) Ponto 4: se Em = 1J (linha verde), em x2 tem-se que dU/dx|x=x2

= 0 ∴ F = 0. Mas U(x2) < Em ⇒ K 6= 0 ⇒ v 6= 0.
O corpo não permanece parado em x = x2, ao contrário, oscila entre os pontos 3 e 5.

e) Ponto 5: se Em = 1J (linha verde), o comportamento é semelhante ao descrito em (a); Ponto 1, mas com a força F < 0,
pois dU/dx > 0.
f) Ponto 6: se Em = 3J (linha rosa), em x3 tem-se U(x3) = 3J ∴ K = 0 ⇒ v = 0. Mas como dU/dx|x=x3

= 0 então
F = 0 e o corpo permanece em x = x3.

Observe que os Pontos 2, 4 e 6 possuem uma caracteŕıstica em comum. Nestes 3 distintos pontos, a força que atua no
corpo é nula. Tratam-se de pontos de equiĺıbrio do sistema, no entanto equiĺıbrios distintos.
No Ponto 2, caso o corpo seja deslocado para a direita, permanecerá submetido à F = 0, um ponto de equiĺıbrio neutro.
Já, nos Pontos 3 e 5, ao ter sua posição perturbada, o corpo sofre a ação de uma força que tende a reconduzir o corpo à

posição de equiĺıbrio. Esta força sempre contrária ao deslocamento do corpo produz movimentos limitados do tipo oscilatórios
(verifica-se, localmente, que o potencial nesta região é semelhante ao proporcionado por uma mola).
No Ponto 4, ao ter sua posição perturbada, o corpo sofre a ação de uma força que tende a reconduzir o corpo de volta a

sua posição original. Denominam-se os pontos deste gênero de pontos de equiĺıbrio estável.
No Ponto 6, caso o corpo seja deslocado da posição x = x3, uma força na direção do seu deslocamento surgirá. O corpo não

retornará mais a este ponto. Pontos com este comportamento dispersivo são denominados de ponto de equiĺıbrio instável.

http://eaulas.usp.br/portal/video.action?idItem=5505
http://eaulas.usp.br/portal/video.action?idItem=5470
http://eaulas.usp.br/portal/video.action?idItem=5517
http://eaulas.usp.br/portal/video.action?idItem=5533
http://eaulas.usp.br/portal/video.action?idItem=5535
http://eaulas.usp.br/portal/video.action?idItem=5537


Apostila de Mecânica Geral II − Abel Dionizio Azeredo 33

4.9. Analise as situações dinâmicas de interesse
para o potencial representado na figura51

4.10. Uma massa m está sujeita a uma força
restauradora − kx e a uma força dissipa-
tiva (±)µmg, onde µ é o coeficiente de atrito
(estático e cinético). Mostre que as oscilações
são isócronas (peŕıodo independente da am-
plitude) com a amplitude de oscilação decres-
cendo de 2µg/ω2

0 durante cada meio ciclo até
que a massa pare52.

4.11. Encontre a solução geral da equação do mo-
vimento de um corpo sob a ação de uma força
linear repulsiva F = kx. Mostre que esse tipo
de movimento pode ser esperado na vizinhança

de um ponto de equiĺıbrio instável53.

4.12. A energia potencial para a força entre dois
átomos numa molécula diatômica tem a forma
aproximada:

V (x) = − a

x6
+

b

x12

onde x é a distância entre os átomos e a e b
são constantes positivas54.

a) Encontre a força55.

b) Supondo que um dos átomos seja muito pe-
sado e permaneça em repouso enquanto o ou-
tro se move ao longo de uma linha reta, des-
creva os posśıveis movimentos56.

52Considere a situação em que a massa está numa posição de amplitude máxima A. Meio peŕıodo depois ela estará nova-
mente numa posição de amplitude máxima A′ < A. Como a força é constante no intervalo considerado, a energia dissipada
é igual a µmg(A+A′). Sendo assim, mostre que A−A′ independe do valor inicial de A, ou seja, independe da amplitude.

53x(t) = Aeηt +Be−ηt. O potencial correspondente a esta força é V (x) =
1

2
k x2. O ponto x = 0 é um ponto de equiĺıbrio

instável, como indica a figura e pode ser facilmente demonstrado (cálculo de máximos e mı́nimos).
54Veja uma resolução deste problema, com pequenas mudanças na notação, em:

http://eaulas.usp.br/portal/video.action?idItem=5539.

55F (x) = −6a

x7
+

12b

x13
.

56

Este potencial é conhecido como potencial de Lennard-
Jones e tem o comportamento ilustrado na figura ao lado.
A posição x = xe é a posição de equiĺıbrio. V (xe) corres-

ponde ao mı́nimo da energia potencial.
Somente para energias E ≥ V (xe) existe movimento.
Quando a energia tem o valor E0, a part́ıcula fica parada

na posição de equiĺıbrio.
Quando E0 < E1 < 0, a part́ıcula executa um movimento

periódico entre dois pontos de retorno x1 e x2.
Se E1 é só ligeiramente maior que E0, então teremos pe-

quenas oscilações em torno da posição de equiĺıbrio, o que
corresponde às vibrações da molécula.
Quando E ≥ 0, o movimento é ilimitado: os átomos se

afastam indefinidamente. Dizemos que a molécula se disso-
cia.

57xe =

(
2b

a

)1/6

é a distância de equiĺıbrio e T =
2π

ω
= 2π

√
m

k
=

2π

3

(
m3b4

4a7

)1/6

é o peŕıodo de pequenas oscilações em

torno da posição de equiĺıbrio.

http://eaulas.usp.br/portal/video.action?idItem=5539
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c) Ache a distância de equiĺıbrio e o peŕıodo
de pequenas oscilações em torno da posição de
equiĺıbrio. A massa do átomo mais leve é m57.

4.13. Uma part́ıcula de massa m tem uma velo-
cidade v = α/x, onde x é seu deslocamento.
Encontre a força F (x) responsável58.

4.14. Uma corrente de comprimento l está estirada
sobre uma mesa horizontal sem atrito, com um
comprimento y0 dependurado através de um
buraco na mesa. A corrente é então liberada59.

a) Encontre, em função do tempo, o compri-
mento da parte pendurada da corrente.

(b) Ache a velocidade da corrente quando ela
perde contato com a mesa.

4.15. Encontre a equação do movimento de um fo-
guete disparado verticalmente para cima con-
siderando g constante. Encontre a razão en-
tre a massa de combust́ıvel e a da carcaça
para que o foguete alcance uma velocidade fi-
nal igual a velocidade de escape da Terra (ve),
considerando-se que a velocidade de exaustão
do gás é K · ve (K = constante) e a taxa de
exaustão é ṁ. Determine o valor numérico
da relação combust́ıvel-carcaça para o caso em
queK = 1/4, e ṁ é igual a 1% da massa inicial
de combust́ıvel por segundo.

4.16. Monte a equação diferencial do movimento
de uma gota de chuva que cai em meio à
neblina; recolhendo mais água enquanto cai.
Considere que a gota permanece esférica e que
a taxa de recolhimento de água é proporcional
à área da seção transversal da gota multipli-
cada pela velocidade da mesma. Mostre que,
se a gota parte do repouso com tamanho inicial
infinitesimal então a aceleração é constante e
igual a g/760.

4.17. Uma corrente de massa uniformemente dis-
tribúıda e de comprimento a repousa inicial-
mente sobre uma mesa. Uma parte b de seu
comprimento pende de uma das bordas da
mesa enquanto a outra parte, de comprimento
a− b repousa sobre a tábua da mesa. Se a cor-
rente é abandonada, mostre que a velocidade

da mesma, quando o último elo abandona a

mesa, é

√

2 g (a3 − b3)

3a2
.

4.18. Um foguete, ao viajar na atmosfera, expe-
rimenta uma força de resistência linear do ar
−K~v. Encontre a equação diferencial do movi-
mento quando todas as outras forças externas
são despreźıveis. Integre a equação e mostre
que se o foguete parte do repouso, a velocidade

final é dada por v = V α
[

1− (m/m0)
1/α
]

,

onde V é a velocidade relativa de exaustão dos
gases, α = |ṁ/K| = constante, m0 é a massa
inicial do foguete mais o seu combust́ıvel e m é
a massa final do foguete, sendo ṁ a taxa com
que o foguete consome o seu combust́ıvel61.

4.19. O segundo estágio
B do foguete de dois
estágios tem uma
massa, quando va-
zio, de 5.000 toneladas
e é lançado a partir
do primeiro estágio A
com uma velocidade
inicial de 600 km/h.
O combust́ıvel do se-
gundo estágio tem
uma massa de 0,7 Mg
e é consumido a uma
taxa de 4 kg/s. Se ele
é ejetado do foguete a
uma taxa de 3 km/s,
medida em relação a
B, determine a ace-
leração de B no ins-
tante em que o motor
é acionado e imedia-
tamente antes de todo

o combust́ıvel ser con-
sumido.

Despreze os efeitos da variação da gravidade
com a altitude e da resistência do ar62.

4.20. Um avião a jato de 12.000 toneladas tem
uma velocidade constante de 950 km/h ao voar
ao longo de uma linha reta horizontal. O ar
penetra nas cavidades de entrada de ar S a
uma taxa de 50 m3/s. Se o motor queima o

58F (x) = −mα2

x3
.

59a) y(t) =
y0
2

(
e+αt + e−αt

)
= y0cos h (αt) ; e b) ẏ(t) =

αy0
2

(
e+αt − e−αt

)
= y0sen h (αt) =

√

g l

[

1−
(y0
l

)2
]

.

60z̈ = g − 3 ż2

z
.

61Dica: A equação de movimento do foguete é m v̇ + V ṁ+K v = 0.
62a1 = 2,11 m/s2 e a2 = 2,40 m/s2.
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combust́ıvel a uma taxa de 0,4 kg/s e o gás
(ar e combust́ıvel) é exaurido em relação ao
avião, a uma velocidade de 450 m/s, determine
a foorça de arrasto resultante exercida sobre o
avião pela resistência do ar. Suponha que o ar
tem uma densidade constante de 1,22 kg/m363.

Dica: visto que a massa entra e sai do avião, as
eqs. (44) e (45) devem ser combinadas para re-

sultar em:
∑
Fs = m

dv

dt
−vD/e

dme

dt
+vD/i

dmi

dt
,

onde mi é a massa que ingressa no sistema
(avião) e me é a massa por ele ejetada.

4.21. O jato mostrado na figura viaja a uma ve-
locidade de 800 km/h, a 30◦ em relação à ho-
rizontal. Se o combust́ıvel está sendo gasto a
1,5 kg/s, e o motor admite o ar a 200 kg/s, en-
quanto o gás exaurido (ar e combust́ıvel) tem
uma velocidade relativa de 9840 m/s, deter-
mine a aceleração do avião nesse instante. A
resistência ao arrasto do ar é FD = (0, 315v2)
N, onde a velocidade é medida em m/s. O
jato tem massa de 7.500 kg (Veja a dica do
problema anterior.).

4.22. A curva da figura abaixo está conectada ao
cano nos flanges em A e B. Se o diâmetro do
cano é 0,3 m e ele transmite uma descarga de
1,35 m3/s, determine as componentes horizon-
tal e vertical da reação da força e da reação
do momento exercidas sobre a base fixa D do
apoio. O peso total da curva e da água den-
tro dela é 2.500 N, com centro de massa no

ponto G. A pressão da água nos flanges A e
B é 120 kN/m2 e 96 kN/m2, respectivamente.
Suponha que nenhuma força é transferida aos
flanges em A e B. O peso espećıfico da água é
γH2O = 10 kN/m3.

4.23. A pressão da água em C é 300 kN/m2. Se a
água flui para fora do cano em A e B, com ve-
locidades vA = 3,6 m/s e vB = 7,5 m/s, deter-
mine as componentes da força horizontal e ver-
tical exercidas sobre a junta, necessárias para
manter toda a estrutura em equiĺıbrio. Des-
preze o peso do cano e da água dentro dele. O
cano tem um diâmetro de 18 mm em C, e em
A e B o diâmetro é de 12 mm64. γH2O = 10
kN/m3.

4.24. Uma lancha é propelida pelo motor a jato
mostrado na figura. A água do mar é puxada
pela bomba, a uma vazão de 0,54 m3/s, através
de uma entrada A, de diâmetro 150 mm, con-
forme indica a figura abaixo. Uma hélice ace-
lera a vazão de água e a força para fora ho-
rizontalmente, através de uma sáıda de 100
mm de diâmetro, B. Determine as componen-
tes horizontal e vertical do empuxo exercidas
sobre a lancha. O peso espećıfico da água é
γH2O = 10 k N/m3.

63FD = 11,5 kN.
64Fx = 83, 21 N e Fy = 7, 68 N.
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4.25. O cotovelo de um cano subterrâneo de 125
mm de diâmetro é submetido a uma pressão
estática de 80 k N/2, conforme indica a figura.
A velocidade da água que passa por dentro dele
é v = 2, 4 m/s. Supondo que as conexões do
cano em A e B não oferecem nenhuma força de
resistência vertical sobre o cotovelo, determine

a força vertical ~F, que o solo deve então exercer
sobre o cotovelo para mantê-lo em equiĺıbrio65.
Despreze o peso do cotovelo e da água dentro
dele.O peso espećıfico da água é γH2O = 10 k
N/m3.

5 Impulso e Colisões

5.1 Força aplicada dependente do
tempo

Da Segunda Lei de Newton:

d

dt
v(t) =

1

m
F (t)

Integrando com relação ao tempo:

v(t) = v(t0) +
1

m

∫ t

t0

F (t′)dt′ (50)

Como v(t) =
d

dt
x(t), integrando novamente a

equação precedente em relação ao tempo, obtemos:

x(t) = x(t0)+

∫ t

t0

[

v(t0) +
1

m

∫ t

t0

F (t′′)dt′′
]

dt′ (51)

Assim, conhecendo-se F (t), a velocidade e
a posição da part́ıcula podem ser obtidas pela
aplicação das equações (50) e (51).

5.2 Dinâmica de um Sistema de
Muitas Part́ıculas

Ao estudarmos um sistema ou conjunto de mui-
tas part́ıculas livres, é importante focar nas carac-
teŕısticas gerais do movimento de tal sistema.

Consideremos um sistema constitúıdo de n
part́ıculas de massas m1,m2, · · ·mn, cujos vetores
posiçãao são, respectivamente ~r1, ~r2, · · ·~rn. Defini-
mos o centro de massa do sistema como o ponto
cujo vetor posição rcm é dado por:

rcm =
m1~r1 +m2~r2 + · · ·mn~rn

m1 +m2 + · · ·mn

=

∑
mi~ri
m

(52)

onde m =
n∑

i=1

mi é a massa total do sistema. A

expressão (52) pode ser decomposta para cada uma
das 3 componentes cartesianas de ~rcm ⇒ xcm, ycm
e zcm.

Diferenciando a eq. (52) em relação ao tempo,
obtemos:

65F = 1490, 3 N.
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m~Vcm =
∑

mi~vi = ~Pcm (53)

que nos diz que o momentum linear de um sistema
de part́ıculas é igual ao produto da massa total do
sistema pela velocidade de seu centro de massa.

A equação de movimento da i-ésima part́ıcula é,
então:

~Fi +
n∑

j=1;j 6=i

~fij = mi~̈ri = ~̇pi

onde ~Fi é a força externa total agindo em i e ~fij é
a soma das forças de interação (internas) em i de-
vido a presença das demais part́ıculas que compõe o
sistema.

Somando para todas as part́ıculas, temos:

n∑

i=1

~Fi +
n∑

i=1

n∑

j=1;j 6=i

~fij =
n∑

i=1

~̇pi

Para cada força ~fij, existirá sempre uma força ~fji
igual e em sentido contrário (Terceira Lei de New-
ton), de forma que o segundo termo da equação pre-
cedente será sempre nulo. Assim66:

n∑

i=1

~Fi =
n∑

i=1

~̇pi = ~̇Pcm = m~acm (54)

Em especial, quando nenhuma força externa age
no sistema (

∑ ~Fi = 0 ⇒ ~acm = 0 e ~Vcm = cons-
tante), o momentum linear do sistema permanece
constante.

∑

~pi = ~Pcm = m~Vcm = constante

Esta é uma consequência direta da Terceira Lei
de Newton no caso de um sistema isolado e é válida,
inclusive, quando as forças entre as part́ıculas não
obedecem diretamente à lei de ação e reação, como
no caso da força magnética entre duas part́ıculas
móveis carregadas.

5.3 Movimento de Dois Corpos que
Interagem – Massa Reduzida

Consideremos o movimento de um sistema consti-
tuido de dois corpos (tomados como part́ıculas) que
interagem através de uma força central.

Vamos tomar um sistema isolado e portanto com
centro de massa com velocidade constante. Por sim-
plicidade tomaremos o centro de massa como origem.
Temos então, de (52):

m1~̄r1 +m2~̄r2 = 0 (55)

onde ~̄r1 e ~̄r2 representam a posição das part́ıculas
de massa m1 e m2, respectivamente, em relação ao
centro de massa.

Se ~R é o vetor posição da part́ıcula 1 relativo à
part́ıcula 2, então

~R = ~̄r1 − ~̄r2 = ~̄r1

(

1− ~̄r2

~̄r1

)

= ~̄r1

(

1 +
m1

m2

)

A equação de movimento da part́ıcula 1 relativo
ao centro de massa é

m1
d2~̄r1
dt2

= ~F1 = f(R)
~R

R

onde f(R) é o módulo da força mútua entre as duas
part́ıculas. Usando a eq. (55), podemos escrever:

µ
d2 ~R

dt2
= f(R)

~R

R
onde µ =

m1m2

m1 +m2

(56)

A quantidade µ é conhecida por massa reduzida.
A nova equação do movimento (eq. 56) nos dá o mo-
vimento da part́ıcula 1 em relação à part́ıcula 2 (to-
mada como fixa). Esta equação é a equação para o
movimento de uma part́ıcula de massa µmovendo-se
em um campo central de força dada por f(R). Deste
modo, o fato de m2 estar em movimento relativo ao
centro de massa está automaticamente computado
quando se substitui m1 por µ. Se os corpos têm
massas iguais, então µ = m/2. Por outro lado, se
m2 é muito maior que m1, então µ é praticamente
igual a m1.

66Em particular, considere um conjunto de part́ıculas movendo-se em um campo gravitacional uniforme. Neste caso,
~Fi = mi~g, de forma que

∑ ~Fi =
∑
mi~g = m~g e, por conseguinte: ~acm = ~g.
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5.4 Colisões

Sempre que dois corpos colidem, a força que cada
um exerce no outro durante o contato é uma força
interna, caso os dois sejam considerados um sistema.
O momentum linear total fica portanto inalterado.
Podemos então escrever

~p1 + ~p2 = ~p ′
1 + ~p ′

2

ou, equivalentemente,

m1~v1 +m2~v2 = m1~v
′
1 +m2~v

′
2

onde os subscritos 1 e 2 referem-se às duas part́ıculas
e as linhas caracterizam os momenta e velocidades
das part́ıculas após a colisão. As equações acima são
completamente gerais.

Considerando o balanço energético, podemos es-
crever

1

2
m1v

2
1 +

1

2
m2v

2
2 =

1

2
m1v

′2
1 +

1

2
m2v

′2
2 +Q

onde Q é introduzida para indicar a energia total
perdida (ou ganha), que ocorre como resultado da
colisão.

No caso de uma colisão perfeitamente elástica,
não existe mudança na energia cinética total de
modo que Q = 0. Se existir uma perda de ener-
gia, então Q é positivo. Esta colisão é denominada
endoérgica. Pode também ocorrer que haja aumento
da energia cinética total. Isto pode ocorrer, por
exemplo, se houver alguma explosão no ponto de
contato dos dois corpos. Neste caso, Q é negativo e
a colisão é denominada exoérgica.

Podemos, ainda, escrever a relação do balanço
energético como:

p 2
1

2m1

+
p 2
2

2m2

=
p ′2
1

2m1

+
p ′2
2

2m2

+Q

onde T =
1

2
mv2 =

1

2

m2(~v · ~v)
m

=
p 2

2m
é a energia

cinética.

5.4.1 Colisão Frontal

Consideremos o caso especial de uma colisão fron-
tal de dois corpos ou part́ıculas.

Neste caso,

m1~v1 +m2~v2 = m1~v
′
1 +m2~v

′
2

onde o sinal de v indica o sentido do movimento.

É conveniente introduzir o parâmetro ǫ, conhe-
cido por coeficiente de restituição, definido como a
razão entre a velocidade de separação V ′ e a ve-
locidade de aproximação V (ou, equivalentemente,
como a razão entre os impulsos de restituição e de
deformação ou compressão).

ǫ =
|~v ′

2 − ~v ′
1 |

|~v2 − ~v1|
=
V ′

V
(57)

É fácil verificar que em uma colisão perfeita-
mente elástica ǫ = 1 (Q = 0). Em uma colisão
perfeitamente inelástica, os dois corpos permanecem
unidos após a colisão de modo que ǫ = 0. Nas si-
tuações reais, o velor de ǫ situa-se entre 0 e 1.

Com o valor de ǫ definido pela equação (57), po-
demos obter as velocidades finais das part́ıculas em
função de suas velocidades iniciais e de suas massas.
O resultado é:

v ′
1 =

(m1 − ǫm2) v1 + (m2 + ǫm2) v2
m1 +m2

v ′
2 =

(m1 + ǫm1) v1 + (m2 − ǫm1) v2
m1 +m2

(58)

• No caso inelástico (ǫ = 0), verifica-se que
~v ′
1 = ~v ′

2 , isto é, não há recuo relativo.

• No caso especial em que os dois corpos possuem
massas iguais, m1 = m2 e a colisão é perfeitamente
elástica, ǫ = 1, obtemos

~v ′
1 = ~v2

~v ′
2 = ~v1

os dois corpos trocam suas velocidades como resul-
tado da colisão.

No caso geral de colisões frontais não elásticas, é
facil verificar que a perda de energia Q é relacionada
com o coeficiente de restituição na forma

Q =
1

2
µv2

(
1− ǫ2

)
(59)

onde µ é a massa reduzida e v a velocidade relativa
dos dois corpos antes da colisão.
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5.4.2 Colisão Obĺıqua e Espalhamento

Vamos voltar nossa atenção para um caso de uma
colisão mais geral do que aquela em que o movi-
mento está confinado a uma linha reta. Aqui a
notação vetorial tem que ser mantida. Vamos es-
colher a part́ıcula de massa m1 como a part́ıcula in-
cidente (projétil) e a part́ıcula de massa m2 como
a part́ıcula alvo. Assim ~v2 = 0. Vamos considerar
que as massas não se modifiquem como resultado
da colisão (diferentemente do que ocorre na f́ısica
atômica e nuclear). Comparando as coordenadas do
Laboratório e do Centro de Massa:

• No sistema do laboratório: φ1 é o ângulo de
deflexão da part́ıcula incidente, depois que ela atin-
giu o alvo e φ2 é o ângulo que a part́ıcula alvo faz
com a direção original do movimento da part́ıcula
incidente.

• No sistema do centro de massa: uma vez
que o centro de massa deve permanecer sobre
a linha que une as duas part́ıculas, ambas as
part́ıculas aproximam-se do centro de massa, coli-
dem e afastam-se do mesmo, em sentidos opostos.
O ângulo θ é o ângulo de deflexão da part́ıcula inci-
dente em relação à direção original de movimento.

Da definição de centro de massa, vemos que o
momentum linear do conjunto no referencial do cen-
tro de massa é nulo tanto antes quanto depois da
colisão. Desta forma

~̄p1 + ~̄p2 = 0

~̄p ′
1 + ~̄p ′

2 = 0

As barras são usadas para indicar que a quanti-
dade em questão se referem ao sistema do centro de
massa

O balanço energético corresponde a

p̄ 2
1

2m1

+
p̄ 2
2

2m2

=
p̄ ′2
1

2m1

+
p̄ ′2
2

2m2

+Q

Que, com ~̄p2 = −~̄p1 e ~̄p ′
2 = −~̄p ′

1, se escreve

p̄ 2
1

2µ
=
p̄ ′2
1

2µ
+Q

A velocidade do centro de massa67 é:

~Vcm =
m1~v1

m1 +m2

(60)

Então, temos

~̄v1 = ~v1 − ~Vcm =
m2~v1

m1 +m2

A figura mostra a relação entre ~Vcm, ~v
′
1 e ~̄v ′

1 .

Da figura, vemos que

v′1 senφ1 = v̄ ′
1 senθ

v′1 cosφ1 = v̄ ′
1 cosθ + vcm

Dividindo uma pela outra, encontramos uma
equação que conecta os ângulos de espalhamento nos
dois sistemas

tgφ1 =
senθ

γ + cosθ

onde

γ =
vcm
v̄ ′
1

=
m1v1

v̄ ′
1(m1 +m2)

(61)

No caso geral de colisões não elásticas, podemos
escrever γ como

γ =
m1

m2

[

1− Q

T

(

1 +
m1

m2

)]−1/2

(62)

onde T é a energia cinética da part́ıcula incidente,
medida no referencial do laboratório.

No caso particular de uma colisão elástica (Q =
0) ⇒ γ = m1/m2. Neste caso:

• Se m2 ≫ m1, então γ é pequeno e tgφ1 ≈ tgθ,
ou φ1 ≈ θ. Isto significa que o ângulo de espalha-
mento visto no referencial do laboratório ou no refe-
rencial do centro de massa são praticamente iguais.

• Se m1 = m2, então γ = 1 (Q = 0) e a relação
de espalhamento se reduz a

tgφ1 =
senθ

1 + cosθ
= tg

θ

2
⇒ φ1 =

θ

2

que significa que o ângulo de deflexão medido no
referencial do laboratório é exatamente a metade

67Obviamente que no sistema do laboratório.
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daquele medido no referencial do centro de massa.
Além disto, uma vez que o ângulo de deflexão da
part́ıcula alvo é π − θ no referencial do centro de
massa, temos que o mesmo ângulo medido no re-
ferencial do laboratório é (π − θ)/2. Deste modo
as duas part́ıculas deixam o ponto de impacto em
direções perpendiculares quando observadas no sis-
tema do laboratório (“Lei da Sinuca!”).

5.5 Impulso em Colisões

Forças de duração temporal extremamente curta,
tais como as exercidas por corpos que colidem, são
denominadas forçcas impulsivas. Se analisarmos
apenas um dos corpos que colidem, sua equação de
movimento será

d(m~v)

dt
= ~F ou ∆(m~v) =

∫ t2

t1

~F dt = p̂

onde denotamos por p̂ a integral temporal da força,
que é denominada de impulso. Um impulso ideal se-
ria aquele produzido por uma força que tende para
infinito com duração que tende para zero de modo
que a integral

∫
~F dt seja finita. Tal impulso ideal

produziria uma mudança instantânea do momentum
e da velocidade do corpo sem produzir qualquer des-
locamento.

Apliquemos o conceito de impulso ao caso de uma
colisão frontal de dois corpos esféricos. Iremos divi-
dir o impulso em duas partes denominadas impulsos
de compressão p̂c e impulso de restituição p̂r. Va-
mos considerar apenas as componentes ao longo da
direção que une os centros das esferas.

Podemos escrever, para p̂c

m1~v0 −m1~v1 = p̂c

m2~v0 −m2~v2 = −p̂c

onde v0 é a velocidade comum das duas esferas no
instante em que a velocidade relativa é zero.

Similarmente, para o impulso de restituição te-
mos

m1~v
′
1 −m1~v0 = p̂r

m2~v
′
2 −m2~v0 = −p̂r

Eliminando v0 das equações precedentes, ficamos
com

m1m2(~v2 − ~v1) = p̂c(m1 +m2)

m1m2(~v
′
1 − ~v ′

2) = p̂r(m1 +m2)

Dividindo a segunda equação pela primeira te-
mos

~v ′
2 − ~v ′

1

~v1 − ~v2
=
p̂r
p̂c

mas o termo à esquerda é justamente a definição do
coeficiente de restituição de modo que

ǫ =
p̂r
p̂c

(63)

Exemplo 5.1. O saco A, que tem peso de 6 kg, é
liberado do repouso na posição θ = 0◦, como mostra
a figura. Depois de cair até θ = 90◦, ele atinge uma
caixa B, de 18 kg. Se o coeficiente de restituição
entre o saco e a caixa é ǫ = 0, 5, determine as veloci-
dades do saco e da caixa logo após o impacto. Qual
é a perda de energia durante a colisão?

Colocando a referência de energia potencial em
θ = 0◦, podemos usar o prinćıpio da conservação da
energia mecânica total para calcular a velocidade do
saco imediatamente antes do impacto.

T0 + V0 = T1 + V1

0 + 0 =
1

2
mAv

2
A +mAg(y − y0)

0 =
1

2
(6kg)v2A + (6kg)(9, 81m/s2)(0− 1m)

vA = 4, 43m/s

Será com esta velocidade que os dois objetos co-
lidirão. Fazendo uso das eqs. (58), com a substi-
tuições dos ı́ndices 1 → A e 2 → B, obtemos:
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~v ′
A =

(mA − ǫmB) vA + (mB + ǫmB) vB
mA +mB

= −0, 554m/s

~v ′
B =

(mA + ǫmA) vA + (mB − ǫmA) vB
mA +mB

= 1, 66m/s

onde vB = 0.

A perda de energia durante a colisão pode ser
calculada utilizando-se a eq. (59), assim:

Q =
1

2
µv2

(
1− ǫ2

)

=
1

2
(4, 5kg)(4, 43m/s)2

(
1− (0, 5)2

)
= 33, 12 J

onde µ =
mAmB

mA +mB

= 4, 5kg e v = vA = 4, 43m/s

é a velocidade relativa dos dois corpos antes da co-
lisão.

Este mesmo resultado poderia ser obtido
aplicando-se o prinćıpio do trabalho − variação da
energia cinética,

U(x1 → x2) =

∫ x2

x1

F (x) dx = T2 − T1

onde um trabalho negativo implica em perda de
energia na colisão.

Exemplo 5.2. A bola B, mostrada na figura, tem
massa de 1, 5kg e está suspensa do teto por uma
corda elástica de 1m de comprimento. Se a corda
for deformada 0, 25m para baixo e a bola for liberada
do repouso, determine o quanto a corda se estende
após a bola ricochetear do teto. A rigidez da corda
é k = 800N/m, e o coeficiente de restituição entre a
bola e o teto é ǫ = 0, 8.

Com a referência de energia potencial, conforme
indica a figura, podemos utilizar o prinćıpio da con-
servação da energia mecânica total para determinar
a velocidade da bola imediatamente antes do im-
pacto.

T0 + V0 = T1 + V1
1

2
mv20 +mg(y − y0) =

1

2
kx2 =

1

2
mv21 + 0

0 + (1, 5kg)(9, 81m/s2)(0− 1, 25m)

+
1

2
(800N/m)(0, 25m)2 =

1

2
(1, 5kg)v21

⇒ v1 = 2, 968m/s

Como o teto de m2 → ∞ permanece em repouso,
tanto antes quando após o impacto, v2 = v′2 = 0, as
eqs. (58) não são adequadas para se determinar a ve-
locidade da bola após o impacto. Entretanto, temos
a definição da eq. (57), assim:

ǫ =
V ′

V
=

|~v ′
2 − ~v ′

1 |
|~v2 − ~v1|

⇒ 0, 8 =
|0− ~v ′

1 |
|0− 2, 968|

⇒ ~v ′
1 = 2, 374m/s

para baixo. Para determinar que a corda se estica
por mais 237 mm após se distender completamente,
aplicamos novamente o prinćıpio da conservação da
energia mecânica total após o impacto.

Exemplo 5.3. Dois discos lisos A e B, tendo mas-
sas de 1kg e 2kg, respectivamente, colidem com as
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velocidades mostradas na figura. Se o coeficiente de
restituição para os discos é ǫ = 0, 75, determine as
componentes x e y da velocidade final de cada disco,
logo após a colisão.

A linha de impacto da colisão ocorre, como mos-
tra a figura, na direção x. Assim, o coeficiente de
restituição é a razão entre as componentes das veloci-
dades relativas após e antes da colisão nesta direção,
ou seja

ǫ =
|v′B,x − v′A,x|
|vB,x − vA,x|

=
|v′B,x − v′A,x|

| (−1 cos45◦)− 3 cos30◦|

∴ |v′B,x − v′A,x| =
3

8

(√
2 + 3

√
3
)

= 2, 479m/s

Para os propósitos deste problema, é suficiente
aplicarmos simplesmente o prinćıpio da conservação
da quantidade de movimento.

Para a componente x:

mAvA,x +mBvB,x = mAv
′
A,x +mBv

′
B,x

v′A,x + 2v′B,x = 1, 184 m/s

Como nenhum impulso externo atua na direção
y, nesta direção o momento linear de cada um dos
discos se conserva e isto implica que as suas veloci-
dades, nesta direção, mentém-se inalteradas. Assim:

vA,y = v′A,y = 1, 5 m/s

vB,y = v′B,y = −0, 707 m/s

v′A,x = −1, 26 m/s

v′B,x = 1, 22 m/s

Entretanto, para utilizar as equações aqui desen-
volvidas, basta apenas aplicar as eqs. (58) para as
componentes x de cada uma das velocidades, pois a
colisão ocorre nesta direção (colisão frontal). Assim:

v ′
1,x =

(m1 − ǫm2) v1,x + (m2 + ǫm2) v2,x
m1 +m2

=

(
1− 3

4
× 2
)
× 3

√
3
2
+
(
2 + 3

4
× 2
)
×
(

−
√
2
2

)

3

= −
(

3
√
3 + 7

√
2

12

)

= −1, 25797 m/s

v ′
2,x =

(m1 + ǫm1) v1,x + (m2 − ǫm1) v2,x
m1 +m2

=

(
1 + 3

4
× 1
)
× 3

√
3
2
+
(
2− 3

4
× 1
)
×
(

−
√
2
2

)

3

=

(

21
√
3− 5

√
2

24

)

= 1, 22091 m/s

5.6 Exerćıcios Propostos

5.1. Um revolver de massa m dispara uma bala de
massa γm onde γ é uma pequena fração. Se v0
é a velocidade da bala quando ela abandona o
cano do revólver, qual é a velocidade de recuo
do revólver?

5.2. Um bloco de madeira de massa m repousa so-
bre uma superf́ıcie horizontal. Uma bala de
massa γm é disparada horizontalmente com
velocidade v0 contra o bloco, alojando-se no
mesmo. Que fração da energia cinética ini-
cial da bala é perdida no bloco, imediatamente
após o impacto? Se µ é o coeficiente de atrito
entre o bloco e o chão, que distância ele per-
correrá até parar?68

5.3. Determine o centro de massa de uma distri-
buição linear de massa ao longo de um seg-
mento linear de comprimento L. A distri-
buição de massa não é uniforme e é dada pela
expressão:

λ(x) = ax2

onde a coordenada x é relativa à posição de um
ponto a partir de uma de suas extremidades.
Determine o parâmetro a em função da massa
do objeto.69

68Fração perdida = (1 + γ)−1, s =
v20γ

2

2µg(1 + γ)2
.

69Veja a solução em: http://eaulas.usp.br/portal/video.action?idItem=5555.

http://eaulas.usp.br/portal/video.action?idItem=5555
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5.4. Para duas part́ıculas interagindo entre si de
forma que a energia de interação entre elas é
dada como o quadrado da diferença das suas
coordenadas de acordo com a expressão:

U(x1, x2) =
k

2
(x1 − x2)

2

1) Escreva as equações de movimento;

2) Determine a solução envolvendo as coorde-
nadas relativa e do centro de massa;

3) Escreva a solução geral.70

5.5. A partir das equações de movimento do cen-
tro de massa, demonstre que, quando o sis-
tema de part́ıculas se encontra sob ação de
uma força gravitacional constante (e externa
ao sistema), a trajetória do centro de massa é
uma parábola.71

5.6. Uma força resultante
∑
Fx(t) = A + Bt2 no

sentido do eixo +0x é aplicada sobre uma ga-
rota que está sobre uma prancha de skate. A
força começa a atuar no instante t1 = 0 e con-
tinua até t2.

a) Qual é o impulso Jx da força?

b) A garota inicialmente está em repouso, qual
é a sua velocidade no instante t2?

72

5.7. Uma granada é lançada com velocidade ini-
cial v0 segundo um ângulo de 45◦. Na parte
mais alta da trajetória ela explode, dividindo-
se em dois fragmentos de mesma massa, um
dos quais move-se verticalmente para baixo
com velocidade inicial

√
2v0. Qual a direção

e a velocidade do outro fragmento após a ex-
plosão?73

5.8. Uma bola cai de uma altura h chocando-se
com um solo horizontal. Se o coeficiente de
restituição é ǫ, mostre que a distância vertical
total percorrida pela bola até que os repiques
cessem é

h(1 + ǫ2)

1− ǫ2

e encontre o tempo total gasto até que a bola
pare.

5.9. Mostre que a energia cinética de um sistema
de duas part́ıculas é

1

2
mv2cm +

1

2
µv2

onde m = m1 +m2, v é a velocidade relativa e
µ é a massa reduzida.

5.10. Se dois corpos colidem frontalmente, mostre
que a perda de energia cinética é igual a

1

2
µv2(1− ǫ2)

onde µ é a massa reduzida, v é a velocidade
relativa antes do impacto e ǫ é o coeficiente de
restituição.

5.11. Uma part́ıcula móvel de massa m1 colide
elasticamente com um alvo de massa m2 ini-
cialmente em repouso. Se a colisão for fron-
tal, mostre que a part́ıcula incidente perde
uma fração equivalente a 4µ/m de sua ener-
gia cinética inicial, onde µ é a massa reduzida
e m = m1 +m2.

5.12. Um próton de massa mp com velocidade ini-
cial ~v colide com um átomo de hélio de massa
4mp, inicialmente em repouso. Se o próton
deixa o ponto de impacto segundo um ângulo
de 45◦ em relação à direção original de seu mo-
vimento, encontre as velocidades finais de cada
uma das part́ıculas e o ângulo de espalhamento
do próton no referencial do centro de massa.
Considere:

a) a colião perfeitamente elástica; e

b) uma colisão inelástica em que Q = 1/4 da
energia cinética inicial do próton.74

5.13. Uma part́ıcula de massa m com momentum
inicial p1, colide com uma part́ıcula de igual
massa em repouso. Se o módulo dos momenta
finais das duas part́ıculas são p′1 e p′2 respec-
tivamente, mostre que a perda de energia na
colisão é dada por

Q =
p′1p

′
2

m
cosψ

onde ψ é o ângulo entre as trajetórias das duas
part́ıculas após a colisão.

70Veja a solução em: http://eaulas.usp.br/portal/video.action?idItem=5559.
71Veja a solução em: http://eaulas.usp.br/portal/video.action?idItem=5566.
72Veja a solução em: http://eaulas.usp.br/portal/video.action?idItem=5570.
73Veja a solução de um problema parecido em: http://eaulas.usp.br/portal/video.action?idItem=5578.
74a) Próton: v′x ≈ v′y ≈ 0, 66v. Átomo de Hélio: v′x ≈ 0, 09v; v′y ≈ 0, 16v. θ ≈ 55◦.

http://eaulas.usp.br/portal/video.action?idItem=5559
http://eaulas.usp.br/portal/video.action?idItem=5566
http://eaulas.usp.br/portal/video.action?idItem=5570
http://eaulas.usp.br/portal/video.action?idItem=5578
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5.14. Mostre que o coeficiente de restituição pode
ser determinado pela relação entre as alturas
atingidas pelo objeto, antes do choque com a
superf́ıcie terrestre, ou seja, quando o objeto é
solto (H) e a altura atingida depois do choque
(h)75.

5.15. Um pêndulo baĺıstico é um dispositivo
para medir as velocidades de projéteis e era
muito utilizado quando não existiam apare-
lhos eletrônicos para esse fim. Ele consiste em
um grande bloco de madeura, de massa M ,
suspenso por dois longos pares de fios. Um
projétil de massa m é lançado sobre o bloco,
onde fica cravado. O conjunto bloco + projétil,
imediatamente após o choque, oscila e seu cen-
tro de massa sobe verticalmente uma distância
h antes do pêndulo parar. Suponha M = 5, 4
kg e m = 9, 5 g. Qual a velocidade inicial do
projétil se o bloco se elevar à altura h = 6, 3
cm?76

5.16. Um vagão de carga de 35 toneladas choca-se
com outro vagão que está parado. Eles enga-
tam e 27% da energia cinética inicial é dissi-
pada como calor, som, vibrações etc. Deter-
mine o peso do segundo vagão77.

5.17. Para testar as propriedades de fabricação de
bolas de aço de 1 kg, cada bola é liberada do
repouso como mostrado na figura e atinge a su-
perf́ıcie lisa inclinada de 45◦. Se o coeficiente
de restituição é ǫ = 0,8, determine a distância
s até onde a bola atinge o plano horizontal em
A. Com qual velocidade a bola atinge o ponto
A?

5.18. Uma linha de n esferas similare, cada uma
com massa m, estão colocadas próximas uma

a outra, como mostrado na figura abaixo. Se
a esfera 1 tem uma velocidade v1, determine
a velociadade da n-ésima esfera logo após ter
sido atingida pela (n − 1)-ésima esfera adja-
cente. O coeficiente de restituição entre as es-
feras é ǫ.

5.19. Determine o coeficiente de restituição ǫ entre
a bola A e a bola B de mesma massa. As ve-
locidades de A e B antes e após a colisão são
mostradas na figura abaisxo.

5.20. Os blocos A e B tem 5 kg e 10 kg, res-
pectivamente. Depois de atingir o bloco B, A
desliza 50 mm para a esquerda e B desliza 75
mm para a direita. Se o coeficiente de atrito
cinético entre os blocos e a superf́ıcie é µk =
0,2, determine o coeficiente de restitução entre
os blocos. O bloco B está originalmente em
repouso.

5.21. Duas bolas idênticas A e B de massam estão
suspensas por cordas de comprimeto L/2 e L,
respectivamente. A bola A é liberada do re-
pouso quando φ = 90◦ e oscila até φ = 0◦,
onde atinge B. Determine o módulo da ve-
locidade de cada uma das bolas logo após o

75Veja a solução em: http://eaulas.usp.br/portal/video.action?idItem=5588.
76Veja a solução em: http://eaulas.usp.br/portal/video.action?idItem=5590.
77Veja a solução em: http://eaulas.usp.br/portal/video.action?idItem=5596.

http://eaulas.usp.br/portal/video.action?idItem=5588
http://eaulas.usp.br/portal/video.action?idItem=5590
http://eaulas.usp.br/portal/video.action?idItem=5596
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impacto e o ângulo máximo θ através do qual
B oscilará. O coeficiente de restituição entre
as bolas é ǫ78.

5.22. À bola branca A é dada uma velocidade ini-
cial de 5 m/s. Se ela colide diretamente com
a bola B (ǫ = 0.8), determine a velocidade de
B e o ângulo θ, logo após ela ricochetear na
borda em C (ǫ′ = 0, 6). Cada bola tem uma
massa de 0,4 kg. Despreze a dimensão de cada
bola79.

5.23. Dois carros A e B têm massa de 2 toneladas
cada e colidem no pavimento escorregadio de
um cruzamento. A direção do movimento de
cada carro após a colisão é medida pelos ras-
tros deizados, como mostrado na figura abaixo.
Se o motorista do carro A afirma que vinha
a 54 km/h imediatamente antes da colisão e
que, após a mesma, acionou os freios de modo
que o carro derrapou 3 m antes de parar, de-
termine a velocidade aproximada do carro B
imediatamente antes da colisão. Suponha que
o coeficiente de atrito cinético entre as rodas
do carro e o pavimento é µk = 0, 1580.

5.24. A bola de bilhar A move-se com uma veloci-
dade de 10 m/s imediatamente antes de atingir
a bola B, que está em repouso. Se as massas
de A e de B são de 200 g cada e o coeficiente de
restituição entre elas é ǫ = 0,8, determine a ve-
locidade de ambas logo após o impacto. Qual
é o ângulo relativo entre às direções de afasta-
mento das bolas A e B? Qual seria este mesmo
ângulo no caso de uma colisão elástica?81

5.25. Uma bola de 2 kg é lançada de modo a se mo-
ver horizontalmente a 10 m/s quando atinge o
bloco de 6 kg, que está descendo o plano in-
clinado liso a 1 m/s. Se o coeficiente de res-
tituição entre a bola e o bloco é ǫ = 0,6, e o
impacto ocorre em 0,006 segundos, determine
a força impulsiva média entre a bola e o bloco.

78(vA) =

(
1− ǫ

2

)√
gL, (vB) =

(
1 + ǫ

2

)√
gL e θ = arc cos

[

1− (1 + ǫ)2

8

]

79vB = 3, 24m/s e θ = 43, 9◦.
80Nota: a linha de impacto não foi definida, no entanto essa informação não é necessária para a solução.
81v′A = 5, 07m/s, a 99, 8◦ em relação à horizontal e v′B = 7, 79m/s, a 180◦ em relação à horizontal. θ = 80, 2◦ é o ângulo

relativo entre às direções de afastamento das bolas A e B. Este ângulo seria de 90◦ no caso de uma colisão elástica (ǫ = 1).
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6 Movimento Harmônico − Vibrações

6.1 Força Restaurada Linear − Mo-
vimento Harmônico

O módulo de uma força restauradora linear é pro-
porcional ao deslocamento da part́ıcula em relação
à sua posição de equiĺıbrio e seu sentido se opõe ao
deslocamento.

F = −k (X − a) = −kx (64)

onde X é o comprimento total da mola (ou ou-
tro material com propriedades elásticas) e a o seu
comprimento original (sem deformação). À variável
x = X – a, é o deslocamento da mola em relação à
sua posição de equiĺıbrio. A constante k é denomi-
nada constante elástica e sua dimensão é N/m.

Consideremos uma part́ıcula de massa m pressa
à extremidade livre de uma mola:

F = −k (X − a) = −kx ou

F = −k (X − a) +mg = −kx
onde o sentido positivo é para baixo.

Aqui x = X – a –
mg

k
.

Em ambos os casos: F = −kx
A equação de movimento, em ambos os casos é:

m ẍ+ k x = 0 (65)

que é uma equação diferencial linear de segunda or-
dem, homogênea e com coeficientes constantes.

Para resolvê-la, vamos fazer x = Aeq t (solução
tentativa). Assim:

m
d2

dt2
(
Aeq t

)
+ k

(
Aeq t

)
= 0

mq2 + k = 0

Isto é

q = ±i
√

k

m
= ±i ω0

onde i =
√
−1 e ω0 =

√

k

m
.

A equação (65) é uma equação diferencial linear,
cuja forma geral é

Cn
dnx

dt2
+ · · ·+ C2

d2x

dt2
+ C1

dx

dt
+ C0x = b(t)

Para equações deste tipo aplica-se o prinćıpio da
superposição, isto é, se temos duas ou mais soluções
para uma dada equação diferencial linear, então a
solução mais geral que podemos obter é uma com-
binação linear das soluções encontradas que também
será uma solução. Assim:

x = A+e
iω0t + A−e

−iω0t (66)

Usando a fórmula de Euler82, podemos escrever
a eq. (66) como:

x = a senω0t+ b cosω0t (67)

onde recombinamos as constantes A+ e A− em a
e b.

Ou, ainda83

x = A cos (ω0t+ θ0) (68)

As eqs. (66), (67) e (68) são formas alternativas
da solução. As constantes de integração nas soluções
acima são determinadas a partir das condições inici-
ais. O movimento é uma oscilação senoidal do deslo-
camento x. Por esta razão a eq. (65) é frequente cha-
mada de equação diferencial do oscilador harmônico
ou oscilador linear.

82e±iθ = cosθ ± i senθ
83Da trigonometria: cos (θ1 + θ2) = cos θ1 cos θ2 − sen θ1 sen θ2, onde a = −A sen θ0 e b = A cos θ0.
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O coeficiente ω0 é chamado frequência angular.
O valor máximo de x é chamado amplitude da os-
cilação (xmáx = A =

√
a2 + b2). O peŕıodo T da os-

cilação é o tempo requerido para um ciclo completo,
isto é, o peŕıodo de tempo para o qual o produto ω0t
aumenta de exatamente 2π, então

T0 =
2π

ω0

= 2π

√
m

k
(69)

A frequência linear de oscilação ν0 é o número de
ciclos por unidade de tempo, portanto

ω0 = 2πν0

ν0 =
1

T0
=

1

2π

√

k

m
(70)

Exemplo 6.1. Resolver a equação do movimento
de uma part́ıcula sob a ação da força dissipativa
F (v) = −mΓv.

Já resolvemos este problema por integração di-
reta. O método aqui apresentado torna ainda mais
simples a solução. A equação diferencial que temos
de resolver é

ẍ+ Γẋ = 0

Esta é uma equação diferencial linear e ho-
mogênea. Substituindo a solução do tipo ep t ob-
temos a seguinte equação para p

p2 + pΓ = 0

Assim, os valores de p que satisfazem a equação
precedente são p = 0 e p = −Γ. Note que aqui os
valores de p são reais e por isso não precisamos in-
troduzir variáveis complexas. As funções de base são
x1 = 1 e x2 = e−Γt e, assim, a solução geral é

x(t) = A+B e−Γt

Devemos usar as condições iniciais do problema
para determinar o valor das constantes A e B, assim:

x(t0) = A+B e−Γt0

v(t0) = −Γ B e−Γt0

Resolvendo estas equações para A e B e substi-
tuindo os resultados na equação para x(t), obtemos:

x(t) = x(t0) +
v(t0)

Γ

(
1− e−Γ(t−t0)

)

o mesmo resultado obtido anteriormente.

Exemplo 6.2. Uma mola leve se distende de b
quando equilibra um bloco de massa m. Encontre
o movimento resultante em função de t sabendo-se
que no instante t = 0 o bloco foi abandonado em
repouso a uma distância l abaixo de sua posição de
equiĺıbrio.

Primeiro, a fim de obtermos a constante da mola,
notamos que na condição de equiĺıbrio estático

F = −k b = −m g ⇒ k =
mg

b

Portanto a frequência angular de oscilação é

ω0 =

√

k

m
=

√
g

b

Para obtermos as constantes da equação de mo-
vimento, vamos fazer:

x(t = 0) = A cos (ω0 t+ θ0)|t=0 = l

ẋ(t = 0) = −Aω0 sen (ω0 t+ θ0)|t=0 = 0

Assim:

A = l e θ0 = 0

Logo:

x(t) = l cos

(√
g

b
t

)

é a expressão procurada.
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6.2 Considerações de Energia no
Movimento Harmônico

Considere uma part́ıcula movendo-se sob a ação
de uma força restauradora linear F = −kx. Va-
mos calcular o trabalho W realizado por uma força
externa Fa para levar a part́ıcula da posição de
equiĺıbrio (x = 0) a uma posição genérica x. Te-
mos

Fa = −F = kx e

W =

∫

Fa dx =

∫ x

0

(kx) dx =
k

2
x2

O trabalhoW fica armazenado na mola na forma
de energia potencial

V (x) = W =
k

2
x2

A energia total será então dada pela soma das
energias cinética e potencial.

E =
1

2
m ẋ2 +

1

2
k x2

Para que ẋ seja real, vemos que x deve se situar

entre

√

2E

k
e −
√

2E

k
.

Assim: A =

√

2E

k
é a amplitude da oscilação.

Da equação da energia vemos que o valor máximo
de x, que chamaremos vmáx, ocorre em x = 0, e então
teremos

E =
1

2
mv2máx =

1

2
kA2

e

vmáx =

√

k

m
A = ω0 A

6.3 Movimento Harmônico Amorte-
cido

Vamos agora supor que exista uma força viscosa
de amortecimento variando linearmente com a ve-
locidade, ou seja, tal como aquela produzida pela
resistência do ar.

Sendo x o deslocamento em relação à posição de
equiĺıbrio, então a força restauradora exercida pela
mola será −kx, e a força retardadora −cẋ, onde c
é uma constante de proporcionalidade. A equação
diferencial do movimento F = mẍ será portanto
−kx− cẋ = mẍ ou, rearranjando os termos

mẍ+ cẋ+ kx = 0 (71)

é a equação diferencial que devemos resolver.
Novamente tentaremos uma solução do tipo ex-

ponencial A eqt, que deverá satisfazer a equação

m
d2

dt2
(
A eqt

)
+ c

d

dt

(
A eqt

)
+ k

(
A eqt

)
= 0

para qualquer t. Isto ocorrerá se q satisfizer a
equação auxiliar mq2 + cq + k = 0. As ráızes são
dadas pela fórmula de báscara

q =
−c±

√
c2 − 4mk

2m
(72)
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Existem três casos fisicamente distintos

a) c2 > 4mk super− amortecimento

b) c2 = 4mk amortecimento cŕıtico

c) c2 < 4mk sub− amortecido

6.3.1 Caso Super-amortecido

No primeiro caso, vamos chamar −γ1 e −γ2 os
dois valores reais de q dados pela eq. (72). A solução
geral poderá ser escrita como

x(t) = A1 e
−γ1t + A2 e

−γ2t (73)

Assim vemos que o movimento é não oscilatório:
o deslocamento x vai a zero de uma maneira expo-
nencial a medida que o tempo passa.

6.3.2 Caso de Amortecido Cŕıtico

No caso de amortecimento cŕıtico as duas ráızes
são iguais. Assim existe apenas uma função e−γt e
uma única constante A, onde γ = c/2m. Para ob-
termos a solução geral, neste caso, voltaremos à eq.
(71) que, para ráızes iguais, pode ser fatorada. As-
sim:

mẍ+ cẋ+ kx = 0 ⇒ ẍ+
c

m
ẋ+

c2

4m2
x = 0

ẍ+ 2γẋ+ γ2x = 0 ⇒
(
d

dt
+ γ

)

(γx+ ẋ) = 0

Mudando a variável u → (γx+ ẋ) e integrando,
obtemos u = A1 e

−γt. Assim:

u = (γx+ ẋ) = A1 e
−γt

⇒ A1 = (γx+ ẋ) eγt =
d

dt

(
x eγt

)

Uma segunda integração em relação a t nos dá
A1 t = x eγt − A2, ou

x = e−γt (A1t+ A2) (74)

que representa um movimento não oscilatório, onde
o deslocamento x vai a zero assintoticamente com o
tempo.

6.3.3 Caso Sub-amortecido

Se a constante de amortecimento c for suficien-
temente pequena tal que c2 < 4mk, teremos caso
conhecido como sub-amortecimento. Neste caso q
será complexo. As duas ráızes da equação auxiliar
serão números conjugados complexos e o movimento
será dado pela solução geral.

x(t) = A+ e(−γ+iω1)t + A− e(−γ−iω1)t (75)

onde γ =
c

2m
, e ω1 =

√

k

m
− c2

4m2
=

√

ω2
0 − γ2 .

Da mesma forma que anteriormente, podemos es-
crever a solução como:

x(t) = e−γt (a sen ω1t+ b cos ω1t) (76)

x(t) = A e−γt cos (ω1t+ θ0) (77)

onde a = i(A+−A−), b = (A++A−), A =
√
a2 + b2

e θ0 = −arctg
(a

b

)

.

A forma real da solução mostra que o movimento
é oscilatório, e que a amplitude A e−γt cai exponen-
cialmente com o tempo. Além disso, notamos que
a frequência angular de oscilação ω1 é menor que a
do oscilador não amortecido ω0. A frequência ω1 é
chamada frequência natural.

No caso de amortecimento fraco, ou seja se γ
for muito pequeno comparado a ω0, podemos usar a
relação aproximada

ω1 ≈ ω0 −
γ2

2ω0

que é obtida expandindo-se em série ω1 =
√

ω2
0 − γ2

pelo uso do teorema binomial e retendo somente os
dois primeiros termos84.

84As duas curvas x = A e−γt e x = −A e−γt formam um envelope da curva do movimento, uma vez que o cosseno toma
valores entre +1 e −1 nos pontos onde a curva toca o envelope. Os pontos de contato estão separados por um intervalo de
tempo de meio peŕıodo, ou π/ω1.
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6.4 Considerações de Energia no
Movimento Harmônico Amorte-
cido

A energia do oscilador harmônico amortecido
é, em qualquer instante, igual a soma da energia
cinética e da energia potencial, mas diferentemente
do que ocorre com o oscilador não amortecido, aqui
E não é constante. Vamos diferenciar a equação da
energia em relação ao tempo a fim de obtermos a
taxa temporal de variação de E. Temos então

dE

dt
= mẍẋ+ kẋx = (mẍ+ kx) ẋ

Mas, da equação diferencial do movimento, eq.
(71), mẍ+ kx = −cẋ. Consequentemente

dE

dt
= −cẋ2 (78)

que é uma quantidade sempre negativa e representa
a razão na qual a energia está sendo dissipada na
forma de calor, som, vibração, etc., pelo atrito.

Exemplo 6.3. Uma part́ıcula de massa m está
presa a uma mola de constante elástica k. O amor-
tecimento é tal que γ = ω0/4. Encontre a frequência
natural de oscilação e a razão entre as amplitudes de
duas oscilações sucessivas.

ω1 =
√

ω2
0 − γ2 =

√

ω2
0 −

ω2
0

16

= ω0

√

15

16
=

√

k

m

√

15

16

é a frequência natural de oscilação.

A razão entre as amplitudes de duas oscilações
sucessivas é

A e−γT1

A
= e−γT1

onde

T1 =
1

ν1
=

2π

ω1

=
2π

ω0

√

16

15
=

2π

4γ

√

16

15

Portanto

e−γT1 = e−
π

2

√
16

15 = e−1,56 = 0, 21

é a razão entre as amplitudes de duas oscilações
sucessivas.

6.5 Movimento Harmônico Forçado
− Ressonância

Vamos agora estudar o movimento do oscilador
harmônico amortecido forçado por uma força ex-
terna harmônica, isto é, uma força que varia senoi-
dalmente com o tempo. Vamos supor que esta força
tenha frequência angular ω e amplitude F0 e por-
tanto podemos escrever

Fext = F0 cos (ωt+ θ) (79)

É conveniente, entretanto, usar a forma exponen-
cial

Fext = F0 e
i(ωt+θ) (80)

ao invés da trigonométrica, embora ambas possam
ser usadas.

A equação diferencial do movimento será por-
tanto

−kx− cẋ+ Fext = mẍ ou

mẍ+ cẋ+ kx = F0 e
i(ωt+θ) (81)

A solução desta equação diferencial linear é dada
pela soma de duas partes, a primeira parte sendo
a solução da equação diferencial homogênea mẍ +
cẋ + kx = 0 (já resolvida) e a segunda parte sendo
qualquer solução particular. Como vimos, a solução
da equação homogênea representa uma oscilação que
eventualmente vai a zero − é chamado o termo tran-
siente. Estamos interessados numa solução que de-
penda da natureza da força aplicada. Uma vez que
esta força varia senoidalmente com o tempo e tem
amplitude constante, é razoavel esperar uma solução
para a qual o deslocamento x também tenha uma de-
pendência temporal senoidal. Portanto, para o re-
gime estacionário, tentaremos uma solução na forma

x(t) = A ei(ωt+θ′)

Assim

m
d2

dt2

(

A ei(ωt+θ′)
)

+ c
d

dt

(

A ei(ωt+θ′)
)

+ k A ei(ωt+θ′)

= F0 e
i(ωt+θ)

Depois de efetuar as operações indicadas e can-
celar os fatores comuns teremos:

−mω2A + iωcA+ kA = F0e
i(θ−θ′)

= F0 [cos (θ − θ′) + isen (θ − θ′)]
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Identificando as partes real e imaginária, teremos

A
(
k −mω2

)
= F0cosφ (82)

cωA = F0senφ (83)

onde chamamos de φ a diferença de fase ou ângulo
de fase (θ − θ′).

Dividindo a segunda equação pela primeira, ob-
temos

tgφ =
cω

k −mω2

Elevando-se ao quadrado ambos os lados das eqs.
(82) e (83), obtemos

A2
(
k −mω2

)2
+ c2ω2A2 = F 2

0

Explicitando a amplitude das oscilações no re-
gime estacionário A, teremos

A =
F0

√

(k −mω2)2 + c2ω2

(84)

e, como ω0 =
√

k/m e γ = c/2m, podemos es-
crever

tgφ =
2γω

(ω2
0 − ω2)

A =
F0/m

√

(ω2
0 − ω2)

2
+ 4γ2ω2

A figura mostra que A assume um valor máximo
numa certa frequência ωr, chamada de frequência de
ressonância.

A fim de obtermos a frequência de ressonância,
usamos o método dos máximos e mı́nimos do
Cálculo, isto é, calculamos dA/dω e igualamos o re-
sultado a zero. Explicitando ω, encontramos

ω = ωr =
√

ω2
0 − 2γ2 (85)

No caso de amortecimento fraco, isto é, quando
a constante de amortecimento c for muito pequena,
c ≪ 2

√
mk, ou, equivalentemente, se γ ≪ ω0,

então a frequência de ressonância ωr será aproxima-
damente igual à frequência do oscilador harmônico
simples (sem amortecimento) ω0.

A amplitude no regime estacionário e na
frequência de ressonância, é

Amáx =
F0/m

2γ
√

ω2
0 − γ2

=
F0

c
√

ω2
0 − γ2

(86)

que, para amortecimento fraco (γ ≪ ω0), reduz-
se à F0/cω0.

6.6 Análogos Elétrico-Mecânico

Matematicamente, existe uma analogia perfeita
entre um sistema oscilatório mecânico e um circuito
elétrico LRC. Isto ocorre porque a equação diferen-
cial que descreve ambos os fenômenos f́ısicos é, ma-
tematicamente, a mesma. Assim, para resolver um
problema oscilatório mecânico, basta “construir” um
circuito elétrico equivalente, com as seguintes subs-
tituições (equivalências):

MECÂNICO ELÉTRICO
x deslocamento q carga
ẋ velocidade q̇ = i corrente
m massa L indutância
k constante elástica C−1 rećıproco da

capacitância
c constante de R resistência

amortecimento
F força V diferença de potencial

Exemplo 6.4. O fator de qualidade Q de um sis-
tema ressonante é definido como ωr/2γ e está dire-
tamente relacionado com a largura do pico de res-
sonância. Determine a frequência de ressonância e
o fator de qualidade para o oscilador amortecido do
problema anterior (uma part́ıcula de massa m presa
a uma mola de constante elástica k, tal que o amor-
tecimento é γ = ω0/4). Se a frequência da força
aplicada ao oscilador é ω0/2, encontre o ângulo de
fase.
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ωr =
√

ω2
0 − 2γ2 =

√

ω2
0 − 2

ω2
0

16

= ω0

√

7

8
=

√

k

m

√

7

8

é a frequência angular de ressonância.
O fator de qualidade é

Q =
ωr

2γ
=
ω0

√

7/8

2(ω0/4)
= 2

√

7

8
= 1, 87

O ângulo de fase é:

φ = arctg
2γω

(ω2
0 − ω2)

= arctg
2(ω0/4)(ω0/2)

ω2
0 − (ω0/2)2

= arctg

(
1

3

)

= 18, 5◦

Exemplo 6.5. Desenhe o circuito elétrico que é
equivalente ao sistema mecânico mostrado. Deter-
mine a equação diferencial que descreve a carga q no
circuito.

A equação diferencial que descreve o sistema
mecânico é

mẍ+ cẋ+ kx = F0cosωt

Ao passo que a equação diferencial que descreve
o sistema elétrico é

L
di

dt
+Ri+

q

C
= E0cosωt

Exemplo 6.6. O pêndulo simples é também um
exemplo de um sistema que oscila em torno de uma
posição de equiĺıbrio. Entretanto, neste caso, a força
restauradora é a componente do peso na direção do
deslocamento S que, na configuração mostrada, é
igual a −mg senθ. Resolva o problema do pêndulo
simples na aproximação em que senθ ≈ θ.

Se l for o comprimento do fio, então θ = S/l e a
equação diferencial do movimento é

mS̈ +mg sen

(
S

l

)

= 0

ou, em termos de θ, na aproximação em que senθ ≈ θ

θ̈ +
g

l
θ = 0

A solução, como já vimos, é

θ = θ0 cos (ω0t+ φ0)

onde ω0 =
√

g/l, θ0 é a amplitude de oscilação e
φ0 um fator de fase. Dentro dos limites de validade
dessa aproximação o movimento é harmônico sim-
ples e o peŕıodo de oscilação é dado por:

T0 =
2π

ω0

= 2π

√

l

g

Observação.: Para obter uma solução mais pre-
cisa do Pêndulo Simples e do Oscilador não Linear,
isto é, uma solução sem a necessidade de aproximar
senθ ≈ θ, precisaŕıamos desenvolver a função senθ
como uma série de potências, onde apenas o pri-
meiro termo da série é θ. A solução exata é obtida
por meio de integrais eĺıpticas.

6.7 Exerćıcios Propostos

6.1. Uma massa na extremidade de uma mola
é liberada do repouso na posição x0. A ex-
periência é repetida, mas agora com o sistema
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imerso num fluido que faz com que o movi-
mento seja criticamente amortecido. Mostre
que a máxima velocidade da massa no primeiro
caso é e, multiplicado pela velocidade máxima
no segundo caso85.

6.2. Se a amplitude de um oscilador amorte-
cido decresce a 1/e de seu valor inicial após n
peŕıodos, mostre que a frequência do oscilador

deve ser aproximadamente
[

1− (8π2n2)
−1
]

ve-

zes a do oscilador não amortecido correspon-
dente86.

6.3. Considere um oscilador harmônico não amor-
tecido descrito pela equação do movimento

mẍ+ kx = F (t)

A força externa F (t) = F0 cos (ωt), de
frequência angular ω, começa a atuar no ins-
tante t.

a) Encontre a solução geral da equação do mo-
vimento para tempos t ≥ 087.

b) Para as condições iniciais x(t = 0) = 0 e
ẋ(t = 0) = 0, mostre que o deslocamento do
sistema para tempos t ≥ 0 é dado por

x(t) =
F0

m (ω2
0 − ω2)

[cos(ωt)− cos(ω0t)]

onde ω0 =
√

k/m é a frequência natural do
oscilador.

c) Tome o limite ω −→ ω0 do item (b) para
mostrar que quando o oscilador é forçado na
sua frequência natural, o deslocamento como
função do tempo é dado por

x(t) =
F0

2mω0

t sen(ω0t)

Comente sobre o significado f́ısico deste resul-
tado88.

6.4. O grau de amortecimento de um sistema os-
cilante costuma ser medido em termos do cha-
mado fator de qualidade Q do sistema osci-
lante:

Q =
ωr

2γ

onde ωr é dado pela eq. (85).

a) Demonstre que a amplitude máxima no
regime estacionário e na frequência de res-
sonância é dado pela eq. (86), isto é:

Amáx =
F0

c
√

ω2
0 − γ2

onde ω0 =
√

k/m.

b) Escreva a amplitude da eq. (84) em termos
deQ. Considere o caso de amortecimento fraco
e faça um gráfico da amplitude para diversos
valores de Q e comente seus resultados89.

c) Ainda, considerando amortecimento fraco,
mostre que, se a frequência da força aplicada

85Dica: No caso não amortecido, o valor máximo da velocidade é ωx0. No caso do amortecimento cŕıtico, a velocidade
em qualquer tempo t é v(t) = −x0γ2te−γt. Portanto, a velocidade máxima neste caso é x0γe

−1 e a razão procurada é
ωx0

x0γe−1
= e, onde, no amortecimento cŕıtico, ω = γ.

86Dica: Há oscilação somente no caso sub-amortecido, assim, do enunciado Ae−γ(t+nτ) =
1

e
Ae−γt, onde τ = 2π/ω1 é o

peŕıodo do oscilador. Obtenha a razão ω1/ω0 e expanda o segundo termo em série de potências (já que 1/4n2π2 ≪ 1),
mantendo apenas o primeiro termo.

87x(t) = Acos (ω0t+ θ0) +
F0

m (ω2
0 − ω2)

cos (ωt).

88Vemos que quando forçamos o oscilador harmônico não amortecido na sua frequência de ressonância, a resposta diverge
linearmente com o tempo.

89Introduzindo a variável adimensional α = ω/ωr, reescrevemos a amplitude como:

A =
F0/m

ω2
r

√

(1− α2)2 +
4γ2

ω2
r

α2

=
F0/mω

2
r

√

(1− α2)2 +
α2

Q2

Na figura ao lado é mostrados um gráfico de A/
(
F0/mω

2
r

)

em função de α. À medida que o fator Q cresce (isto é,
o amortecimento diminui), a forma da curva de ressonância
toma a forma de um pico cada vez mais estreito em torno de
α = 1 (ω = ωr). Num sistema sem nenhum amortecimento,
a amplitude seria infinita na frequência de ressonância.
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for próxima da ressonância, o Q do sistema é
aproximadamente90

Q ∼= 2π×
(

Energia total

Energia perdida durante um peŕıodo

)

6.5. Considere um oscilador harmônico amortecido
com m = 10 kg, k = 250 N/m e c = m γ = 60
kg/s. Este oscilador está sob a ação de uma
força externa dada por F0 cosωt, onde F0 = 48
N.

a) Que valor de ω resulta em oscilações de es-
tado estacionário com amplitude máxima?

b) Qual é o valor da amplitude máxima?

c) Quando ω tem o valor encontrado em a),
qual é o ângulo de fase φ?91

6.6. Considere um oscilador harmônico amortecido
cuja equação de movimento é

mẍ = −kx− cẋ

a) Mostre que se o amortecimento for cŕıtico
(c/2m = ω0), para o qual as condições iniciais
são x(t = 0) = x0 e ẋ(t = 0) = 0, a taxa com
que o oscilador perde energia é

dE

dt
= −(2m)−4c5x20t

2e−ct/m

b) Para este oscilador (amortecimento cŕıtico),
calcule a energia total perdida após ter decor-
rido uma quantidade de tempo infinita.

Energia perdida =

∫ ∞

0

dE

dt
dt

e verifique que ela é igual à energia total inicial
do oscilador.

6.7. Considere um oscilador amortecido com m =
1 kg, k = 50 N/m e c = m γ = 10 kg/s. Se as
condições iniciais são x(t = 0) = 0,1 m e ẋ(t
= 0) = 0, encontre o movimento subseqüente
do sistema92.

6.8. Resolva o Problema do Pêndulo Simples con-
siderando a expansão da função senθ até o se-
gundo termo, isto é, utilize os dois primeiros
termos do desenvolvimento em série da função

seno

(

senθ = θ − θ3

3!
+
θ5

5!
− · · ·

)

, para mos-

trar que a equação diferencial do movimento
do pêndulo simples

θ̈ +
g

l
senθ = 0 −→ θ̈ +

g

l
θ − g

6l
θ3 = 0

admite a solução θ = Acosωt+Bcos3ωt, desde
que desprezemos termos em potências de or-
dem mais altas em B e múltiplos mais eleva-

dos em ωt. Neste caso ω =

√
g

l

√

1− A2

8
pode

ser tomado como a amplitude de oscilação θ0

do pêndulo, já que B = − A3

3(64 + 27A2)
≈

− A3

192
, portanto muito menor que A, princi-

palmente se A for pequeno. Assim, mostre

que o peŕıodo T =
2π

ω
do pêndulo simples

deve ser corrigido para

(

2π
√

1− A2/8

)√
l

g
≈

2π

√
l

g

(

1 +
A2

16
+ · · ·

)

.

6.9. Mostre que a ciclóide é uma curva de v́ınculo
para a qual uma part́ıcula oscilará sob a ação
da gravidade isocronicamente, isto é, com um
peŕıodo que é independente da amplitude93.

6.10. Uma part́ıcula executando movimento
harmônico simples de amplitude A passa pela
posição de equiĺıbrio com velocidade v0. Qual
é o peŕıodo de oscilação?

6.11. Uma part́ıcula executando movimento
harmônico simples tem velocidade v1 quando
o deslocamento é x1 e a velocidade v2 quando
o deslocamento for x2. Encontre o peŕıodo e a
amplitude do movimento.

90Desde que o amortecimento seja fraco e a frequência da força aplicada esteja próxima da ressonância, temos que
ωr ≈ ω ≈ ω0 e Q = ω0/2γ. Calcule a energia total do oscilador, lembrando que a potência dissipada é dada pela eq.

(78) e, portanto, a energia dissipada num ciclo é Ed =

∫ 2π/ω0

0

(Potência dissipada) dt.

91a) ωr = 2, 65s−1; b) Amáx = 0, 2 m; e c) φ = 41, 4◦.
92x(t) =

√
2 (0, 1m) e−5,0s−1t cos

[(
5, 0s−1t

)
− π

4

]

93Dica: As equações paramétricas da ciclóide são:

x(θ) =

∫

C cos2θ dθ =
C

4
(2θ + sen2θ)

y(θ) =

∫

C senθ cosθ dθ = −C
4

cos2θ
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6.12. Duas part́ıculas de massasm1 em2 executam
movimento harmônico simples de amplitudes
A1 e A2, respectivamente. Qual é a razão en-
tre seus peŕıodos: T1/T2, se a energia total da
part́ıcula 1 for duas vezes a da part́ıcula 2?94

6.13. Um único objeto de massa m está depen-
durado em duas molas de constantes k1 e k2
mantidas em posição vertical. Mostre que a
frequência angular de oscilação é

√

k1 + k2
m

se as molas forem ligadas em paralelo e
√

k1k2
(k1 + k2)m

se as molas forem ligadas em série.

6.14. Uma caixa de massa M contendo um bloco
de massa m está dependurada em uma mola
de constante elástica k. Encontre a força de
reação entre o bloco e o fundo da caixa em
função do tempo sabendo-se que o sistema foi
deslocado para baixo de uma distância d, con-
tada a partir da posição de equiĺıbrio, e em se-
guida abandonado. Para que valor de d o bloco
perderá o contato com o fundo da caixa na
parte mais alta das oscilações verticais? Des-
preze a resistência do ar.

6.15. A velocidade terminal de uma bola em queda
livre é vt. Quando a bola está dependurada
em uma mola leve a mola se distende de x0. a)
Mostre que a frequência natural de oscilação é
dada por

ω1 =

√

g

x0
− g2

4v2t

supondo que a resistência do ar seja proporci-
onal à velocidade.

b) Mostre que a energia do sistema cai a 1/e
do seu valor inicial em t = vt/g.

6.16. Mostre que a frequência da força ex-
terna, para a qual a amplitude do oscilador
harmônico forçado é a metade da amplitude
de ressonância, é aproximadamente

ω0 ± γ
√
3

6.17. Encontre a frequência para a qual a ve-
locidade do oscilador harmônico forçado é
máxima95.

6.18. Mostre que o fator de qualidade Q, defi-
nido como ωr/2γ, de um oscilador harmônico
forçado é igual ao fator pelo qual deve ser mul-
tiplicado a resposta à frequência para se obter
a resposta à frequência de ressonância.

6.19. Resolva a equação diferencial do movimento
do oscilador harmônico sujeito a uma força
amortecida da forma

Fext = F0 e
−αtcos (ωt)

6.20. Uma plataforma, apoiada em 4 molas de
constante elástica 800 N/m, sustenta um equi-
pamento de precisão. Se o chão é submetido a
um deslocamento vertical δ = 10sen(8t) mm,
onde t é medido em segundos, determine a am-
plitude de vibração. Qual é a frequência de
vibração do chão necessária para causar res-
sonância? O instrumento e a plataforma tem
uma massa total de 20 kg96.

Demonstre que, se o peŕıodo de oscilação da part́ıcula for
independente da amplitude, a part́ıcula descreverá uma tra-
jetória dada por estas equações.
Seja θ o ângulo entre a horizontal e a tangente à curva

de v́ınculo − conforme mostrado na figura. A componente
da força gravitacional (peso) na direção do movimento é
−mgsenθ. A equação diferencial do movimento ao longo
da trajetória de v́ınculo (considerado sem atrito) é então
mS̈ = −mgsenθ. Contudo, se esta equação representar mo-
vimento harmônico simples ao longo da curva, devemos ter
mS̈ = −kS. Desse modo, uma curva de v́ınculo que satisfizer
a equação S = Csenθ, com C = mg/k, produzirá movimento
harmônico simples.

Use a regra da cadeia
dx

dθ
=

dx

dS

dS

dθ
e
dy

dθ
=

dy

dS

dS

dθ
para

encontrar as equações paramétricas x(θ) e y(θ) da trajetória
da part́ıcula.

94(A1/A2)
√

m1/2m2.
95Sugestão: Maximize a quantidade vmáx = ωA (ω).
96A = 16, 7 mm e ω ≈ ω = 12, 65 rad/s.
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7 Oscilações Acopladas

7.1 Osciladores Acoplados − Modos
Normais

Consideremos duas massas iguais, m, ligadas por
molas de mesma constante elástica k, como mos-
trado na figura abaixo.

Queremos as posições das massas como função do
tempo. As part́ıculas só podem se mover em uma
dimensão (x). Sejam x1(t) e x2(t) as posições das
massas (da esquerda e da direita, respectivamente),
como visto na figura, onde indicamos as posições de
equiĺıbrio por linhas tracejadas. As equações do mo-
vimento são:

mẍ1 = −kx1 − k (x1 − x2)

mẍ2 = −kx2 − k (x2 − x1) (87)

ou

ẍ1 + 2ω2x1 − ω2x2 = 0

ẍ2 + 2ω2x2 − ω2x1 = 0 (88)

onde ω2 = k/m. As equações (87) ou (88) são
equações diferenciais lineares de segunda ordem aco-
pladas, porque as variáveis x1 e x2 aparecem em am-
bas. Como o sistema tem dois graus de liberdade (é
descrito pelas duas variáveis x1 e x2), a solução geral
destas equações deverá conter quatro constantes ar-
bitrárias, que serão ajustadas pelas quatro condições
iniciais (velocidade e posição iniciais para cada uma
das part́ıculas).

Somando, membro a membro, as equações, obte-
mos

(ẍ1 + ẍ2) + ω2 (x1 + x2) = 0 (89)

Esta equação, cuja solução já conhecemos, en-
volve as variáveis x1 e x2 somente através da soma
x1 + x2. A solução é

x1 + x2 = B1 cos (ωt+ φ1) (90)

Podemos também tomar a diferença das equações
(87) ou (88). O resultado é

(ẍ1 − ẍ2) + 3ω2 (x1 − x2) = 0 (91)

Agora temos as variáveis x1 e x2 aparecendo so-
mente através da diferença x1 − x2. A solução é

x1 − x2 = B2 cos
(√

3ωt+ φ2

)

(92)

Tomando a soma e a diferença das Equações (90)
e (92), achamos que x1(t) e x2(t) são dados por

x1(t) = A1 cos (ωt+ φ1) + A2 cos
(√

3ωt+ φ2

)

x2(t) = A1 cos (ωt+ φ1)− A2 cos
(√

3ωt+ φ2

)

(93)

onde A1 = B1/2 e A2 = B2/2.
As combinações x1 + x2 e x1 − x2 são chamadas

coordenadas normais do sistema. Elas oscilam com
uma frequência pura, cada uma, os chamados modos
normais do sistema. As soluções (93) são a solução
geral das equações (88). Como esperado, dependem
das quatro constantes arbitrárias A1, A2, φ1 e φ2, que
devem ser determinadas pelas condições iniciais.

Podemos também resolver as equações (88), fa-
zendo

x1 = C1e
pt e x2 = C2e

pt , (94)

onde C1 e C2 são constantes. Reescrevendo as eqs.
(94) como

(
x1
x2

)

=

(
C1

C2

)

ept

Substituindo esta solução tentativa, na eq. (88),
obtemos

(
p2 + 2ω2

)
C1 − ω2C2 = 0

(
p2 + 2ω2

)
C2 − ω2C1 = 0

ou, equivalentemente, numa forma matricial,
(
p2 + 2ω2 −ω2

−ω2 p2 + 2ω2

)(
C1

C2

)

=

(
0
0

)

(95)

Esta equação, homogênea para C1 e C2 terá
solução não-trivial97 somente se a matriz não tiver

97isto é, solução onde C1 e C2 não sejam iguais a zero.
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inversa. Por outro lado, uma matriz não terá inversa
quando seu determinante for igual a zero. Como
queremos justamente a solução não-trivial para C1

e C2, vamos fazer o determinante da matriz na (95)
igual a zero:
∣
∣
∣
∣

p2 + 2ω2 −ω2

−ω2 p2 + 2ω2

∣
∣
∣
∣
=
(
p2 + 2ω2

)2 − ω4 = 0

(96)
As ráızes desta equação são p = ±iω e p =

±i
√
3ω. Se p = ±iω, pondo este resultado de volta

na (95), encontramos C1 = C2 (as duas equações
produzem o mesmo resultado). E, se p = ±i

√
3ω,

então temos da eq. (95) que C1 = −C2 (de novo,
as equações são redundantes). As quatro funções de
base são98

A solução geral é, de acordo com o prinćıpio da
superposição,
(
x1
x2

)

= B1

(
1
1

)

e+iωt +B2

(
1
1

)

e−iωt

+B3

(
1
−1

)

e+i
√
3ωt +B4

(
1
−1

)

e−i
√
3ωt

onde B1, B2, B3 e B4 são constantes complexas que
temos de escolher, de modo que x1(t) e x2(t) sejam
reais.

Fazendo B∗
2 = B1 = A1 e

iφ1 e B∗
4 = B3 = A2 e

iφ2 ,
obtemos

(
x1
x2

)

= A1

(
1
1

)

cos (ωt+ φ1)

+ A2

(
1
−1

)

cos
(√

3ωt+ φ2

)

que nada mais são que as soluções (93). Esta
solução não corresponde, em geral, a um movimento
harmônico simples para x1 e x2. Podemos esco-
lher condições iniciais tais que A2 = 0. Basta fa-
zer x1(t0) = x2(t0) e ẋ1(t0) = ẋ2(t0), ou seja, dar
um mesmo deslocamento inicial e mesma velocidade
inicial para cada part́ıcula.

Neste caso,

x1(t) = A1 cos (ωt+ φ1) = x2(t) (97)

e as part́ıculas oscilam com a mesma frequência e
estão sempre em fase. Este modo normal, conforme
mostra a figura, é chamado modo simétrico.

Escolhendo as condições iniciais x1(t0) = −x2(t0)
e ẋ1(t0) = −ẋ2(t0), então, A1 = 0, e

x1(t) = A2 cos
(√

3ωt+ φ2

)

= −x2(t) (98)

As part́ıculas oscilam com a mesma frequência e
estão sempre em oposição de fase. Este modo normal
é chamado modo anti-simétrico. Nele os desloca-
mentos das part́ıculas são sempre iguais e contrários.

7.2 Osciladores Acoplados: Pêndulos
Acoplados

Consideremos dois pêndulos idênticos acoplados
por uma mola de constante k

Seja m a massa de cada pêndulo. Chamando de
l o comprimento comum, a frequência de suas os-
cilações livres será

ω =
√

g/l (99)

98O número de funções de base é igual a duas vezes o número de graus de liberdade.

(
1
1

)

e+iωt ,

(
1
1

)

e−iωt ,

(
1
−1

)

e+i
√
3ωt ,

(
1
−1

)

e−i
√
3ωt
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Para pequenos deslocamentos x1 e x2, podemos
aproximar os arcos descritos com os deslocamentos,
ou seja, x1 ≈ lθ1 e x2 ≈ lθ2, onde θ1 e θ2 são os
ângulos de desvio. Nesta aproximação, a compo-
nente tangencial da força gravitacional sobre cada
part́ıcula será:

−mgθ1 ≈ −mgx1/l = −mω2x1 ; para a part́ıcula 1

−mgθ2 ≈ −mgx2/l = −mω2x2 ; para a part́ıcula 2

Além da força gravitacional, cada part́ıcula sofre
a ação da mola. Para deslocamentos positivos ar-
bitrários, a força sobre a part́ıcula 1 é −k(x1−x2) e
a força sobre a part́ıcula 2 será igual e contrária, ou
seja, −k(x2−x1). Assim, as equaçães do movimento
para pequenas oscilações das duas part́ıculas são

mẍ1 = −mω2x1 − k(x1 − x2)

mẍ2 = −mω2x2 − k(x2 − x1)

ou, dividindo por m,

ẍ1 + ω2x1 + ω2
0(x1 − x2) = 0

ẍ2 + ω2x2 + ω2
0(x2 − x1) = 0 , (100)

onde ω =
√

g/l e ω0 =
√

k/m. Note que o movi-
mento de um pêndulo é, na verdade, bidimensional,
mas, para oscilações de pequenas amplitudes, pode
ser tratado como um movimento unidimensional.

Das eqs. (100), vemos que o sistema de dois
pêndulos acoplados é equivalente a um sistema de
duas massas iguais e três molas, semelhante ao que
já estudamos, porém com a mola do meio tendo uma
constante de mola diferente das outras duas. (Se
nas eqs. (100) fizermos ω0 = ω, encontraremos exa-
tamente as eqs. (87) ou (88)). Portanto, já sabe-
mos quais são os modos normais dos dois pêndulos
acoplados: o modo simétrico é mostrado na figura à
esquerda e o modo anti-simétrico, na figura à direita.

Para determinar as frequências de cada modo,
basta notar que, no modo normal simétrico, a mola
não sofre deformação e, portanto, os pêndulos os-
cilam com a frequência livre ω. No modo anti-
simétrico, x1 = −x2, e substituindo esta condição,
por exemplo, na equação para o pêndulo 1 (a pri-
meira equação na (100)), ficamos com

ẍ1 +
(
ω2 + 2ω2

0

)
x1 = 0 (101)

Logo, a frequência do modo anti-simétrico é ω2 =
ω2 + 2ω2

0.
Estes resultados sobre modos normais podem ser

generalizados para pequenas oscilações em torno do
equiĺıbrio estável de um sistema com um número
qualquer de part́ıculas acopladas. Um sistema uni-
dimensional com N part́ıculas tem N graus de li-
berdade e, portanto, N modos normais de vibração.
Cada modo normal corresponde a uma frequência de
oscilação comum a todas as part́ıculas.

Quando o sistema unidimensional com N
part́ıculas está isolado, o centro de massa do sistema
permanece em repouso ou em movimento retiĺıneo
uniforme. Isto significa que, em uma dimensão, uma
das frequências dos modos normais é zero, corres-
pondendo a um movimento de corpo ŕıgido do sis-
tema.

Se o problema de N part́ıculas estiver sendo tra-
tado em três dimensões, o número de graus de li-
berdade de corpo ŕıgido crescerá, em geral, para
seis. O sistema poderá transladar-se uniformemente
ao longo dos três eixos de coordenadas ou realizar
rotações uniformes em torno dos eixos.

Portanto, em um sistema geral de N part́ıculas
em três dimensões, existirão seis frequências nulas e
somente 3N − 6 frequências normais de vibração.

Exemplo 7.1. A figura abaixo mostra um sistema
constitúıdo por duas part́ıculas idênticas de massa
M ligadas a uma part́ıcula central de massa m por
molas idênticas de constante elástica k.

Sejam x1, x2 e x3 os deslocamentos longitudinais
das três part́ıculas, a partir das respectivas posições
de equiĺıbrio. As equações do movimento para x1,
x2 e x3 são

Mẍ1 = −k (x1 − x2)

mẍ2 = −k (x2 − x3)− k (x2 − x1)

Mẍ3 = −k (x3 − x2)

Introduzindo as frequências ω =
√

k/M e ω̄ =
√

k/m, as equações acima podem ser escritas como

ẍ1 + ω2x1 − ω2x2 = 0

ẍ2 + 2ω̄2x2 − ω̄2 (x1 + x3) = 0

ẍ3 + ω2x3 − ω2x2 = 0
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Usando o método matricial, podemos resolver si-
multaneamente as 3 equações diferenciais lineares
acima. Usando a solução tentativa





x1
x2
x3



 =





C1

C2

C3



 ept

obtemos





p2 + ω2 −ω2 0
−ω̄2 p2 + 2ω̄2 −ω̄2

0 −ω2 p2 + ω2









C1

C2

C3



 = 0

Como antes, esta equação tem solução não-trivial
se o determinante da matriz for igual a zero, o que
nos dá

∣
∣
∣
∣
∣
∣

p2 + ω2 −ω2 0
−ω̄2 p2 + 2ω̄2 −ω̄2

0 −ω2 p2 + ω2

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0

p2
(
p2 + ω2

) (
p2 + 2ω̄2 + ω2

)
= 0

As soluções são:

p = 0, p = ±iω1, p = ±iω2

A solução p = 0 corresponde à frequência zero
associada ao movimento do centro de massa. As
outras duas correspondem às frequências dos mo-
dos normais de vibração do sistema ω1 = ω e
ω2 =

√
ω2 + 2ω̄2. O resto da análise para encontrar

x1(t), x2(t) e x3(t) é um pouco complicado. Entre-
tanto, existe uma maneira mais simples de resolver
este problema.

Já que a frequência zero, encontrada anterior-
mente, não tem nenhuma consequência na deter-
minação das frequências dos modos normais de vi-
bração do sistema, é posśıvel reformular o problema,
de forma que a raiz zero seja exclúıda desde o ińıcio.
Isto pode ser feito muito simplesmente, impondo a
condição de que o centro de massa permaneça es-
tacionário na origem. A coordenada do centro de
massa do sistema é

X =
M (x1 + x3) +mx2

2m+M

e, portanto, o centro de massa permanecerá esta-
cionário na origem, se

M (x1 + x3) +mx2 = 0

Esta condição pode ser usada para eliminar uma
das coordenadas e reduzir o problema a um com dois

graus de liberdade. Para isso, vamos definir as novas
coordenadas

ξ = x1 + x3 , η = x1 − x3

Subtraindo a terceira da primeira das equações
de movimento, ficamos com

ẍ1 − ẍ3 + ω2 (x1 − x3) = 0

e, somando, obtemos

ẍ1 + ẍ3 + ω2 (x1 + x3)− 2ω2x2 = 0

que, substituindo x2 =M (x1 + x3) /m, nos fornece

ẍ1 + ẍ3 + ω2 (x1 + x3)− 2ω2M

m
(x1 + x3) = 0

Isto nos dá as equaçães para ξ e η:

η̈ + ω2
1η = 0

ξ̈ + ω2
2ξ = 0

onde as frequências dos modos normais são ω1 = ω e

ω2 =

√

ω2 + 2ω2
M

m
=

√
ω2 + 2ω̄2, iguais aos valores

já obtidos.
Note que o modo de frequência ω1 é o modo

simétrico: a part́ıcula do meio fica parada enquanto
as outras duas oscilam em oposição de fase. No
modo de frequência ω2, a part́ıcula do meio oscila
em relação ao centro de massa das outras duas.

Christiaan Huygens
nasceu em Haia - Ho-
landa, em 14 de abril de
1629 e faleceu também
em Haia, em 8 de julho
de 1695.

Em f́ısica, Huygens
é bastante lembrado por
seus estudos sobre luz
e cores, percepção do
som, estudo da força
centŕıfuga, o entendi-
mento das leis de con-

servação em dinâmica equivalentes ao moderno
conceito de conservação de energia, o estudo da
dupla refração no cristal da Islândia, e a teoria on-
dulatória da luz baseada na concepção de que a
luz seria um pulso não periódico propagado pelo
”éter”.

Através da teoria ondulatória da luz, explicou
satisfatoriamente fenômenos como a propagação re-
tiĺınea da luz, a refração e a reflexão. Também pro-
curou explicar o então recém descoberto fenômeno
da dupla refração. O seu mais conhecido trabalho
neste assunto foi intitulado ”Tratado sobre a luz”.
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Ele inventou o relógio de pêndulo em 1657 e in-
troduziu placas cicloidais para confinar a suspensão
do pêndulo, de modo que este seguisse uma tra-
jetória isócrona, independente da amplitude. Huy-
gens estava tentando resolver o grande problema
da época, que era construir um relógio suficiente-
mente preciso para, instalado em um navio, poder
determinar a longitude, essencial para as grandes
navegações.

Numa carta a seu pai, Huygens relatou uma
coisa muito curiosa, que observou quando dois
relógios de pêndulo eram suspensos um ao lado do
outro. Seu estudo sobre dois relógios operando si-
multaneamente tinha uma razão prática: era pre-
ciso levar dois relógios no navio, porque se um deles
parasse, o outro continuaria dando as horas. Ele
notou que, depois de algum tempo, os pêndulos
passavam a oscilar com a mesma frequência e em
oposição de fase, ou seja, quando um estava se des-
locando para a direita, o outro se deslocava para
a esquerda, e vice-versa. Se ele alterasse o movi-
mento de um dos pêndulos, bastava esperar, pois
eles voltariam a oscilar exatamente com a mesma
frequência e 180◦ fora de fase, e assim permanece-
riam oscilando indefinidamente.

De alguma maneira, os dois pêndulos estavam
acoplados e o modo simétrico estava sendo supri-
mido, deixando os pêndulos oscilando no modo
anti-simétrico. Podemos pensar esquematicamente
o sistema dos dois pendulos mais suas caixas, colo-
cadas juntas, lado a lado, como o sistema do exem-
plo 7.1, onde m representaria a massa das caixas e
M a massa de cada pêndulo.

O movimento geral do sistema é uma super-
posição dos dois modos normais. No modo anti-
simétrico, as caixas não se movem. No modo
simétrico, as caixas se movem e, como estão em
contato com a parede, existe uma força de atrito
entre a parede e a caixa, o que vai dissipando a
energia do modo simétrico, até que ele pare de exis-
tir, restando somente o modo anti-simétrico.

7.3 Exerćıcios Propostos

7.1. Duas massas, m e 2m, estão ligadas por mo-
las idênticas, como indicado na figura abaixo.
Encontre os modos normais99.

7.2. Considere duas massas idênticas, m1 = m2 =
m, suspensas num campo gravitacional uni-
forme (vertical) g por duas molas com cons-
tantes de mola 2k e k, como indicado na fi-
gura, onde y1 e y2 descrevem os deslocamen-
tos das massas de suas posições de equiĺıbrio.
Suponha que somente o movimento vertical é
permitido.

(a) Escreva as equações (acopladas) do movi-
mento das massas 1 e 2100.

(b) Encontre as frequências dos modos normais
de oscilação do sistema101.

(c) Encontre os modos normais (não normali-
zados)102.

(d) Se as condições iniciais são y1(0) = ẏ1(0) =
0, y2(0) = 0, ẏ2(0) = v0, ache o movimento
subsequente das duas massas, isto é, y1(t) e
y2(t)

103.

7.3. Considere o pêndulo duplo na figura abaixo.

99Os modos normais são:

( √
3± 1
∓1

)

cos(ω±t+ φ±), onde ω± =

√

3±
√
3

2

√

k

m
. Note que as coordenadas normais

(aquelas que desacoplam as equações de movimento) associadas a esses modos normais são dadas pelas combinações lineares,
nada óbvias, x1 − (

√
3− 1)x2 e x1 + (

√
3 + 1)x2.

100ÿ1 + 3ω2y1 − ω2y2 = 0 e ÿ2 + ω2y2 − ω2y1 = 0, onde ω =
√

k/m.
101ω± =

√

2±
√
2, onde ω =

√

k/m.

102Os modos normais (não normalizados) são:

(
1

1∓
√
2

)

cos(ω±t+ φ±).

103y1,2(t) =
v0

2
√
2ω



−A−
sen
(√

2 +
√
2ωt
)

√

2 +
√
2

+A+

sen
(√

2−
√
2ωt
)

√

2−
√
2



, onde A± = 1 para y1(t) e A± = 1±
√
2 para y2(t).
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No caso de pequenas oscilações,

(a) escreva as equações do movimento do sis-
tema104.

(b) encontre as frequências dos modos nor-
mais105.

7.4. Um bloco de massa M é colocado sobre uma
mesa horizontal sem atrito e preso a uma pa-
rede com a ajuda de uma mola sem massa e
constante de mola k, como mostrado na figura.

A mola está em seu estado de equiĺıbrio
quando o bloco está a uma distância x0 da
parede. Um pêndulo de massa m e compri-
mento l está preso ao carrinho (imagine uma
calha ao longo da mesa por onde passa o fio do
pêndulo).

Supondo pequenas amplitudes de oscilação do
pêndulo, encontre as frequências dos modos
normais (autofrequências)106.

7.5. Dois ı́ons numa armadilha linear de ı́ons,
estão confinados a uma linha ao longo do eixo
z, como contas num fio. Por sua vez, ao
longo do eixo z, eles sofrem a ação de um

potencial elétrico confinante: Φ(z) =
1

2
a z2,

onde a é uma constante positiva. A ener-
gia potencial de cada ı́on neste potencial é

V (z) = e Φ =
1

2
e a z2, e dá origem a uma

força ~F = −dV
dz

ẑ = −e a z ẑ sobre um ı́on na

posição z.

Os ı́ons também interagem através da força de
Coulomb entre eles. As forças de repulsão en-
tre os ı́ons são

~F12 =
1

4πǫ0

e2

(z1 − z2)2
ẑ

~F21 = − 1

4πǫ0

e2

(z2 − z1)2
ẑ .

Considere dois ı́ons na armadilha. Quando os
ı́ons estão em suas posições de equiĺıbrio, um
ı́on, que vamos chamar 1, está em z = z0/2,
e o outro, que chamaremos 2, está em z =
−z0/2. Considere também pequenas oscilações
em torno das posições de equiĺıbrio.

Seja z1 = z0/2+η1 e z2 = −z0/2+η2, de modo
que η1 e η2 descrevam os pequenos deslocamen-
tos dos ı́ons de suas posições de equiĺıbrio.

a) Encontre z0
107.

b) Linearize as equações do movimento dos
ı́ons em torno da configuração de equiĺıbrio,
a fim de encontrar as equações diferenciais
lineares para η1 e η2, que descrevem pe-
quenas oscilações em torno das posições de
equiĺıbrio. Será útil introduzir a frequência
ω0 =

√

e a/m. Interprete ω0
108.

c) Encontre as coordenadas normais do sis-
tema e as correspondentes frequências normais
de oscilação109.

104(m1 +m2)lθ̈1 +m2lθ̈2 + (m1 +m2)gθ1 = 0 e lθ̈2 + lθ̈1 + gθ2 = 0.

105ω± =

√

m1 +m2 ±
√

m1m2 +m2
2

m1

√
g

l
.

106As coordenadas do pêndulo e do bloco são xM = x, yM = 0 e xm = x+ lsenθ, ym = −lcosθ. As equações de movimento
linearizadas são (M+m)ẍ+mlθ̈+kx = 0 e lθ̈+ẍ+gθ = 0. Introduzindo a notaçãoMT =M+m. Ω1 =

√

k/MT e Ω2 =
√

g/l,

obtemos os seguintes valores para as frequências dos modos normais: ω± =

√

MT

2M

√

Ω2
1 +Ω2

2 ±
√

(Ω2
1 +Ω2

2)
2 − 4M

MT
Ω2

1Ω
2
2 .

107z0 =

(
e

2πǫ0a

)1/3

, onde e é a carga elementar e ǫ0 a permissividade elétrica do vácuo.

108Expandindo as forças em torno das posições de equiĺıbrio η1 e η2, temos que z1 − z2 = z0 + η1 − η2, assim:
η̈1 + 2ω2

0η1 − ω2
0η2 = 0 e η̈2 + 2ω2

0η2 − ω2
0η1 = 0, onde ω0 é a frequência angular com que cada ı́on oscila.

109As equações de movimento são desacopladas, se introduzirmos ξ1 = η1 + η2 e ξ2 = η1 − η2. Estas são as coordenadas
normais do sistema. Assim temos que as frequências normais são ω1 = ω0 e ω2 =

√
3ω0.
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d) Suponha que os dois ı́ons estejam nas suas
posições de equiĺıbrio e, então, o ı́on 1 receba
um impulso súbito que dê a ele uma veloci-
dade v0. Encontre o movimento subsequente
dos dois ı́ons110.

7.6. Duas massas idênticas m movem-se num anel
horizontal. Duas molas idênticas, de constante
de mola k, conectam as massas e estão enro-
ladas em torno do anel, como mostrado na Fi-
gura. Não há atrito. Encontre os modos nor-
mais111.

7.7. Três massas idênticas m movem-se num anel
horizontal. Três molas idênticas, de constante
de mola k, conectam as massas e estão enro-
ladas em torno do anel, como mostrado na Fi-
gura. Não há atrito. Encontre os modos nor-
mais112.

8 Movimento sob a Ação de uma Força Central − Mecânica

Espacial

Se uma part́ıcula está se movendo sob a influência
de uma força tendo uma linha de ação que é sem-
pre direcionada para um ponto fixo, o movimento é
chamado de movimento de força central. Este tipo
de movimento, comumente causado por forças gra-
vitacionais e eletrostáticas, já foi abordado anterior-
mente e, como observado, pode ser descrito como

~F = f(R)
~r

|~r| = f(R)r̂

No caso da interação gravitacional, o módulo da

força f(R) é
−GMm

r2
, ondem é a massa da part́ıcula

teste e M é a massa da “part́ıcula” fonte do campo
gravitacional, G a constante da Gravitação Univer-
sal e r a distância radial que liga os centros de massa
das duas part́ıculas (de massas m e M).

Assim, em módulo,

m
d2r

dt2
=

−GMm

r2

→ r̈ +GMr−2 = 0 (102)

que, em uma dimensão poderia ser escrita como:
ẍ + GMx−2 = 0. Ou seja, uma equação diferen-
cial de segunda ordem, homogênea e de coeficientes
constantes, entretanto não linear.

EDO’s não lineares, são geralmente de resolução
anaĺıtica dif́ıcil ou mesmo imposśıvel. Neste caso,
podemos tentar utilizar um sistema de coordenadas
que facilite a resolução, mesmo que, precisemos re-
solver simultaneamente um sistema de equações di-
ferenciais acopladas ao invés de uma equação dife-
rencial não linear.

No caso do movimento sob a ação de uma força
central (neste caso), a trajetória da part́ıcula teste
que se move sob a ação do campo gravitacional cri-
ado pela “part́ıcula” fonte do campo gravitacional

110x1(t) =
v0
2

[
sen(ω1t)

ω1
+

sen(ω2t)

ω2

]

=
v0
2ω0

[

sen(ω0t) +
sen(

√
3ω0t)√
3

]

e x2(t) =
v0
2ω0

[

sen(ω0t)−
sen(

√
3ω0t)√
3

]

111Os modos normais são:

(
1
1

)

(At + B) e

(
1
−1

)

cos(2ωt + φ). O primeiro modo normal tem frequência zero. Ele

corresponde às massas deslizando em torno do ćırculo, igualmente espaçadas e com velocidade constante. O segundo modo
tem ambas as massas movendo-se para a esquerda; depois, ambas para a direita, para frente e para trás.
112Temos um modo normal com frequência nula e outros dois, com frequências ±

√
3ω.
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não é retiĺınea. Assim devemos procurar um sistema
de coordenadas adequado ao movimento curviĺıneo
no plano.

8.1 Solução da Equação de Movi-
mento para uma Força Central

Em coordenadas polares (ciĺındricas no plano), a
força só teria componente radial, no sentido negativo
da direção radial. Assim

−F = m
(

r̈ − rθ̇2
)

(103)

0 = m
(

rθ̈ + 2ṙθ̇
)

⇒ 1

r

[
d

dt

(

r2
dθ

dt

)]

= 0

de maneira que, integrando a segunda das equações
acima, resulta em

r2
dθ

dt
= h (104)

onde h é a constante de integração.
Na figura abaixo, observamos que a área sombre-

ada descrita pelo raio r, na medida em que r se move

através de um ângulo dθ é dA =
1

2
r2dθ.

Assim, a velocidade areolar

dA

dt
=

1

2
r2
dθ

dt
=
h

2
(105)

para uma part́ıcula submetida ao movimento sob
a ação de uma força central é constante. Em ou-
tras palavras, a part́ıcula varrerá segmentos iguais
de área por unidade de tempo, enquanto descreve
sua trajetória.

Para obter a trajetória do movimento, r = r(θ),
devemos eliminar a variável independente t nas
equações (102). Assim

dr

dt
=
dr

dθ

dθ

dt
=

h

r2
dr

dθ
d2r

dt2
=

d

dt

(
h

r2
dr

dθ

)

=
d

dθ

(
h

r2
dr

dθ

)
dθ

dt
=

h

r2
d

dθ

(
h

r2
dr

dθ

)

onde
dθ

dt
=

h

r2
, da eq. (104).

Fazendo a mudança de variável ξ = 1/r, obtemos

d2r

dt2
= −h2ξ2d

2ξ

dθ2

e, da eq. (104)
(
dθ

dt

)2

= h2ξ4

Assim, substituindo na primeira das eqs. (103),
ficamos com

− F = m

[

−h2ξ2d
2ξ

dθ2
− h2ξ3

]

ou
d2ξ

dθ2
+ ξ =

F

mh2ξ2
(106)

A eq. diferencial (106) define a trajetória sob a
qual a part́ıcula se move quando submetida à força
central ~F.

8.1.1 Quando a Força Central é a Força da
Gravitação Universal

Vamos considerar a Força Gravitacional, dada
pela Lei de Newton da Gravitação Universal,

F = G
Mm

r2
= GMmξ2 (107)

onde G é a constante da Gravitação Universal e
vale113 6,67428(67) ×10−11 m3/kg s2, em unidades
do Sistema Internacional de Unidades.

Assim, a eq. (106) fica

ξ̈ + ξ =
GM

h2
(108)

que é uma equação diferencial linear em ξ, de se-
gunda ordem, com coeficientes constantes e não ho-
mogênea, diferentemente da equação (102), não li-
near em r.

A solução é soma das soluções homogênea e par-
ticular, dada por

ξ =
1

r
= C cos (θ − φ) +

GM

h2
(109)

113Trata-se de uma das constantes f́ısicas cujo valor é menos preciso. A primeira medição do seu valor foi efetuada por
Henry Cavendish, na sua obra Philosophical Translations, de 1798, utilizando uma balança de torção. Observe que Charles-
Augustin Coulomb anunciou a lei da interação eletrostática em 1785 como o resultado de várias medições realizadas graças
à balança de Coulomb (uma balança de torção). Desde Newton até esta data, a Lei da Gravitação Universal de Newton
era apenas uma relação de proporcionalidade. A força gravitacional é relativamente fraca. Como exemplo, duas massas de
3000 kg colocadas com seus centros de gravidade a uma distância de 3 metros uma da outra atraem-se com uma força de
aproximadamente 67 µ N. Essa força é aproximadamente igual ao peso de um grão de areia.
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8.2 Movimento Orbital

A eq. (109) representa a trajetória de voo livre, por
exemplo, de um satélite em órbita da Terra, como
ilustrado na figura abaixo

A eq. (109) é a equação de uma seção cônica
expressa em termos de coordenadas polares.

Como mostrado na figura abaixo, uma seção
cônica é definida como o lugar geométrico do ponto
P , tal que a razão de sua distância até o foco F pela
distância perpendicular a uma linha fixa DD, cha-
mada diretriz, é constante. Esta razão constante e é
chamada de excentricidade. Por definição

e =
PF

PA
(110)

Da figura

PF = r = e(PA) = e [p− r cos(θ − φ)]

ou
1

r
=

1

p
cos(θ − φ) +

1

ep

Comparando com a eq. (109), vemos que a
distância fixa do foco até a diretriz é

p =
1

C
(111)

E a excentricidade da seção cônica para a tra-
jetória é

e =
Ch2

GM
(112)

Se o ângulo polar θ for medido a partir do eixo
x (um eixo de simetria − perpendicular à diretriz),
o ângulo φ será zero.

As constantes h e C podem ser obtidas a partir
da posição e velocidade da part́ıcula em algum ponto
de sua trajetória. Por exemplo, para o lançamento
de um satélite, por razões de economia de com-
bust́ıvel ele sempre será colocado em órbita no peri-
geu114 (menor distância da órbita até a Terra). Para
esta posição, no ińıcio do seu voo livre (ou fim da
trajetória de voo com propulsão), vamos denotar r0,
onde o satélite teria uma velocidade v0.

A velovidade v0 não tem componente radial, por-
tanto, da eq. (17), v0 = r0dθ/dt na direção trans-
versal (perpendicular à direção radial, no sentido da
velocidade da part́ıcula). Assim, utilizando a eq.
(104):

h = r0v0 (113)

Para determinar a constante C, fazemos θ = φ =
0 na eq. (109), com r = r0 e h dada pela eq. (113),
assim

C =
1

r0

(

1− GM

r0v20

)

(114)

Assim, a equação da trajetória de voo livre,
torna-se

1

r
=

1

r0

(

1− GM

r0v20

)

cosθ +
GM

r20v
2
0

(115)

O tipo de trajetória é determinado a partir do
valor da excentricidade da seção cônica [eq. (112)].
Assim, se:

excentricidade órbita (trajetória de voo livre)
0 ćırculo
1 parábola
< 1 eĺıpse
> 1 hipérbole

Uma part́ıcula descrevendo uma trajetória pa-
rabólica está no limite de nunca retornar ao ponto
de partida inicial. A velocidade inicial v0 necessária
para colocar um objeto em órbita numa trajetória
parabólica pode ser obtida das eqs. (112), (113) e
(114), com e = 1, ou seja

v0 =

√

2GM

r0
114Seria periélio ou periastro, se estivéssemos nos referindo ao Sol ou a algum outro astro celeste. Em oposição, a maior

distância até a órbita é o apogeu, afélio ou apoastro, respectivamente.
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que é a velocidade de escape (veja o item c do Exem-
plo 4.2).

Procedendo de forma completamente análoga,

vemos que v0 =

√
GM

r0
é a velocidade necessária

para colocar um objeto em órbita numa trajetória
circular.

Para qualquer valor de e entre 0 e 1, a trajetória
será eĺıptica. De (115), com θ = 0◦ temos que
rp = r0 é a distância até o peri(geu/élio/astro) e,

com θ = 180◦ temos que ra = r0

(
2GM

r0v20
− 1

)−1

é a

distância até o apo(geu/élio/astro).
Usando a geometria da elipse, temos que a =

(rp+ ra)/2 é o semi eixo maior da elipse e b =
√
rpra

o seu semi eixo menor.

A área da elipse é A = πab =
π

2
(rp + ra)

√
rpra.

Integrando a eq. (105), obtemos A = hT/2, onde
T é o peŕıodo de tempo necessário para fazer uma
revolução orbital. Assim, combinando estes dois re-
sultados, obtemos

T =
π

h
(rp + ra)

√
rpra (116)

8.3 As Leis de Kepler

Johannes Keppler, no ińıcio do século XVII, an-
tes mesmo do trabalho de Newton, após 20 anos
de observações astronômicas, enunciou suas 3 leis
emṕıricas para o movimento planetário, que podem
ser resumidas como:

I. Todo planeta se move em sua órbita de tal
maneira que a linha que o une ao centro do
Sol varre áreas iguais em intervalos de tempos
iguais, qualquer que seja o comprimento da li-
nha.

II. A órbita de todos os planetas é uma elipse com o
Sol posicionado em um dos focos dessa elipse.

III. O quadrado do peŕıodo de qualquer planeta é
diretamente proporcional ao cubo do semi eixo
maior da sua órbita.

A primeira e a segunda lei são dadas pelas eqs.
(105) e (115), respectivamente. A terceira lei pode
ser mostrada a partir da eq. (116), utilizando-se da
eq. (115), com as propriedades geométricas da elipse
(a demonstração é pedida no Exerćıcio 8.8).

Exemplo 8.1. Um satélite é lançado a 600 km da
superf́ıcie da Terra, com uma velocidade inicial de
30 Mm/h paralela à tangente à superf́ıcie da Terra,
como indica a figura abaixo. Sabendo que o raio
da Terra é rT = 6.378 km e que a sua massa é
MT = 5, 976 × 1024 Kg, determine a excentricidade
da trajetória orbital e a velocidade do satélite no
apogeu.

Da eq. (112), com h e C dados por (113) e (114),
temos:

e =
r0v

2
0

GM
− 1 = 0, 215

onde r0 = rp = rT + 600 km e M = MT , ou seja,
e < 1, o que significa que a órbita será eĺıptica.
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Como h é constante em qualquer ponto da tra-
jetória orbital, temos de (113) e de (115) com θ =
180◦

rpv0 = rava ⇒ va = v0

(
2GM

rpv20
− 1

)

= 19, 4 Mm/h

Johannes Kepler nas-
ceu em Weil der Stadt
- atual Alemanha, em
27 de dezembro de 1571
e faleceu em Ratisbona,
também na hoje Alema-
nha, em 15 de novembro
de 1630.

Foi astrônomo e
matemático, conside-
rado figura-chave da
revolução cient́ıfica do
século XVII. É mais co-

nhecido por ter formulado as três leis fundamentais
da mecânica celeste, conhecidas como Leis de Ke-
pler, codificadas por astrônomos posteriores com
base em suas obras Astronomia Nova, Harmonices
Mundi, e Eṕıtome da Astronomia de Copérnico.

Kepler foi um assistente do astrônomo Tycho
Brahe, o matemático imperial do imperador Ro-
dolfo II e de seus dois sucessores, Matias I e Fer-
nando II. Também foi professor de matemática em
Linz, Áustria, e conselheiro do general Wallenstein.
Adicionalmente, fez um trabalho fundamental no
campo da óptica, inventou uma versão melhorada
do telescópio refrator (o telescópio de Kepler) e aju-
dou a legitimar as descobertas telescópicas de seu
contemporâneo Galileu Galilei.

Tycho Ottesen Brahe, foi um astrônomo dina-
marquês. Teve um observatório chamado Urani-
enborg na ilha de Ven, no Öresund, entre a Di-
namarca e a Suécia. Tycho esteve ao serviço de
Frederico II da Dinamarca e mais tarde do impe-
rador Rodolfo II da Germânia, tendo sido um dos
representantes mais prestigiosos da ciência nova -
a ciência renascentista

Tycho foi um astrônomo observacional da era
que precedeu a invenção do telescópio, e as suas
observações da posição das estrelas e dos plane-
tas alcançaram uma precisão sem paralelo para a
época. Após a sua morte, os seus registos dos mo-
vimentos de Marte permitiram a Johannes Kepler
descobrir as leis dos movimentos dos planetas, que
deram suporte à teoria heliocêntrica de Copérnico.

Kepler viveu numa época em que não havia ne-
nhuma distinção clara entre astronomia e astrolo-
gia, mas havia uma forte divisão entre a astronomia
(um ramo da matemática dentro das artes liberais)
e a f́ısica (um ramo da filosofia natural).

Kepler também incorporou racioćınios e ar-
gumentos religiosos em seu trabalho, motivado
pela convicção religiosa de que Deus havia cri-
ado o mundo de acordo com um plano inteliǵıvel,
acesśıvel através da luz natural da razão. Ke-
pler descreveu sua nova astronomia como ”f́ısica
celeste”, como ”uma excursão à Metaf́ısica de
Aristóteles”e como ”um suplemento de Sobre o Céu
de Aristóteles”, transformando a antiga tradição da
cosmologia f́ısica ao tratar a astronomia como parte
de uma f́ısica matemática universal.

Kepler foi apresentado à astronomia quando
criança, e desenvolveu um amor por ela que man-
teve por toda sua vida. Aos seis anos de idade,
observou o Grande Cometa de 1577, deixou escrito
que ”foi levado por sua mãe para um local ele-
vado para vê-lo.”Aos nove anos, observou um outro
evento astronômico, um eclipse lunar em 1580, re-
gistrando que se lembrava de ter sido ”chamado
para fora”para observá-lo e que a lua ”parecia bas-
tante vermelha”.

8.4 Exerćıcios Propostos

Nos exerćıcios a seguir, utilize rT = 6.378 km para o
raio da Terra, MT = 5, 976 × 1024 Kg para a massa
da Terra, MS = 1, 99× 1030 kg para a massa do Sol
e G = 6, 673 × 10−11 m3/(kg · s2) para a constante
gravitacional.
8.1. Um foguete está em órbita circular em torno

da terra a uma altitude h = 4 Mm. Determine
o incremento mı́nimo no módulo de sua veloci-
dade a fim de escapar do campo gravitacional
da Terra115.

8.2. O foguete mostrado na figura abaixo está em
uma órbita eĺıptica de voo livre em torno da
Terra de tal maneira que e = 0.76. Determine
sua velocidade quando ele está no ponto A e
a variação súbita na velocidade que o foguete
tem que imprimir no ponto B para passar a
descrever a órbita indicada pela linha trace-
jada116.

115Dica: o foguete deve deixar a órbita circular (e = 0) e alcançar uma órbita parabólica (e = 1).
116vA = 6,11 km/s e ∆vB = - 2,37 km/s.
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8.3. A Terra tem uma órbita com uma excentri-
cidade e = 0, 0821 em torno do Sol. Sabendo
que a distância mı́nima da Terra ao Sol é de
151,3 milhões de km, calcule sua velocidade
neste ponto e, também, determine a equação,
em coordenadas polares, que descreve a órbita
da Terra em torno do Sol117.

8.4. Um foguete deve pousar na superf́ıcie de um
planeta sem atmosfera, no ponto B. Deter-
mine a velocidade que ele deve ter em A′ de
forma a atingir o objetivo e o tempo necessário
para ir de A′ para B ao longo de uma trajetória
eĺıptica, se a massa do planeta é de 70% da
massa da Terra118.

8.5. O ônibus espacial é lançado com uma veloci-
dade de 28000 km/h paralela à tangente da su-
perf́ıcie da Terra no ponto P e, então, se move
ao longo da órbita eĺıptica. Quando ele chega
ao ponto A, seus motores são ligados e sua ve-
locidade é subitamente aumentada. Determine

o incremento necessário na velocidade de ma-
neira que ele entre na segunda órbita eĺıptica.

8.6. A sonda Viking aproxima-se do planeta Marte
em uma trajetória parabólica, como mostrado
na figura. Quando ela alcança o ponto A, sua
velocidade é de 10 Mm/h. Determine r0 e a
velocidade necessária em A de maneira que ele
possa manter uma órbita circular, como mos-
trado. A massa de Marte é 0,1074 vezes a
massa da Terra119.

8.7. Um satélite geoestacionário é aquele que
permanece em órbita sempre sobre a mesma
região da superf́ıcie terrestre. Supondo que
a órbita seja circular, calcule a altitude, em
relação à superf́ıcie terrestre, que um satélite
com tais caracteŕısticas deve ter120.

8.8. Prove a terceira lei do movimento orbital de
Keppler121.

117vP = 30, 8 km/s e r =
1012

0, 502cosθ + 6, 11
.

118vA′ = 3, 94 km/s e t = 46,1 min.
119r0 = 11, 1 Mm, vA = 1964, 19 m/s e ∆vA = 814 m/s.
120Observe que a velocidade angular do satélite em relação ao centro da Terra é a mesma que a velocidade de rotação da

própria Terra e que a relação entre velocidade angular e linear é v = ωr.
121Dica: use as eqs. (116) e (115), com as propriedades geométricas da elipse a = (rp + ra)/2 e b =

√
rpra.
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Mecânica Geral II

Parte II

Formulação da Mecânica Newtoniana em Três Dimensões

Esta apostila ainda está sendo escrita. Quando esta parte estiver pronta, o Professor avisará em sala
de aula e vc. poderá fazer o download do arquivo mais atualizado em:

https://sites.google.com/site/aazeredo/artigos/material-didatico-1

Obs.: O arquivo é muito grande para ser inserido no moodle (que limita à 2Mb o tamanho do arquivo).

9 Energia Potencial em 3-D: O Potencial Gravitacional

9.1 Conservação da Energia em 3-D

9.2 Forças Centrais

9.3 Energia Potencial Gravitacional
de uma Esfera

9.4 Lei de Gauss

9.5 Forças Conservativas em 3-D

9.6 Exerćıcios Propostos

10 Mecânica dos Corpos Rı́gidos − Movimento no Plano

https://sites.google.com/site/aazeredo/artigos/material-didatico-1


Apostila de Mecânica Geral II − Abel Dionizio Azeredo 69

10.1 Centro de Massa de um Corpo
Rı́gido

10.2 Equiĺıbrio Estático de um
Corpo Rı́gido

10.3 Rotação de um Corpo Rı́gido
em Torno de um Eixo Fixo −
Momento de Inércia

10.3.1 Cálculo do Momento de Inércia

10.4 O Pêndulo F́ısico

10.5 Momentum Angular

10.6 Movimento Laminar de um
Corpo Rı́gido

10.6.1 Corpo Rolando em um Plano Incli-
nado

10.7 Movimento de um Corpo
Rı́gido Sob a Ação de uma
Força Impulsiva

10.8 Colisão de Corpos Rı́gidos

10.9 Exerćıcios Propostos

11 Momento Angular e Colisões de Corpos Rı́gidos

11.1 Momentum Linear

11.2 Momentum Angular

11.3 Forças Conservativas e Campos
de Forças

11.4 O Oscilador Harmônico em
duas e três dimensões

11.5 Movimentos de Part́ıculas Car-
regadas em Campos Elétricos e
Magnéticos

11.6 Movimento Vinculado de uma
Part́ıcula
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Mecânica Geral II

Parte III

Formulações Lagrangiana e Hamiltoniana

12 A Formulação Lagrangiana da Mecânica

12.1 A Equação de Euler-Lagrange

12.2 O prinćıpio da ação esta-
cionária

12.3 Prinćıpio da mı́nima ação

12.4 Uma breve história do prinćıpio
de mı́nima ação

12.5 Exerćıcios Propostos

13 A Formulação Hamiltoniana da Mecânica

13.1 Simetrias e Leis de Conservação

Em geral, leis de conservação estão associadas à si-
metrias do sistema. De fato, se a Lagrangeana é in-
dependente de uma coordenada qualquer, podemos

deslocar o sistema na direção desta coordenada que
as equações de movimento não vão se alterar. As-
sim, a conservação do momento linear está associada
à simetria de translação; a conservação do momento
angular à simetria de rotação; a conservação de ener-
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gia à translação temporal.
Dizemos que uma coordenada é ćıclica quando

ela não aparece explicitamente na Lagrangiana.
Neste caso, existe uma constante de movimento asso-
ciada a ela. Esta constante é chamada de momento
conjugado.

Os momentos conjugados à variáveis ćıclicas são
constantes de movimento.

13.1.1 Coordenadas Ćıclicas

Para Lagrangeanas do tipo

L =
∑

i

1

2
mi~̇r

2 − V (~r1, · · · ,~rn) (117)

a derivada em relação à velocidade que aparece nas
equações de Euler-Lagrange tem um significado sim-
ples:

∂L

∂ẋk
= mẋk

é o momento da k-ésima part́ıcula na direção x.
É natural então definirmos o momento generali-

zado

pk =
∂L

∂ẋk
, (118)

conjugado à coordenada generalizada xk.
Suponha que a Lagrangeana de um sistema com

n graus de liberdade seja tal que a coordenada xk
não apareça explicitamente em L. Nesse caso temos

d

dt

(
∂L

∂ẋk

)

≡ dpk
dt

=
∂L

∂xk
= 0 .

A variável xk é dita ćıclica e seu momento conjugado
pk é uma constante do movimento.

Exemplo 13.1. Considere uma part́ıcula de massa
m movendo-se num potencial unidimensional V (z).
A Lagrangiana da part́ıcula é

L =
1

2
m
(
ẋ2 + ẏ2 + ż2

)
− V (z)

As variáveis x e y não aparecem explicitamente na
Lagrangiana (embora ẋ e ẏ apareçam) e, portanto,
são ćıclicas.

Exemplo 13.2. Seja agora a Lagrangiana de uma
part́ıcula num potencial central

L =
1

2
m
(

ṙ2 + r2φ̇2
)

− V (r).

A coordenada φ é uma coordenada ćıclica.

Note que momento conjugado não é sempre um
momento linear. Se a coordenada for um ângulo, seu
momento conjugado será um momento angular.

Para a Lagrangiana do exemplo anterior,

pr =
∂L

∂r
= mṙ

é o momento linear da part́ıcula, enquanto

pφ =
∂L

∂φ̇
= mr2φ̇

é o momento angular. Como para esta Lagrangi-
ana a coordenada φ é ćıclica, pφ é uma constante do
movimento.

Temos, então, o seguinte resultado:

Os momentos conjugados a variáveis ćıclicas são
constantes do movimento.

A ausência de uma certa coordenada pode ser
interpretada como uma propriedade de simetria da
Lagrangiana. Assim, o sistema do primeiro exemplo
é invariante por um deslocamento dos eixos coorde-
nados no plano xy, pois, devido ao fato de as co-
ordenadas x e y não aparecerem explicitamente na
Lagrangiana significa que

∂L

∂x
= 0 e

∂L

∂y
= 0 .

Como a Lagrangiana não envolve as coordenadas x
e y, nada acontece se os eixos coordenados forem
transladados no plano xy.

Já o sistema do segundo exemplo é invariante por
uma rotação dos eixos coordenados em torno do eixo
z, uma vez que a Lagrangiana não depende de φ, e,
portanto, permanece inalterada se os eixos coorde-
nados são girados em torno do eixo z.

Nesses dois exemplos, a existência de uma propri-
edade de simetria implica na presença de uma gran-
deza conservada.

13.2 Teorema de Noether

O teorema de Noether pode ser enunciado assim:

Para cada simetria da Lagrangiana existe uma
quantidade conservada.

Por “simetria” queremos dizer que, se as co-
ordenadas são modificadas por pequenas quantida-
des, então a Lagrangiana não muda em primeira or-
dem nestas quantidades. As simetrias em relação
a transformações infinitesimais são chamadas sime-
trias cont́ınuas porque, colocando transformações ar-
bitrariamente pequenas juntas, podemos obter todo
um conjunto de transformações. Elas dependem,
então, de um parâmetro que pode ser variado conti-
nuamente.
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Não vamos demonstrar o teorema de Noether
aqui. Vamos apenas apresentar exemplos simples
de sua aplicação.

Vejamos o que acontece quando uma Lagran-
giana L(x, ẋ, t) é invariante em relação à trans-
formação

x→ x+ ε

Esta transformação, para ε pequeno, é uma
translação infinitesimal ao longo do eixo x. Se a
Lagrangiana não muda, devemos ter que dL/dε = 0,
ou seja,

0 =
dL

dε
=
L(x+ ε, ẋ, t)− L(x, ẋ, t)

ε
=
∂L

∂x
Chegamos a um resultado já esperado: se a Lagran-
giana não muda por uma translação ao longo de x,
então ela não deve depender explicitamente de x, ou
seja, a coordenada x é ćıclica e, como visto acima,
o momento linear é uma constante do movimento.
Assim, a invariância da Lagrangiana do sistema por
uma translação infinitesimal implica na conservação
do momento linear.

Exemplo 13.3. Considere o sistema massa mola no
plano x-y com Lagrangiana

L =
1

2
m
(
ẋ2 + ẏ2

)
− 1

2
k
(
x2 + y2

)

Esta Lagrangiana é invariante (em primeira or-
dem em ε) sob a transformação

x→ x− εy
y → y + εx

Esta transformação corresponde a uma rotação infi-
nitesimal.

De fato, sejam x′ e y′ as coordenadas depois da
rotação infinitesimal δθ. Então

x′ = x cosδθ − y senδθ ≃ x− yε
y′ = y cosδθ + x senδθ ≃ y + xε

onde, para δθ infinitesimal, cosδθ ≃ 1 e senδθ ≃ δθ
e fizemos ε = δθ.

Agora

0 =
dL

dε
= −∂L

∂x
y +

∂L

∂y
x− ∂L

∂ẋ
ẏ +

∂L

∂ẏ
ẋ

= −
(
d

dt

∂L

∂ẋ

)

y − ∂L

∂ẋ
ẏ +

(
d

dt

∂L

∂ẏ

)

x+
∂L

∂ẏ
ẋ

=
d

dt

(
∂L

∂ẏ
x− ∂L

∂ẋ
y

)

=
d

dt
(mẏx−mẋy)

A invariância por uma rotação infinitesimal im-
plica, portanto, que a quantidade entre parênteses,
igual à componente z do momento angular do sis-
tema, é uma constante do movimento.

Chegamos a uma outra conclusão importante: se
a Lagrangiana do sistema for invariante por uma
rotação infinitesimal, o momento angular é conser-
vado.

Podemos também encontrar uma relação com
variáveis ćıclicas. Para isso, vamos fazer uma mu-
dança para variáveis polares planas

x = r cosφ
y = r senφ

Em coordenadas polares, a Lagrangiana é

L =
1

2
m
(

ṙ + r2φ̇2
)

− 1

2
kr2

Esta é a Lagrangiana correspondente a uma força
central e φ é uma coordenada ćıclica. O momento
conjugado conservado é

pφ =
∂L

∂φ̇
= mr2φ̇

que é o momento angular mẏx −mẋy nestas coor-
denadas.

O teorema de No-
ether foi o grande feito
de Emmy Noether que,
em 1918, relacionou si-
metrias a leis de con-
servação. Este teo-
rema desempenhou um
importante papel no de-
senvolvimento da F́ısica
no século XX.

Amalie Emmy Noether foi uma matemática
alemã de nascimento (nascida em Erlangen, Bavi-
era, Alemanha, aos 23 de março de 1882 e falecida
em Bryn Mawr, Pensilvânia, Estados Unidos, aos
14 de abril de 1935), conhecida pelas suas contri-
buições de fundamental importância aos campos da
f́ısica teórica e álgebra abstrata. Considerada por
David Hilbert, Albert Einstein, Hermann Weyl e
outros como a mulher mais importante na história
da matemática, ela revolucionou as teorias sobre
anéis, corpos e álgebra. Em f́ısica, o teorema de
Noether explica a conexão fundamental entre si-
metrias e as leis de conservação.
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13.3 A Conservação da Energia

Para tratar a conservação da energia vamos conside-
rar a Lagrangiana de um movimento unidimensional
em coordenadas cartesianas, L(x, ẋ, t). A derivada
total da Lagrangiana em relação ao tempo é

dL

dt
=

∂L

∂x

dx

dt
+
∂L

∂ẋ

dẋ

dt
+
∂L

∂t
= ẋ

d

dt

(
∂L

∂ẋ

)

+
∂L

∂ẋ

dẋ

dt
+
∂L

∂t
=

d

dt

(

ẋ
∂L

∂ẋ

)

+
∂L

∂t

Definindo a função

H = ẋpx − L , (119)

onde px =
dL

dẋ
é o momento conjugado à variável x,

temos
dH

dt
=

d

dt
(ẋpx − L) = −∂L

∂t
. (120)

A funçãoH, chamada Hamiltoniano, é, portanto,
uma grandeza conservada quando a Lagrangiana não
depende explicitamente do tempo. Quando, além
disso, a energia potencial V não depende da ve-
locidade (condição suficiente) e T é uma função
homogênea de segunda ordem na velocidade, H
também é a energia total do sistema.

Exemplo 13.4. Seja L =
1

2
mẋ2−V (x). Neste caso,

H = ẋ
∂L

∂ẋ
− L = mẋ2 −

(
1

2
mẋ2 − V

)

=
1

2
mẋ2 + V = E

Assim, nas situações em que podemos associar o
Hamiltoniano à energia total do sistema, chegamos
à importante conclusão:

A conservação da energia está associada à in-
variância em relação a deslocamentos no tempo.

13.4 As Equações de Hamilton

Diferenciando a equação (119):

dH = ẋdpx + pxdẋ− dL

= ẋdpx + pxdẋ−
∂L

∂x
dx− ∂L

∂ẋ
dẋ− ∂L

∂t
dt

= ẋdpx − ṗxdx+
∂H

∂t
dt

onde usamos a definição de momento conjugado de
eq. (118) para cancelar o segundo com o quarto ter-
mos, a relação (120) para substituir o último termo

e a equação de Euler-Lagrange para reescrever o ter-
ceiro termo.

Conhecendo o Hamiltoniano do sistema, pode-
mos escrever diretamente as equações do movimento
sem necessidade das equações de Euler-Lagrange.
Como H é uma função das variáveis x, px e t, te-
mos

dH =
∂H

∂x
dx+

∂H

∂px
dpx +

∂H

∂t
dt .

Comparando os resultados anteriores, temos as
Equações de Hamilton:

ẋ =
∂H

∂px
e ṗx = −∂H

∂x
. (121)

Estas equações, assim como as equações de
Euler-Lagrange, são completamente equivalentes às
equações do movimento obtidas com a Segunda Lei
de Newton, com a vantagem de serem equações di-
ferenciais de primeira ordem.

Exemplo 13.5. O Hamiltoniano de um oscilador
harmônico simples é

H =
p2x
2m

+
1

2
kx2

e as equações de Hamilton são

ẋ =
px
m

e ṗx = −kx .

O primeiro resultado, neste caso, equivale à de-
finição do momento linear e o segundo é a segunda
lei de Newton.

Exemplo 13.6. Usando o método Hamiltoniano,
encontre as equações do movimento para o pêndulo
esférico de massa m e comprimento l mostrado na
figura.

A energia cinética do pêndulo é

T =
1

2
mv2CM +

1

2
mω2 =

1

2
ml2sen2θφ̇2 +

1

2
ml2θ̇2

Definindo a referência para a energia potencial
como sendo o ponto em que o pêndulo está preso no
teto, temos

V = −mglcosθ
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Os momentos conjugados são

pθ =
∂L

∂θ̇
= ml2θ̇ e pφ =

∂L

∂φ̇
= ml2sen2θφ̇ .

Assim, o Hamiltoniano [definido pela eq. (119)]
é

H = θ̇pθ + φ̇pφ − L = T + V

=
p2θ

2ml2
+

p2φ
2ml2sen2θ

−mglcosθ

As equações do movimento são

θ̇ =
∂H

∂pθ
=

pθ
ml2

,

φ̇ =
∂H

∂pφ
=

pφ
ml2sen2θ

,

ṗθ = −∂H
∂θ

=
p2φcosθ

ml2sen3θ
−mglsenθ , e

ṗφ = −∂H
∂pφ

= 0 .

A coordenada φ é ćıclica e, portanto, o momento
angular pφ em torno do eixo de simetria, é constante.

William Rowan Ha-
milton (nascido em Du-
blin, Irlanda, em 4 de
agosto de 1805 e fale-
cido também em Du-
blin, aos 2 de setem-
bro de 1865) foi um
matemático, f́ısico e
astrónomo irlandês.

Contribuiu com trabalhos fundamentais ao de-
senvolvimento da óptica, dinâmica e álgebra. A
sua descoberta mais importante em matemática é
a dos quaterniões. Em f́ısica é muito conhecido
pelo seu trabalho em mecânica anaĺıtica, que veio
a ser de fundamental importância para o posterior
desenvolvimento da mecânica quântica e da teoria
quântica de campos. Em sua homenagem são de-
signados os hamiltonianos, por ele introduzidos.

Hamilton foi uma criança prod́ıgio. Diz-se que
aos treze anos já falava tantas ĺınguas quanto a
sua idade. Além da maioria das ĺınguas europeias
clássicas e modernas, falava ainda persa, árabe,
hindustani, sânscrito e até malaio. A sua mãe mor-
reu quando ele tinha doze anos e o pai dois anos
depois e ele foi dado para adoção. Em matemática,
por volta dos dez anos lê Os Elementos de Eucli-
des em latim. Passado dois anos conhece Zerah
Colburn uma criança prod́ıgio da matemática que
era exibida como curiosidade em Dublin. Este en-
contro instiga-o a dedicar-se principalmente à ma-
temática e abandona os estudos de ĺınguas. Lê o
Arithmetica Universalis de Newton, que foi a sua
introdução à análise moderna. Mais tarde começa
a lêr os Principia Mathematica e aos 16 anos do-
minava já grande parte desta obra, além de outras
obras modernas em geometria anaĺıtica e cálculo
diferencial. Neste periodo, Hamilton se preparava
para entrar no Trinity College de Dublin, onde che-
garia a professor.

13.5 Espaço de Fase

Espaço de Fase é o espaço que representa o estado
de um sistema descrito pelo Hamiltoniano H(x, p) e
é dado, num instante qualquer t, especificando-se os
valores x(t) e p(t).

Como exemplo de uma trajetória no espaço de
fase, considere o oscilador harmônico simples unidi-

mensional, cujo Hamiltoniano é H =
p2x
2m

+
1

2
kx2.

Neste caso, não precisamos resolver as equações de
Hamilton para encontrar a trajetória. Basta notar
que, como a energia total do oscilador é conservada,
o ponto (x, p) descreve uma trajetória dada por
x2

2(E/k)
+

p2

2mE
= 1 que é a equação de uma elipse,

mostrada na figura acima.
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13.6 Teorema de Liouville

Cada conjunto de condições iniciais corresponde a
uma elipse diferente e as elipses para as diversas
condições iniciais são concêntricas.

Dadas as condições iniciais, a solução das
equações de Hamilton é única. Assim duas tra-
jetórias no espaço de fase de um mesmo sistema
nunca podem se cruzar.

⇒ Teorema de Liouville:
∂ρ

∂t
= − [ρ,H] , onde ρ é

a densidade de pontos representativos das part́ıculas
no espaço de fase, que se movem como um fluido im-
compresśıvel quando o sistema evolui no tempo, isto
é, mantém o volume constante e [ρ,H] é o parêntesis
de Poisson de ρ e H, definido por

[ρ,H] =
∂ρ

∂x

∂H

∂p
− ∂ρ

∂p

∂H

∂x
.

Considere um sistema formado por um grupo de
part́ıculas idênticas com diferentes posições e mo-
mentos iniciais movendo-se, por simplicidade, em
uma dimensão ao longo do eixo dos x. Mais espe-
cificamente, considere que em t = 0 as coordenadas
e os momentos de todas as part́ıculas estão nas fai-
xas x0 < x < x0 + ∆x0 e p0 < p < p0 + ∆p0. As
part́ıculas se movem livremente sem interagir. O vo-
lume no espaço de fase ocupado pelos pontos repre-
sentativos das part́ıculas em t = 0 é V (0) = ∆x0∆p0
e está representado na figura abaixo, onde também
mostramos V (t = ε) e V (t = 2ε).

As condições iniciais das part́ıculas estão todas
dentro da área retangular, À proporção que o tempo
passa, a figura se deforma, mas sua área se mantém
constante. É evidente que V (0) = V (t = ε) = V (t =
2ε), logo

dV

dt
= 0

Este resultado, que mostramos para part́ıculas li-
vres, é verdadeiro para qualquer sistema que obedeça
as equações de Hamilton (121) e é conhecido como
Teorema de Liouville. Ele diz que os pontos repre-
sentativos das part́ıculas no espaço de fase se movem
como um fluido incompresśıvel.

Podemos escrever o teorema de Liouville em
termos da densidade de pontos representativos,
ρ(x, p, t). Referindo-se novamente ao exemplo das
part́ıculas livres, o número de pontos dentro do vo-
lume V não muda com o tempo e como V é cons-
tante, então

dρ

dt
= 0

Mas

dρ

dt
=

∂ρ

∂x
ẋ+

∂ρ

∂p
ṗ+

∂ρ

∂t

=
∂ρ

∂x

∂H

∂p
− ∂ρ

∂p

∂H

∂p
+
∂ρ

∂t

Deste modo, podemos expressar a condição
dρ

dt
= 0

como
∂ρ

∂t
+ [ρ,H] = 0 (122)

onde

[ρ,H] =
∂ρ

∂x

∂H

∂p
− ∂ρ

∂p

∂H

∂p
(123)

é o parêntesis de Poisson de ρ e H. A equação
(122), válida em geral para sistemas que obedecem
às equações de Hamilton, é uma forma de apresentar
o teorema de Liouville.

Joseph Liouville
(Saint-Omer, Pas-de-
Calais, 24 de março
de 1809 — Paris, 8 de
setembro de 1882) foi
um matemático francês.
Frequentou a École
Polytechnique de Paris,
entre 1825 a 1827.

Doutorou-se em matemática em 1836 pela Fa-
culdade de Ciências de Paris. Foi assistente na
École Centrale de Paris de 1831 a 1833 e professor
de 1833 a 1838, ano em que foi nomeado professor
da Escola Politécnica. Em 1850 foi nomeado pro-
fessor no Collège de France e, em 1857, professor de
mecânica clássica na Faculdade de Ciências de Pa-
ris. Em 1870 foi eleito presidente da Académie des
Sciences, da qual era membro desde 1839 e vice-
presidente desde 1869.

13.7 Vı́nculos e Forças de Vı́nculo

Vı́nculos são limitações às posśıveis posições e ve-
locidades das part́ıculas de um sistema mecânico,
restringindo a priori o seu movimento. Os v́ınculos
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reduzem o número de graus de liberdade indepen-
dentes do sistema. No método Lagrangiano, a esco-
lha das coordenadas é feita de modo que as condições
de v́ınculo são automaticamente satisfeitas. Assim,
para obtermos as forças de v́ınculo, precisamos so-
mar à Lagrangiana um termo de deformação na
energia potencial e acrescentar às equações de movi-
mento a(s) condição(ções) de v́ınculo.

Aqui, por simplicidade, estaremos considerando
apenas os tipos de v́ınculo que podem ser expres-
sos por uma relação funcional exclusivamente en-
tre as coordenadas usadas para descrever a confi-
guração do sistema, podendo envolver o tempo de
modo expĺıcito. Os casos em que os v́ınculos são
expressos por relações funcionais entre coordenadas
e velocidades, embora interessantes, são muito com-
plicados e não serão tratados aqui.

Exemplo 13.7. Usando
o método Lagrangiano,
encontre a força de
v́ınculo que mantém o
pêndulo simples mos-
trado na figura ao lado
oscilando num plano.

Escolhemos, como de costume, as coordenadas
polares r e θ para descrever o movimento da massa
m. A corda é inextenśıvel e, portanto, temos a res-
trição, ou v́ınculo, r = l, o que deixa o sistema so-
mente com um grau de liberdade, representado por
θ. A força de v́ınculo é a tensão T no fio. No método
Lagrangino, a condição de v́ınculo está automatica-
mente inclúıda na Lagrangiana e obtemos a equação
do movimento sem sequer mencionar as forças. Mas
suponha que precisemos conhecer a tensão T no fio
para saber se ele vai ou não se romper. Claro que
para um pêndulo simples achar T é um problema
trivial. Basta usar a segunda lei de Newton para
escrever

T −mgcosθ =
mv2

l
= mlθ̇2 ,

ou

T = mlθ̇2 +mgcosθ .

Entretanto, mesmo neste caso simples, o pro-
blema não é tão trivial quanto, à primeiraa vista,
possa parecer. O valor de T em um instante qual-
quer só pode se encontrado depois de resolvida a
equação do movimento θ̈ = −(g/l)senθ. Precisamos

conhecer θ(t) e θ̇(t) para calcular a tensão T no fio
pela equação precedente.

Como encontrar as forças de v́ınculo no método
Lagrangiano? Não vamos apresentar aqui o modo
sistemático, mas apenas resolver alguns casos sim-
ples explorando a idéia f́ısica por trás do método
geral. Fisicamente, um fio não é inextenśıvel. Ele
se deforma, mesmo que imperceptivelmente, e é a
reação a essa deformação que dá origem à tensão.
Podemos pensar no fio como se fosse uma mola com
uma constante elástica muito grande. Assim, vamos
violar a condição de v́ınculo e escrever para a La-
grangiana

L =
1

2
m
(

ṙ2 + r2θ̇2
)

+mgrcosθ − Vd(r)

onde Vd(r) é a energia potencial de deformação do
fio, tal que −T = −dVd(r)/dr (onde T é o módulo
da força e o sinal negativo é porque ela aponta na
direção oposta a r̂).

As equações de Euler-Lagrange nos fornecem

d

dt

∂L

∂ṙ
− ∂L

∂r
= 0 ⇒ mr̈−mrθ̇2−mgcosθ+T = 0

(A-1)

d

dt

∂L

∂θ̇
−∂L
∂θ

= 0 ⇒ mr2θ̈+2mrṙθ̇+mgrsenθ = 0

(A-2)
Temos ainda a condição de v́ınculo

r = l (A-3)

As equações (A-1), (A-2) e (A-3) constituem um
sistema de três equações e três incógnitas, r, θ e T .
Da equação (A-3), temos que ṙ = r̈ = 0.

Substituindo a condição (A-3) na equação (A-2),
obtemos a equação do movimento do pêndulo sim-

ples, θ̈ = −g
l
senθ.

E, na equação (A-1), encontramos a tensão no
fio

T = mlθ̇2 +mgcosθ .

Exemplo 13.8. Usando o método Lagrangiano e
a condição de v́ınculo r = R, determine o ângulo
que a part́ıcula de massa m, deslizando sobre um
hemisfério liso, irá abandoná-lo.
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Enquanto a part́ıcula estiver sobre o hemisfério,
teremos r = R que é a condição de v́ınculo. A força
de v́ınculo é a força normal que tem a direção de r e
aponta no sentido positivo de r. A part́ıcula deixará
a superf́ıcie no momento em que a força normal for
igual a zero. A Lagrangiana é

L =
1

2
m
(

ṙ2 + r2θ̇2
)

−mgrcosθ − Vd(r)

onde tomamos a referência da energia potencial na
base do hemisfério. As equações do movimento são

d

dt

∂L

∂ṙ
−∂L

∂r
= 0 ⇒ mr̈−mrθ̇2+mgcosθ−N = 0

(B-1)

d

dt

∂L

∂θ̇
−∂L
∂θ

= 0 ⇒ mr2θ̈+2mrṙθ̇−mgrsenθ = 0

(B-2)
onde N = −dVd/dr. A essas equações juntamos a
condição de v́ınculo

r = R (B-3)

Substituindo (B-3), que também nos diz que

ṙ = r̈ = 0, na (B-2), encontramos θ̈ =
g

R
senθ.

Esta solução tem um sinal positivo (ao contrário
da solução do problema anterior) e, portanto, não
tem soluções periódicas em torno de θ = 0, como
era esperado já que θ = 0 é um ponto de equiĺıbrio
instável. A condição de v́ınculo e a eq. (B-1) fornece
para a normal

N = mgcosθ −mrθ̇2

Agora que temos a expressão da força de v́ınculo,
podemos dizer onde a part́ıcula deixará o plano.
Como já observamos, isto ocorre quando N = 0.

Chamando o ângulo onde a part́ıcula deixará o
plano de θc, temos

Rθ̇2c = gcosθc (B-4)

Por outro lado, a conservação da energia (T0 +
V0 = T + V ), onde tomamos a referência da energia
potencial na base do hemisfério (mesma referência
que anteriormente), nos dá

1

2
m
(

Rθ̇c

)2

= mgR−mgRcosθc

ou
Rθ̇2c = 2g − 2gcosθc (B-5)

Substituindo a (B-5) na (B-4), encontramos

cosθc =
2

3

A part́ıcula deixa a superf́ıcie em θc = 48, 2◦.

13.8 Exerćıcios Propostos

13.1. Considere o problema da máquina de
Atwood mostrada na figura ao lado. Este
sistema tem um v́ınculo, representando a
condição do fio ser inextenśıvel,

y1 + y2 − l = 0

onde l é uma constante. Encontre a tensão no
fio122.

13.2. Uma part́ıcula de massa m move-se sob a
influência da gravidade ao longo de uma hélice
z = kφ, ρ = constante, onde k é uma constante
e o eixo z aponta verticalmente para cima.
Use, se necessário, o fato de que x = ρ senφ,
y = ρ cosφ e z = z, como ilustra a figura
abaixo.

122A Lagrangiana é: L =
1

2
m1ẏ

2
1 + m1gy1 +

1

2
m2ẏ

2
2 + m2gy2 − Vd (y1 − y2). Da condição de v́ınculo: ÿ1 = −ÿ2, com

T = |∂Vd/∂y1| = |∂Vd/∂y2|, obtém-se que T =
2m1m2

m1 +m2
g.
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Assim123

a) escreva a Lagrangiana do sistema;

b) calcule o momento conjugado pz;

c) calcule o Hamiltoniano em termos das
variáveis z e pz;

d) derive as equações do movimento de
Hamilton do sistema; e

e) resolva as equações do movimento de
Hamilton.

13.3. Um pêndulo plano de comprimento l e massa
m está conectado a um bloco de massa M
que pode se mover numa mesa horizontal sem
atrito.

Sendo assim:

a) expresse as coordenadas da massa m
em termos das coordenadas X e θ124;

b) construa a Lagrangiana desse sis-
tema125;

c) usando as equações de Euler-
Lagrange, deduza as equações do movimento
para o sistema acoplado pêndulo mais bloco126;

d) encontre as quantidades conserva-
das127; e

e) encontre a frequência ω de pequenas
oscilações do pêndulo128.

13.4. Uma conta de massa m desliza ao longo de
uma haste retiĺınea que gira com velocidade
angular ω constante num plano horizontal.

a) Escreva a Lagrangiana da part́ıcula e des-
creva seu movimento129.

b) Obtenha o Hamiltoniano130.

c) Mostre que a energia total não se conserva,
mas que o Hamiltoniano é uma constante do
movimento131.

13.5. Uma part́ıcula de massa m tem seu movi-
mento descrito pela Lagrangiana

L =
1

2
m
(
ẋ2 + ẏ2 + ż2

)
+
ω

2
Lz

123a) L =
1

2
m

(
ρ2

k2
+ 1

)

ż2−mgz; b) pz =
∂L

∂ż
=

(

1 +
ρ2

k2

)

mż; c) H =
p2z

2m

(

1 +
ρ2

k2

)+mgz; d) ż =
∂H

∂pz
=

pz
m (1 + ρ2/k2)

e ṗz = −∂H
∂z

= −mg; e e) z̈ = − g

(1 + ρ2/k2)
⇒ z(t) = z0 + ż0t−

1

2

g

(1 + ρ2/k2)
t2 .

124xm = X + lsenθ e ym = −lcosθ.
125L =

1

2
(m+M) Ẋ2 +mlcosθẊθ̇ +

1

2
ml2θ̇2 +mglcosθ.

126θ̈ +
g

l
senθ +

1

l
cosθẌ = 0 e Ẍ =

ml

m+M

(

senθθ̇2 − cosθθ̈
)

. Eliminando Ẍ nestas duas equações, temos como resultado

uma única equação diferencial não linear de segunda ordem em θ.
127px é uma quantidade conservada porque X é uma coordenada ćıclica; O Hamiltoniano também é uma quantidade con-

servada, uma vez que a Lagrangiana não depende explicitamente do tempo. Além disso, o Hamiltoniano é a energia total do
sistema.

128ω =

√
(
m+M

M

)
g

l
. Quando M ≫ m, a frequência ω se reduz à frequência do pêndulo não acoplado.

129L =
1

2
m
(
ṙ2 + ω2r2

)
. A equação do movimento r̈ = ω2r é obtida a partir da equação de Euler-Lagrange. Ela indica que

a massa m tende a afastar-se do eixo de rotação em consequência da “força centŕıfuga”.

130H =
1

2

p2r
m

− 1

2
mω2r2

131A energia total E =
1

2

p2r
m

+
1

2
mω2r2 não se conserva. É posśıvel mostrar isso ou calculando explicitamente dE/dt, ou

notando que o sistema não é isolado porque é necessário um agente externo para manter a barra girando com velocidade
angular constante. O Hamiltoniano neste problema, não é igual à energia total do sistema. H é uma constante do movimento,
já que não depende explicitamente do tempo (∂H/∂t = 0).
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onde ω é uma freqüência angular constante e
Lz é a componente z do momento angular

Lz = m (~r × ~v)z = m (xẏ − yẋ)

a) Qual das coordenadas é ćıclica e qual a gran-
deza associada que é conservada132?

b) Encontre as equações do movimento. Es-
creva estas equações em termos das variáveis
(x+ iy) e z e ache a solução133.

c) A energia da part́ıcula é conservada? Es-
creva a energia em termos dos momentos
canônicos, px, py, pz e mostre que a part́ıcula
tem somente energia cinética134.

(d) Que situação f́ısica é descrita por esta La-
grangiana135?

13.6. Um pêndulo de massa m tem seu compri-
mento l encurtado a uma taxa constante α, ou
seja, l(t) = l0 − αt.

Dica: Escolhendo o sistema de eixos de coor-
denadas para o pêndulo, como na figura, temos

x = l(t) cosθ ⇒ ẋ = α cosθ − θ̇ l(t) senθ

y = l(t) senθ ⇒ ẏ = α senθ + θ̇ l(t) cosθ

a) Escreva a Lagrangiana, o Hamiltoniano e
a energia total do pêndulo136.

b) Mostre que nem o Hamiltoniano e nem
a energia total são constantes do movi-
mento137.

13.7. O ponto de suspensão de um pêndulo plano
simples de comprimento l e massa m é restrito
a mover-se sobre a parábola z = ax2 no plano
vertical, como mostra a figura ao lado. Obte-
nha a Hamiltoniana.

13.8. O ponto de suspensão de um pêndulo plano
simples de comprimento l e massa m é restrito
a mover-se sobre um trilho horizontal conforme
indica a figura. Esse ponto é ainda conectado
por uma barra sem massa de comprimento a a
um anel de raio a e massa M que pode girar
livremente sobre seu centro fixado no trilho.
Obtenha a Hamiltoniana.

13.9. Um cilindro uniforme de densidade ρ e raio a
é montado de forma a poder rodar livremente
sobre seu eixo vertical, como indica a figura ao
lado. No lado externo do cilindro um trilho
espiral é fixado. Por esse trilho uma bolinha
de massa m desliza sem atrito sob a ação da

132Vemos que z é uma coordenada ćıclica cujo momento conjugado conservado é pz =
∂L

∂ż
= mż que é a componente z do

momento linear.
133ẍ = ωẏ; ÿ = −ωẋ; e z̈ = 0. Definindo a variável η = x+ iy, conclúımos que η satisfaz a equação η̈ = −iωη̇, cuja solução

é η = A e−iωt +B.
134O Hamiltoniano consiste somente de energia cinética. Substituindo os valores dos momentos conjugados, vemos que o

Hamiltoniano não depende do tempo. É conservado.
135L tem a forma da energia cinética de uma part́ıcula de carga q na presença de um campo com potencial vetor

Ax = −mω
2q

y, Ay =
mω

2q
x, eAz = 0. Isto corresponde a um campo magnético ~B =

(
∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y

)

k̂ =
mω

q
k̂, onde k̂

é o vetor unitário na direção z.

136L =
1

2
mα2 +

1

2
ml2(t) θ̇2 +mgl(t)cosθ ; H =

p2θ
2ml2(t)

− 1

2
mα2 −mgl(t)cosθ e E =

1

2
mα2 +

1

2
ml2(t)θ̇2 −mgl(t)cosθ.

137O sistema não está isolado (um agente externo está encurtando o fio); logo a energia total E não é uma constante do

movimento. H também não é uma quantidade conservada, porque
∂H

∂t
6= 0.
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gravidade. Encontre a Hamiltonina do sistema
bolinha + cilindro e resolva as equações de mo-
vimento.

13.10. Considere o problema gravitacional de dois
corpos com massas M e m. Suponha que
M >> m, de forma que M possa ser con-
siderado fixo no centro de massa do sistema.
Escolha um sistema de coordenadas (r, θ) com
centro em M e que gira com frequência angu-
lar Ω no plano r − θ da órbita de m. Mostre
que a Lagrangeana nessas coordenadas pode
ser escrita como

L =
m

2

[

~̇r +
(

~Ω× ~r
)]2

+
GMm

r

onde ~Ω = Ωẑ. Obtenha a Hamiltoniana.
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A.1 Segunda Lei de Newton em Uma Dimensão (Primeira Prova)

Segunda Lei de Newton:
∑ ~F = m~a, onde

~a =
d~v

dt
=

d~r

dt
é a aceleração da part́ıcula/corpo

material na direção da aplicação da força ~F.

Em uma dimensão:
∑
Fx = max, ou simples-

mente,
∑
F = m

dv

dt
=

d2x

dt2
, onde x é a direção

unidimensional escolhida.

No caso em que ~a = 0 (~v = constante) temos a

lei da inércia
∑ ~F = 0 (Primeira Lei de Newton).

Completam as Leis de Newton, a Lei da Ação e
Reação: ~F1→2 = −~F2→1 (Terceira Lei de Newton).

A equação geral do movimento, em uma di-
mensão, é:

F (x, ẋ, t) = mẍ

Casos Particulares:

⇛ a) ẍ =
dv

dt
=
F

m
= constante = ac

que, integrada, se escreve v = v0 + act , e, mais uma

vez integrada, com aux́ılio da definição v =
dx

dt
, se

escreve x = x0 + v0t+
1

2
act

2 .

Eliminando a variável t nas definições v =
dx

dt
e

a =
dv

dt
, temos v dv = a dx, que integrada resulta

em v2 = v20 + 2ac(x− xo) .

O lançamento obĺıquo é uma aplicação imedi-
ata para este caso. Desconsiderando a resistência
do ar, na horizontal o movimento acontece com
velocidade constante (a = 0): vx = v0 cosθ =
v0,x e x = x0 + v0 cosθ t, onde θ é o ângulo
de lançamento, medido a partir da horizontal. Na
vertical o movimento acontece com aceleração cons-
tante (ac = −g = −9, 81 m/s2 = −32, 2 pés/s2):

vy = v0 senθ − gt ; y = y0 + v0 senθ −
1

2
gt2 e

v2y = (v0 senθ)
2 − 2g(y − y0).

A velocidade relativa de uma part́ıcula em
relação à outra, pode ser obtida pela diferença das
suas velocidades em relação à origem, ou seja

~v12 = ~v2 − ~v1 .

Se a trajetória for curviĺınea, é mais fácil utilizar
outros sistemas de coordenadas.

a.1) Componentes Normal e Tangencial

Velocidade: ~v = vût

Aceleração: ~a = v̇ût +
v2

ρ
ûn

onde ρ é o raio de curvatura e os vetores unitários ût

e ûn indicam as direções tangencial (tangente à tra-
jetória da part́ıcula, no sentido da sua velocidade) e
normal (apontando para o centro da curva − lado
côncavo), respectivamente. Se a equação da tra-
jetória y = y(x) é conhecida, então

ρ =
(1 + y′2)

3/2

|y′′|

∣
∣
∣
∣
∣
y=x

onde y′ = dy/dx e y′′ = d2y/dx2. No caso de movi-
mento em 3-D, uma terceira direção (binormal) deve
ser especificada, tal que ûb = ût × ûn.

a.2) Componentes Ciĺındricos

Posição: ~r = rûr

Velocidade: ~v =
d~r

dt
= ṙûr + rθ̇ûθ + żûz

Aceleração:

~a =
d2~r

dt2
=
(

r̈ − rθ̇2
)

ûr +
(

rθ̈ + 2ṙθ̇
)

ûθ + z̈ûz

onde ûr, ûθ e ûz são as direções radial, transversal
e azimutal, respectivamente.

a.3) Componentes Esféricos

Posição: ~r = rûr

Velocidade: ~v =
d~r

dt
= ṙûr + rφ̇senθûφ + rθ̇ûθ

Aceleração:

~a =
d2~r

dt2
=
(

r̈ − rφ̇2 sen2θ − rθ̇2
)

ûr

+
(

rθ̈ + 2 ṙθ̇ − rφ̇2 senθ cosθ
)

ûθ

+
(

rφ̈ senθ + 2 ṙφ̇ senθ + 2 rθ̇φ̇ cosθ
)

ûφ

onde ûr, ûφ e ûθ são as direções equivalentes a alti-
tude, latitude e longitude do sistema geodésico, res-
pectivamente, com a diferença de que aqui (no sis-
tema esférico), a altitude é medida desde o centro
da esfera, a latitude do polo Norte em direção ao
polo Sul (0 ≤ φ < 180◦) e a longitude do plano de
referência no sentido Leste (0 ≤ θ < 360◦).

Relação entre a velocidade linear e a velocidade
angular: ~̇r = ~v = ~ω × ~r, onde os 3 vetores formam
um triedro positivo.

⇛ b) Forças dependentes da velocidade:

A segunda Lei de Newton é m
dv

dt
= F (v). Neste

caso, temos que separar as variáveis para poder in-



tegrar. Assim:

∆t =

∫ t

t0

dt′ = m

∫ v(t)

v(t0)

dv′

F (v′)

Exemplos de forças desta natureza são as forças
de arrasto que atuam sobre um objeto que se move
num meio fluido e tem a forma F = 1

2
CAρSv

α, onde
S é a área da seção reta que o objeto oferece ao
fluido, CA um coeficiente adimensional de arrasto,
ρ a densidade do meio fluido e α um expoente que
varia entre 1 e 2. Analisamos, basicamente, dois ca-
sos: 1)quando o escoamento ocorre a baixas veloci-
dade (α = 1); e 2) quando ocorre a altas velocidades
(α = 2). Nestes casos (redefinindo os coeficientes):

b.1) Caso em que F = −mΓv:

v(t) = v(t0)e
−Γ(t−t0)

b.2) Caso em que F = −mγv2:

v(t) =
v(t0)

1 + γv(t0)(t− t0)

Considerando uma part́ıcula em movimento num
fluido sob a ação também de uma força constante
F0, de forma que a força total sobre a part́ıcula seja
F (v) = F0 −mΓv, quando (t− t0) ≫ 1/Γ, qualquer
que seja a velocidade inicial v(t0) da part́ıcula, a ve-
locidade da part́ıcula tende ao valor vT = F0/mΓ,
chamada de velocidade terminal, onde o tempo para
a part́ıcula atingir a velocidade terminal é da ordem
de 1/Γ.

⇛ c) Força aplicada dependente do tempo:

A segunda Lei de Newton é
d

dt
v(t) =

1

m
F (t) .

Integrando com relação ao tempo:

m v(t) = m v(t0) +

∫ t

t0

F (t′)dt′

ou, com p = mv, o momentum linear ou quantidade
de movimento e o impulso de uma força definido
como a integral da força aplicada no intervalo de
tempo t− t0, temos o prinćıpio do impulso−variação
do momentum linear, ou seja:

I = ∆p = m v(t)−m v(t0)

Exemplos de aplicação deste prinćıpio:

c.1) Sistema com massa variável

1) Sistema que perde massa:

∑

Fext = m
dv

dt
− (v + ve)

dm

dt
.

onde (v + ve) = dD/e é a velocidade relativa do dis-
positivo que se desloca com velocidade v enquanto
ejeta combust́ıvel com velocidade ve à taxa −dm/dt.

2) Sistema que ganha massa:
∑

Fext = m
dv

dt
+ (v − vi)

dm

dt
.

onde (v − vi) = dD/i é a velocidade relativa do dis-
positivo que se desloca com velocidade v enquanto
ingere massa com velocidade vi à taxa dm/dt.

c.2) Fluidos em Escoamento Estacionário
As reações que o dispositivo por onde o fluido

escoa precisa exercer sobre o fluido são:
∑

~F =
dm

dt
(~vB − ~vA)

∑
~M0 =

dm

dt
(~rB × ~vB −~rA × ~vA)

onde A é o lado por onde o fluido entra no disposi-

tivo e B o lado por onde ele sai.
dm

dt
= ρvA = ρR

é o fluxo de massa de um fluido de densidade ρ, que
escoa com velocidade v medida numa seção reta de
área A, isto é, tendo uma vazão R = ρA.

c.3) Colisões
Quando nenhuma força externa atua no sistema,

então o momentum linear se conserva, isto é, ∆~p = 0
ou:

n∑

i=1

mi~vi(t) =
n∑

i=1

mi~vi(t0)

A coordenada ~r do centro de massa de um sis-

tema de part́ıculas é ~rCM =

n∑

i=1

mi~ri

m
, onde m =

n∑

i=1

mi. Diferenciando esta expressão, encontramos

que m~vCM = ~PCM , que nos diz que o momentum
linear de um sistema de part́ıculas é igual ao pro-
duto da massa total do sistema pela velocidade de
seu centro de massa. As forças internas ao sistema
sempre se cancelarão mutuamente (Terceira Lei de
Newton), assim se nenhuma força externa age no

sistema:
n∑

i=1

~pi = ~PCM = m~vCM = constante.

Quando duas part́ıculas interagem através de
uma força central, a Segunda Lei de Newton pode
ser escrita como

µ
d2~R

dt2
= f(R)

~R

R
,

onde ~R é o vetor posição que liga as duas part́ıculas
e µ = m1m2/(m1 +m2) é a massa reduzida do sis-
tema.



Em problemas de colisões de part́ıculas, o mo-
mentum linear do sistema é conservado, entretanto
a energia cinética do sistema decresce por uma quan-
tidade Q. Para uma colisão frontal entre dois corpos

Q =
1

2
µv2(1− ǫ2) ,

onde v é a velocidade relativa dos dois corpos an-
tes da colisão e ǫ é o coeficiente de restituição, defi-
nido como a razão entre a velocidade de separação
V ′ = |~v′

2−~v′
1| após a colisão e a velocidade de apro-

ximação V = |~v2 − ~v1| antes da colisão (ou, equiva-
lentemente, como a razão entre os impulsos de resti-
tuição e de deformação ou compressão). Assim, após
a colisão temos:

v ′
1 =

(m1 − ǫm2) v1 + (m2 + ǫm2) v2
m1 +m2

v ′
2 =

(m1 + ǫm1) v1 + (m2 − ǫm1) v2
m1 +m2

Para colisões inelásticas ǫ = 0 e para colisões
perfeitamente elásticas ǫ = 1.

Para colisões obĺıquas (espalhamento) é mais ins-
trutivo descreve-las por meio das coordenadas do La-
boratório e do Centro de Massa:

Assim, a velocidade do centro de massa (no sis-

tema do laboratório) é: ~Vcm =
m1~v1

m1 +m2

e ~̄v1 =

~v1− ~Vcm =
m2~v1

m1 +m2

, onde as barras são usadas para

indicar que a quantidade em questão se referem ao
sistema do centro de massa.

Uma equação que conecta os ângulos de espalha-
mento nos dois sistemas é

tgφ1 =
senθ

γ + cosθ
onde γ =

vcm
v̄ ′
1

=
m1v1

v̄ ′
1(m1 +m2)

No caso geral de colisões não elásticas, podemos
escrever γ como

γ =
m1

m2

[

1− Q

T

(

1 +
m1

m2

)]−1/2

onde T é a energia cinética da part́ıcula incidente,
medida no referencial do laboratório.

⇛ d) Forças dependentes da posição:

A segunda Lei de Newton é m
d2x

dt2
= F (x).

Definindo a Energia Cinética como T =
1

2
mv2,

escrevemos

∆T =
1

2
mv2 − 1

2
mv20 =

∫ x(t)

x(t0)

F (x′)dx′

que é o prinćıpio do trabalho−variação da energia

cinética, onde

∫ x(t)

x(t0)

F (x′)dx′ é o trabalho realizado

pela força F (x) para levar a part́ıcula da posição
x(t0) até a posição x(t).

Definindo a energia potencial V (x) como o traba-
lho realizado pela força F (x) que desloca a part́ıcula
de uma posição x até algum ponto de referência xs,
como

V (x) =

∫ xs

x

F (x′)dx′ ,

obtemos o prinćıpio da conservação da energia,
válido (em 1-D) quando a força é uma função da
posição

1

2
mv2 + V (x) = T + V = constante .

Da definição de energia potencial, tomando a
posição de referência xs como sendo aquela em que
V (xs) = 0, podemos escrever

F (x) = −dV (x)

dx
.

Assim, o movimento da part́ıcula é descrito por

v =
dx

dt
= ±

√

2

m
[E − V (x)] .

Na presença de forças dissipativas,
dE

dt
= F ′v 6=

0, isto é, com F ′ representando a força dissipativa,
a taxa de variação de E é igual a potencia fornecida
(ou dissipada) F ′v pela força aplicada à part́ıcula.

Se apenas forças conservativas atuam,
dE

dt
= 0.

⇛ e) Força Restauradora Linear



Movimento Harmônico − Lei de Hooke:

F = −kx ,

onde k é a constante elástica (ou rigidez) da mola (ou
dispositivo que tem propriedades elásticas). Assim,

a energia potencial elástica é, V (x) =
1

2
kx2.

Um dispositivo que obedeça a Lei de Hooke, tem
a seguinte equação de movimento:

ẍ+ ω2
0x = 0 ,

onde ω0 =
√

k/m é a frequência natural de oscilação
do sistema mecânico. Esta equação pode ser obtida
também derivando em relação ao tempo a Energia
Mecânica total do sistema.

A solução desta equação tem a forma:

x = Acos(ω0t+ φ) ,

onde as constates A (amplitude) e φ (fase) devem ser
determinadas pelas condições iniciais do problema.

O peŕıodo de oscilação (2π/ω0) e a frequência
linear de oscilação (1/T0) são:

T0 = 2π

√
m

k
e ν0 =

1

2π

√

k

m
.

Das considerações sobre a energia no movimento
harmônico, concluimos que A =

√

2E/k é a ampli-
tude de oscilação e a velocidade máxima é vmáx =
ω0A.

Se o movimento harmônico é amortecido, isto é,
se existe também uma força de amortecimento vis-
coso −cẋ, tal que a equação de movimento do sis-
tema seja

mẍ+ cẋ+ kx = 0 ,

onde, caso c =
√
4mk o amortecimento é cŕıtico,

caso c seja maior que este valor o sistema é dito su-
peramortecido e, menor, subamortecido. A solução
geral da equação acima leva à:

x = Aeγ1t +Beγ2t , c >
√
4mk

x = (A+Bt) e−γt , c =
√
4mk

x = D
[
e−γt sen (ωnt+ φ)

]
, c <

√
4mk

onde A, B, D e φ são constantes a serem determina-
das pela aplicação das condições iniciais, γ = c/2m,
ωn =

√

ω2
0 − γ2 e γ1,2 são as ráızes da equação de

segundo grau mq2 + cq + k = 0.
Considerações de energia no movimento

harmônico amortecido nos informam que a taxa na
qual a energia é dissipada na forma de calor, som,
vibração, etc., pelo atrito é dE/dt = −cẋ2.

No caso de uma vibração forçada, isto é, quando
o sistema vibratório é submetido a uma força ex-
terna oscilante, do tipo F0 cos (ω0t + θ), as
soluções homogêneas acima descritas devem ser
acrescidas de uma solução particular, que tem a
forma X sen (ω0t + ϕ), onde chamamos o ângulo
de fase ϕ = φ − θ. No primeiro caso (vibração

não viscosa), X =
F0/k

1− (ω0/ωn)
2 e ϕ = 0. Isto

conduz ao fenômeno da ressonância (quando ω0 =
ωn). No segundo caso (vibração viscosa, isto é,
na presença de uma força ressistiva −cẋ, X =
F0/
√

(k −mω2
n)

2 + c2ω2
n e tgϕ = cω0/(mω

2
n − k).

Neste caso o efeito da ressonância é substituido por
uma forte amplificação da amplitude de oscilação
quando ωn → ω0 e a razão c/(2mωn) → 0.

Dado que a equação que rege a soma das quedas
de voltagem em torno de um circuito elétrico é ma-
tematicamente equivalente a equação de movimento
de um sistema mecânico oscilante, é posśıvel fazer
a analogia x → q, ẋ → i, F (t) → E(t) ou V (fem
ou ddp), m → L, c → R e k → 1/C e resolver um
circuito LRC equivalente ao sistema mecânico.

⇛ f) Osciladores Acoplados

A Segunda Lei de Newton, para o caso de os-
ciladores acoplados é, na verdade, um sistema de
equações acopladas

mẍ1 = −kx1 − k (x1 − x2)

mẍ2 = −kx2 − k (x2 − x1)

que nos levam a solução (onde ω =
√

k/m):

x1(t) = A1 cos (ωt+ φ1) + A2 cos
(√

3ωt+ φ2

)

x2(t) = A1 cos (ωt+ φ1)− A2 cos
(√

3ωt+ φ2

)

As combinações x1 + x2 e x1 − x2 são chamadas
coordenadas normais do sistema. Elas oscilam com
uma frequência pura, cada uma, os chamados mo-
dos normais do sistema. As soluções dependem das
quatro constantes arbitrárias A1, A2, φ1 e φ2, devem
ser determinadas pelas condições iniciais.

Com A2 = 0 [x1(t0) = x2(t0) e ẋ1(t0) = ẋ2(t0)],
as part́ıculas oscilam com a mesma frequência
e estão sempre em fase [x1(t) = A1cos(ωt +
φ1) = x2(t)]. Este modo normal é chamado modo
simétrico.



Com A1 = 0 [x1(t0) = −x2(t0) e ẋ1(t0) =
−ẋ2(t0)], as part́ıculas oscilam com a mesma
frequência e estão sempre em oposição de fase
[x1(t) = A2cos(

√
3ωt + φ2) = −x2(t)]. Este modo

normal é chamado modo anti-simétrico.

No caso de pêndulos acoplados, temos a Segunda
Lei de Newton escrita como:

ẍ1 + ω2x1 + ω2
0(x1 − x2) = 0

ẍ2 + ω2x2 + ω2
0(x2 − x1) = 0

onde ω =
√

g/l e ω0 =
√

k/m.
Para determinar as frequências de cada modo,

basta notar que, no modo normal simétrico, a mola
não sofre deformação e, portanto, os pêndulos os-
cilam com a frequência livre ω. No modo anti-
simétrico, x1 = −x2, e, assim, ficamos com

ẍ1 +
(
ω2 + 2ω2

0

)
x1 = 0

Logo, a frequência do modo anti-simétrico é ω2 =
ω2 + 2ω2

0.
⇛ g) Movimento sob a Ação de uma Força Central
e Mecânica Espacial

Se uma part́ıcula está se movendo sob a in-
fluência de uma força tendo uma linha de ação que
é sempre direcionada para um ponto fixo, o movi-
mento é chamado de movimento de força central.
Este tipo de movimento, comumente causado por

forças gravitacionais e eletrostáticas, pode ser des-

crito como ~F = f(R)
~r

|~r| = f(R)r̂

No caso da interação gravitacional, o módulo da

força f(R) é
−GMm

r2
, ondem é a massa da part́ıcula

teste e M é a massa da “part́ıcula” fonte do campo
gravitacional, G a constante da Gravitação Univer-
sal e r a distância radial que liga os centros de massa
das duas part́ıculas (de massas m e M).

Assim, em módulo,

m
d2r

dt2
=

−GMm

r2
→ r̈ +GMr−2 = 0

que, em uma dimensão poderia ser escrita como:
ẍ + GMx−2 = 0. Ou seja, uma equação diferen-
cial de segunda ordem, homogênea e de coeficientes
constantes, entretanto não linear.

Equações diferenciais não lineares são, em geral,
de solução muito complexa ou mesmo imposśıvel.
Para resolver essa equação, fazemos a mudança para
as coordenadas polares. Assim:

−GMm

r2
= m

(

r̈ − rθ̇2
)

0 = m
(

rθ̈ + 2ṙθ̇
)

Assim transformamos uma equação diferencial
não linear em um sistema de equações diferenci-
ais acopladas, que devem ser resolvidas simultanea-
mente. Assim, conclúımos que a velocidade areolar é
dA

dt
=
h

2
(primeira lei de Kepler), ou seja, a área que

o raio vetor que o une um planeta ao Sol varre áreas
iguais em intervalos de tempos iguais. Também, que
a equação da trajetória é:

1

r
=

1

r0

(

1− GM

r0v20

)

cosθ +
GM

r20v
2
0

.

onde h = r0v0, sendo r0 a altitude da órbita em
relação ao centro do objeto que cria o campo gravi-
tacional e v0 a velocidade (tangencial) do objeto em
órbita neste ponto. Se a excentricidade da órbita

e =
r0v

2
0

GM
− 1 for menor que 1, a trajetória de voo

livre será uma elipse (segunda lei de Kepler). A ter-
ceira lei de Kepler que diz que o quadrado do peŕıodo
orbital é proporcional ao cubo do semi-eixo maior
da órbita é obtida combinando estes resultados com
a geometria da elipse: T =

π

h
(rp + ra)

√
rpra ,

onde rp é a distância do centro da fonte até o
peri(élio/geu/astro) e ra até o af(élio/geu/astro).



A.2 Formulação da Mecânica Newtoniana em Três Dimensões e Formulações
Lagrangiana e Hamiltoniana (Segunda Prova)

Segunda Lei de Newton:
∑ ~F = m~a, onde

~a =
d~v

dt
=

d2~r

dt2
é o vetor aceleração que atua na

direção da aplicação da força ~F.
• Movimento Translacional
∑ ~F = m(~a)G

onde o ı́ndice G representa o centro de gravidade do
corpo ŕıgido.

Translação Retiĺınea (2-D):
∑
Fx = m(aG)x ,

∑
Fy = m(aG)y

Translação Curviĺınea (2-D):
∑
Fn = m(aG)n ,

∑
Ft = m(aG)t

• Movimento Rotacional
∑ ~MG = IG~α ,

∑ ~M0 = I0~α
onde escolhemos o eixo z (ou b) como sendo o eixo
em torno do qual o corpo gira, assim o movimento
translacional de um ponto sobre o corpo ŕıgido acon-
tece no plano (2-D).

Rotação em torno de um eixo fixo (sendo v =
ωr ≡ ωrG):∑

Fn = m(aG)n = mω2rG∑
Ft = m(aG)t = mαrG∑
M0 = I0 α

No caso em que ~a = 0 (~v = constante) temos a

lei da inércia
∑ ~F = 0 (Primeira Lei de Newton).

Completam as Leis de Newton, a Lei da Ação e
Reação: ~F1→2 = −~F2→1 (Terceira Lei de Newton).

A equação geral do movimento, em três di-
mensões, é:

~F(~r,~̇r,t) = m~̈r

Momentum Linear: ~p = m~v, assim ~F =
d~p

dt

⇒ m~v(t1) +

∫ t2

t1

~F(t) dt = m~v(t2) .

Momentum Angular: ~L0 = ~r × ~p, onde ~r é a
distância da origem “0” até a part́ıcula de momento
linear (ou quantidade de movimento) ~p.

Momento de uma Força: ~M0 = ~r × ~F (ou tor-
que), onde ~r é a distância da origem “0” até o ponto

de aplicacação da força ~F.

Assim ~M0 =
d~L0

dt
= ~̇L0, e

⇒ ~L0(t1) +

∫ t2

t1

~M0(t) dt = ~L0(t2) .

Prinćıpio do Trabalho-Energia:

⇒ 1

2
mv21 +

∫ ~r2

~r1

~F · d~r = 1

2
mv22

onde T =
1

2
mv2 é a energia cinética da part́ıcula,

sendo v2 = ~v · ~v, e U~r1→~r2 =

∫ ~r2

~r1

~F · d~r o trabalho

necessário para lavá-la da posição ~r1 até a posição
~r2.

É posśıvel separar as contribuições na rea-
lização do trabalho feitas pelas forças conservati-
vas e pelas forças dissipativas, isto é U~r1→~r2 =
(U~r1→~r2)forças conservativas + (U~r1→~r2)forças dissipativas e,
para as forças conservativas, associar uma função
escalar, a qual chamamos de energia potencial V (~r),

ou seja, ~F·d~r = −dV (~r), já que, se a força for conser-

vativa, ~F = −~∇V (~r), onde ~∇ ≡ ∂

∂x
ı̂ +

∂

∂y
̂ +

∂

∂z
k̂.

Isto nos leva ao prinćıpio da conservação da Energia
Mecânica total:

⇒ T1 + V (~r1) = T2 + V (~r2) + (U~r1→~r2)fçs dissip.

que, na ausência de forças dissipativas, conduzem à:

T1 + V (~r1) = T2 + V (~r2) .

Assim, precisamos saber distinguir quando uma
força é conservativa ou dissipativa: Diz-se que uma
força é conservativa quando o trabalho executado
por ela sobre uma part́ıcula para levá-la de uma
posição ~r1 até uma posição ~r2 independe do cami-
nho. Neste caso podemos associar uma função po-
tencial à força e, as condições de existência de tal
função potencial são:

1) Condição necessária: ~F = ~F(~r); e

2) Condição suficiente: ~∇× ~F = 0.
Assim, se a força satisfazer as duas condições

acima, ela será conservativa.
Gradiente em Coordenas Ciĺındricas:

~∇V =
∂V

∂r
ûr +

1

r

∂V

∂φ
ûφ +

∂V

∂z
k̂

Divergente em Coordenas Ciĺındricas:

~∇ · ~F =
1

r

∂ (rFr)

∂r
+

1

r

∂Fφ

∂φ
+
∂Fz

∂z

Rotacional em Coordenas Ciĺındricas:

~∇× ~F =

(
1

r

∂Fz

∂φ
− ∂Fφ

∂z

)

ûr +

(
∂Fr

∂z
− ∂Fz

∂r

)

ûφ

+

(
1

r

∂ (rFφ)

∂r
− 1

r

∂Fr

∂φ

)

k̂

Gradiente em Coordenas Esféricas:



~∇V =
∂V

∂r
ûr +

1

r

∂V

∂θ
ûθ +

1

r senθ

∂V

∂φ
ûφ

Divergente em Coordenas Esféricas:

~∇ · ~F =
1

r2
∂ (r2Fr)

∂r
+

1

r senθ

[
∂ (senθFθ)

∂θ
+
∂Fφ

∂φ

]

Rotacional em Coordenas Esféricas:

~∇× ~F =
1

r senθ

(
∂ (Fφsenθ)

∂θ
− ∂Fθ

∂φ

)

ûr

+
1

r

(
1

senθ

∂Fr

∂φ
− ∂ (rFφ)

∂r

)

ûθ

+
1

r

(
∂ (rFθ)

∂r
− ∂Fr

∂θ

)

ûφ

Lei da Gravitação Universal de Newton:

~F = −GMm

r2
ûr ,

disto resulta que a aceleração da gravidade ~g a
uma altura h da superf́ıcie terrestre é: ~g =

− GM

(rT + h)2
ûr , onde rT é o raio da Terra. A energia

potencial gravitacional é, portato, V (~r) = mgr.
Definindo Φ = 4πr2g(r) = −4πGM = −GMdΩ,

como o fluxo do campo gravitacional ~g através de
uma superf́ıcie gaussiana fechada, onde Ω = 4π é o
elemento de ângulo sólido, podemos escrever

Φ =

∮

A

~g · d~A = −GM
∮

dΩ = −4πGM

e, assim, a Lei de Gauss para o caso gravitacional
∮

A

~g · d~A = −4πGMtotal ,

ou, usando o teorema do divergente

~∇ · ~g = −4πGρ ,

onde Mtotal é a massa total inserida no interior da
superf́ıcie gaussiana fechada de área A e ρ a sua den-
sidade.

Força Restauradora Linear − Lei de Hooke:

~F = −k(x, y, z)~r ,

onde k é a constante elástica (ou rigidez) da mola
(ou dispositivo que tem propriedades elásticas). Se
k(x) = k(y) = k(z), então o Oscilador Harmônico é
isotrópico. Esta equação pode ser separada. Assim,

um dispositivo 3-dimensional que obedeça a Lei de
Hooke, tem as seguintes equações de movimento:

ẍ+ ω2
xx = 0 , ÿ + ω2

yy = 0 , z̈ + ω2
zz = 0 ,

onde ω(x,y,z) =
√

k(x, y, z)/m.
As soluções são: x = Acos(ωt + α) , y =

Bcos(ωt + β) e z = Ccos(ωt + γ) , onde as cons-
tates A, B, C, α, β e γ devem ser determinadas a
partir das condições iniciais do problema.

Se as frequências ωx, ωy e ωz forem redut́ıveis a
uma medida comum, isto é, se

ωx

nx

=
ωy

ny

=
ωz

nz

,

onde nx, ny e nz são inteiros, a trajetória se fechará,
isto é, voltará ao ponto inicial, depois de um tempo
2πnx/ωx = 2πny/ωy = 2πnz/ωz.

O peŕıodo de oscilação de um pêndulo simples
(2π/ω), que é o inverso da sua frequência de os-
cilação (1/T ), é (solução exata):

T = 2π

√

l

g

(

1 +
θ20
16

+ · · ·
)

,

onde l é o comprimento do fio e θ0 a amplitude inicial
de oscilação do pêndulo.

Para um sistema de muitas part́ıculas, as coor-
denadas do Centro de Massa, são:

~rCM =

n∑

i=1

mi~ri

m
.

Disto, resulta, que o momentum linear do sis-
tema de part́ıculas é:

~P = m~VCM ,

e, consequentemente,

n∑

i=1

Fi =
d~P

dt
= m~aCM ,

onde Fi é a resultante das forças externas que atuam
sobre a i-ésima part́ıcula do sistema de part́ıculas (já
que as forças internas cancelam-se aos pares − Ter-
ceira Lei de Newton).

Se as forças externas forem o peso das próprias
part́ıculas que compõe o sistema, então: ~aCM = ~g.

Assim como o momento linear, o momento angu-
lar total de um sistema de part́ıculas e o torque (ou
momento das forças) total são a soma das contri-
buições individuais sobre cada uma das part́ıculas.
Desta forma, as expressões e leis de conservação des-
tas grandezas são as mesmas que as já listadas acima
para o caso de uma única part́ıcula em movimento
tridimensional.



Entretanto, uma expressão mais conveniente
para a energia cinética de um sistema de part́ıculas
é:

T =
1

2
mv2CM +

n∑

i=1

1

2
miv̄

2
i ,

onde v̄i é o módulo da velocidade da i-ésima
part́ıcula em relação ao centro de massa do sistema
de part́ıculas.

Sempre que dois corpos colidem, há conservação
da quantidade de movimento (ou momentum linear),
já que as forças que agem durante a colisão são forças
internas, e dissipação de uma parcela da energia
cinética T = p2/2m durante a colisão. Assim:

~p1 + ~p2 = ~p′
1 + ~p′

2 e

~p2
1

2m1

+
~p2
2

2m2

=
~p′2
1

2m1

+
~p′2
2

2m2

+Q ,

onde o ı́ndice “linha” refere-se ao valor da grandeza
após a colisão e Q é a quantidade de energia dissi-
pada durante a colisão. Se Q = 0, a colisão é dita
perfeiramente elástica.

Pode-se introduzir um parâmetro ǫ, chamado de
coeficiente de restituição, pela razão entre as velo-
cidades relativas de afastamento (após a colisão) e
as velocidade relativas de aproximação (antes da co-
lisão). Assim:

ǫ =
|v′2 − v′1|
|v2 − v1|

.

Para uma colisão perfeitamente elástica, ǫ = 1 e
v′1 = v2 e v′2 = v1. Para uma colisão perfeitamente
inelástica, ǫ = 0 e v′1 = v′2.

O coeficiente de restituição ǫ pode também ser
definido pela razão entre o impulso de restituição e
o impulso de compressão.

Para um corpo ŕıgido extenso, podemos substi-
tuir as somatórias por integrais e utilizar o mesmo
formalismo desenvolvido acima para um sistema de
muitas part́ıculas. Assim, para o i-ésimo elemento de
massa que gira junto com o corpo ŕıgido com velo-
cidade angular ~ω, podemos associar uma velovidade
linear ~vi = ~ω×~ri. Assim, a energia cinética do corpo
ŕıgido será

T =
1

2
mv2CM +

1

2
Iω2 ,

onde I é o momento de inércia do corpo ŕıgido, de-
finido por:

I =

∫

m

r2 dm =

∫

V

r2 ρ dV .

onde dm = ρ dV . Para corpos compostos, o mo-
mento de inércia pode ser determinado pela soma
algébrica dos momentos de inércia de todas as for-
mas que compõe o corpo composto.

Raio de Giração: k =
√

I/m

Teorema dos eixos paralelos: I = IG +md2

Teorema dos eixos perpendiculares: Iz = Ix + Iy

Momento de Inércia de massa de sólidos ho-
mogêneos:

Ix = Iy = Iz =
2

5
mr2

Ix = Iy = 0, 259mr2

Iz =
2

5
mr2

Ix = Iy =
3

80
m(4r2 + h2)

Iz =
3

10
mr2

Ix = Iy =
1

2
mr2

Iz = mr2



Ix = Iy =
1

4
mr2

Iz =
1

2
mr2

I ′z =
3

2
mr2

Ix =
1

12
mb2

Iy =
1

12
ma2

Iz =
1

12
m(a2 + b2)

Ix = Iy =
1

12
m(3r2 + h2)

Iz =
1

2
mr2

Ix = Iy =
1

12
ml2

I ′x = I ′y =
1

3
ml2

Iz = 0

⇒ Momento angular de um corpo ŕıgido: L = Iω.
⇒ Torque total de todas as forças externas relativo
ao eixo de rotação de um corpo ŕıgido: N = Iω̇ =
Iα.
⇒ A relação ~N = d~L/dt é também válida para um
corpo ŕıgido, quer calculada em relação ao seu centro
de massa, quer em relação o outro ponto qualquer.

Formulação Lagrangiana

⇒ Lagrangiana: L = T − V .

Em uma dimensão: L =
1

2
mẋ2 − V (x).

Em três dimensões:

L =
1

2
m(ẋ2 + ẏ2 + ż2)− V (x, y, z)

⇒ Equação de Euler-Lagrange:

d

dt

(
dL

dq̇

)

=
dL

dq
,

onde q = x, y ou z.
⇒ Ação:

S =

∫ t2

t1

L(x, ẋ, t) dt

Prinćıpio da Ação Estacionária (ou Prinćıpio de

Hamilton ou Prinćıpio da Mı́nima Ação): Se
δS

δt
= 0

para um caminho x(t), estão esta solução satisfará
as equações de Euler-Lagrange.

Formulação Hamiltoniana

⇒ Coordenadas Ćıclicas: Dizemos que uma coorde-
nada é ćıclica quando ela não aparece explicitamente
na Lagrangiana. Neste caso, existe uma constante
de movimento associada a ela. Esta constante é cha-
mada de momento conjugado. ⇒ Os momentos con-
jugados à variáveis ćıclicas são constantes de movi-
mento.
⇒ Teorema de Noether: Para cada simetria da La-
grangiana existe uma quantidade conservada.
⇒ Hamiltoniana:

H = ẋpx − L ,

onde px =
dL

dẋ
é o momento conjugado à variável x

e, em muitos casos, pode ser obtido como

H = T + V .

⇒ Equações de Hamilton:

ẋ =
∂H

∂px
, ṗx = −∂H

∂x
.

⇒ Espaço de Fase: É o espaço que representa
o estado de um sistema descrito pelo Hamiltoni-
ano H(x, p) e é dado, num instante qualquer t,
especificando-se os valores x(t) e p(t).

⇒ Teorema de Liouville:
∂ρ

∂t
= − [ρ,H] , onde ρ é

a densidade de pontos representativos das part́ıculas
no espaço de fase, que se movem como um fluido im-
compresśıvel quando o sistema evolui no tempo, isto
é, mantém o volume constante e [ρ,H] é o parêntesis
de Poisson de ρ e H, definido por

[ρ,H] =
∂ρ

∂x

∂H

∂p
− ∂ρ

∂p

∂H

∂x
.

⇒ Vı́nculos e Forças de Vı́nculo: Vı́nculos são li-
mitações às posśıveis posições e velocidades das
part́ıculas de um sistema mecânico, restringindo a
priori o seu movimento. Os v́ınculos reduzem o
número de graus de liberdade independentes do sis-
tema. No método Lagrangiano, a escolha das coor-
denadas é feita de modo que as condições de v́ınculo
são automaticamente satisfeitas. Assim, para obter-
mos as forças de v́ınculo, precisamos somar à La-
grangiana um termo de deformação na energia po-
tencial e acrescentar às equações de movimento a(s)
condição(ções) de v́ınculo.
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Se você acredita que possui dificuldades em al-
guns dos conceitos de F́ısica I, assista as v́ıdeo-aulas
do Prof. Luiz Marco Brescansin, do Instituto de
F́ısica ”Gleb Wataghin”, da Universidade Estadual
de Campinas que disponibilizou no YouTube todas
as 26 aulas de cerca de 50 minutos de duração cada
uma, do Curso de F́ısica I, da Unicamp. Acesse o
link no QR-Code138:

Se você acredita que possui dificuldades em al-
guns dos conceitos de F́ısica II, assista as v́ıdeo-
aulas do Prof. Peter Schulz, do Instituto de F́ısica
”Gleb Wataghin”, da Universidade Estadual de
Campinas que disponibilizou no YouTube todas as
25 aulas de cerca de 35 a 40 minutos de duração cada
uma, do Curso de F́ısica II, da Unicamp. As v́ıdeo-
aulas 17 à 25 estão relacionadas ao tema abordado
aqui. Acesse o link no QR-Code139:

Se você deseja continuar se aprofundando no
tema, faça o download da Apostila ”Tópicos de
Mecânica Clássica”, do Prof. Marcus A. M. Aguiar,
que foi preparada a partir de notas de aula da
disciplina Mecânica Avançada, da curso de pós-
graduação do Instituto de F́ısica da Unicamp.
Acesse o link no QR-Code140:

138https://www.youtube.com/watch?v=bJuoKyIG13A&list=PL7581C21F8ADD6C8E.
139https://www.youtube.com/watch?v=p3QjNd2eA14&list=PL516F59E9AE8F5BF7.
140http://sites.ifi.unicamp.br/aguiar/files/2014/10/top-mec-clas.pdf.
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