MPSI 2 - FABERT TD : Trigonométrie

> _Indication | > _Correction|
TD EXERCICE 5 BOO
Trigonométrie
g Factoriser les expressions P suivantes, et résoudre ’équation P = 0.
@ Py =sint + sin(2t) @ Py =sint + Sméi%)
EXERCICE 1 OO0 @ P, =sint + cos(2t) @ P, =sint — Slgﬁ cost
157 377 13w - . -
Calculer Sil’l((E), COS((E) et tan(x) pour x € {_67 77 2} . [»>_Indication | [»>_Correction]
> _Indication | > _Correction| EXERCICE 6 mP O
EXERCICE 2 10O Calculer les intégrales suivantes :

Soit « € R. Exprimer les valeurs suivantes en fonctions de cosx et sinz.

@sin(g—x) @tan(z+§) )
@ sin (ac -+ %) + cos (x + %) @ tan (:p + %) @ /E sin(z) sin(2z)dx

[»>_Indication | [»_Correction|

@ /072’ cos?(u)du

2m
@ / sin(nx) sin(pz)dx, ol n et p sont des entiers naturels.
EXERCICE 3 OO 0

. On fera attention au cas particulier n = p.
Soit a € R.

[»>_Indication | > _Correction|

@ Exprimer cos(2a) en fonction de cos(a). En déduire la valeur de cos (%).

@ Calculer tan (75).

> Indication | |» Correction|

EXERCICE 7 RO O

@ Résoudre I’équation d’inconnue réelle x,  cos(z) = cos (23: — %)

EXERCICE 4 MO0 @ De méme avec cos (3z — T) = sin(2x).

[»>_Indication | > _Correction|

Résoudre les équations suivantes d’inconnue = € R.

(Dcosaz::—1 @ CcosS T = CcOoS 2T , R
27 A quelle condition sur le réel x est-ce que tan(3z) — 3tan(z) est défini?
@ tan3z = —1 @ sin (g) =0, Résoudre alors tan(3z) = 3tan(zx). [» Indication | [» Correction|

EXERCICE 9 EE
@ sin (E —x) = @ @ cos 2 x cos(z) =0
3 - 2 ) 3 - )

1
@ tanz = s’ sin(2z) = — cos(x).

EXERCICE 8 mP

@ Résoudre I'inégalité sin(x)(2 cos(x) — 1) > 0. On peut commencer par un tableau
de signes sur [0, 27].
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@ En déduire les solutions sur R de 'inégalité sin(z) > sin(2x).

[»>_Indication | > _Correction|

EXERCICE 10 m»mO

Simplifier, pour b,t € R et a € R*,
b2
z(t) = acost — asin?(t) cos(t) — — cos>(t) .
a

> Indication | [» _Correction|

EXERCICE 11 m»mQO

Résoudre les inéquations ou équations suivantes, puis donner toutes les solutions dans
lintervalle [—m, 7] :

@ sinx > sin(2x).

@ cos (5 +z) < cos(2z).
> _Indication |

EXERCICE 12 mpmQO CCP MP

@ 1+2cosf <0.

@ tan (3x + %) < tan (21’ + %)

[»_Correction|

4

Déterminer une primitive de x — cos” z. > Indication | [» Correction|

EXERCICE 13 W @ [ |

Résoudre I’ équation suivante. On donnera toutes les solutions .S, puis on les tracera
sur le cercle trigonométrique, et on donnera les solutions Sy qui sont dans l'intervalle
[—7, 7] rangées dans Pordre croissant et dessinées sur le cercle trigonométrique.

sin z + sin(3z) + sin(5z) = cosz + cos(3x) + cos(5x) (E)

[»>_Indication | > _Correction|

EXERCICE 14 mOO

Soit € [, 0] tel que tanz = 1 — /2. Calculer cosz,sinx et tan 2x.
En déduire la valeur exacte de z. [>_Indication | > Correctionl

EXERCICE 15 HE®

Pour quelles valeurs de z € [0, 27] a-t-on I’égalité suivante ?

2sinz = —V/1 + sin 2z + /1 — sin 2z

> Indication | [» _Correction|

Exercice 16 m(A)m

Résoudre I’équation d’inconnue x réelle :

(V3+1)cos(z) + (V3—1)sinz +v3-1=0 (E)

[»>_Indication | > _Correction|

EXERCICE 17 MM ® Calcul de cos (Z)

Cet exercice présente deux méthodes de calcul de la valeur de cos (%) Les deux ques-
tions sont complétement indépendantes 'une de I'autre. Pour tout l’exercice, on pose
— s
Qa = cos ( z ) )
PREMIERE METHODE

@ Exprimer, pour un réel x quelconque, cos(4x) en fonction de cos(x).
@ En déduire que o est solution de I’équation 8z — 822 + z + 1 = 0.

@ En trouvant deux racines évidentes a cette équation (I'un des deux n’est pas un
nombre entier), factorisez-1a.

@ Déterminer la valeur exacte de a.

DEUXIEME METHODE

sin(4x)
2 sin(x)

@ Démontrer la formule cos(x) + cos(3z) = (quand cela a un sens).

@ En déduire la valeur de o + cos (3?”)

@ Calculer @ x cos (3?”) (on doit obtenir une valeur rationnelle simple).

@ En déduire une équation du second degré vérifiée par «, et sa valeur exacte (on
rappelle que deux nombres dont la somme vaut S et le produit P sont solutions
de I'équation 2% — Sz + P = 0).

> _Indication | > _Correction|
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EXERCICE 18 MmEE Méme chose avec cos (%)

Pour tous réels a et h, et pour tout entier n, on pose

n—1 n—1
Cn(a,h) = Z cos(a+kh) et S,(a,h)= Z sin(a + kh) .
k=0 k=0

s

On note par ailleurs pour la suite de I'exercice 0 = T=.
@ Calculer ces deux sommes dans le cas ou sin% =0.
@ Dans le cas contraire, prouver que

- nh h iy nh s h
sin®*cos(a+ (n—1)= sin&tsin (a+ (n—1)%
2 ( h( )2) et Sn(a,h)z 2 ( h( )2)

2 2

Cp(a,h) =

sin sin

(le plus rapide est de passer par les nombres complexes, mais on peut aussi s’en
sortir par récurrence).

@ On pose z1 = co0s(36) + cos(50) + cos(70) + cos(116) et xo = cosf + cos(90) +
cos(130) + cos(1560). Montrer que z1 > 0.

@ Calculer la somme z7 + z2 (assez facile).

@ Calculer le produit z1ze (beaucoup plus pénible, n’hésitez pas & faire des calculs
violents).

@ En déduire les valeurs exactes de z1 et de xs.

@ On pose maintenant y; = cos(36) + cos(50); yo = cos(70) + cos(1160);y3 = cos 6 +
cos(130) et y4 = cos(96) + cos(156). Calculer les produits y1y2 et ysya.

En déduire les valeurs exactes de y1, y2, y3 et ys.

@ Calculer le produit cosfcos(136) et en déduire une méthode pour obtenir une
valeur exacte de cosf (pour les plus masochistes courageux, finir les calculs et
donner cette valeur).

> Indication | > Correction]
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. . INDICATION POUR L'EXERCICE 6
Indications

Linéarisez !

[ A retour & 'EXERCICE 6 j

INDICATION POUR L’EXERCICE 1

INDICATION POUR L'EXERCICE 7

Dans la deuxiéme, on pourra par exemple transformer le sinus en cosinus.

[ A retour & ’EXERCICE 1 j

[ A\ retour a ’EXERCICE 7 j

INDICATION POUR L'EXERCICE 2

INDICATION POUR L'EXERCICE 8

C’est un calcul... Au boulot !

[ A retour a ’EXERCICE 2 j

[ A retour a ’EXERCICE 8 j

INDICATION POUR L’EXERCICE 3

INDICATION POUR L’EXERCICE 9

Reprenez les exemples similaires du cours. ) o ] . o
Un produit est positif, si et seulement si, les deux facteurs sont positifs ou négatifs.

[ A retour & PEXERCICE 3 j Puis résoudre les deux inéquations séparément dans chaque cas.

N [ A retour a ’EXERCICE 9 j
INDICATION POUR L’EXERCICE 4

Utiliser le cercle trigonométrique ou les résultats du cours INDICATION POUR L’EXERCICE 10
cosa =cosb <= (a=b[2r] ou a=-b27])
sina =sinb <= (a=b27r] ou a=mw-—"b2n]) ( A retour & PEXERCICE 10 ]

et si a %[ﬂ] et b # %[W]’ alors INDICATION POUR L’EXERCICE 11

tana = tanb <= a = b[7].

[ A retour & PEXERCICE 11 j

[ N retour a ’EXERCICE 4 j

INDICATION POUR L'EXERCICE 12 CCP MP

INDICATION POUR L’EXERCICE 5

Linéarisez !

[ A retour & ’EXERCICE 12 ]

( A retour a 'EXERCICE 5 j
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INDICATION POUR L’EXERCICE 13

Regroupez les termes 2 par 2. Il y a une maniere plus maline de le faire.

[ N retour & ’EXERCICE 13 J

INDICATION POUR L'EXERCICE 14

On a pas peur, et on fait ce qui est demandé en utilisant des équations connues.

[ A\ retour & ’EXERCICE 14 J

INDICATION POUR L'EXERCICE 15

On peut obtenir une nouvelle équation en multipliant par le conjugué. Ensuite, il suffit
de résoudre le systéme formé par ces deux équations.

[ A\ retour & ’EXERCICE 15 ]

INDICATION POUR L'EXERCICE 16

Essayons de faire apparaitre des formules d’additions bien senties.

[ A retour & ’EXERCICE 16 J

INDICATION POUR L’EXERCICE 17 Calcul de cos (%)

[ A\ retour & ’EXERCICE 17 ]

INDICATION POUR L'EXERCICE 18 Méme chose avec cos ()

[ A retour & ’EXERCICE 18 ]
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( Corrections

Correction de I’EXERCICE 1

1
T = 7% = sin(z) = —1, cos(z) =0, tan(z) indéfini,
T = 3tm = sin(z) = §7 cos(z) = =, tan(z) =3
13
xr = Tﬂ- = §1n(x) = 1’ COS(J}) = 0, tan(x) 1ndéﬁnl

[ A retour & ’EXERCICE 1 j

Correction de I’EXERCICE 2

@ sin (g — :c) = cos .

tan z+tan T sine 4 | .
@ tan (1‘ + %) = 2 _ tanz+41l _ cosy __ sinaz4cosx

l—tanztan £ = l—tanz ~— 1-—snz cosx—sinz”
cosx

(ot §) eos (v 7)
s T 3 CoS | © 1

 (imron omrin ) + (s -]

= smxc053 cosacsm3 cos:ccos4 smxsm4
1, V3 V2 V2

@ = ismaﬂ—?cosm + 7cosx—7smx

= (; — ?) sinx + (\ég + ?) cosx
1
2

(1 =v2)sinz + (V3 +V2)cosz).

T tanx—i—tan% tanz + V3
@tan(ax—kf): — =

3 1 —tanxtan § 1—+/3tanz
B %+\/§ sinz + /3 cos x

1 —/3sinz  cosz — V3sinz

cos T

[ A\ retour & ’EXERCICE 2 j

Correction de I’EXERCICE 3

Fait en cours.

[ A retour & 'EXERCICE 3 j

Correction de I’EXERCICE 4

@x:%"—l—mm' ou x:%”—&—Qkﬂ',aveckEZ.
@x:—%—l—%”,aveckez.

@x:%fﬂm ou x:f%kaﬂ,aveckeZ.
@xz%—i—%”,aveckez.

@x:%T“—l—Zk‘ﬂ,aveckEZ.

@x:Qkﬂ',aveck:GZ.

@cos(%)zOoucessz@) x:%—i—?”%ﬂ ou z =3+ km, aveck € Z.

x:%—i—kﬂ ou x=—%+2kr ou x:—%—i-?kﬂ',aveckeZ.

[ A retour a ’EXERCICE 4 ]

Correction de I’EXERCICE 5

@Pl:sint+sin(2t):sint—i—ZSintcost:[ sint(1 + 2cost) J

sint =0 <t =km,
P =0+ 1 2r 4r
1+2cost=0 <= cost=—5t=7+2krout= +2kn.

Donc 'ensemble des solutions est

7ZU (£ +27Z) U (£ + 217Z) ]

@Pg:sint—l—(l—Qsith):—251n2t+sint—|—1:‘ (1 —sint)(2sint + 1) ]

sint=1 <:>t:%+2k:7r
P,=0+ 4 . 1 7 11
sint=—5 <=t="F+2krout="+2kn

Donc 'ensemble des solutions est

(Z +27Z) U (I2 +27Z) U (4 + 277) ’
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@Pg:sint—l—w:Sint—i—sintcost:‘ sint(1 + cost) ]

PSZ()(:){sint:O < t=knr

l1+cost=0 <= cost=—-1<«<=t=m+2km

Donc I'ensemble des solutions est | #wZ U (pi + 27Z) J .

@ Py = sint — %cost = sint — sintcos?t = sint(l —coszt) = sint - sin?t =

|
Pi=0<=sint=0<=t=Fknr.
Donc 'ensemble des solutions est .

[ A retour a 'EXERCICE 5 j

Correction de I’EXERCICE 6

2m
/ sin(nz) sin(pz)dzr =
0

T sin=p>1
0 sin#poun=p=0.

[ A retour & 'EXERCICE 6 j

Correction de ’EXERCICE 7

£ 1 (% 1 1 |
@/2coszudu:7/2(1+0082u)du:f ut =sin2u| =-.2=T,
) 2 Jo 2 2 ., 22 4
T 1 (%
@ / sin z sin(2z)dx = 5/ (cosx — cos 3x)dx
§ §
1. 1. 1% 1/(vV2 142 11
=—|sine—-sin3z| =-(|——--—=)—-(z—-3
2 3 x 2 2 3 2 2 3
v2_ 1 _22-1
6 12 12
2 1 2
@ / sin(nz) sin(pz)dz = 5/ (cos((n — p)xz) — cos((n+ p)x))dx .
0 0

Sin # p,alors n+p#0 et sin(k - 2m) = 0 pour tout entier k, donc

2
/ sin(nz) sin(pz)dr =0 (n #p)
0
Sin=p>1alors

1 _ 2 27 1 2w
sin?(nz) = M = / sin?(nx)dr = 5/ lde ==
0 0

Si n =p =0 lintégrande est 0 et 'intégrale vaut 0.

Conclusion :

[ A retour a 'EXERCICE 7 j

Correction de ’EXERCICE 8

tan(3z) — tan(z) existe < Ak € Z,32 = g +kmoux = g + km
™ T 7r
@ﬂkGZ,xngrkg oua:f§+k:7r
T 7r T

o1z eR\ ({E+k§,kez}u{§+kw,kez}) - D
Pour tout = € D,
sin(3z)  3sin(x)
cos(3z)  cos(x)
& sin(3x) cos(x) = 3sin(x) cos(3x)
< (sin(2z) cos(x) + cos(2x) sin(z)) cos(x)

= 3sin(z)(cos(2z) cos(z) — sin(2z) sin(x))

tan(3z) = 3tan(z) <

& 8sin®(x) cos(z) =0
< sin(z) = 0 ou cos(z) =0

7r
& 3dkeZ,x= 14:5
&S 3dInmeZ,x =mm
la derniére équivalence étant justifiée par le fait que les 5 + k7 sont exclus de D. Ainsi

I’ensemble des solutions est .

[ A retour a 'EXERCICE 8 ]

Correction de I’EXERCICE 9
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@ Pour tout = € [0,27 [,2cos(z) — 1> 0« cos(z) > 3 <z € [0,5] U [3F, 27 .
x 0] % 7r %ﬂ 2m
sin(x) + 0 -
2cos(z) — 1 + 1|0 - 0 | +
sin(z)(2cos(x) —1) |+ | 0 [-| 0|+ ] O | -

Donc 'ensemble des solutions est

5
kLEJZ [Qkﬂr, % + 2k77:| U kLGJZ {71 + 2k, % + 2kmw

@ Pour tout z € R,
sin(x) > sin(2x) < sin(z) > 2sin(x) cos(z) < sin(z)(2cos(x) — 1) <0

L’ensemble des solutions est donc au vu du tableau ci-dessus

U F + 2km, T+ 2lm} ulJ [5” + 2km, (2k + )7
keZ 3 kEZ 3

( A retour a ’EXERCICE 9 j

Correction de I’EXERCICE 10

2
On a z(t) = acost — asin®(t) cos(t) — — cos®(t)
a

2
cost (a — asin®(t) — %COSQ (t))

2
= cost (a —a+acos’(t) — I;COSQ(L‘)>

(a - f) cos®(t) .

( A retour & ’EXERCICE 10 ]

Correction de I’EXERCICE 11

@ L’équation est définie sur R et 'on a

sinx > sin(2x) <= sin @ > 2sin 6§ cos §
<= (1 —2cosf)sinf >0
<= (1—2cos0 >0 et sinf>0) ou (1—2cosf<0 et sir

\

1 1
<:)<c050<2 et sin0>0> ou <cos€>2 et sinf <0

/

En visualisant ces conditions sur le cercle trigonométrique, on trouve I’ensemble
solution de 'inéquation (I) vaut S; U Sz avec

31:U]§+21m,7r+2k7r[ ot ngU]ngerﬂ,Zkﬁ{.
kEZ keZ

@ IL y a plusieurs maniéres de faire. On peut résoudre directement 1’équation, et
on obtient grace au cercle ’ensemble des solutions

T T 117 23T
T ok, T4 k| U | R 4 2k, 228 4 k]
Igz[ 8T ”} [18+ T ”}

2 4
@ Méme méthode. L’ensemble des solutions est U {T + 2k, % + 2k7r} .

3
kEZ

@ Méme méthode. L’ensemble des solutions est U }—g + km, % + kw} .
keZ

[ A retour a 'EXERCICE 11 ]

Correction de I’EXERCICE 12 CCP MP

Utilisons les formules de linéarisation.

2 4

1+ cosdx _3+1 9 +1 4
5 =3 2005x 8cosx

2
1 2 1
costx = (-i—COSDC) = - (1 + 2cos 2z + cos? Qx)

1
= 1 <1+20052x+

Une primitive est donc

3 1 sin2x 1 sindz 3 1 1
4 . .
= : = == —sin2 —sin4
/cos xdx 83:—!—2 5 —|—8 1 +C 8x+451 x+3251 x + C,

ou C est une constante. Vérification rapide en dérivant donne bien cos? .
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[ A retour & EXERCICE 12 )

Correction de I’EXERCICE 13

[ A retour a 'EXERCICE 13 )

Correction de ’EXERCICE 14

[ A retour a 'EXERCICE 16 )

Correction de ’EXERCICE 17 Calcul de cos (g)

[ A\ retour & ’EXERCICE 14 )

Correction de ’EXERCICE 15

Remarquons d’abord que lorsque 2sinz = 0 on a aussi sin(2z) = 0 et alors I’égalité est
satisfaite.
Supposons donc sinz # 0. L’équation est alors équivaut a

(1 —sin2x) — (1 + sin 2x)
v/1—sin2x + /1 +sin 2z

2sinx =

puis a
—2cosx

- VI—=sin2z ++/1+sin2z

V1 —sin2x — /1 +sin2x = —2cosz
V1 —sin2x — /1 +sin2x = 2sinx
systéme équivalent par somme a { \/%—T—:E;i i S_H;Ci ; c_oi :Sx

, . P R A=B

Or Péquation VA =B est équivalente a
B>0

En fait, les deux équations A = B? sont satisfaites pour fout £ € R. Le systéme est
alors équivalent a

1

d’ott les équations {

sinz —cosx >0
—sinx —cosx >0 .

3r 5
Les résolutions de ces équations donnent ’ensemble des solutions| {0, 27} U [Zﬁ’ Zﬂ]

[ A\ retour & ’EXERCICE 15 )

Correction de I’EXERCICE 16

[ A retour a 'EXERCICE 17 )

Correction de ’EXERCICE 18 Meéme chose avec cos(

[ A retour a 'EXERCICE 18 )

™

17

)




