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D

Systémes linéaires

EXERCICE 1 w0

Résoudre les systemes linéaires

r—3y+2z+t = -2
(Ss) : 2r+4y+2z+2t = 4
5z4+3y = -2 3/ Tx+9y+52+7t = 10
(S1): w4y = 3. —4x —18y+2z—4t = -—16.
To +2x3 +x4 =4
lo +2y+ 32+ 4t =2 (Sa) : T1+ T+ w3+ x4 =4
(S2):{ br+6y+T72+8=5 T+ 222 + 203 + 24 =6
dr+4y+42+4+4t =3 1+ 3x2+x3+24 =6
> _Indication | > _Correction|
EXERCICE 2 OO
Résoudre, pour A € R,
A+y+z+t =1
TH+AY+ 2+t =

T+y+Az+t =A+1

[»_Correction|

> _Indication |

EXERCICE 3 mOO

Résoudre pour A € R
X4y+z=1
rT+Ay+z=2A
TH+y+ Az =\2

> Indication | |» Correction|

EXERCICE 4 mP [

Discuter, en fonction de la valeur des parametres A et u, des solutions réelles du systeéme

linéaire suivant.

r—y=1
Ar—py =0
B+ Ay = p

[»>_Indication | > _Correction|

EXERCICE 5 mP O

Résoudre le systéeme, pour A\, u € R,

Ar+py+z=1
THAY+z=p
c+puy+rz=1

> Indication | [» Correction|

EXERCICE 6 MO O

Résoudre le systeme

T + X2 + x3 + ... 4+ xT,
Ty + 2x9 4+ 223 + ... + 2z,
Ty 4+ 2z + 33 + ... + 3z,
Ty 4+ 29 + 3x3 + ... + nxz,

> _Indication | > _Correction|

EXERCICE 7 MO

Résoudre dans R’ le systéme non linéaire suivant

rzyz =1
xy?zt =2
xy32? =3

> _Indication | [»_Correction|

EXERCICE 8 ME[O

Trouver trois réels «, 3,y tels que pour tout polynéme de degré inférieur a 3 on ait :

4
/2 P(z)dx = aP(2) + SP(3) +vP(4)

> _Indication | [»_Correction|
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EXERCICE 9 HmEN

Soit un systéme S,, aux variables (x1;xo;- - ;x,) de la forme
T+ T2+ Ty =ao
AT+ Aoy + -+ -+ Ay, =ai
)\12$1 —+ )\222’}2 + 4 )\%l’n = a2
M2+ N g 4+ A 22, =ana
M o+ X" e+ AT e, = an
pour Ay, ..., A\p,a1,...,0, €R.
Montrer que ce systéme admet une solution unique si et seulement si les coefficients
A; y figurant sont deux a deux distincts. [> Indication | [> Correction]
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( Indications )

INDICATION POUR L’EXERCICE 1

Un pivot de Gauss !

[ A retour & ’EXERCICE 1 j

INDICATION POUR L'EXERCICE 2

Attention, A n’est pas une variable ! Il doit apparaitre dans les solutions.

[ A retour a ’EXERCICE 2 j

INDICATION POUR L’EXERCICE 3

Attention, \ n’est pas une variable ! Il doit apparaitre dans les solutions.

[ N retour & ’EXERCICE 3 j

INDICATION POUR L’EXERCICE 4

Attention, X\ et p ne sont pas une variable ! Il doit apparaitre dans les solutions.

( A retour a 'EXERCICE 4 j

INDICATION POUR L’EXERCICE 5

Attention, A\ et u ne sont pas une variable ! Il doit apparaitre dans les solutions.

[ A retour & ’EXERCICE 5 j

INDICATION POUR L’EXERCICE 6

Il faut réduire le systéme ligne par ligne.

[ A\ retour & ’EXERCICE 6 j

INDICATION POUR L’EXERCICE 7

Comment passe t on d’un produit & une somme ?

[ A retour a 'EXERCICE 7 j

INDICATION POUR L'EXERCICE 8

Fixez P un polynoéme, en donnant des noms a ses coefficients, puis calculer 'intégrale.
Il ne reste plus qu’a identifier les coefficients et résoudre le sytéme correspondant !

[ A retour & 'EXERCICE 8 j

INDICATION POUR L’EXERCICE 9

Récurrence sur n € N.

[ A retour & 'EXERCICE 9 j
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( Corrections )

Correction de I’EXERCICE 1

r = 11
(S1) { y = —19
T —é 1] 2
(Sa): | 7| = R R A
t 0 0 | 1
) 2 11z 8+ 3z 9
(S3) : { (5 10 t, 10 ,z,t> (z,t) €eR }

[ A retour a 'EXERCICE 1 j

Correction de I’EXERCICE 2

Si A =1, le systéme n’admet pas de solution. Sinon, les solutions sont

A A
x(l, 1, 1, -2 - )\) + (O, 1, m, —m)

avec x € R.

[ A retour & ’EXERCICE 2 j

Correction de I’EXERCICE 3

Si A =1, le systeme se réduit a ’équation « +y + z = 1; si A = —2, il est incompatible
a cause de la derniere équation; sinon, il y a un unique triplet solution.

[ A retour & ’EXERCICE 3 j

Correction de I’EXERCICE 4

[ A retour & ’EXERCICE 4 j

Correction de I’EXERCICE 5

e Si A = —2, la derniére équation devient A = p et la précédente —3z + 3z = 0. Les
solutions sont donc
1+2
Za——2 ,2 |, avec z € R

e SidA=1l,onal=petx+y+2z=1.

e Sinon, le systéme a une unique solution.

[ A retour a 'EXERCICE 5 ]

Correction de I’EXERCICE 6

L’unique solution est (1,0,0,...,0).

[ A retour a 'EXERCICE 6 j

Correction de I’EXERCICE 7

Comme tous les termes sont strictement positifs, passons au logarithme et on obtient
le systéme linéaire en X =Ilnz,Y =lnyet Z =1nz:

X+Y+Z = 0
X+2Y+4Z = In2
X+3Y+9Z = In3

Apres résolution par la méthode du pivot de Gauss, on obtient

1. 9 1. 25 1. 3
XY, Z)=(-m— cm22 Zm?
(XY, 2) (2“64’2n27’2n4)’

et donc (z,y,2) = (%, %, \/75)

[ A retour & ’EXERCICE 7 j

Correction de I’EXERCICE 8

Notons P(z) = ax®+bz? + cx +d un polyndéme de degré < 3. 1. Tout d’abord calculons
Iintégrale :

4 4 3 2 4
56
/ P(z)de = |a +bo + ¢ +dz| = 60a+ =2b+6c+ 2d
) 1 U T , 3

D’autre part

aP(2)+B8P(3)+~vP(4) = a(8a+4b+2c+d)+3(27a+9b+3c+d) +v(64a+16b+4c+d).
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Donc
aP(2)+BP(3)+vP(4) = (8a+275+647v)a+(4a+96+167)b+ (2043 5+47) c+(a+S+7)d

Pour avoir I'égalité f24 P(z)dx = aP(2) + BP(3) + vP(4) quelque soit les coefficients
a, b, c,d il faut et il suffit que

56
(8a+278+64v)a+ (4da+98+167)b+ (2a+38+47)c+ (a+B+~)d = 6Oa+§b+6(3+2d

ce qui équivaut a
a+pB+y=2
20+ 33 +4y=6
56
da+ 96 + 167 = 3
8o + 273 + 64y = 60

De fagon surprenante ce systéme a 3 inconnues et 4 équations a une solution unique :

1

4
o= B—§> ’Y—g

( A retour a 'EXERCICE 8 ]

Correction de I’EXERCICE 9

Tout d’abord, si deux coefficients sont égaux, par exemple, sans nuire a la généralité,
A1 = Ag. Alors, si (z1,22,...,T,) est une solution du systéme. Pour tout élément
x €R,ona (x1 + ;29 — ;- -+ ;Tp) est une solution.
Il y a donc soit aucune solution, soit plus d’une et donc pas une unique solution.
Montrons alors que réciproquement, si les coefficients sont deux a deux distincts, il
y a une unique solution. Nous allons faire la preuve par récurrence.

Commencgons par initialiser la propriété pour un systéme de rang 2. Le systéme a
alors la forme suivante

xr1+ Ty = ag
/\1.731 + /\Q.IQ = ai

Nous supposons donc A # Ag
La résolution se fait par la méthode de Gauss en multipliant la premiére équation par
—\1 et en ’ajoutant a la seconde. Cela conduit & :

T+ T = ao
()\2 - )\1) i) = ay — )\1(10

Les éléments diagonaux de ce systeme n’étant pas nuls, il admet une solution unique.

Posons maintenant n > 3. Inspirons nous de ce qui a été fait précédemment, mais
en remontant par le bas. En multipliant ’avant derniere ligne par —\; et en ’ajoutant
a la derniere, on obtient le systeme

1 +T2 4+ Ty =ap
AMT1 FAoxTo + -+ A\pxp = a1

)\12331 +)\22.’172 + -4 )\%.’En = ay

M ARy 4+ AN e, =2
A" 22 = Az + o AT — M) =@

On répete le procédé avec 'antépénultieme ligne et ’avant derniere

1 T2 A ATy = ao
/\1I1 +/\2$2 + -+ /\nzn = a1
)\12x1 +A22$2 + -+ A%xn = a2
)\1n_3$1 —|—/\2"_3m2 + -+ /\Z_an = Qp_2
A" (A = Az AT (N = AT = an—2
)\2”72()\2 — )\1)1’2 + -4 )\272()\” — )\1)£L'n = Qp-1

En répétant le procédé, on obtient le systeme

r1 FTe2+ -+ oy = ag
()\2 — )\1)I2 + -4 ()\n - Al)l‘n = aj; — ap\1

A2(Ag — A)za+ -+ A (A — M)Tn =ay — a1\

)\Qn_4<)\2 — M)z + -+ )\2_4()\71 —M)Tp = Gp_3— Gp_a\
A" A = A)za o+ AT (A = AT = apo2 — an_3A
X" 2N = AT+ A2\, = AM)Ty = A1 — Gp_2)\1

En posant yo = (A2 — A1) Z2;- -+ ;yn = (An — A1) Z2 ce systéme fait apparaitre un sys-
téme d’ordre n—1 (les n — 1 derniéres lignes) aux variables (y2; - -+ ; ¥, ) liées de maniére
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unique aux variables (zo;- - ;2p)
y2+~~-+yn :al—ao)q

Aayo + -+ Apyn =ay — a1\

A" hyo o ATy, =an_5 — ap_a)
A" Bys o ATy, =ap_0 — ap_3\t
A" ys o AT 2y, = apo1 — Gpo )

En admettant une hypothese de récurrence selon laquelle un systéme S,,_; de rang
n—1 pour n > 3 ayant des coefficients distincts deux a deux admet une unique solution,
nous en déduisons que notre systéme précédent a une solution unique en (2, zs, ..., x,),
ce qui fait qu’un systéme S,, de rang n a une solution unique.

[ A retour & 'EXERCICE 9 j




