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PRESENTACION

El Ministerio de Educacién del Gobierno de la Ciudad Auténoma de Buenos Aires desarrolla un
conjunto de acciones dirigidas a promover una distribucién equitativa del conocimiento, mejorar
la oferta de ensefianza, y propiciar aprendizajes que les permitan a los estudiantes ejercer sus
derechos ciudadanos, continuar con estudios superiores y acceder a un trabajo remunerado.

En este marco, la Direccién General de Planeamiento a través de la Direcciéon de Curricula pro-
mueve el fortalecimiento de las escuelas medias y el mejoramiento de la experiencia educativa
que ofrecen los establecimientos de ese nivel. Los programas de las asignaturas revisten especial
importancia para el logro de los objetivos antes mencionados ya que, por su caracter de instru-
mento normativo, constituyen una herramienta para la tarea docente al establecer lineamientos
de trabajo comuln y organizar la propuesta formativa alrededor de propoésitos explicitos.

En este marco se elaboraron programas de 1°y 2° afio del nivel medio,” sin modificacién en su
conjunto desde el afio 1956. Esto contribuye a configurar un contexto propicio para la profundiza-
cion de la reflexion y el fortalecimiento de la mirada pedagégica sobre los procesos de ensefianza
en la escuela media.

Estos programas se realizaron considerando distintas instancias: una primera formulacion por parte
de equipos de especialistas de la Direccion de Curricula y, luego, reuniones sistematicas de consul-
ta con docentes del Sistema Educativo. Este trabajo, realizado durante los afios 2001 y 2002, tuvo
como resultado las versiones definitivas. Durante los afios 2003 y 2004 se llevé a cabo un trabajo
con profesores para el seguimiento de los programas y su implementacién en las escuelas.

Los materiales curriculares que integran la serie “Aportes para la Ensefianza. Nivel Medio”, que a
continuacion se presentan, tienen su origen en los programas mencionados, en las consultas que
se realizaron para su elaboracién y en las acciones de seguimiento llevadas a cabo en ese sentido
entre la Direccién de Curricula y los profesores del nivel.

Esta serie estd concebida como una coleccidn de recursos para la ensefianza, pretende atender al
enfoque de los programas, favorecer las practicas reflexivas de los profesores y colaborar con la
l6gica de organizacién de recursos por parte de la escuela, el departamento, la asignatura.

Cada titulo que integra la serie posee una identidad tematica. Es decir, los recursos que agrupa
cada material remiten a algin contenido especificado en los programas. Tal es el caso, por
ejemplo, de “Las relaciones coloniales en América” en Historia, o “NUmeros racionales” en
Matematica. La eleccién del tema se ha realizado considerando uno o mas de los siguientes crite-

* Programas de 1° afno, Resolucion N° 354/2003; y 2° afio, Resolucion N° 1.636/2004, en vigencia. Corresponden a los
planes de estudios aprobados por el Decreto PEN N° 6.680/56, la Resolucion N° 1.813/88 del Ministerio de Educacion y
Justicia, y la Resolucion N° 1.182/90 de la Secretaria de Educacion de la M.C.B.A.
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rios: se aborda aquello sobre lo que hay mayor dificultad para ensefiar y/o mayores obstaculos
para que los alumnos aprendan, aquello sobre lo que no hay suficientes recursos, o aquello sobre
lo que lo existente no esta tratado segln el adecuado enfoque. Cada material tiene la impronta de
la asignatura, y, segln el caso, incluye diversos recursos: selecciones de textos para los alumnos,
articulos periodisticos, mapas, imagenes (pinturas, grabados, fotografias, laminas), selecciones
de videos, selecciones musicales, graficos, propuestas de actividades.

En esta oportunidad, se presentan los siguientes titulos que contintan la serie comenzada duran-
te el afio 2006.

Biologia. Procesos relacionados con la vida y su origen: la célula y las estructuras asociadas a
sus funciones. Aborda contenidos del programa de 2° afio: el origen de la vida, la nutricién en el
nivel celular, la célula como sistema abierto y la diversidad biolégica: nutriciéon y multicelularidad.
La propuesta permite trabajar los contenidos antes mencionados partiendo de distintos recursos:
textos cientificos, ldaminas, video y actividades exploratorias y experimentales.

Geografia. Relaciones entre Estados: el caso de las plantas de celulosa en Fray Bentos. Atiende al
programa de 2° afio. Propone el trabajo a partir del caso de las pasteras que posibilita la articulacién
de contenidos de diversos bloques: “Los Estados y los territorios” (los conflictos entre los Estados, las
relaciones y articulaciones entre los niveles nacional, provincial y municipal a partir de las decisiones
y las acciones tomadas por sus gobiernos), del bloque: “Los cambios en la produccion industrial y
las transformaciones territoriales” (la industria, la organizacién de la produccién y los territorios; los
factores de localizacién industrial, los espacios industriales, los cambios en la divisién territorial del
trabajo, etcétera). Para el desarrollo del tema se presentan articulos periodisticos, mapas, imagenes,
cuadros estadisticos y un video.

Historia. Los mundos del medioevo. Esta propuesta tiende a incrementar y diversificar los mate-
riales disponibles para el desarrollo del programa de 1° afio, en particular para el tratamiento
del tercer bloque de contenidos: “Los mundos durante el medioevo”. Se trata de un conjunto
de recursos —documentos escritos, imagenes, interpretaciones de historiadores y mapas— que el
docente podra seleccionar y decidir el tipo de actividad por desarrollar a partir de las posibilida-
des que los mismos brinden.

Plastica. El color, la textura y la forma en la indumentaria del habitante de la Ciudad. Presenta
propuestas para el trabajo en el aula tomando como eje la indumentaria de los habitantes. El
material se estructura a partir de un video, que el docente puede utilizar para promover el analisis
y la reflexién de los alumnos sobre el tema. Esta acompafiado por propuestas pedagogicas.

TITULOS ANTERIORES:

Biologia. Los intercambios de materia y de energia en los seres vivos
Geografia. Problematicas ambientales a diferentes escalas

Historia. Las relaciones coloniales en América

Matematica. Numeros racionales

Masica. Taller de audicion, creacion e interpretacion

Teatro. El espacio teatral
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INTRODUCCION

Este material se presenta como un aporte a la compleja tarea que enfrentan los profesores de
Matematica a diario, al pensar y gestar una clase. Retoma el espiritu de los Programas de primero
y segundo afio vigentes y del documento Numeros racionales. Aportes para la ensefanza. Nivel
Medio. G.C.B.A., Ministerio de Educacién. D.G.PI., D. C., 2006). Del mismo modo que lo fue aquel
documento, éste es el producto del trabajo conjunto de especialistas de la Direccion de Curricula y
profesores de Escuelas Medias de la Ciudad de Buenos Aires.

Recuperamos las ideas centrales de los programas acerca de los objetivos de la ensefianza de
Matematica en la escuela media: se trata fundamentalmente de involucrar a los alumnos en una
verdadera actividad de produccion. Esto hace necesario crear un ambiente en la clase que aliente a
los alumnos a ensayar, producir diferentes resoluciones y aportar ideas para enfrentar los problemas
propuestos. Ensayos, resoluciones e ideas que son la materia prima a partir de la cual el docente
organiza las interacciones en la clase con el objeto de discutir sobre la validez, precision, claridad,
generalidad, alcance, etc., de lo que se produjo.!

En este documento se ha elegido abordar la ensefianza de la geometria, con referencia a temas de
todas las unidades de los programas de primero y segundo afio.2 El trabajo en geometria adquiere
caracteristicas propias que lo diferencian del algebra y la aritmética, y plantea a los docentes cues-
tiones especificas por tener en cuenta para involucrar a los alumnos en el aprendizaje.

Comencemos sefialando la compleja relacion entre los objetos del espacio fisico —a partir de los datos
que provienen de la percepcion y la medicion—y los objetos geométricos (figuras, cuerpos, etc.) que
son objetos tedricos que obedecen a reglas de la matemética (en sus definiciones, sus reglas de
“funcionamiento” y los modos de validacion de sus propiedades).

En el Documento N° 5 citado anteriormente, se sostiene la importancia de un trabajo con las figuras en el
segundo ciclo, que avance mas alla del uso de la percepcion y la manipulacion de los objetos. Las activi-
dades propuestas en ese documento, centradas en la construccion de figuras, promueven la anticipacion
de los alumnos, y permiten el establecimiento de relaciones entre distintos elementos de las figuras.

Para los primeros afios de la escolaridad media se propone una profundizacion de este trabajo tanto en
el establecimiento de relaciones mas complejas (entre ellas, algunos teoremas clésicos de la geometria
plana) como en la entrada a la argumentacion deductiva como forma de trabajo en geometria.

L Para profundizar sobre esta temética se recomienda la lectura del Documento N° 2, La formacion de los alumnos como
estudiantes. Estudiar Matematica, G.C.B.A., Direccién General de Planeamiento, 2000. http://www.buenosaires.gov.ar/edu-
cacion/

2 Recomendamos la lectura de Matematica. La ensefianza de la geometria en el segundo ciclo, Documento No5, G.C.B.A.,
Secretaria de Educacion, D.G.PI., Direccion de Curricula, 1998, para conocer los lineamientos en el tratamiento de la
Geometria en el segundo ciclo para las escuelas de la Ciudad.
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Se trata de un proceso que requiere que las situaciones que se presenten a los alumnos cumplan
ciertas caracteristicas: permitir que los saberes geométricos aparezcan como instrumentos en la
resolucion de problemas que no puedan ser resueltos desde la percepcion o desde la medicion. La
validacion de la respuesta dada a un problema —es decir, la decisién auténoma del alumno acerca
de la verdad o la falsedad de su respuesta— no se podréa establecer empiricamente sino que debera
apoyarse en las propiedades de los objetos geométricos.

Es necesaria, entonces, una reflexion sobre el papel del registro figurativo en el trabajo geométrico:
las representaciones graficas, o sea los dibujos sobre el papel, constituyen una “parada intermedia”
entre los objetos tedricos y los objetos reales. El dibujo de un cuadrado sobre una hoja puede ser
considerado tanto la representacion gréafica del objeto geométrico “cuadrado” como la represen-
tacion de un objeto cuadrado del espacio fisico. La representacion grafica de una figura puede
constituirse en una herramienta poderosa para la resolucion de un problema. En particular, juega un
papel importante en el proceso de elaboracion de una demostracion. Al decir esto les asignamos a
los dibujos el papel de representacion de los objetos geométricos, y reservamos para la enseflanza
lograr que los alumnos comprendan la diferencia entre el objeto y su representacion.

La construccion de los objetos tedricos de la geometria se constituye apoyandose en la percepcion,
pero al mismo tiempo oponiéndose a los datos de la evidencia. Este juego de acuerdos y desacuer-
dos parece ser propicio para su aprovechamiento didactico.

Entrar en el juego de la demostracion supone, entonces, poder validar las afirmaciones o conjeturas
sin recurrir a la constatacién empirica. Validar una afirmacion es parte del proceso de construccion
de conocimiento en la medida en que las argumentaciones a partir de las propiedades conocidas de
los cuerpos y figuras producen nuevo conocimiento sobre ellos.

Es necesario tener presente que no se piensa en exigir de entrada demostraciones tal como se
entienden en matematica. Hay que pensar en un proceso largo que tendréa idas y vueltas, y que debe
ser provocado y “empujado hacia delante” desde las actividades que se proponen para realizar en
el aula y desde la gestion de la clase por el docente.

;Cuanta precision requerimos para aceptar como valida una demostracion? Si bien parece legiti-
mo tender a que los alumnos vayan mejorando la calidad de sus argumentaciones, al principio es
necesario poder aceptar justificaciones incompletas, argumentaciones imprecisas, escrituras “poco
formales”.

En un principio, exigir la demostracion de propiedades evidentes 0 muy conocidas por los alumnos
puede ser contraproducente, pues no se entiende la necesidad de validarlas. Se trata de que los
alumnos puedan producir razonamientos deductivos a partir de propiedades conocidas, usandolas
como si fueran “axiomas” sin llegar a identificar en la clase un sistema axiomatico minimo. Una vez
gue los alumnos hayan entrado en este “juego” deductivo, podran comprender mejor la necesidad
de validar las propiedades, aun en el caso de que estas les sean familiares o evidentes.

Aprender geometria es también construir un sentido para las afirmaciones que se formulan, sentido
qgue se va precisando a partir de las discusiones e interacciones en el aula. Seria importante que
los estudiantes llegaran a requerir, 0 al menos apreciar, una mayor formalizacion al servicio de una
mayor claridad tanto en las definiciones de los objetos como en la formulaciéon de los algoritmos de
construccién y en la redaccion de una argumentacion.
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Para organizar la progresion en el trabajo geométrico a lo largo de los dos primeros afios resulta Gtil
pensarlo como una trama donde se articulan diferentes planos:

e |os conceptos, propiedades, relaciones, teoremas, etcétera;

e |os diferentes tipos de tareas, tales como construir, establecer una conjetura, realizar clasifica-
ciones, redactar una demostracion, estudiar una demostracioén hecha por otro, etcétera;

e técnicas especificas (modos de hacer), como la técnica para partir un segmento en partes
iguales, la técnica de comparar areas “cortando y pegando”, las técnicas que resultan de
utilizar las relaciones trigonométricas, etcétera.

Cada uno de estos tres componentes puede mirarse atravesando los diferentes temas por ensefiar,
y con niveles crecientes de complejidad. De esta mirada transversal queremos dar cuenta en este
documento.

En el capitulo 1 se presenta una progresion de trabajo en torno a los conceptos fundamentales de
circulo y de circunferencia.

En el capitulo 2 se propone un conjunto de actividades referidas a un tipo de tarea: las construccio-
nes de figuras. En particular se presenta un trabajo para la elaboracion de los criterios de igualdad
de triangulos.

En el capitulo 3 la técnica de comparacion de areas es el eje en torno al cual se articulan diferen-
tes actividades. En particular se aborda la demostracion del teorema de Pitagoras y del teorema de
Thales.

Finalmente, en el capitulo 4 se presenta un ejemplo de una actividad pensada para trabajar colec-
tivamente en la elaboracion de nuevas —y no conocidas— clasificaciones de cuadrilateros, y la formu-
lacion y validacion de teoremas para esas clases.

( e

Yjeometria
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CaprituLo 1
LOS CONCEPTOS DE CIRCULO Y CIRCUNFERENCIA

Q Las nociones de circulo y de circunferencia son centrales para la elaboracion
de propiedades de la geometria plana, y en particular para la realizacion y
validacion de construcciones de figuras, temas de los cuales se ocupan los
programas de primero y de segundo afio.

En este capitulo se abordan algunas problematicas que involucran los con-
ceptos de circunferencia y circulo, incluidos en diferentes unidades de estos
programas.

Organizamos la presentacion en tres apartados:

El primer apartado propone problemas que permiten poner en juego la idea
de la circunferencia como el lugar geométrico de los puntos que equidistan de
uno fijo3 y el tratamiento de sus elementos: centro y radio, diametros y cuerdas.
Sugerimos trabajar estos problemas antes de abordar el estudio de construccio-
nes de triangulos que presentamos en el primer apartado del capitulo 2.

Se incluye también una reflexion sobre diferentes instrumentos, caseros y com-
prados, para construir circunferencias, y en especial del objeto compas. Para
explicar su funcionamiento se necesitan los criterios de igualdad de triangulos.

El segundo apartado aborda contenidos del programa de Geometria de segundo
afio: posiciones relativas de una recta y una circunferencia, y de dos circunfe-
rencias. Se incluyen también situaciones para tratar temas necesarios para el
estudio de los anteriores, como el trazado de una circunferencia por 1, 2, 36 4
puntos dados. Todo lo anterior aporta a una caracterizacion de la recta tangente
a una circunferencia y a su construccion por un punto dado.

En el tercer apartado se desarrolla una secuencia para el estudio de los dngulos
inscriptos. Algunas de las actividades que se proponen han sido tomadas del
programa de segundo afio, las hemos retrabajado y hemos completado sus
analisis; se las incluye en este documento para que el lector tenga una vision
mas general y global del tratamiento del tema. Para completar el estudio de los
angulos inscriptos se proponen actividades de reinversién de los conocimientos
construidos. ()

3 Esta concepcién de circulo y circunferencia estd presente en el Disefio Curricular para la Escuela Primaria, Segundo Ciclo,
G.C.B.A,, Secretaria de Educacion, D.G.PI., Direccion de Curricula, 2004. Se recomienda la lectura del Documento de trabajo
N° 5, op.cit., para profundizar sobre esta temaética en particular y en general, sobre la entrada al trabajo geométrico en la
escuela.
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1. FAMILIARIZACION CON LAS NOCIONES DE CIRCUNFERENCIA Y CIRCULO

INSTRUMENTOS PARA TRAZAR CIRCUNFERENCIAS Y TRASLADAR DISTANCIAS

PRrROBLEMA 1

Marcar un punto A. Marcar todos los puntos que estdan a 3 cm de A. Marcar
todos los puntos que estdn a menos de 3 cm de A.

COMENTARIOS

Con este problema se apunta a la recuperacion de las nociones de circunferencia y circulo, en
términos de distancia a un centro dado. Es posible que los alumnos consideren sélo 4 puntos que

estan exactamente a 3 cm del punto A, y podrian ubicarlos usando la regla de esta manera:
[ ]

[ ]

Para poner en cuestion esta solucion el docente podré preguntar si no es posible pensar otra ubi-
cacion “torcida”. Por ejemplo:

Una vez aceptada esta como otra respuesta, se podra preguntar por todas las inclinaciones posibles
para las cruces. De esta forma, se puede comenzar a discutir acerca de la solucién que se obtiene,
al unir uno a uno los puntos cuando esa suerte de “cruz” va girando.

El dibujo de la circunferencia surge entonces como solucion al problema; se podra re-construir
con los alumnos su definicion como el conjunto de puntos que estan a igual distancia de otro fijo
llamado centro. La pregunta sobre la ubicacién de los puntos que estan a menos de 3 cm de A
permitira recordar la definicion de circulo y la relacion entre ambos conceptos.

En el aula, probablemente convivan diferentes formas de dibujar la circunferencia. La discusion
sobre ellas cobra importancia en la medida en que permite una profundizacién de las nociones de
circulo y circunferencia.
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DISCUSION SOBRE LOS INSTRUMENTOS PARA TRAZAR CIRCUNFERENCIAS

Para dibujar circunferencias se puede recurrir a distintos tipos de herramientas: tapas, monedas,
bocas de vasos o cualquier objeto redondo; cordones o piolines, reglas, el compas y eventualmente el
transportador. Cada uno de ellos pone en juego diferentes relaciones inherentes a la circunferencia.

Por ejemplo, una tapa o la boca de un vaso permiten la construccion efectiva de una circunferencia,
sin embargo no es posible identificar donde se halla su centro, ni por tanto determinar con precision
su radio. Ademas, si queremos construir una circunferencia de un radio determinado, debiéramos
contar con un vaso 0 una tapa que cumpla con las caracteristicas necesarias.

La construcciéon de una circunferencia con un cordén o piolin permite identificar claramente su
centro y la dimension del radio, que coincide con la longitud del corddn. Esta es una técnica que
se puede utilizar en espacios grandes, mucho mas grandes que la hoja del cuaderno o el pizarrén,
donde el compas que se usa en la escuela puede ser un instrumento poco adecuado. Los obreros de
la construccion llaman “compas” a un instrumento casero constituido por un clavo que se fija al suelo
y un piolin atado a este, con una cufia en el extremo que permite el trazado de una circunferencia
en el piso. El uso de la regla, para ir midiendo distancias a un punto O de la misma longitud, permite
también localizar puntos de la circunferencia, que luego hay que unir de manera aproximada.

Finalmente, tenemos el compas, instrumento privilegiado para las construcciones en la clase de
geometria, gque sin embargo, los alumnos no usan ni espontaneamente ni con frecuencia. En princi-
pio, ellos pueden aceptar que, al maniobrar un compas, sin modificar su abertura, logran conservar
la distancia entre las dos patas, aunque no es evidente que esa distancia es exactamente la longitud
del radio de la circunferencia que se dibuja. Cuando el radio se prevé con anterioridad, se trata de
modificar la abertura para hacer coincidir esa distancia entre las patas del compas con el radio.

Seréa conveniente volver a una reflexion sobre este instrumento con posterioridad a la construccion de
los criterios de igualdad de triangulos: las dos patas del compas pueden considerarse como los lados
de un triangulo. Para cada abertura dada, el triangulo queda totalmente determinado y con ello el tercer
lado, que “no se ve” y cuyos extremos son las dos puntas. De este modo también se justifica su utiliza-
cién para trasladar longitudes. Se entiende asi la importancia de mover el compas “con cuidado”, dada
la necesidad de no modificar la abertura (el angulo) para conservar la longitud del segmento.

Incluimos estas reflexiones sobre los instrumentos a propésito de este problema, aungue puede
incorporarse en otro momento del trabajo con circunferencias.

PROBLEMA 2

Se tiene una circunferencia de centro O; dos puntos A y B en la circunferencia

que estan alineados con el centro O; y otros dos puntos M y N de la circunfe-

rencia que no estan alineados con O.

a) ;Qué relacion hay entre la longitud de AB y la de MN?, ;se puede lograr que
sean iguales?

b) ;Qué relacion hay entre el radio de la circunferencia y la longitud de AB y la
de MN?, ;se puede lograr que alguna de de ellas sea igual al radio?

17
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COMENTARIOS

La idea de este problema es provocar una discusion con los alumnos para llegar a establecer que,
entre todos los segmentos que se pueden construir uniendo dos puntos de la circunferencia, la lon-
gitud mayor se obtiene cuando ese segmento pasa por el centro. Para poder justificar estos hechos
es necesario apoyarse en la propiedad triangular, que podria ser identificada por los alumnos en su
enunciado: “La manera mas corta de ir de un punto a otro es ir en linea recta”.

Este problema es una situacion propicia para nombrar a los diametros, los radios y las cuerdas de
una circunferencia, e identificar que, para una circunferencia determinada, todos sus diametros
y radios miden lo mismo, mientras que se pueden construir cuerdas tan chicas como se quiera,
siempre menores que un diametro.

PrRoOBLEMA 3

Se presenta a los alumnos una hoja con dos puntos marcados a 6 cm de distancia:
P x xQ
El esquema representa dos ovejas atadas a sogas que estan estaqueadas al suelo.
En este esquema, cada centimetro representa 2 metros. La soga de la oveja atada
aPesde 6 myladelaovejaatadaa Qesde8 m.
a) Marcar en el esquema la zona donde podria pastar la oveja de la estaca P.
b) Marcar la zona donde pueden comer las dos.
¢) ;De qué longitud deberia ser la soga de la estaca Q para que las ovejas no se
encuentren (dejando fija la longitud de la soga de la estaca P)?

COMENTARIOS

Entre las soluciones a este problema se puede suponer que habra alumnos que tracen una circun-
ferencia de centro P y radio 3 cm, y otra de centro Q y radio 4 cm, de esta manera identificaran la
zona en la que se mueve cada oveja, y responderan asi a las preguntas a) y h) del problema.

La pregunta c) intenta poner en cuestion las condiciones de posibilidad o no de interseccion de dos
circunferencias, tema que sera abordado también en otros apartados de este trabajo. Se espera que
en esta instancia los alumnos lleguen a concluir que la separacion minima entre ambas estacas,
para que las ovejas no tengan zonas comunes para pastar, coincide con la suma de los radios de las
circunferencias, es decir que las dos sogas deben sumar menos que la distancia entre las estacas.

Es posible que aparezcan en el aula cuestiones que se desprenden del contexto como el largo de
cada oveja, u otras no tan pertinentes como el hambre que puedan tener; es una oportunidad para
discutir con los alumnos la idea de que en el trabajo matematico estamos haciendo un modelo de la
realidad, que toma en cuenta algunas variables de la situaciéon y produce una respuesta en relacion
con esas variables que se consideraron.
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Para continuar el trabajo, el docente podra proponer otras situaciones cambiando las variables del
problema: la longitud de cada una de las sogas y/o la separacion entre estacas, a fin de discutir con
los alumnos las distintas soluciones que vayan surgiendo en cada uno de los casos:

e circunferencias secantes,
e circunferencias tangentes,
e circunferencias que no se tocan.

PROBLEMA 4

El esquema representa un cantero cuadrado de 4 m de lado (escala 1 cm = 1 m).

El cantero tiene una reja en su perimetro. Un perro esté atado a la reja con una

soga de 8 m y no puede entrar al cantero.

a) Marcar en el esquema la zona
que puede pisar el perro si
la soga estd fija en un punto

situado a 3 m del vértice.

b) Marcar la zona si la soga se fija
en el punto medio del lado del
cantero.

COMENTARIOS

Este problema retoma lo trabajado en los problemas anteriores y permite resignificar los conceptos
de centro y radio de una circunferencia. Los alumnos para marcar la zona necesitan ubicar en cada
paso un nuevo centro, y determinar un nuevo radio de circunferencia. La figura que se obtiene es
una espiral diferente en cada consigna; se podran variar los datos para lograr otro tipo de figuras.
Puede ser que el docente tenga que poner a discusion el enunciado del problema, de modo que los
alumnos interpreten que el radio de circunferencia va variando.

PROPUESTAS COMPLEMENTARIAS

A continuacioén se plantean problemas descontextualizados; se trata de que los alumnos encuentren
puntos que equidistan de otros dos puntos dados. Si bien ya se ha discutido sobre circunferencias
secantes y tangentes en el problema 3, este trabajo descontextualizado permitiria abrir un camino
para construir el concepto de mediatriz de un segmento. La propiedad acerca de la perpendicu-
laridad entre un segmento y su mediatriz se podra validar cuando se disponga de los criterios de
igualdad de tridngulos, tarea que se propone en el Capitulo 2.
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PROBLEMA 5
(Entregar a los alumnos una hoja con dos puntos marcados a menos de 8 cm.)
x A x B

a) Dibujar un punto P que esté a 4 cm de distancia del punto A y a 4 cm del
punto B. ;Cudntos puntos cumplen esta condicién?

b) ;Qué distancia de separacion debe haber entre A y B para que haya un tinico punto
que se encuentre a 4 cm de cada uno de ellos? ;Y para que no haya ninguno?

COMENTARIOS

Dependiendo de la profundidad con que se hayan trabajado los problemas anteriores, podria ser
que todavia algiin alumno, para responder a la consigna a), piense en encontrar el punto P sobre
el segmento AB, y en ese caso no llegaria a ninguna solucion.

Habréa que orientar la discusién en torno al resto de los puntos del plano. Es ahi donde una vez mas
toma sentido la construccién de la circunferencia porque permite encontrar los dos Unicos puntos
que cumplen en simultaneo con ambas condiciones pedidas. El dibujo de los arquitos al que los
alumnos pueden estar acostumbrados se puede analizar ahora como partes de una circunferencia
gue no se dibuja toda porque hay una anticipacion de la zona donde se va a cortar con otra.

La pregunta h) pone en cuestion nuevamente el tema de los posibles puntos de contacto que puede
haber entre dos circunferencias no concéntricas. Trabajar en el contexto matematico puede favore-
cer la reflexion sobre las ideas que se ponen en juego en este problema, y se presta para clarificar
y distinguir las nociones de circunferencias tangentes y secantes.

PROBLEMA 6

Se sabe que los puntos A y B estdn a 5 cm de distancia. Decidir antes de

construir, cuantos puntos cumplen las condiciones solicitadas a continuacion.

Luego, si es necesario, comprobar realizando la construccion.

a) ;Cuantos puntos que estén simultineamente a 7 cm de A y de B es posible
encontrar?

b) ;Cudntos puntos que estén simultdneamente a 3 cm de A y de B es posible
encontrar?

¢) ¢;Cudntos puntos que estén simultaneamente a 2,5 cm de A y de B es posible
encontrar?

d) ;Cudntos puntos que estén simultdneamente a 2 cm de A y de B es posible
encontrar?
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COMENTARIOS

Nuevamente aqui se ponen en juego las nociones de circunferencias tangentes y secantes, y tam-
bién circunferencias que no se cortan entre si. La novedad en este problema se vincula al hecho
de que se les proponga a los alumnos anticipar el resultado y que recurran a la construccion como
herramienta de verificacion o validacion de lo conjeturado.

Las construcciones son una herramienta para probar la validez de las anticipaciones hechas por los
alumnos. Constituyen una validacion empirica del problema y van mas alla de una figura de analisis.
Los alumnos podran elaborar otro tipo de pruebas cuando trabajen con problemas que requieran
argumentos de orden mas deductivo.

Las marcas que quedaran dibujadas sobre un mismo esquema, cuando respondan a los distintos
items, permitirdan a los alumnos “encontrarse” con el hecho de que todos los puntos quedaron ali-
neados. Es una situacion propicia para encarar el estudio de la nocién de mediatriz. La discusion
y justificacion de que la mediatriz de un segmento (considerada como el conjunto de puntos que
equidistan de los extremos del mismo) es la recta perpendicular a ese segmento que pasa por su
punto medio necesita, como ya dijimos, de los criterios de igualdad de triangulos, que seran abor-
dados en el primer apartado del Capitulo 2.

Otra cuestion interesante que podria discutirse a propésito de este problema es qué pasaria si se
permite que las distancias a Ay a B sean distintas. Esta nueva situacion podria servir como punto de
partida para la discusién acerca de la posibilidad o no de construir un triangulo cuyos lados midan,
por ejemplo, 9,5y 4cm 6 10, 3y 6 cm. Se pone en juego la desigualdad triangular, propiedad que
es necesario identificar y formular, aunque a esta altura de la escolaridad no se disponga de recursos
para validarla.4 Esta propiedad se pondra en juego también en el primer apartado del Capitule 2, cuando
se trabajen las construcciones de triangulos a partir de conocer la medida de los lados.

2. POSICIONES RELATIVAS DE UNA RECTA Y UNA CIRCUNFERENCIA

RECTAS TANGENTES, SECANTES Y EXTERIORES. CARACTERIZACION DE LA RECTA TANGENTE.
CONSTRUCCION DE LA RECTA TANGENTE A UNA CIRCUNFERENCIA POR UN PUNTO DADO

El concepto de recta tangente es central en matematica. Para segundo afio de la escuela media,
se propone su tratamiento en relacion con la circunferencia, pues en este caso se puede dar una
definicion precisa sin apelar al célculo infinitesimal: una recta es tangente a una circunferencia si se
corta con ella en un Unico punto. Con el estudio de las parabolas y la funcién cuadratica, en afos
siguientes, esta primera definicion de recta tangente debera ser revisada para establecer sus limites
y dar lugar a otra que recupere la idea de “punto doble de contacto”.

Presentamos una primera actividad preparatoria de los temas que se trataran en este blogue. Para
poder abordarla es necesario que los alumnos hayan trabajado antes con la nocion de mediatriz y
realizado su construccion.

4 La relacion entre lado e hipotenusa de un triangulo rectangulo que resulta del Teorema de Pitdgoras permite construir una
validacion de la desigualdad triangular para el caso de triangulos acutangulos.

21



G.C.B.A.

22 G. C. B. A. ¢« MINISTERIO DE EDUCACION ¢ DIRECCION GENERAL DE PLANEAMIENTO ¢ DIRECCION DE CURRICULA

PROBLEMA 7

a) Trazar una circunferencia que pase por dos puntos dados. ;Cudntas se pue-
den trazar?

b) Trazar una circunferencia que pase por tres puntos dados. ;Cudntas se pueden
trazar?

¢) Trazar una circunferencia que pase por cuatro puntos dados. ;Cudntas se
pueden trazar?

COMENTARIOS

Esta actividad requiere que los alumnos hayan trabajado con el concepto de mediatriz de un seg-
mento; en la consigna a) es probable que a partir de una primera exploracién, los alumnos dibujen
el segmento entre los puntos dados, marquen el punto medio y lo consideren el centro de una de
las circunferencias pedidas. Si esta fuera la Unica solucidn que aparece en la clase, serd una buena
oportunidad para recuperar la definicién de circunferencia y la propiedad que debe cumplir el
centro. Los alumnos deberian poder concluir que hay infinitas circunferencias y que los centros se
encuentran sobre la mediatriz del segmento determinado por los dos puntos.

En la consigna h),5 para encontrar el centro de la circunferencia, los alumnos deberan buscar un
punto equidistante de los tres dados. Esta busqueda puede apoyarse en el trabajo realizado a partir
de la consigna a: el trazado de dos mediatrices permite determinar el lugar donde debe estar ubi-
cado el centro. La justificacién de esa construccién incluye discutir la unicidad de la solucién. En
torno a esta situacion se podra también plantear la discusion acerca de la existencia de soluciéon en
relacion con la ubicacion relativa de los tres puntos dados. Por un lado, el sentido comin podria
permitir anticipar que si estos puntos estan alineados, no es posible encontrar una circunferencia
que pase por los tres. Lo interesante aqui es reflexionar sobre la construccion realizada antes: dados
los puntos A, By C, el centro de la circunferencia se ubicaba en la interseccién de las mediatrices
de los segmentos AB y BC; pero estas mediatrices no van a cortarse si los segmentos AB y BC son
paralelos; como los segmentos tiene un punto en comun, esta condiciéon se traduce en que los
puntos A, B y C estan alineados.

La consigna ¢) también genera un trabajo exploratorio; los alumnos pueden considerar tres de los
cuatro puntos y determinar la Unica circunferencia que pasa por ellos segin lo estudiado en la
consigna b). Si el cuarto punto no pertenece a esta circunferencia, entonces el problema no tiene
solucion. Seria interesante que, al trabajar con el problema 19 del tercer apartado, se pueda iden-
tificar una condicién necesaria que deben cumplir cuatro puntos A, B, Cy D para pertenecer a una
circunferencia: la suma de los angulos ABC y CDA debe ser igual a dos rectos.6

5 El ejemplo 24 del programa de segundo afio plantea una situacion similar en contexto.
6 Esta condicion en realidad es también suficiente pero no se incluye su discusion en el problema 19.
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PROBLEMA 8

a) Dibujar si es posible
- una recta y una circunferencia que se corten en dos puntos,
- una recta y una circunferencia que se corten en un punto,

una recta y una circunferencia que no se corten,

1

una recta y una circunferencia que se corten en tres puntos.

b) Dibujar si es posible
- dos circunferencias que no se corten,
- dos circunferencias que se corten en un punto,
- dos circunferencias que se corten en dos puntos,
- dos circunferencias que se corten en tres puntos.

COMENTARIOS

Este problema propone un trabajo exploratorio acerca de la interseccion de rectas y circunferencias, y de
circunferencias entre si. Como ya dijimos, se trata de una actividad netamente exploratoria. La consigna
a) permitira caracterizar rectas secantes, tangentes y exteriores a una circunferencia. La justificacion del
trazado de una recta que corte a una circunferencia en un solo punto se reserva para realizar después
del problema 9.

En cuanto a la consigna b), a partir de la realizacion de los tres primeros dibujos que se piden, el
docente podra proponer a los alumnos analizar la relacion entre los radios y la distancia entre los
centros, y de este modo se podra caracterizar circunferencias exteriores, secantes y tangentes. El
cuarto dibujo que se pide puede considerarse como una construccion imposible;” el trabajo realiza-
do en el problema 7 permite argumentar acerca de esta imposibilidad.

PROBLEMA 9%

Se tiene una circunferencia de centro O. Marcar si es posible marcar dos puntos
Ay B sobre la circunferencia de manera que el dngulo BAO sea recto.

COMENTARIOS

Para abordar este problema, los alumnos pueden intentar dibujar un angulo recto en las condicio-
nes pedidas; en ese caso se enfrentarian con la imposibilidad practica de esta construccion. Si esto
sucede, el docente debe reformular la tarea y pedir entonces una justificacion de por qué esta es

7 En el Capitulo 2 de este documento se presentan otras construcciones imposibles.
8 En las tres actividades que siguen se presenta una posible trayectoria para el estudio de las rectas tangentes a una circunfe-
rencia. Recuperan esencialmente las ideas del ejemplo 18 del programa de segundo afio.
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una construccion imposible. Pedir la justificacion de esta afirmacion es colocar a los alumnos en un
plano diferente del dibujo y la visualizacion. De este modo, se tiende a lograr que los estudiantes se
involucren en la elaboraciéon de argumentos. Este es un objetivo de la ensefianza: requiere una inten-
cionalidad del docente, que ird instalando la argumentacién como una actividad usual del aula.

Una justificacion puede apoyarse en el hecho de que si Ay B son dos puntos de la circunferencia,
el triangulo BOA siempre sera isdsceles, con angulo B = angulo A, y por lo tanto estos nunca podran
ser rectos.

ProBLEMA 10

Discutir la validez de la siguiente afirmacién:
“Si una recta pasa por un punto P de una circunferencia y es perpendicular al
radio que pasa por DB, entonces esta recta es tangente a la circunferencia”

COMENTARIOS

El trabajo realizado en el problema 9 permite construir una argumentacion para validar la conjetura
gue Se propone.

Otra manera de justificar la veracidad de esta afirmacion consiste en analizar que para cualquier
punto Q de la recta, que no sea P, se obtiene un triangulo rectdngulo QPO, del cual QO es su hipo-
tenusa. Por la relacion pitagoérica, la longitud de ese segmento sera mayor que la medida del radio,
y por lo tanto el punto Q necesariamente sera exterior a la circunferencia.

Seria importante lograr que los dos tipos de argumentos fueran discutidos, distinguiéndolos de otros
que pueden apoyarse en la percepcion o en algin dibujo.

Una vez instalada en la clase esta afirmacién como verdadera se puede plantear el trazado efectivo
de una recta tangente a una circunferencia por un punto de ella. En particular, seria interesante
volver sobre el problema 8 para validar ahora la construccion de una recta y una circunferencia que
se corta en un punto.
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PrROBLEMA 11

Se da una circunferencia de centro O y radio r y un punto P exterior a ella. Hay
que trazar una recta tangente a la circunferencia (no se sabe por qué punto de
ella), de manera que la recta pase por P. ; Se puede hacer siempre? ;Puede haber
mas de una recta que cumpla con estas condiciones?

xP

COMENTARIOS

Para resolver esta actividad, el docente podria sugerir a los alumnos que comiencen realizando un dibujo
aproximado de la recta, esquema que permitiria considerar tanto los datos como las condiciones que tiene
que cumplir esa recta. Si se llama A al punto de contacto de la recta tangente con la circunferencia, el
docente podria ahora preguntar qué se sabe sobre el triangulo PAO. Se puede sugerir a los alumnos ubicar
el punto A en cualquier lugar y dibujar un triangulo, a modo de figura de analisis.

De este triangulo se conoce:

e que es rectangulo en A, porgue la tangente es perpendicular al radio,
¢ |a medida de un cateto, que es la longitud del radio OA,
e |a medida de la hipotenusa que es la distancia OP.

Las construcciones geométricas realizadas en primer afio son herramientas para construir ahora el
triangulo PAO a partir de los datos. El docente puede proponer realizar esa construccion fuera de la
circunferencia y de alli tomar la longitud del segmento AP.

S

SN = longitud de OP

El lado MS tendra la
longitud del lado AP

Una vez realizada esta construccion, con la medida MS como radio pueden marcarse con el com-
péas, centrado en P, los puntos A y A" de interseccion con la circunferencia. Esta construccion per-
mite validar que por P pasan siempre dos rectas tangentes a la circunferencia.
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En este problema aparece el recurso de la figura de andlisis, herramienta muy Util en el trabajo en geome-
tria. Realizar un esquema de la situacion permite vincular tanto los datos entre si como las relaciones que
se buscan, y en ese sentido ayuda a organizar la construccion. En otros casos, estos esquemas permiten
organizar una demostracion o también formular una nueva conjetura. Que los alumnos lleguen a apropiarse
de este recurso es algo que debe gestar la ensefanza, a partir de problemas donde aparezca su necesidad
0 al menos su eficacia.

La propiedad de los angulos inscriptos en una semicircunferencia, que sera comentada en el problema 13,
permite elaborar otro algoritmo de construccion para la tangente por un punto exterior; seria interesante
volver sobre este problema después del trabajo con esa propiedad. En efecto, el punto A por el cual la
recta cortara a la circunferencia permite determinar un angulo recto OAP. Después del problema 13, los
alumnos saben que todos los angulos inscriptos en una semicircunferencia son rectos y pueden buscar el
punto A en la circunferencia que tiene como diametro el segmento OP. En definitiva, el punto A buscado
debe estar en la interseccion de esta circunferencia con la dada.

PROBLEMA 12

Un mévil parte de un punto de una circunferencia de 15 m de radio. Siguiendo la
direccién que marca la tangente en dicho punto, se desplaza durante dos horas, a
una velocidad de 20 m/h. ;A qué distancia del centro de circunferencia se encon-
trard al cabo de ese tiempo?

COMENTARIOS

Este Ultimo problema integra el concepto de recta tangente estudiado previamente con la nocién de
velocidad y la relacién métrica dada por el Teorema de Pitagoras.

3. ANGULOS INSCRIPTOS

ANGULOS INSCRIPTOS EN UNA SEMICIRCUNFERENCIA Y EN UN ARCO DE CIRCUNFERENCIA.
RELACION CON EL ANGULO CENTRAL CORRESPONDIENTE

La relacion entre un angulo inscripto en un arco de circunferencia y el angulo central correspon-
diente es propicia para la exploracion y la formulacion de conjeturas. Los problemas 13, 14 y 15
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recuperan esencialmente el ejemplo 19 del programa de segundo afio. A partir del problema 16 se
presentan actividades de reinversion de los conocimientos recién construidos

PROBLEMA 13

Se presenta una hoja con dos segmentos dibujados y se pide, /
para cada segmento, dibujar un rectangulo que tenga el seg-
mento dado por diagonal. En caso de que fuera posible dibujar
mads de uno, dibujar tres distintos, decidir cuantos es posible

dibujar en total y cémo se podrian dibujar todos.

COMENTARIOS

Esta actividad comienza con una fase exploratoria; es posible que para algunos alumnos el primer seg-
mento se visualice como la diagonal de un Unico rectangulo, aquel de lados horizontal y vertical respec-
tivamente. Esta idea resulta insuficiente para construir rectangulos con el segundo segmento. Se espera
que algunos alumnos aprovechen los lados de la escuadra para el trazado de angulos rectos que pasen
por los extremos del segmento dado y otros actualicen la propiedad que verifican las diagonales de un
rectangulo: son iguales y se cortan en su punto medio. Gracias a esta propiedad es posible construir
nuevos rectangulos dibujando la segunda diagonal con distintas inclinaciones.

De este trabajo exploratorio se espera arribar colectivamente a la siguiente conjetura (que surge de
una “vision” de los rectangulos dibujados): “los vértices de todos los rectangulos dibujados caen
sobre una circunferencia”. El docente puede escribirla y redefinir la tarea pidiendo una justificacion
de esta afirmacion. Los alumnos estan en condiciones de darla apoyandose en el hecho de que
todas las diagonales de los distintos rectangulos son iguales (e iguales al dato inicial) y se cortan en
su punto medio. El punto en que se cortan todas las diagonales resultara el centro de la circunferen-
cia y los vértices dibujados estan todos a una distancia del centro igual a la mitad de la diagonal.

PROBLEMA 14°

Dados dos puntos A y B en un plano, hallar los puntos P de ese plano de modo
que el angulo APB sea recto.

COMENTARIOS

La clave para la resolucion del problema consiste en encontrar otra caracterizacion —el lugar geomé-
trico— de todos los puntos P que verifican una cierta condicién. En una primera instancia, una fase

9 Este problema complementa el estudio realizado en el problema 13. Es posible pensar el tratamiento de estos dos problemas
en el orden inverso al que los presentamos.
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exploratoria puede favorecer como conjetura que el conjunto buscado es la circunferencia de cen-
tro en O, punto medio de AB, y de radio AB/ 2 (exceptuando los puntos Ay B).

Queda ahora la tarea de validar esta conjetura. En el problema 13 se lleg6 a justificar que todo vérti-
ce cae efectivamente en esta circunferencia, faltaria probar que todo punto de la circunferencia es
el vértice de un angulo recto. Para validar esta Gltima afirmacién se puede proponer a los alumnos
la consideracién de los triangulos AOP y BOP, ambos isésceles:

N

y el triangulo APB. Un juego argumentativo entre las propiedades de los angulos de un triangulo
isosceles y el hecho de que los angulos interiores de todo tridngulo sumen dos rectos les permitira
arribar a la conclusiéon de que APB es recto.

En este trabajo se aborda la problematica de condiciéon necesaria y suficiente, problematica deli-
cada desde el punto vista de la ensefianza pero al mismo tiempo inherente a muchas situaciones
del trabajo geométrico. No se piensa que todos los alumnos puedan comprender en profundidad la
necesidad de este tipo de razonamiento a partir del trabajo con un unico problema. Para colaborar
con su comprension sera necesario retomar esta cuestion en diferentes momentos.

ProBLEMA 15

En una circunferencia se marca un punto P y se dibuja ‘

un angulo con vértice en P, de manera que uno de los

lados del dngulo corte a la circunferencia en un punto A v

y el otro de los lados pase por el centro O de la circun-

ferencia y la corte en un punto B, tal como muestra el

dibujo.

a) Si se sabe que el angulo AOB mide 78° 36, ;se puede
saber cuanto mide el angulo APB?

b) Determinar, si es posible, un dngulo AOB y un punto P en la situacién des-
cripta en la consigna a) de manera que el dangulo AP’B sea mayor que la mitad
del angulo AOB.

COMENTARIOS

Esta actividad tiene como objetivo que los alumnos lleguen a elaborar la relaciéon entre un angulo
inscripto y el central correspondiente. Para resolver la consigna a) es probable que algunos alumnos
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realicen un dibujo aproximado del angulo AOB y lleguen a un valor aproximado del angulo APB
midiendo sobre el papel. Es esperable que de este modo se obtengan en el aula distintos resultados,
hecho que resulta propicio para que el docente plantee una discusion acerca de la aproximacion
que necesariamente estd implicada en el dibujo y en la medicién. Quedaria abierta la posibilidad de
apelar a otros recursos para llegar a la respuesta exacta.

Eventualmente, con algunas propuestas del docente —dibujar el segmento AB—, los alumnos podrian
resolver el problema estudiando nuevamente los triangulos isésceles que quedan determinados. La
argumentacion resulta ser una herramienta para arribar a un resultado numérico. Es posible que
los estudiantes lleguen al resultado 39° 18’ paso a paso, sin identificar que se trata de la mitad del
angulo dato. Enfrentar la tarea de la consigna b) va a permitir la formulacién general de la relacion
y su validacion.

La busqueda del punto y el angulo solicitados en la consigna b) resultara infructuosa pues se trata
de una construccién imposible. Se espera que de su exploracién surja la propiedad que sf se verifica:
“el angulo central es siempre el doble del angulo inscripto”.

La justificacion de esta afirmacién se podra apoyar en los hechos siguientes:

APB = OAP por angulos iguales de un triangulo isésceles,
AOB = 180° - AOP,
AOP = 180° - 2APB.

Estas condiciones permiten concluir que
APB = % AOB.

Para completar el estudio de los angulos inscriptos, falta todavia el planteo mas general para un
angulo inscripto cualquiera, sin que necesariamente uno de sus lados pase por el centro de la cir-
cunferencia. La validacion de la propiedad en el caso general podria quedar a cargo del docente.

Los problemas 13, 14 y 15 permitieron la identificacién de conocimientos geométricos relativos a
angulos inscriptos. Esta identificacion se pudo elaborar a partir de actividades de construccioén, de
validacion y discusiones en la clase. En las actividades siguientes estos conocimientos se pondran en
juego para resolver una variedad de problemas geométricos. Para algunas de ellas no se presenta un
analisis detallado sino un comentario que orienta sobre el posible trabajo por realizar en el aula.

PROBLEMA 16

Se tiene una circunferencia. Se marcan en ella los B
puntos A y B que determinan un arco, se sefiala un
punto P y se dibuja el dngulo inscripto APB, como
se indica en el dibujo:
a) Encuentren un punto M en la circunferencia, P
que pertenezca al arco AB que contiene a P, de
manera tal que el angulo AMB sea igual al angu-
lo APB.
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b) Encuentren un punto M en la circunferencia, que pertenezca al arco AB que
contiene a P, de manera tal que el angulo AMB sea mayor que el angulo APB.

¢) Encuentren un punto M en la circunferencia, que pertenezca al arco AB que
contiene a P, de manera tal que el dangulo AMB sea menor que el angulo APB.

COMENTARIOS

Para resolver este problema es probable que los alumnos ubiquen M en distintos lugares. Es espe-
rable que algunos midan el angulo APB obteniendo un valor. Al seleccionar un punto My trazar el
angulo inscripto AMB, la medida sera muy similar a la del angulo APB. Es una oportunidad para
discutir nuevamente acerca de la aproximacion que necesariamente se obtiene al dibujar y medir.

Para las consignas h) y ¢€) es posible que los alumnos construyan diferentes angulos AMB con el trans-
portador; podria ser Util promover la sospecha de que siempre miden “casi” o mismo, y que parece ser
imposible encontrar un punto M para el cual el angulo APB sea diferente que el angulo AMB.

El docente podra promover la blusqueda de argumentos que sostengan la igualdad de todos los
angulos obtenidos: si se consideran dos angulos AMB y ANB,

e por un lado, hay que identificar que ambos comparten un mismo angulo central que pasa por
Ay B, y tiene su vértice sobre el centro de la circunferencia;

e por otro lado, hay que recuperar lo elaborado en el problema 15 para concluir que ambos
angulos miden la mitad que AOB.

Nuevamente, a partir de una construccion imposible se logra enunciar una propiedad de los angulos
inscriptos y validarla.

PROBLEMA 171°

Construir un tridngulo rectangulo dadas la hipotenusa y la altura correspondien-
te a la hipotenusa. hipotenusa
altura

COMENTARIOS

El dibujo que se adjunta es una figura de analisis que puede
servir para orientar la tarea.

10 Extraidos del programa de Matematica. Segundo afio. GCBA., Secretaria de Educacién, D.G.P.L., Direccion de Curricula,
2003.
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Para trazar el triangulo, los alumnos deben ubicar el punto B, de manera que ABC sea un angulo
recto y que la distancia de B al lado AC sea igual a la altura dada.

El problema es una aplicacion de la propiedad recién estudiada segln la cual si un angulo esta
inscripto en una semicircunferencia, es recto. El punto buscado resulta ser entonces la interseccion
entre la circunferencia con centro en el punto medio de la hipotenusa y radio igual a la mitad de la
misma, y la recta paralela a la hipotenusa que esté a una distancia de la misma igual a la altura.

Si los alumnos intentaran dibujar el triangulo “al tanteo”, la exploracion que realicen puede servir de
base para construir una argumentacion.

Sera interesante estudiar las condiciones para que el problema tenga solucion y discutir la cantidad de
soluciones posibles. Esta discusion se puede apoyar en una descripcion de la construccion mas que en
la construccion efectiva. Como caso particular se puede preguntar acerca de las condiciones que
deben cumplir los datos para llegar a obtener un triangulo isésceles.

PROBLEMA 18

Por un punto S exterior a una circunferencia se trazan dos secantes, como se
muestra en el siguiente dibujo:
M

N
<

¢Es verdad que los dngulos del tridngulo MPA son respectivamente iguales a los
angulos del tridangulo RAQ? ;Cémo se explica esto? ;Se puede decir lo mismo de
los dngulos de los tridngulos MQS y RPS?

COMENTARIOS

Este problema se propone como una aplicacion de la propiedad estudiada en el problema 16. Se
podréa retomar cuando se trabaje el concepto de semejanza de figuras, intercalandolo en una secuen-
cia de semejanza para estudiar la proporcionalidad entre pares de lados.
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PROBLEMA 19 V

En la siguiente figura, O es centro de la circunferen-

cia. Calcular la medida del angulo MRO sin utilizar

el transportador, sabiendo que el angulo MNO / 0

mide 20° y que el angulo NOR mide 120°. ‘
N

COMENTARIOS

La idea es que los alumnos entren en un juego deductivo, a partir del valor de algunos angulos.
Quizés sea necesaria una intervencion docente para el trazado del segmento MO, que permitira
considerar los dos triangulos isésceles MON y MOR.

A partir de esto se puede poner en juego la relacion entre un angulo inscripto y el central correspon-
diente, o considerar los tres angulos con vértice en O que completara un giro.

ProBLEMA 20

Si A es centro de la circunferencia y DCF
mide 62°, determinar la medida del angulo
DEFE

COMENTARIOS

Este problema, al igual que el anterior, requiere poner en juego la relacion entre el angulo central y el
angulo inscripto correspondiente. Pone de manifiesto que el angulo central puede resultar mayor que 180°,
dependiendo del valor del angulo inscripto que le corresponde y le da sentido a los angulos concavos.

Como continuacion de la tarea se podria proponer a los alumnos analizar la validez de la siguiente
afirmacion: En todo cuadrilatero inscripto en una circunferencia, la suma de los angulos opuestos es
dos rectos, que requiere la utilizacion de las propiedades de la circunferencia para validar propieda-
des de los cuadrilateros y viceversa.

Otra pregunta que se puede plantear es: Si imaginamos que el punto F se va desplazando sobre la
circunferencia, ;donde se puede ubicar para que los angulos DCF y DEF sean iguales?
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CAPiTULO 2
UN TIPO DE TAREA: LAS CONSTRUCCIONES

Q@  En este capitulo se proponen distintas actividades en torno a un tipo de tarea: las
construcciones geométricas, a través de las cuales se abordan diferentes tematicas
de la geometria de los dos primeros afios de la escuela media. Las actividades de
construccion —con una gestion de la clase que favorezca la reflexion— pueden resultar
muy fértiles para promover la exploracion y la elaboracion de propiedades, asi como
para poner en juego propiedades ya conocidas.

Las primeras actividades de construccion de triangulos que se proponen en el primer
apartado son exploratorias, e incluyen el estudio de las condiciones sobre los datos
para asegurar la existencia de soluciones y la unicidad de las mismas. Se propone
una actividad de reproduccion de un triangulo, a partir de la cual se espera elaborar
los criterios de igualdad de triangulos. Es decir que los criterios seran el producto de
una actividad de los alumnos antes de convertirse en un conocimiento-herramienta
eficaz para la elaboracion de argumentaciones.

En el segundo apartado se proponen actividades en las que se solicita una validacion de
las construcciones por realizar. A diferencia del apartado anterior, en este se restringen
los instrumentos de construccion a la regla no graduada y el compés. De este modo se
pretende provocar en los alumnos la necesidad de argumentar —a partir de propiedades
ya conocidas— para asegurar la validez de las construcciones realizadas. Los criterios de
igualdad de triangulos, entre otras propiedades, seran aqui apoyos para las validacio-
nes. La fundamentacion de construcciones clasicas con regla no graduada y compas,
como la de mediatriz y bisectriz, son algunas de las actividades propuestas.

En el tercer apartado se propone una coleccién de construcciones imposibles. En
este caso, la imposibilidad de realizar el dibujo exige buscar argumentos que justifi-
quen la imposibilidad de realizar el dibujo. o

1. CONSTRUCCIONES DE TRIANGULOS Y ELABORACION DE CRITERIOS DE IGUALDAD

Las actividades propuestas en este apartado consisten en la construccion de triangulos a partir de
diferentes datos. Estas construcciones ponen en juego relaciones entre lados, entre angulos, y entre
lados y angulos de los triangulos. A partir de los distintos juegos de datos, los alumnos deberan
decidir si es posible construir o no un triangulo, analizar si la construccioén es Unica o si puede haber
mas de un triangulo que verifique esas condiciones.11

1LEn el ejemplo 27 del Anexo del Programa de Matematica. Primer afio. G.C.B.A., Ministerio de Educacién, D.G.P.L.,
Direccién de Curricula, 2002) se presentan sintéticamente actividades de construccién de tridngulos.
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En el contexto de las actividades de construccion se discutira por qué el compéas aparece como un
instrumento adecuado para trasladar segmentos 0 angulos. Los alumnos de primer afio suelen tener
poca familiaridad con este uso del instrumento compés, asi como con la nocién de circunferencia
como lugar geométrico de los puntos que equidistan de uno fijo. Serfa conveniente entonces abordar
con anterioridad las actividades propuestas en el primer apartado del capitulo 1.

Un objetivo de estas actividades de construccion es la elaboracion de criterios que permitan decidir
bajo qué circunstancias se puede afirmar que dos triangulos son iguales. EI conocimiento de los cri-
terios de igualdad de triangulos seré fundamental para avanzar en el plano de las argumentaciones
y validaciones de conjeturas. Para llegar a la formulacion de tales criterios se propone el problema
8 de reproduccién de un triangulo, a partir de datos que los alumnos deben pedir a otro grupo de
alumnos (o al docente).

Las ultimas actividades que se proponen en este apartado estan referidas, por un lado, a la consi-

deracion de la altura del triangulo como uno de los datos posibles para la construccion, y, por otro,
a construcciones de triangulos rectangulos e isésceles.

CONSTRUCCIONES DE TRIANGULOS A PARTIR DE LADOS

PRrRoOBLEMA 1

Dados los segmentos a y b:

construir, si es posible, un tridngulo que tenga un lado igual a a y otro lado igual
a b. ;Se pueden construir dos distintos? ;Por qué?

COMENTARIOS

Los alumnos suelen sentirse desconcertados ante esta actividad y piden mas datos para determinar
el triangulo. Muchas veces es necesario que el docente habilite explicitamente la posibilidad de que
ellos elijan a su gusto los datos que faltan y de ese modo es posible que lleguen a construir mas
de un triangulo que cumple las condiciones planteadas. Los triangulos que mas frecuentemente
aparecen en el aula son acutangulos, rectangulos e isésceles —que resultan de repetir alguna de
las longitudes dadas para dos de los lados o de “inventar” un angulo recto—. Para que los alumnos
también construyan triangulos obtusangulos puede ser necesaria una intervencion docente que lo
solicite explicitamente.

Con la variedad de respuestas producidas por los alumnos es posible identificar el angulo entre los
dos segmentos dados como una variable de la actividad que puede ser elegida arbitrariamente.
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Llegado este punto se podra preguntar cuantos triangulos diferentes es posible armar. Muchos chicos
responden 180 0 179, como consecuencia de una identificacion implicita “un grado-un &ngulo”. Este
tipo de respuestas, lejos de representar un problema para el desarrollo de la actividad, abre el espacio
a discusiones fructiferas en torno a las ideas de infinito, de medida y de angulos.

Es probable que los alumnos no recurran al compas para realizar la construccion. Para hacerlo
“entrar en escena”, el docente podria presentar una figura como la siguiente, sefialando que al
dibujar el segmento a quedan determinados dos de los vértices del triangulo, mientras que el tercer
vértice quedara determinado segln la posicion elegida para el segmento b:

1

b

A partir de este dibujo se les pueden hacer preguntas a los alumnos, tales como: ;Ddnde se puede ubi-
car el tercer vértice? ;Qué figura describen las distintas posiciones del vértice “libre” del segmento b?

Aqui podria resultar fructifera una discusion en torno a si es posible “tomar” la longitud de los lados
“sin medir”. Si previamente se ha trabajado con la propuesta del capitulo 1 sobre los diferentes ins-
trumentos que estan disponibles para hacer construcciones de circunferencias, como el compas y el
cordén —entre otros—y las posibilidades que brinda cada uno de ellos, es de esperar que los alumnos
puedan discutir y argumentar acerca de por qué el compas es un instrumento eficaz para determinar
todos los puntos posibles donde puede estar ubicado el tercer vértice del triangulo.

Otra discusion se puede generar en torno a la necesidad de que los tres vértices no queden alineados.

Sera necesario proponer a los alumnos una reflexion en torno a qué sucederia si se comienza la cons-
truccion a partir del segmento by se traza una circunferencia con centro en uno de sus extremos y
radio igual a la medida del segmento a. Los alumnos podrian pensar que de esta manera se obtendran
nuevos triangulos, diferentes de los anteriores, aun aquellos que observen una cierta simetria.

Hara falta una intervencién del docente para que se instale como norma de la clase de geometria que
cuando dos figuras pueden superponerse, se consideran iguales; es decir, que la posicion de la figura en
la hoja de papel no es una propiedad de la figura. Para el caso de dos triangulos, la superposicion puede
identificarse con la igualdad de los tres lados y de los respectivos angulos comprendidos. La formulacion
de los criterios de igualdad a partir del problema 8 servira para retomar esta caracterizacion.

Como cierre de esta actividad se deberia discutir qué sucede cuando se cambian las longitudes de
los segmentos. La idea es llegar a determinar que la construccion realizada y las infinitas soluciones
encontradas seguiran obteniéndose cualesquiera sean las longitudes de los dos lados-datos.
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PROBLEMA 2
Dados los segmentos a, by ¢ a
construir, si es posible, un tridngulo que tenga b
un lado igual a 4, otro lado igual a b y el otro

c

lado igual a c. ;Es posible construir dos
distintos? ;Por qué?

COMENTARIOS

Por lo trabajado en la actividad anterior (y las del capitulo 1), es de esperar que el compas sea conside-
rado como una herramienta Util para trasladar segmentos.

La situacion permite a los alumnos la toma de algunas decisiones: el lado por donde empezar la construc-
cion, cual de los dos extremos del segmento elegir para trazar las circunferencias con las medidas de los
otros dos lados, cual de los dos puntos de interseccion de las circunferencias elegir para formar el trian-
gulo. Todas estas decisiones, si bien pueden generar incertidumbre en los alumnos, son fecundas porque
promueven la confrontacion de posturas que se deben sostener con distintos tipos de argumentos. La
discusion sobre la simetria y la superposicion de figuras a propésito de la actividad anterior hara posible
concluir que se trata siempre del mismo triangulo, pero que ocupa distintas posiciones en la hoja.

El trabajo realizado en estas actividades permite dotar de sentido a una “manera de hacer” que tienen
los alumnos, segun la cual los triangulos surgen a partir de “marquitas” que quedan en la hoja luego
de transportar con el compas la longitud de un lado. Esas “marquitas” se pueden ver ahora como una
seccion de una circunferencia que el compas permitiria trazar completamente.

Después del problema 2 podria quedar instalada la idea de que, conociendo los tres lados, siempre se
puede construir un triangulo. La siguiente actividad pone de relieve que debe existir alguna relacion entre
las longitudes de los lados —la desigualdad triangular— para que se pueda realizar la construccion.

PROBLEMA 3

Dados los segmentos a, b y ¢

construir, si es posible, un tridngulo que tenga
un lado igual a a, otro lado igual a b y el otro b
lado igual a c. ;Se pueden construir dos

tridngulos distintos? ; Por qué?

COMENTARIOS

El objetivo de esta actividad es generar una discusion en torno a las razones que hacen que no se
pueda lograr la construccion pedida. Es posible que los alumnos argumenten que “los lados no
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cierran”, “los lados no alcanzan”, “los lados no se juntan”. Se trata de avanzar en la precision de la
respuesta hasta llegar a alguna formulacion de la desigualdad triangular.

Enfrentar la tarea de una construccion imposible es, en este caso, un punto de partida para precisar
las condiciones que deben cumplir los lados de un triangulo.

El hecho de que el enunciado de una actividad pida realizar algo que no resulta posible hace entrar a los
alumnos en una suerte de contradiccion: si la actividad (el docente) lo pide, debe ser posible realizarlo.

En ese sentido, ademas de apuntar a precisar las condiciones de la desigualdad triangular, la activi-
dad permitiria al docente establecer —tal vez implicitamente— una nueva “regla de juego”: la solucion
a un problema puede ser responder que éste no tiene solucion. Esta norma que se establece en la
clase propicia la autonomia de los alumnos: los impulsa a moverse de la posicion de “no me sale”,
a la de estudiar si el problema tiene o no solucion.

Concluida esta etapa de tres actividades, seria conveniente hacer una sintesis con los alumnos de lo
trabajado hasta aqui.

CONSTRUCCIONES DE TRIANGULOS A PARTIR DE ANGULOS

Los problemas 4 y 5 buscan movilizar las concepciones de los alumnos en relacion con la idea de
angulos interiores de los triangulos y establecer condiciones sobre dichos angulos para que las cons-
trucciones se puedan realizar.

PROBLEMA 4

Dados los dngulos Ay B B

Construir, si es posible, un tridangulo que tenga un angulo igual a A y otro dngulo
igual a B.

¢Es posible construir dos distintos? ;Por qué?

¢Sera cierto que dados dos angulos, siempre es posible construir un tridngulo?

COMENTARIOS

Los angulos aparecen en escena por primera vez como datos y puede ser necesario revisar con los
alumnos que la medida del angulo no depende de la longitud de los lados, sino de la “abertura” que
hay entre ellos.

Como la actividad no presenta las medidas de los angulos, hay que buscar la forma de “trasladarlos” o
“copiarlos”. Los alumnos podran hacerlo con compas o con transportador. Tanto el procedimiento para
transportar angulos con compas como su fundamentacion seran tratados en el segundo apartado de
este capitulo. El docente podra decidir el momento més apropiado para desarrollar esta actividad.
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Para realizar la tarea, es posible que los alumnos intenten ubicar los dos angulos-datos en los dos extremos
de un lado, dibujado “horizontalmente”. Pero hay una decisién que se debe tomar: ;qué longitud se le
debe dar al lado sobre el cual se construyen los dos angulos? Puede ser que algunos alumnos lo dibujen de
un tamafo “estandar”, sin darse cuenta de que estan determinando una longitud para el lado. Puede ser
que otros alumnos demanden ese segmento faltante. Puede ser necesario que el docente explicite que la
eleccion depende de ellos porque no es un dato del enunciado. Esto abrira el espacio para una discusion
posterior sobre las distintas soluciones obtenidas y el porqué de la multiplicidad de respuestas.

Esta actividad no apunta necesariamente a que se trabajen las nociones de semejanza ni de proporcionali-
dad. En principio, sera suficiente sefialar que todos los diferentes triangulos construidos poseen longitudes
diferentes para los lados, pero tienen en comun la abertura de dos de sus angulos.

Con relacion a la pregunta: ;serd cierto que, dados dos angulos, siempre es posible construir un triangulo?,
esperamos que los alumnos puedan llegar a establecer la condicién de que, si esos dos angulos suman
menos que 180° la construccion sera siempre posible. En tanto que si la suma de los dos angulos es mayor
o igual que 180°, la construccion sera imposible. Pueden apoyarse en construcciones como la siguiente:

100° " 90

Suponemos que la mayoria de las justificaciones que den los alumnos se apoyaran en dibujos, pero no
descartamos que algiin alumno recuerde la propiedad de la suma de los angulos interiores de un triangulo.
De todas formas, esta cuestion se ahondara en las dos actividades que se proponen a continuacion.

PROBLEMA b

a) Construir, si es posible, un tridngulo cuyos angulos midan 30°, 45° y 75°. ;Es
posible construir dos distintos? ;Por qué?

b) Construir, si es posible, un tridngulo cuyos dngulos midan 30°, 45° y 105°.
¢Pueden construir dos distintos? ;Por qué?

COMENTARIOS

Lo fecundo de la actividad gira en torno de la propiedad de la suma de los angulos interiores de un
triangulo. En ese sentido, el objetivo no se ve modificado si los alumnos utilizan el trasportador para
dibujar los angulos.

En relacién con la consigna a), es posible que algunos alumnos hagan la construccion ubicando los
angulos de 30°y 45° y encuentren que el tercer angulo no puede medir 75°. También puede suce-
der que alguno, partiendo de los angulos de 30° y de 45°, logre “cerrar” el triangulo, sin controlar
que el tercer angulo no mide 75°.
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Otra posibilidad es que algunos alumnos recuperen la propiedad de la suma de los angulos interiores de
un triangulo —propiedad que suele ser trabajada en la escuela primaria—, y argumenten la imposibilidad de
la construccion mediante dicha propiedad.

En relacion con la consigna b), suponemos que los alumnos van a realizar la construccion, algunos de ellos
sin control en cuanto a la suma de los angulos interiores, y otros anticipando que, como la suma es 180°,
no habréa problemas.

De manera similar a lo expuesto para el problema 4, puede ser necesario confrontar las diferentes cons-
trucciones para discutir cuantas soluciones hay. Nuevamente, no estamos pensando en introducir la nocién
de semejanza; en cambio, si se espera que el trabajo permita identificar la posibilidad de construir infinitos
triangulos, conociendo la medida de sus tres angulos —siempre que la suma sea 180°-.

Por otro lado, seréa interesante destacar que mientras tres angulos (que respeten la condicién para la suma
de angulos interiores) determinan infinitos triangulos, tres lados (que respeten la propiedad triangular)
determinan un Unico triangulo.

En este momento se puede retomar el problema 4, para llegar a concluir que si se conocen las medidas
de dos de los angulos de un triangulo, se conoce la medida del tercero.

Para sintetizar el trabajo realizado en los cinco problemas se puede plantear a los alumnos una actividad de
formulacion y discusion de diferentes afirmaciones. Por ejemplo, Sitenés datos sobre dos lados, siempre

se pueden construir infinitos triangulos. Si tenés datos sobre dos angulos, no siempre.

Luego de una instancia de discusion, y sobre la base de las conclusiones a las que se arribe, pueden pro-
ponerse los siguientes dos problemas.

CONSTRUCCIONES DE TRIANGULOS A PARTIR DE LADOS Y ANGULOS

Las dos actividades que se dan a continuacién proponen “combinar” lados y angulos como datos,
para establecer condiciones sobre la posibilidad de construir uno, ninguno o varios triangulos.

PROBLEMA 6

Dados el segmento a y los dngulos A y B

a A

construir, si es posible, un tridngulo en el cual uno de sus lados sea igual al segmen-
to a y los angulos adyacentes (o sea los que estan apoyados en el segmento) sean
iguales a los angulos A y B.

¢Es posible construir dos tridngulos distintos?
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COMENTARIOS
Es muy probable que los alumnos realicen una construccidon como la que describimos a continuacion:

Ubiguen en primer término el lado:

Luego, intenten dibujar los dos dngulos adyacentes:

A1

Y por ultimo prolonguen las semirrectas que conforman los angulos hasta cerrar el triangulo. Cabe
destacar que si se invierte la ubicacion de los angulos A 'y B, los tridngulos obtenidos seran iguales.
En este punto es conveniente retomar lo analizado en el problema 1, en relacion con la simetria que
hay entre ambos triangulos.

Finalmente, se podra discutir la unicidad de la construccion para estos valores de los datos y la
posibilidad de encontrar una solucién al problema si se cambian los datos. Es posible que algin
alumno retome las condiciones sobre las medidas de los dos dngulos para garantizar la construccion
—problemas 4 y 5-. Se espera concluir que, para poder construir un triangulo, la longitud del lado
puede ser cualquiera, pero los dos angulos juntos no deben superar 180°. Y que en todos estos
casos se obtiene un unico triangulo.

PROBLEMA 7

Dados los segmentos a y b, y el angulo A:

construir, si es posible, un triangulo que tenga un lado igual al segmento 4, otro lado
igual segmento b y el angulo que se forma entre estos dos lados sea igual al angulo A.
¢Es posible construir dos tridngulos distintos?

COMENTARIOS

En esta actividad puede resultar dificil comparar los triangulos de dos dibujos en los cuales las
posiciones de los segmentos aparecen invertidas. En este caso, habria que retomar una vez mas
las ideas discutidas en el problema 1, para comparar las construcciones de los alumnos y poner en
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discusion si los triangulos son iguales o no lo son. Se espera concluir que son iguales por rotaciones
o simetrias. Como en las actividades anteriores, las construcciones realizadas son el punto de partida
para discutir las condiciones de existencia y la unicidad de las soluciones.

Finalizadas estas siete actividades de construccion, es un buen momento para elaborar en la clase
algunas conclusiones, recuperando en conjunto lo trabajado hasta aqui. EI docente podria proponer un

formato tabla para organizar los resultados obtenidos. A continuacion, ilustramos una posible sintesis:

Dada una coleccion de datos para construir un triangulo,
pueden aparecer las siguientes situaciones:

Datos a partir de los cuales

no se pueden construir
triangulos

Datos a partir de los cuales

se puede construir un {nico

triangulo

Datos a partir de los cuales
se pueden construir varios
triangulos distintos

3 lados “que no cierran”

3 lados “que cierran”

2 lados

2 angulos que suman mas
que 180°

Un lado y dos angulos
adyacentes que sumen
menos que 180°

2 angulos que sumen
menos que 180°

3 angulos que no suman
180°

Dos lados y el angulo
comprendido entre ellos

3 angulos que sumen 180°

Este cuadro podréa ser un instrumento eficaz para la elaboracion posterior de los criterios de igualdad
de triangulos.

ELABORACION DE CRITERIOS DE IGUALDAD DE TRIANGULOS

PROBLEMA 8

Reproducir un triangulo, a partir de datos que se piden a otro grupo de alumnos
(o al docente).

COMENTARIOS

Pedir datos sobre una figura coloca a los alumnos en una posicién que trasciende la interpretacion
perceptiva —porque no ven la figura por reproducir—y los obliga a poner en juego los conocimientos ela-
borados en las construcciones anteriores —porgue son ellos mismos los que tienen que elegir los datos
que necesitan para poder reproducirla—.

Una posible organizacion de la clase para desarrollar esta actividad es la siguiente: se divide la clase en
una cantidad par de grupos, la mitad de ellos seran grupos Ay la otra mitad grupos B; cada grupo A
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trabaja apareado con un grupo B formando un solo equipo. El profesor entrega un triangulo, el mismo,
a todos los grupos A y otro a todos los grupos B. Cada grupo A debe reproducir el triangulo del grupo
B con el cual esta apareado. Para ello, debe pedir por escrito al grupo B la menor cantidad de datos
que crea indispensable para realizar la construccion. El grupo B debera contestar sobre tales datos y el
grupo A intentara realizar una construccion a partir de estas respuestas. Al mismo tiempo, el grupo B
pedira datos y realizard un dibujo de acuerdo con lo informado por A. Si alglin grupo no logra realizar la
construccion, puede realizar un segundo pedido de datos.

En este momento se puede invitar a ambos grupos a verificar por superposicion si se logré o no la cons-
truccion, y a determinar cuales fueron las colecciones de datos que permitieron reconstruir el triangulo
y cuéles no fueron de ayuda.

Una vez que los alumnos discutieron dentro de cada grupo sobre cuéles fueron las colecciones de datos
que permitieron la construccién de un triangulo idéntico al del otro grupo y cuéles las que no fueron de
utilidad, deberan formularlo publicamente.

Es de esperar que, por el tipo de actividades trabajadas anteriormente, las colecciones de datos conten-
gan exclusivamente lados y angulos. Si los alumnos hubieran pedido solamente lados, por ejemplo, el
docente podré intervenir para que surja mas variedad de datos en los pedidos relanzando la actividad
bajo nuevas condiciones, como:

* |a limitacion de la cantidad de lados o angulos que se pueden pedir,
e dando el valor de un angulo y la posibilidad de que los alumnos pidan otros dos datos.

A partir de todo este proceso se podra gestar una discusion colectiva cuyo fin sera la formulacion de
condiciones que permitan re-construir un triangulo idéntico a otro dado:

Para construir un triangulo igual a otro existente, basta conocer:

e tres lados, o
e dos lados y el angulo comprendido, o
e un lado y los dos angulos adyacentes.

En distintos momentos de la discusién puede resultar Gtil acudir al cuadro confeccionado anteriormente.

La fuerza de un criterio de igualdad de figuras reside en que no es necesario conocer la igualdad de
todos los elementos de dos figuras —en el caso de triangulos, los tres lados, los tres angulos, las tres
alturas, las tres medianas, las tres mediatrices, las tres bisectrices, etc.— para poder asegurar la
igualdad de los dos triangulos, sino que es suficiente conocer la igualdad de algunos de los elementos
para garantizar que los demas también seran iguales. Y justamente porque permiten deducir la igualdad
de todos (los elementos a partir de solamente algunos es que los criterios de igualdad son herramientas
fundamentales a la hora de producir argumentos para validar propiedades de las figuras.

Teniendo en cuenta estas ideas, el docente puede reformular las condiciones anteriores en funcion
de la comparacion de dos triangulos:

Para que dos triangulos sean iguales, es suficiente con que tengan
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e Jos tres lados iguales, o
e dos de los lados iguales y el angulo comprendido entre ellos también igual, o
e dos angulos iguales y el lado adyacente a ambos también igual.

Mas adelante se podra ampliar la formulacién de los criterios incluyendo otros elementos de los
triangulos. Por ejemplo:

Para que dos triangulos sean iguales es suficiente que sean iguales un lado, la altura correspondiente
a ese lado y un angulo adyacente al lado dado.

En sintesis, el objetivo de las actividades de construccion y reproduccion a partir del pedido de datos
ha sido la produccién de criterios de igualdad de triangulos, de forma que éstos cobren sentido y no
entren al aula por mera enunciacion del docente.

La argumentacién basada en las propiedades de las figuras es una forma de trabajo privilegiada en
geometria que pretendemos instalar en el aula a partir de primer afio. Los criterios de igualdad de
triangulos se integraran al conjunto de propiedades que sirvan como base a las argumentaciones.

ACTIVIDADES DE CONSTRUCCION DE TRIANGULOS
A PARTIR DE OTROS JUEGOS DE DATOS

Los problemas 9y 10 incorporan la altura como dato.’2 En el problema 11 se solicita la construccion
de un triangulo isdsceles y en el problema 12, de un triangulo rectangulo.

PROBLEMA 9

Dados los segmentos a y b

construir, si es posible, un tridangulo con un lado igual al segmento a y la altura
correspondiente a dicho lado igual al segmento b. ;Cuantos tridngulos distintos se
pueden construir?

COMENTARIOS

En esta actividad aparece la altura como elemento del triangulo. Es necesario que los alumnos ten-
gan disponible ese concepto. En el primer apartado del capitulo 3 de este documento se proponen
actividades que pueden ser trabajadas para recuperar el concepto de altura de un triangulo.

12 Estas dos actividades corresponden al Anexo del Programa de Matematica. Primer Afio, Ejemplo 27, inciso h, G.C.B.A.,
Ministerio de Educacion, D.G.P.L., Direcciéon de Curricula, 2002.
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Suponemos que, aun recuperado este concepto, algunos alumnos pueden objetar que falta “el dato de
doénde va la altura”. El docente podria proponerles que intenten realizar la construccion con los datos que
tienen, y que si piensan que son insuficientes, expliquen por qué y agreguen los datos que les parezcan
necesarios.

Es probable que algunos alumnos ubiquen la altura b en alglin lugar del lado a y dibujen un triangulo, sin
cuestionarse la posibilidad de haberla ubicado en otro lugar, proponiendo entonces una respuesta Unica.
Sin embargo, en el conjunto de la clase se habran obtenido tridngulos diferentes. La variedad de triangulos
construidos servira como punto de apoyo para discutir la no unicidad de la construccion.

También pensamos que es probable que aparezcan solamente triangulos acutangulos. En este caso, el
docente podré preguntar explicitamente si es posible construir con estos datos algun triangulo rectangulo
y alguno obtusangulo.13 La idea es que en el pizarrén aparezcan dibujos de diferentes tipos:

Una vez discutida la cuestion de la no unicidad, resta la pregunta sobre cuantos triangulos diferen-
tes se pueden construir. Se espera que los alumnos acepten que el pie de la altura puede estar en
cualquier punto de la recta que contiene al lado a.

Sera de mucha utilidad para la actividad siguiente que los alumnos hayan comprendido que, al tener
un lado y la altura que le corresponde, queda determinada una recta —paralela al lado-dato— a la
cual debe pertenecer el vértice opuesto a dicho lado, y que asi se respeta la longitud de la altura. Es
conveniente que esta recta aparezca a raiz de la discusion sobre la cantidad de soluciones.

En la siguiente actividad se agrega un segundo lado, pero en condiciones tales que la construccion
es imposible.

13 El trazado de las alturas en un tridngulo obtusangulo es una tarea que suele presentar dificultades para muchos alumnos.
En el apartado 1 del capitulo 3 de este documento se presenta una actividad en relacién con esto y la determinacion del
area del triangulo.



G.C.B.A.

APORTES PARA LA ENSENANZA « NIVEL MEDIO / Matemadtica. Geometria

ProBLEMA 10

Dados los segmentos a, by ¢

construyan, si es posible, un tridngulo con un lado igual al segmento 4, la altura
correspondiente a este lado igual a b y otro lado igual a c.
¢Pueden construir dos tridngulos distintos?

COMENTARIOS

El siguiente es un dibujo posible que toma en cuenta los datos y pone en juego lo trabajado antes.

A partir del andlisis de esta figura podra determinarse que no existe un triangulo que cumpla lo
pedido: la recta y la circunferencia con radio de igual longitud que el lado ¢ no se cortan.

Podria suceder que algunos alumnos no trazaran la recta paralela al lado a que determina la altura,
insistiendo en ubicarla en un punto determinado del lado dado. En este caso, el docente puede
apelar a las conclusiones de la actividad anterior para volver sobre esta idea.

Aungue no tracen explicitamente la recta paralela, podria suceder que algunos alumnos utilizaran
una “idea similar”, dibujando primero el lado a, luego el lado ¢ (formando un angulo arbitrario cual-
quiera con a), y utilizaran la escuadra, desplazandola de tal manera que su cateto menor se encon-
trase siempre sobre el lado a. Luego podrian ir variando el angulo que forman ay c, para diferentes
posiciones de la escuadra. En todos los casos, verificaran que la altura no se corta con el lado cy
que entonces no se puede construir el triangulo.

También podria suceder que los alumnos, teniendo en cuenta el trabajo desarrollado a propdésito de
la actividad anterior, no fijaran la posicion de la altura, pero sf la posicién del segmento ¢, utilizando
implicitamente un dato que no figura en el problema: la amplitud del angulo determinado por los
segmentos ay c. En este caso, arribaran a la conclusion de la no existencia del triangulo, pero sin
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desplegar un analisis exhaustivo de posibilidades. La puesta en comin puede ser un momento
adecuado para identificar los supuestos de este procedimiento y someterlos a discusion. Mas que
discutir si la respuesta es correcta 0 no, aqui se trata de analizar la pertinencia de los medios que
les han permitido a los alumnos arribar a la conclusion.

La influencia de los datos sobre la posibilidad de construccion y la cantidad de soluciones puede
analizarse a partir de una nueva tarea que proponga el docente después de la puesta en comun.

La consigna puede ser dada eligiendo un segmento ¢ de mayor longitud que b: ;Cudntos triangulos se
pueden construir si mantenemos las longitudes de a y b, pero cambiamos ¢ por el siguiente segmento?

c

O se puede proponer de manera general: Estudiar para qué longitudes de c (sin cambiar la de a ni
la de b) es posible construir un triangulo. Y luego preguntar por la cantidad de soluciones para cada
una de las longitudes de c.

Se espera que los alumnos puedan establecer las siguientes condiciones sobre el lado c¢:

e Sj ces menor que la altura b, no se puede construir ningun triangulo.
e Sices mayor que la altura b, se pueden construir dos triangulos.
e Sjicesigual alaaltura b, hay un Unico triangulo posible, que es rectangulo.

ProBLEMA 11

a) Construir, si es posible, un tridngulo isdsceles donde un lado mida 6 cm y
otro, 9 cm. ;Cudantos se pueden construir?

b) Construir, si es posible, un triangulo isésceles donde un lado mida 4 cm y
otro, 9 cm. ;Cuantos se pueden construir?

¢) Dar la medida de dos lados, de forma que no se pueda construir un tridngulo
isésceles con ellos.

COMENTARIOS

Para resolver la consigna a), los alumnos deberan tomar la decision de elegir cual de las dos medi-
das “repetir” para el tercer lado del triangulo que se quiere construir. El espacio de discusion entre
ellos sera propicio para que concluyan que se pueden construir dos distintos, segun la medida del
lado que se considera dos veces. El docente puede sefialar que, en cada uno de los dos casos, la
construccion es Unica porque se conocen los tres lados.

Lo interesante la consigna h) es que a priori pareciera tratarse de la misma actividad de antes. Sin
embargo, las nuevas medidas de los lados permitiran construir un solo triangulo. La propiedad
triangular —analizada en el problema 3 de este capitulo— sera el conocimiento pertinente para poder
anticipar que no es posible construir un segundo triangulo.
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La consigna c) tiene por objeto que los alumnos puedan identificar que cualquiera sea la medida
de dos lados, siempre se puede construir un triangulo isésceles con ellos. Es decir que el problema
planteado no tiene solucion.

PROBLEMA 12

Construir, si es posible, un tridngulo rectangulo donde un lado mida 4 cm y otro,
9 cm. ;Cuantos se pueden construir?

COMENTARIOS

Aunque aparentemente se tienen dos datos, como en la actividad anterior, en realidad hay un tercer
dato que es el angulo recto. Como el enunciado no lo especifica, los alumnos tendran que decidir si
los datos corresponden a la hipotenusa y un cateto, o a los dos catetos. Aqui se dan tres posibilidades
de eleccion:

e que un cateto mida 9 cmy el otro, 4 cm,
e que la hipotenusa mida 9 cm y uno de los catetos mida 4 cm,
e que un cateto mida 9 cm vy la hipotenusa mida 4 cm.

En los dos primeros casos hay una Unica construccion posible; en el tercero, a partir de la imposi-
bilidad de construccion, se pondra de manifiesto que la longitud de la hipotenusa siempre debe ser
mayor que la de cada uno de los catetos.

La informacion del angulo recto es fundamental para realizar la construccion. En todos los casos se
puede comenzar trazando dos rectas perpendiculares y trasladando las medidas de los lados —con el
compas o usando la regla a modo de compéas—: para el primero, los dos catetos; y para los otros dos,
primero el cateto y luego la hipotenusa. En el tercer caso no habra punto de interseccion.

Si los alumnos ya conocen la propiedad de que el angulo
inscripto en una semicircunferencia es recto (desarrolla-
da en el tercer apartado del capitule 1), otro posible pro-
cedimiento es trazar una semicircunferencia de diametro
9 cm, donde se encontrara el vértice del angulo recto, vy, 4cm g >
con centro en uno de los extremos del diametro, trazar 9cm

una circunferencia de radio igual a 4 cm para garantizar

la medida del cateto.

2. CONSTRUCCIONES CON REGLA NO GRADUADA Y COMPAS

Las primeras actividades de este bloque tienen por objeto reflexionar sobre la validez de los procedi-
mientos clasicos para la construccion de un angulo igual a otro dado, el trazado de la mediatriz de
un segmento y la bisectriz de un angulo, con regla no graduada y compas. Los argumentos para jus-
tificarlos se apoyaran en los criterios de igualdad de triangulos construidos en el apartado anterior.
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Se incluyen también como actividades la construccion del hexagono regular y de angulos de deter-
minadas medidas.

ProBLEMA 13

a) Explicar por qué es valido el procedimiento utilizado para construir con regla
no graduada y compds un angulo igual a otro cualquiera dado.

b) Argumentar las razones por las cuales es valido el procedimiento por seguir
para trazar con regla no graduada y compas la bisectriz de un angulo dado.

COMENTARIOS

El objetivo de esta actividad es que los alumnos validen los procedimientos clasicos para trasladar
un angulo y para construir la bisectriz de un angulo, apoyandose en los criterios de igualdad de
triangulos trabajados en el primer apartado de este capitulo.

En ambos casos serd necesario apelar al criterio que establece que si dos tridangulos tienen los tres
lados respectivamente iguales, son iguales.

En caso de que los alumnos no conozcan estos procedimientos, seré necesario modificar la presen-
tacion de la actividad y comenzar mostrando esas construcciones para luego solicitar una explicacion
de por qué funcionan.

En estas construcciones se suelen dibujar “arquitos” que muchas veces ocultan que se trata de una
circunferencia de la cual se ha dibujado solamente el sector donde se espera encontrar una cierta
solucién. Es una cuestion para discutir en la clase.

Para la construccion de un angulo igual a otro dado, puede ser necesario que el docente complete
un triangulo, tanto en el angulo dato —dibujando el segmento MN-, como en el construido, dibujan-

do M'N". Un dibujo posible seria:
v —
' "Q

Utilizando uno de los criterios de igualdad de triangulos, los alumnos deberian poder concluir que
los triangulos MON y M'O’N’ son iguales, y de este modo validar la eficacia del procedimiento de
construccion.
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Anélogamente, el procedimiento usual para trazar la bisectriz de un angulo con vértice en O deberia
ser completado por el docente para que aparezcan en escena dos triangulos. Se presenta un dibujo
posible en el cual se han marcado los lados MP y NP.

Los alumnos deberian estar en condiciones de justificar —apoyandose en un criterio de igualdad de
triangulos— que los triangulos PON y POM son iguales, y en consecuencia PO divide a MON en dos
angulos iguales.

PROBLEMA 14

Construir con regla no graduada y compdas una recta perpendicular a un seg-
mento dado.

COMENTARIOS

Una vez mas se intenta reflexionar sobre técnicas y procedimientos que los alumnos conocen pero
que muy probablemente no sepan por qué son validos.

Es probable que varios alumnos recuerden el procedimiento de trazado de la mediatriz de un seg-
mento AB vy lo realicen ahora, convencidos de que obtendran una perpendicular. La pregunta por
realizar en ese caso es: ;como podemos estar seguros de que, al hacer esos arquitos y unir los dos
puntos, se obtiene una recta perpendicular al segmento inicial?

Presentamos un dibujo que se ha completado con el trazado de los segmentos PA, PB, QA y QB,
necesarios para producir una argumentacion:
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P

Para elaborar la argumentacion puede ser necesario que el docente proponga comparar primero 10s
triangulos APQ y BPQ y luego los triangulos AOP y BOP.

En cada etapa es necesario apelar a un criterio de igualdad de triangulos diferente. Como los triangu-
los AOP y BOP resultan iguales, entonces los dos angulos con vértice en O son iguales. Como juntos
suman 180°, cada uno debe ser recto.

Como consecuencia de esta actividad, y apelando nuevamente a la igualdad de los triangulos AOP y
BOP, se puede establecer que O es punto medio del segmento AB. Vale decir que la recta obtenida
no solamente resulta perpendicular sino que a la vez divide al segmento AB en partes iguales.

Para muchos alumnos puede resultar sorprendente que este hecho tenga realmente una expli-
cacion, ya que en general el procedimiento de trazado de la mediatriz es aprendido sin ninguna
fundamentacion.

Como continuacion de esta actividad, puede plantearse el problema de trazar una recta perpendicu-
lar a otra dada, por un punto dado exterior o perteneciente a la recta.

PROBLEMA 15

Construir, con regla y compds, dngulos de: 15°, 30°, 45°, 60° y 90°.

COMENTARIOS

Se trata fundamentalmente de “partir” angulos, trazando bisectrices, a partir del angulo recto —obte-
nido a través del trazado de una perpendicular— y del angulo de 60° —obtenido como uno de los
angulos de un triangulo equilatero cualquiera-.

Como parte de esta actividad se puede proponer a los alumnos que fundamenten el procedimiento
de construccién de un triangulo equilatero, probablemente conocido por ellos.
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PROBLEMA 16

Justificar el procedimiento para la construccién de un hexagono regular.

COMENTARIOS

Es probable que los alumnos conozcan que trasportando sobre una circunferencia la longitud del radio en
forma consecutiva se obtiene como resultado un hexagono regular de lado igual a la longitud del radio.

Sin embargo, cuando aplican este procedimiento muchas veces no logran lo pedido por una cuestion de
precision. Este hecho puede dar pie a la propuesta de buscar argumentos que validen que siempre la
construccion realizada “cierra”. Y es efectivamente un hexagono regular. En este sentido, esta actividad no
es especificamente de construccion, sino que se ocupa de la validacion de procedimiento conocido.

Los alumnos podran hallar varias maneras de justificar la validez del procedimiento, dependiendo de
las propiedades que tomen en cuenta. Una posible argumentacion estara basada en la considera-
cion de los triangulos que quedan determinados por los distintos radios, que son todos equilateros y
también iguales, cuestion que puede probarse por comparacion de triangulos. Como estos 6 angulos
interiores son todos de 60°, al hacer el Ultimo “arquito” necesariamente se debe haber completado
toda la vuelta en la circunferencia.

3. CONSTRUCCIONES “IMPOSIBLES”

Las actividades de este apartado proponen una coleccion de construcciones que “aparentemente” se pue-
den realizar, pero que en realidad no son posibles. La intencion es que los alumnos, luego de enfrentarse
empiricamente con la imposibilidad de la construccion solicitada, traten de buscar argumentos para validar
que efectivamente no hay un objeto que cumpla con todo lo pedido.

Este tipo de actividades no suelen ser habituales en la clase de matematica; requieren aceptar la “no solu-
cién” como respuesta a una actividad. Como ya dijimos, es comin que los alumnos piensen que lo que
no se puede realizar tiene que ver con algun error cometido por ellos en el desarrollo de la tarea, pues si
el profesor lo pide, tiene que poder efectuarse. Justamente, para distinguir entre “no hay solucion” y “no
me salid” son necesarios argumentos que se apoyen en propiedades.

Las actividades aqui propuestas involucran diferentes conceptos y nociones, y no estan pensadas para ser
utilizadas en un orden consecutivo: si los alumnos saben de antemano que es un problema de los que
“no hay solucién”, entonces el “no me sali¢” ya no es una opcién. En el andlisis de los problemas 3 y 9
de este capitulo y del problema 9 del capitulo 1, todas construcciones imposibles, hemos comenzado a
desplegar estas reflexiones.

PROBLEMA 17

Construir un tridngulo rectangulo cuyos lados midan 4, 5y 8 cm.
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COMENTARIOS

Es posible que los alumnos construyan un triangulo con las medidas dadas para los lados, sin reparar
en el hecho de que debe ser rectangulo. Otra posibilidad es que los alumnos partan de la condicién
de rectangulo y, al construirlo, constaten que no cumple con las medidas pedidas. En ambos casos
se pone de manifiesto una contradiccion: con las medidas dadas se puede construir un triangulo,
pero en un caso no cumple con los datos del enunciado, y en el otro resulta obtusangulo.

Es importante que el docente indague por qué sucede esto con el fin de que los alumnos concluyan
que debe existir algun tipo de relacion “especial” entre las medidas de los lados de un triangulo
rectangulo, que va mas alla de la desigualdad triangular.

Es posible que los alumnos, basados en un proceso exploratorio, lleguen a inferir que haciendo
ciertos ajustes en las medidas de los lados podrian lograr armar un triangulo rectangulo. Aunque
luego de varios intentos sera evidente que se trata de un proceso cuyas limitaciones no permiten
determinar con precision la relacion entre los lados para que el triangulo dé rectangulo.

Esta actividad se puede insertar en una secuencia para trabajar el teorema de Pitagoras, pues pone
de manifiesto la necesidad de una relacién entre los lados de un triangulo rectangulo. Parte de esta
discusion, que retoma las ideas trabajadas con los criterios de igualdad de triangulos —que siempre
consideran tres datos—, es que aqui se tienen en realidad cuatro datos: los tres lados y el angulo
recto, y que para que la construccion sea posible, éstos deben ser compatibles.

PROBLEMA 18

Construir un tridngulo de forma tal que las bisectrices de dos de sus angulos se
corten en un dngulo de 90°.

COMENTARIOS

Esta actividad busca que los alumnos analicen que las bisectrices de los angulos interiores de un
triangulo nunca se cortan formando angulos rectos.

Una posible estrategia que pueden emplear los alumnos es elegir medidas para el triangulo, con la
intuicion de que de este modo pueden cumplir con lo pedido, y posteriormente trazar las bisectrices
para luego analizar, midiendo sobre el dibujo, si la condicién se cumplié o0 no. Es probable que en
un primer momento conjeturen que deben ajustar las longitudes de los lados —haciendo mas gran-
de la longitud del lado adyacente a ambos angulos— para que el angulo que se forma sea mayor,
hasta lograr que sea un recto. Tras un tiempo de exploracién seguramente concluiran que algo “no
funciona”.

Puede ser interesante que el docente proponga a los alumnos la busqueda de argumentos que pue-
dan justificar la no construccion del triangulo, independientemente de los datos que hayan elegido.
Algunos alumnos se pueden apoyar en diferentes dibujos que “muestran” que no se puede realizar
la construccion.
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Para que los alumnos logren elaborar otro tipo de justificaciones, usando por ejemplo comparaciones
de triangulos, el docente puede proponer que analicen los valores de los angulos a partir de una
figura de andlisis.

Se espera que los alumnos puedan apoyarse en la propiedad de la suma de los angulos de un trian-
gulo para producir argumentaciones del estilo de: Si el trigngulo cumpliera lo pedido, la mitad del
angulo A sumado a la mitad del angulo B resultaria igual a un angulo recto. Y entonces A + B = 180°.
Pero eso no es posible para dos angulos de un triangulo.

PROBLEMA 19

Construir un paralelogramo de forma tal que las bisectrices de dos dngulos adya-
centes se corten en un angulo de 100°.

COMENTARIOS

Esta actividad tiene por objeto analizar la propiedad que cumplen las bisectrices de los angulos
adyacentes de un paralelogramo de cortarse formando un angulo recto. Podra proponerse después
de haber trabajado que los angulos adyacentes de un paralelogramo suman 180° y que la suma de
los angulos interiores de un triangulo es igual a 180°.

Aqui, como en la actividad anterior de las bisectrices de los angulos del triangulo, los alumnos podrian
intentar realizar la construccion efectiva con ciertas medidas para los lados del paralelogramo que
ellos consideren de antemano que podrian responder a lo pedido. Si eligen dibujar un rectangulo,
podran concluir facilmente que el &ngulo entre las bisectrices es recto.

La verificacion empirica de la imposibilidad de la construccion, a esta altura del trabajo geométrico,
podria conducirlos a la busqueda de argumentos donde se pongan en juego propiedades para expli-
car por qué no es posible realizar la construccion pedida.

Se espera que los alumnos puedan llegar a producir
argumentaciones tales como:

Los angulos DAB y ABC suman 180° siempre.

Sus “mitades” OAB y ABO suman 90°. Pero entonces
AOB es recto siempre.

Otra posible estrategia de validacion es suponer que las bisectrices forman un angulo de 100°y llegar
a algun tipo de contradiccion.

Para esta u otras de las actividades propuestas en este blogue, la gestion de la actividad podria incluir
solicitar a los alumnos que redacten —solos 0 en parejas— una explicacion de su repuesta. El pasaje
de lo oral a lo escrito en las argumentaciones conlleva la exigencia de una mayor precision al mismo
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tiempo que representa un nivel mayor de dificultad para los estudiantes. Se trata entonces de un
proceso en el cual la claridad y la pertinencia de las explicaciones se iran ajustando a medida que
este tipo de actividades se vaya haciendo mas frecuente en el aula.

Algunas de las argumentaciones producidas pueden ser propuestas a la totalidad de la clase para su
analisis, colocando de este modo a los estudiantes en la posicion de comprender una explicacion pro-
ducida por otro, posicion cognitivamente diferente de aquella de la producciéon de una argumentacion.
De este modo, la exigencia de una mayor precision o la necesidad de transformar posibles ambigieda-
des de un texto sera producto de una discusion colectiva y no quedara en manos exclusivas del docen-
te, colaborando asi a la autonomia de los estudiantes en relacion con su produccion en matematica.

En relacion con la actividad de “leer y comprender la argumentacion dada por otro”, se podria lle-
gar a incluir alguna demostracion de un texto, introduciendo a los alumnos en un tipo de actividad
tipicamente matematica como es la comprensiéon de un argumento ya producido en relacién con la
validacion de una propiedad.
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CapPiTULO 3
UNA TECNICA: LA COMPARACION DE AREAS

o

La propuesta de este capitulo es trabajar la nocién de area como magnitud, com-
parando, sumando y restando areas en forma independiente de las formulas, sin
necesidad de poner unidades de medida ni de convertir las superficies en nime-
ros o cantidades. En este sentido, se trata de un trabajo propio de la geometria.

Si bien la comparacién de areas no figura explicitamente en los programas de
primero y segundo afio —aparece s6lo en relacion con el teorema de Thales (ver
ejemplos 26 y 27 del programa de segundo afio)—, puede resultar sumamente
fértil para tratar algunas cuestiones centrales de estos programas, como son
el trabajo deductivo y el establecimiento de relaciones entre lo algebraico y o
geométrico, ademas de ser un entorno en el cual la nocion de alturas de trian-
gulos y cuadrilateros se hace necesaria.

Muchos textos y docentes apelan a la técnica de comparacion de areas como
recurso para dar interpretaciones de la propiedad distributiva (del producto
con respecto a la suma o la resta), del cuadrado de un binomio y del teorema
de Pitagoras en términos de areas equivalentes. Esta relacion que se establece
entre la multiplicacion de dos nimeros con el drea de un rectangulo también
resulta Util para dar una interpretacion al producto de fracciones (ver, por
ejemplo, el capitulo 4 del texto Matemadtica. Los niumeros racionales. Aportes
para la enseflanza. Nivel Medio, G.C.B.A., Ministerio de Educacién, D.G.P.L.,
direccién de Curricula, 2006) A partir del trabajo con esta técnica es posible dar
un nuevo sentido a formulas ya conocidas para el calculo de areas de figuras.
Trabajaremos en este capitulo como se pueden reencontrar las férmulas para
calcular el area de triangulos, rombos y paralelogramos, considerando conocida
la férmula para calcular el area del rectangulo. Y, en particular, abordaremos
la cuestion de por qué en algunas férmulas no siempre “aparecen” los lados,
sino otros elementos como diagonales y alturas. Uno de los ingredientes prin-
cipales sera una propiedad sencilla: /a diagonal divide a un rectangulo en dos
triangulos iguales.

A modo de aplicacion del tipo de trabajo que se esta desplegando se presenta
como actividad para los alumnos una prueba del teorema de Pitdgoras que no
suele estar presente en los libros de texto.

Otra cuestion que seré analizada en este capitulo es la relacion entre la variacion
del areay la variacion de la longitud de los lados u otros elementos de las figu-
ras. El estudio de esta relacion pondréa la comparacion de areas al servicio de la

comparacion de segmentos. La demostracion del teorema de Thales que se presenta®

en los programas —y que aqui reproducimos— es un ejemplo de este trabajo.
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1. COMPARACION DE LAS AREAS DEL TRIANGULO Y EL RECTANGULO.
LA NOCION DE ALTURA DE UN TRIANGULO

En este apartado se sentaran las bases de la técnica de comparacion de areas. En los problemas
1y 3 se pone en relacion la férmula para calcular el area del triangulo con la del rectangulo. En
particular, en el problema 3 serd necesario identificar las tres alturas de un triangulo para encontrar
tres rectangulos de area doble que la del triangulo.

A partir de estas tres actividades sera posible abordar la validacién de la siguiente afirmacion: trian-
gulos de igual base e igual altura tienen igual area.

PRrROBLEMA 1

a) Sin medir, comparar el area gris con el drea blanca del rectangulo.

b) Se presentan pares de rectingulos iguales con una regién sombreada en cada
uno. En cada caso hay que comparar las dreas de los dos tridngulos sombreados.

i)

ii)

iii)

COMENTARIOS

Para resolver la actividad es necesario poner en juego que el area del triangulo es la mitad de la del
rectangulo. Esto puede verse como una consecuencia del hecho de que una diagonal de un rectan-
gulo lo divide en dos triangulos iguales, la propiedad es un conocimiento que los alumnos suelen
tener disponible.
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Por ejemplo, para la consigna a) se puede dividir al rectan-
gulo con un segmento AB paralelo a los lados por uno de
los vértices del triangulo, de modo que el rectangulo original
queda dividido en dos rectangulos, y el area del triangulo
sombreado se puede pensar como la suma de las “mitades”
de cada uno de esos rectangulos, para concluir que el area
sombreada es igual al area blanca:

Como el segmento AB no aparece en el enunciado de la actividad, puede ser necesaria una inter-
vencién docente que proponga su consideracion.

Para resolver la consigna h), los alumnos tendrén que reinterpretar el resultado de a) en términos de
que el area del triangulo sombreado es la mitad del area del rectangulo. Para los cuatro triangulos
que aparecen en i) y ii), esta apreciacion sera suficiente para concluir que todos los triangulos tienen
la misma éarea.

Para iii) habra que observar que el triangulo de la derecha es “mas chico” porque es la “mitad” de un
rectangulo més chico, o también porque si trazamos el segmento CD queda determinado un triangulo
que lo contiene y cuya area es la mitad de la del rectangulo:

D

Hasta aqui hemos analizado un trabajo posible, que no requiere el conocimiento de las férmulas
para el calculo de areas. Sin embargo, al ser estas férmulas muy conocidas por los chicos, es posible
que algunos alumnos comparen las longitudes de las bases y las alturas de los dos triangulos. En
el caso i) es facil ver que son las mismas. En el caso ii) encontrarian que la altura y la base estan
“cambiadas” y, apoyandose en la formula, pueden llegar a afirmar que “el area da igual porque el
orden de los factores no altera el producto”. Para iii), el apoyo en las férmulas puede resultar mas
complicado que la comparacion de las areas.

Es probable que algunos alumnos midan sobre el dibujo, y den valores numéricos a base y altura.
Sera necesario reflexionar con ellos que —en los casos i) y ii)— se trata de segmentos de igual longi-
tud, independientemente del nimero que hayan obtenido al medir.

Usar la formula y comparar mitades de rectangulos son dos maneras distintas de responder a la
pregunta de la actividad. Poner en relacidon ambas estrategias en el espacio colectivo de la clase
permitiria al docente analizar con los alumnos que la formula para calcular el area del triangulo
refleja justamente que es la mitad del area de un rectangulo de igual base e igual altura:

1
2

b.h

Area del tridngulo = - Area del rectangulo = % (b.h)==—"—

Algunos alumnos pueden sorprenderse, pues aun sabiendo calcular el drea de un triangulo mediante la

formula u, nunca antes habifan relacionado que “dividir b - h por 2” fuera lo mismo que “la mitad

deb-h"
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Es decir, a partir de esta actividad se podra concluir que el area de un triangulo es la mitad de la de
un rectangulo de igual base y altura que el triangulo —al menos para triangulos que estan “metidos”
en el rectangulo, como los que aparecieron aqui—. En el problema 3 se trabajaré que para cualquier
triangulo es posible encontrar un rectangulo de igual base e igual altura, y por lo tanto de area doble.
Seria interesante reflexionar en la clase acerca de cémo la férmula involucra medidas y ndmeros,
mientras que el otro tipo de analisis no necesita unidades de medida ni convertir la superficie en
namero o en cantidad.

A partir de aqui se puede invitar a los alumnos a que jueguen a no usar la formula y establecer un
ida y vuelta entre “lo que dice la formula” y “lo que dicen las figuras”.

PROBLEMA 2

En esta actividad se avanza sobre la apropiacion de la técnica de comparar areas.
Las figuras de referencia siguen siendo el rectdngulo y el tridngulo, pero el drea
de las figuras sombreadas no siempre es la mitad del area del rectangulo. En
cada caso, habra que decidir qué lineas auxiliares conviene trazar para poder
comparar las dreas.

a) Se presentan cuatro rectangulos ABCD. Comparar en cada caso el area del
rectangulo con el drea de la figura sombreada.

i) D

C i) D C

i)

O

Q

b) Determinar de cuatro maneras distintas una regiéon que tenga como area la
cuarta parte del rectangulo.

COMENTARIOS

En i) los alumnos podrian dividir el primer rectangulo en dos rectangulos trazando un segmento ver-
tical o uno horizontal, para luego apoyarse en las estrategias desplegadas en el problema 1. También
podrian trazar un segmento vertical y otro horizontal por el vértice que comparten los dos triangulos
sombreados, para lograr cuatro rectangulos y usar el razonamiento anterior en cada uno de ellos.
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Estrategias analogas pueden usarse para las figuras ii) y iii), pero en estos casos para concluir que las
areas de los dos triangulos representan un cuarto del area del rectangulo. En particular, el docente
podré resaltar el hecho de que los dos triangulos son distintos, pero que sin embargo tienen la misma
area. En este caso, porque la base del triangulo en iii) es el doble de la altura del triangulo en ii), y
su altura es la mitad. Esta cuestion sera retomada en el quinto apartado, que tiene como obijetivo
analizar cémo varia el area de una figura cuando sus lados y/o alturas se duplican, triplican, etc.

D N C

La figura sombreada en iv) puede resultar mas compleja para
algunos alumnos, si intentan considerar triangulos con base R
horizontal: ni la recta horizontal que pasa por R, ni la que pasa
por S permiten dividir el area sombreada en dos triangulos.

Una intervencion docente posible es proponer un trabajo con A
los dos triangulos NRQ y NSQ, ambos con base “vertical”.

En el problema 1 se concluyd que el area de un triangulo es igual a la mitad del drea de un rectangulo
de igual base y altura, pero se trabajé con triangulos ya dados dentro de rectangulos. Nos ocuparemos
ahora de cualquier triangulo. De alguna manera, la tarea por realizar es la inversa a la del problema 1:
ahora el dato es el triangulo y hay que encontrar rectangulos que tengan el doble de area que él.

En particular, la actividad demandara el trazado de las tres alturas de un triangulo. Primero se trabaja
con un triangulo acutangulo, que permite partir del problema 1 para argumentar, y en un segundo
momento se propone un triangulo obtusangulo.

La consigna inicial para los alumnos podria ser la siguiente:

PROBLEMA 3

a) Dibujar un rectangulo que tenga el doble del area del triangulo siguiente:

b) Dibujar otro rectingulo que también tenga el doble del drea del mismo
triangulo.

COMENTARIOS

Se trata de dibujar rectangulos que compartan un lado con el triangulo, de manera analoga al proble-
ma 1. Esto no se indica en el enunciado y posiblemente necesite de una explicitacion del docente y
una “negociacion” con los alumnos que permita precisar 1o que se busca. Incluir estas aclaraciones
en el enunciado escrito podria empafiar la comprension de la consigna méas que contribuir a ella.
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La intencion es llegar a construir tres rectangulos distintos —cuyas areas sean iguales al doble del
area del triangulo—, cada uno de los cuales comparta un lado con un lado diferente del triangulo:

Después de las actividades anteriores, los alumnos seguramente estén en condiciones de dibujar
alguno de los tres rectangulos solicitados. Para favorecer una variedad de respuestas se dibujé al
triangulo de modo que ninguno de sus lados sea horizontal ni vertical. Finalmente, cada alumno
habra dibujado dos rectangulos distintos y se espera que en el espacio colectivo aparezcan los tres
rectangulos. Si no fuera el caso, el docente siempre puede introducir “el tercer” rectangulo.

Se obtienen asi tres rectangulos distintos, con lados distintos, pero de igual area (por eso es importante
elegir un triangulo escaleno). Algunos alumnos pueden recurrir a la medicion y constatar que ni las
bases ni las alturas de los tres rectangulos miden igual pero que las tres cuentas de “base por altura”
dan valores muy préximos. Considerando los errores de medicion llegarian —por medio de la cuenta— a
concluir que las tres areas son iguales. Es una oportunidad para reflexionar en el aula que ese resultado
se podria haber anticipado, ya que cada rectangulo tiene el doble del area del triangulo.

Otra reflexion interesante para llevar a cabo con los alumnos estéd relacionada con la nocién de
“base de un triangulo”: como la posicion de la figura en la hoja no es una propiedad de la misma,
cualquier lado de un triangulo puede ser considerado como base.

Recién después de haber trabajado sobre las consignas a) y b) del problema 3, y discutido en la
clase sobre ambas, se propone encarar el estudio de otros triangulos.

PROBLEMA 4

Dibujar tres rectangulos que compartan
un lado con el siguiente tridngulo y tengan
el doble de su area:

COMENTARIOS

En el enunciado se han incluido méas precisiones a la consigna, teniendo en cuenta el trabajo rea-
lizado en el problema 3. De todas formas, quizas sea necesario aclarar que cada rectangulo debe
compartir un lado diferente con el triangulo.
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La construccion del rectangulo que comparte el lado BC con el triangulo no deberia traer mayores
dificultades a los alumnos. Pero los otros dos rectangulos no serédn una tarea sencilla porque el
triangulo ahora no queda “dentro” de los rectangulos.

Por ejemplo, al considerar como lado compartido el AC, podria ser que algunos alumnos declararan
la imposibilidad de lograr un rectangulo como el que se pide, considerando de manera implicita que
éste debe contener totalmente al triangulo, tal como ocurrid hasta ahora. Otros alumnos, intentando
controlar esto Ultimo, podrian dibujar un rectangulo como el de la figura, sin tener en cuenta que
ahora el area es mayor que el doble del triangulo:

En estos casos puede ser necesario que el docente informe que el rectangulo buscado no tiene
por qué contener al triangulo, o aclarar que el lado compartido del rectangulo debe tener la misma
longitud que el del triangulo.

Otra dificultad podria estar asociada al trazado de la altura correspondiente al lado AC. En ese caso
sera necesario dedicarle un espacio en la clase a la nocion de altura de un triangulo, y a su trazado
para triangulos obtusangulos. Deberia quedar claro que efectivamente un triangulo tiene tres altu-
ras, una correspondiente a cada lado.

Una vez que hayan logrado trazar la altura correspondiente al lado AC es probable que respondan
a lo pedido con el siguiente dibujo:

A

Queda por discutir por qué este rectangulo tiene el doble del area que el triangulo. Algunos chicos se
apoyaran en la formula, que consideran legitimamente valida para cualquier triangulo. El docente,
aceptando esto, puede igualmente abrir el juego a proponer una validacion “sin formula”.

Segln el éxito que tengan los alumnos en esta tarea, el docente podréa optar por presentar él mismo
una validacion, que a esta altura los alumnos ya estaran en condiciones de entender. El “error” que
pudieran haber cometido al encontrar un rectangulo que contiene totalmente al triangulo es un buen
punto de partida:
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P

Para empezar, esta claro que el rectangulo PBNC tiene mas del doble del area del triangulo ABC,
porque es el doble de un triangulo mas grande, el PBC. Hay entonces tres triangulos involucrados,
de forma que:

Area de PBC = 4rea de ABC + area de PBA

Entonces, dos veces el triangulo ABC junto con dos veces el triangulo PBA equivalen a dos veces
el triangulo PBC:

2 x area de PBC = 2 x area de ABC + 2 x area de PBA

Si consideramos los dos triangulos rectangulos PBC y PBA, podemos utilizar los resultados del
problema 1 y obtener que:

Area del rectangulo PBNC = 2 x 4rea de ABC + 4rea del rectangulo PBMA
Pero si al rectangulo PBNC le sacamos el rectangulo PBMA, la figura que queda es el rectangulo
AMNC, y entonces, usando la igualdad anterior, resulta que el rectangulo AMNC tiene el doble del
area del triangulo ABC.

De manera analoga se puede argumentar para la construccion del rectangulo con un lado igual a AB.

El trabajo realizado en los problemas 3 y 4 en torno a los rectangulos “asociados” a un triangulo se
puede ampliar proponiendo las siguientes preguntas adicionales:

a) ;Como tiene que ser un triangulo para que los tres rectangulos sean distintos?
b) ;Para cudéles triangulos los tres rectangulos son iguales?
c) ;En qué casos hay dos rectangulos iguales y uno distinto?

Resultara rico discutir qué pasa con las alturas de los triangulos en cada uno de los casos a), b) y ¢).14

Para que los tres rectangulos sean distintos es necesario que el triangulo sea por 1o menos esca-
leno, porque si dos lados son iguales, los rectangulos que comparten esos lados con el triangulo

14 Un trabajo en un entorno informatico, con un programa de geometria dinamica, puede ayudar en la exploracion de las
condiciones.
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también seran iguales, y también lo seran las alturas correspondientes. Sin embargo, hay triangulos
escalenos que “producen” solamente dos rectangulos distintos.

En particular, en un triangulo equilatero los tres rectangulos coincidiran, y las tres
alturas del triangulo seran iguales en longitud.

Y en un tridngulo isésceles que no sea equilatero coincidiran /\
dos de los rectangulos y habra dos alturas iguales.

Por otro lado, si el triangulo tiene un angulo recto, dos de los rectangulos
coinciden —a pesar de que puede tratarse de un triangulo escaleno— porque
la altura correspondiente a un cateto es el otro cateto.

Como cierre de este apartado se puede proponer a los alumnos comparar las areas de dos triangulos
como los de la figura siguiente, donde se sabe que la recta punteada es paralela al lado comun de
los dos triangulos:

Como los dos triangulos comparten un lado, seria de esperar que los alumnos pudieran construir un
rectangulo de igual base y altura que ambos triangulos. Entonces se puede concluir que los dos trian-
gulos tienen la misma area apelando a que los dos son la mitad de un mismo rectangulo. Luego, el
docente podra escribir esta conclusion en general y acompafarla de una figura con mas triangulos:

Si dos triangulos tienen la misma base y la misma altura,
entonces tienen la misma drea

Algunos alumnos pueden decir que eso ya lo sabian, porque sale de la férmula. Si bien esto es cierto
y el docente puede reafirmarlo, es importante que al mismo tiempo resalte que ahora llegaron por
un camino distinto que no necesita la férmula, y que disponer de caminos alternativos les permite
elegir el mas conveniente a la hora de resolver un problema.
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2. MAS ACTIVIDADES PARA AFIANZAR LA TECNICA DE COMPARACION DE AREAS.
EL RECTANGULO DE EUCLIDES

Este apartado presenta actividades que permiten afianzar y profundizar la técnica de comparacion
de areas presentada en el primer apartado.

En los problemas 5 y 6, para comparar las areas de dos figuras se hace necesario restar o sumar un
area comun; el problema 6, en particular, sera uno de los pilares de la demostracion del teorema
de Thales que se presenta en el cuarto apartado.

En el problema 7, las areas por comparar varian segun déonde se ubique un punto. EIl problema 8,
ademas de proponer nuevas situaciones de comparacion de areas, introduce la propiedad del rec-
tangulo de Euclides, que sera de utilidad para hacer otras comparaciones, como en los problemas
9, 11 y 13. Los problemas 11, 12 y 13 se presentan para profundizar y perfeccionar las técnicas
y los conocimientos producidos. La propuesta es que no se presenten en la clase inmediatamente
después de los anteriores; ya que retomarlos en otro momento permitiria un segundo encuentro con
esta problemética, ampliando asi el sentido que los alumnos hayan podido elaborar.

PROBLEMA B

Sabiendo que AB // CD, comparar
las dreas de los tridangulos AOD y BOC.

COMENTARIOS

Para poder aprovechar los conocimientos elaborados en el cierre del problema 3, es necesario con-
siderar algo mas que los dos triangulos por comparar.

Se podrian considerar los triangulos ABC y ABD que tienen igual érea —por tener igual base e igual altura—,
y quitar a ambos un area comun (la del triangulo AOB), para concluir que el triangulo AOD tiene igual area
que el BOC.

También se pueden considerar los triangulos DCA y DCB, y quitarles el area del DOC.

PROBLEMA 6 A

ABC es un tridngulo, y la recta que pasa por D
los puntos D y E es paralela al lado AB.

Comparar las areas de los triangulos AEC y BDC. ‘
B

m
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COMENTARIOS

Esta actividad sera uno de los pilares de la demostracion del teorema de Thales que desarrollamos en el
cuarto apartado de este capitulo. La incluimos aqui porque pone en juego las ideas del problema 5.

Una estrategia posible es considerar el area del triangulo en comun EDC. Los triangulos AED y BDE tie-
nen la misma base ED, y la altura correspondiente también es igual porque el segmento DE es paralelo a
AB. Entonces, tienen la misma area. Si a cada uno de los dos les agregamos el triangulo EDC obtenemos
que:

area de AEC = area de BDC

Otra estrategia posible: los triangulos ABD y ABE tienen la misma base AB, y la altura correspondiente
también es igual porque el segmento DE es paralelo a AB. Entonces, tienen la misma area. Si al triangulo
ABC le quitamos el ABD, queda el triangulo BDC, y si le quitamos el ABE, queda el triangulo AEC. Luego,
las areas de AEC y BDC son iguales.

Una tercera estrategia podria ser considerar el cuadrilatero comin ODCE y, como los triangulos AOD y BOE
resultan ser de igual area segun lo establecido en el problema 5, se obtiene la igualdad de las areas de los
dos triangulos AEC y BDC.

Los problemas que hemos discutido hasta aqui dan lugar al despliegue de diferentes estrategias de solu-
cién. La discusion —gestionada por el docente en la clase— en torno a las distintas producciones puede
generar un espacio fértil de trabajo matemético.

La posibilidad de que aparezcan en el aula diferentes estrategias —todas validas— para resolver un proble-
ma enriquece la percepcion que cada alumno va construyendo sobre la mateméatica y fundamentalmente
sobre el lugar que ellos mismos se asignan como posibles productores de matematica en la clase.

PROBLEMA 7

Consideremos el cuadrado ABCD y un punto P interior al mismo. Al unir P con
los vértices A, B, C y D quedan determinados cuatro tridngulos. Segin dénde se
ubique el punto P, se cumpliran o no ciertas condiciones sobre estos tridngulos.

D C

A B

Analizar dénde habra que ubicar el punto P dentro del cuadrado para lograr que:

a) el drea del tridngulo APB sea mayor que el area del tridngulo DPC;

b) la suma de las dreas de ABP y CDP sea mayor que la suma de las areas de los
otros dos triangulos.
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COMENTARIOS

Lo nuevo de esta actividad es que el punto P no esta fijo y los alumnos tienen que decidir donde ubi-
carlo para que se cumplan ciertas condiciones.

Es probable que los alumnos respondan a la consigna a) ubicando el punto P “mas arriba”. Si se pide una
justificacion de la repuesta dada, esta podra apoyarse en el hecho de que ambos tridngulos tienen igual
base y una altura mayor que otra. Se puede avanzar solicitando todos los posibles lugares donde ubicar P.
Esta pregunta les permitira identificar la recta correspondiente a la mediatriz del lado AD —que es también
mediatriz del lado CB-y concluir que el punto P puede ser cualquiera por encima de esa recta.

La consigna b) tiene una repuesta negativa: nunca se podra ubicar el punto P de modo de satisfacer
la condicion pedida. Es probable que los alumnos comiencen ensayando distintas ubicaciones para el
punto P, intentando buscar lo que se pide. Se espera que de estos ensayos lleguen a formular lo que
enuncidbamos antes. Con una posible intervencion del docente sera necesario entender esta afirma-
cién como una conjetura por justificar.

Hay varias estrategias posibles para hacer esto por medio de la técnica de comparacion de areas:
D) C

e una estrategia consiste en partir el cuadrado en dos rectangulos e
identificar que cada uno de los triangulos ABP y CDP es la mitad p
del rectangulo respectivo. Con lo cual se tiene que la suma de sus
areas sera la mitad del area del cuadrado. Y esto ocurre con cual-
quier ubicacion del punto P.

A B
e Qtra estrategia posible es trazar por P paralelas a los lados del cuadrado D :
de modo que queden cuatro rectangulos. Si los alumnos identifican que p!
cada rectangulo queda partido en dos triangulos iguales, podran concluir |~ ~ v
que la suma de las areas de los triangulos ABP y CDP es siempre igual a !
la suma de las areas de los otros dos triangulos, independientemente de :
dénde se ubique al punto P. A B

También puede darse una justificacion de la respuesta negativa apelando a las férmulas de area. Si
llamamos L al lado del cuadrado, se obtiene con un poco de trabajo algebraico que:

1

2
Area de ABP + 4rea de CDP = L2— =5 area de ABCD.

EL RECTANGULO DE EUCLIDES

Las tres actividades siguientes ponen en juego una relacion entre las areas de los dos rectangulos
que quedan determinados en torno a la diagonal de otro dado.

El problema 8 permite la identificacion y justificacion de la propiedad. Los problemas 9 y 10 requie-
ren poner en juego esta propiedad para responder a lo pedido.
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PROBLEMA 8

ABCD es un rectangulo, se considera un punto P sobre la diagonal AC. Se traza
por D, EF paralela al lado AB y GH paralela a lado BC.

D F C

G H
P

A E B

¢Donde hay que ubicar el punto P para que el drea del rectangulo DGPF sea mayor
que el area del rectangulo PEBH?

COMENTARIOS

Después de todos los problemas anteriores, es probable que muchos alumnos encaren éste via la
técnica de comparacion de areas. Y que lleguen a establecer como conjetura que las areas de los rec-
tangulos PEBH y DGPF son siempre iguales, cualquiera sea la ubicacion del punto P.

La validacion de esta propiedad se apoya en el hecho de que cada diagonal de un rectangulo lo divide
en dos triangulos iguales.

Partiendo de las igualdades de triangulos ABC = ADC, AEP = AGP y PHC = PFC resulta:

Area de EBHP = 4rea de ABC — 4rea de AEP — 4rea de PHC
= area de ADC - area de AGP — area de PFC
= area de GPFD.

Segln cual sea la experiencia acumulada en los problemas anteriores, los alumnos pueden necesitar
apoyo docente 0 no para completar este razonamiento.

Algiin alumno podria todavia encarar el problema midiendo sobre el dibujo dado, y llegaria de este modo
a dos valores aproximados para las dos areas. Es de esperar que los modos de producir de la clase, que
se han ido enriqueciendo en toda la secuencia de trabajo, permitan una discusion sobre los limites de la
utilizacion de la “medicién sobre el papel” como una técnica para la justificacion de la repuesta.

Sera diferente la situacion si el problema se presentara mucho antes, al comienzo del trabajo en geo-
metria. Analizaremos esta posibilidad en el capitulo 4.

Del trabajo con el problema se concluye la siguiente propiedad, que llamaremos propiedad de los
complementos:
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Para cualquier rectangulo y cualquier punto sobre su diagonal quedan determinados dos rectangulos
de igual area.

Una consecuencia de esta propiedad, que seré util en el problema 9, es que los siguientes dos rectan-
gulos, resultantes de agregar la misma area a los dos complementos, tienen igual area:

La “propiedad de los complementos” también es valida para paralelogramos y se puede justificar con
un razonamiento analogo:

Si P es un punto cualquiera de una diagonal de un paralelogramo, y trazamos por P segmentos para-
lelos a los lados del paralelogramo, entonces los dos paralelogramos que quedan determinados a los
lados de la diagonal —sombreados en la figura— tienen la misma area.

También los problemas 9 y 10 pueden ser reformulados en términos de paralelogramos, en lugar de
rectangulos.

PROBLEMA 9

Las figuras siguientes son rectangulos en los cuales se han trazado diversos seg-
mentos. Se pide comparar en cada caso las dos dreas sombreadas.

La consigna escrita debe completarse oralmente, afirmando que los diferentes seg-
mentos que se ven como horizontales y verticales lo son efectivamente.
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COMENTARIOS

Una de las estrategias posibles es utilizar las propiedades que identificaron en el problema 8. También
se pueden comparar las areas directamente, como hasta ahora, encontrando triangulos o rectangulos
de areas iguales.

ProBLEMA 10

Construir un rectangulo de igual area que el rectingulo ABCD vy cuya base sea
igual al segmento MN.

D C

COMENTARIOS

Se trata de que los alumnos realicen la construccion sin recurrir a la medicion sobre el papel. El pro-
blema 8 sera un punto de apoyo privilegiado para hacer esta construccion. Puede ser necesario que
el docente recuerde o la propiedad de los complementos o su consecuencia. Si consideramos esta
segunda opcion, la referencia para los alumnos estaria dada por la igualdad de las areas de los dos
rectangulos siguientes:

Puede ayudar que el docente repita estos dibujos en el pizarrén y proponga a los alumnos considerar el
rectangulo dato como el rectangulo de la izquierda y el rectangulo por construir como el de la derecha.
De este ultimo se conoce un lado.

Aqui mostramos una posible construccion:

a) Ubicamos el segmento que serd nueva base sobre la
base del rectangulo dado y trazamos dos semirrectas
perpendiculares a los lados del rectangulo hasta com-
pletar el rectangulo mas grande.

b) Trazamos una diagonal del rectangulo grande.
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c) Trazamos una paralela a la base por el punto de inter-
seccion de la diagonal con un lado del rectangulo dato.
Esto permite encontrar la altura del rectangulo por

construir.

d) El rectangulo que quedo determinado tiene igual area
que el rectangulo original y base igual al segmento
dado.

Las tres Ultimas actividades de este bloque permiten retrabajar y perfeccionar la técnica de compara-
cion de areas como magnitudes. Se propone trabajar con ellas después de las actividades del tercer
apartado o més adelante aun.

PROBLEMA 11 D C

Comparar las dos dreas sombreadas.
ABCD es un rectangulo; EF y GH G H
pertenecen a las mediatrices de los lados.

COMENTARIOS

Para resolver esta situacion los alumnos podran usar diferentes estrategias. Algunos alumnos ven
el triangulo sombreado partido en tres triangulos y buscan armar el rectangulo sombreado con esos
“pedacitos”.

Otra posibilidad consiste en trasladar el tridangulo sombreado de la derecha (T1) al hueco de abajo a la
izquierda (T2), tal como se muestra en la figura. El triangulo sombreado originalmente se transforma
asi en un triangulo de igual area, que resulta ser la mitad de un rectangulo, técnica que se uso en el
problema 4.

\’4

Finalmente, algunos alumnos podran considerar que el triangulo sombreado tiene igual area que el
rectangulo de la derecha reflexionando sobre las formulas de las figuras: en el triangulo esMy
en el rectangulo b A %h. 2
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PROBLEMA 12

En la siguiente figura, ABCD es un paralelogramo
y ABEF es un rectangulo. Los puntos

D, C, Ey F estan alineados. G es la
interseccion de BC con AF. GH
es paralela a AB. Comparar el
area del triangulo AGD con el
area del trapecio GFHB. @~ ~Z2 7 _ _ _______

COMENTARIOS

En este problema —igual que en el anterior— se trata de comparar areas de figuras de distinto tipo. Hay
muchas maneras de pensar esta comparacion.

Una posible es la siguiente: el area del rectangulo ABEF vy el area del paralelogramo ABCD son iguales
porque tienen igual base y altura. Esta estrategia apela a las féormulas.

Otra posibilidad sera que los alumnos utilicen la comparacion de areas; en ese caso podrian prolongar
GH hasta cortar a AD en un punto J. Quedan dibujados cuatro triangulos:

e |os triangulos FHG y DGJ tendran igual area sin ser iguales “porque tienen igual base y altura”.
e |os restantes GJA y GHB son iguales, por lo tanto tienen igual area.

PROBLEMA 13

a) En la siguiente figura, ABCD es un rectangulo. E es un punto de la diagonal
AC. Por E se traza PQ, paralelo a DC y RS paralelo a AD. PS y AE se cortan
en O. Comparar el area del cuadrilatero POED vy del cuadrilatero ABQE.

D R C
E
p Q
0
A B
S

b) En la siguiente figura, ABCD es un rectangulo, G es un punto de la diagonal DB.
Por G se ha trazado la perpendicular a DC, que cortaa ABenMyaDCenL;y
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por G se ha trazado la perpendicular a AD, que la cortaen Fya BCen J. Hees
la interseccion de GB y MJ. Comparar las areas de los cuadrilateros GHJL y

GHME.
A M B
H
Fi J
G
D L C

COMENTARIOS
En ambos casos, para estudiar las areas por comparar se podra recurrir a las propiedades siguientes:

* |aigualdad de areas de los complementos del rectangulo de Euclides, formulada en el problema 8.
e |a igualdad de las areas de los cuatro triangulos que se obtienen al trazar las diagonales de un
rectangulo.

En la figura de la consigna a), el area del cuadrilatero ABQE es el doble del area del cuadrilatero POED.
En la consigna b), las dos areas sombreadas resultan iguales.

EL TEOREMA DE PITAGORAS

Este teorema ha sido demostrado de maneras muy diversas a lo largo de la historia. La técnica de
comparacion de areas que se estuvo trabajando en estos dos blogues permite la elaboracion de una
de ellas. En la siguiente actividad se propone una organizacion para la prueba en tres etapas, que deja
espacio para el trabajo autbnomo de los alumnos.

Probablemente los alumnos tengan ya conocimiento del enunciado del teorema, aunque en muchos
casos su sentido puede estar ligado a relaciones entre longitudes —el cuadrado es interpretado mas
como operacién aritmética sobre la longitud del lado que como area del cuadrado construido con ese
lado—. Para comenzar con esta actividad es necesario formular el teorema en término de areas:

En todo triangulo rectangulo, la suma de las areas de los cuadrados que se apoyan en los catetos es
igual al area del cuadrado que se apoya sobre la hipotenusa.

La validacion de este enunciado se organiza presentando a los alumnos un problema como el siguiente:
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PROBLEMA 14

Se presenta el siguiente dibujo:

a) Probar que los tridngulos ASC y BCM son iguales.

b) Probar que el drea del cuadrado ACMN es igual al area del rectangulo PQSC.

¢) Usando las demostraciones de los dos puntos anteriores, demostrar el Teorema
de Pitagoras.

COMENTARIOS
La consigna a) pone en juego los criterios de igualdad de triangulos.

Para la consigna b) se necesita comparar areas de triangulos y rectangulos, como se aprendi6 en este
capitulo.

Para la consigna ¢) los alumnos deben considerar el cuadrado sobre el otro cateto y realizar un trabajo
analogo a lo hecho en las consignas a) y b).

3. LAS FORMULAS PARA CALCULAR EL AREA DEL ROMBO Y EL PARALELOGRAMO.
VARIACION DEL AREA DE UN TRIANGULO EN FUNCION DE LOS DATOS

La finalidad del problema 15 presentado en este apartado es la reconstruccion de las formulas
para calcular el area de un paralelogramo y de un rombo, suponiendo conocida la formula para el
rectangulo.

En particular, se propone analizar que para estas dos figuras, la formula del drea no puede depender
solamente de los lados, como si ocurre en el caso del rectangulo, ya que hay infinitos rombos y para-
lelogramos con lados de la misma longitud y de areas distintas.

El problema 16 tiene como objetivo analizar que dos triangulos de igual altura tienen areas proporcio-
nales a las bases, y que dos triangulos de igual base tienen areas proporcionales a las alturas.
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PrROBLEMA 15

a) Dibujar un rectangulo que tenga la misma area que el siguiente paralelogramo:

b) Dibujar un rectingulo con la misma drea que el siguiente rombo:

) Justificar las férmulas para calcular el drea de un paralelogramo y de un
rombo.

COMENTARIOS

Con esta actividad se intenta recuperar lo aprendido en la escuela primaria. La consigna a) apunta a
justificar por qué el drea de un paralelogramo se calcula con la férmula base por altura, suponiendo
conocida la formula para el area de un rectangulo. Se espera que los alumnos encuentren un rectangu-
lo de igual base y altura que el paralelogramo. Si dibujan ambos superpuestos, se espera que puedan
comparar las areas de los dos triangulos que se determinan:

A partir de estas primeras exploraciones con paralelogramos y rectangulos, el docente podria preguntar
si todos los paralelogramos con la misma base y la misma altura tendran la misma area. Es probable
que muchos alumnos piensen que se trata del mismo tipo de dibujo y argumenten que siempre los
triangulos de los extremos son iguales. El docente entonces puede presentar esta situacion:

G.C.B.A.

y explicar como hacer la comparacién en este caso:



G.C.B.A.

APORTES PARA LA ENSENANZA « NIVEL MEDIO / Matemitica. Geometria

e ¢l triangulo rayado es comun al rectangulo y al paralelogramo,
e para comparar lo que queda de ambas figuras se les agrega el triangulo punteado,
e se obtienen de esta manera dos triangulos iguales.

Se llega entonces a la conclusion de que todos los paralelogramos con igual base y altura (entre ellos
el rectangulo) tienen la misma area.

Faltaria estudiar qué relacion hay entre las areas de dos paralelogramos que tienen sus lados respec-
tivamente iguales. Los alumnos podrian construir paralelogramos con las mismas longitudes para los
dos lados, pero con alturas diferentes y por lo tanto con distinta area. Se podra concluir entonces que
la férmula no puede depender Unicamente de los lados.

Una estrategia posible para resolver la consigna b) es dividir en dos rectangulos iguales al rectangulo de
base D igual a la diagonal mayor del rombo y de altura d igual a la diagonal menor del rombo:

Esta construccion servird para que los alumnos justifiquen la férmula del area del rombo como la mitad
del area del rectangulo: D x d / 2. Acé se podria repetir el cuestionamiento que se hizo para el paralelo-
gramo acerca del area de rombos de lados iguales, y los alumnos podran argumentar del mismo modo
que con el paralelogramo: la longitud del lado del rombo no determina un Unico rombo porque puede
variar el angulo que forman los lados y, en consecuencia, las diagonales. Y los distintos rombos que se
pueden construir con la misma longitud del lado tendréan todos areas distintas.
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PrROBLEMA 16 B

a) Dado el tridngulo ABC, encontrar un punto P
perteneciente a la recta que contiene al lado AB
de manera tal que el area de APC sea la mitad
del drea del ABC.

b) Dado el tridngulo ABC, encontrar un punto Q
perteneciente a la recta que contiene al lado AB
de manera tal que el drea de AQC sea el triple
del drea del ABC.

COMENTARIOS

Esta actividad tiene por objetivo estudiar la variacion del area de un triangulo en funcién de la base o
de la altura: si la altura es constante, el drea es directamente proporcional a la base, y si la base es
constante, el drea es proporcional a la altura.

En la consigna a), el hecho de ubicar P en el lado AB podria llevar a los alumnos a considerar este lado como
“base” y poner en juego la relacion entre la variacion de la base de un triangulo, la altura y su éarea.

Una estrategia posible serfa reducir la base a la mitad dejando la misma altura, apelando a lo que se habia
concluido en el problema 4: triangulos de igual base e igual altura tienen igual area. Si P es el punto medio
de AB, los triangulos APC y BPC tienen igual base y altura, sus areas son iguales y, en consecuencia,
ambas son iguales a la mitad del area del triangulo ABC.

Otra estrategia podria ser trazar la altura correspondiente al lado AC y marcar su punto medio Q. Si por Q se
traza una paralela a AC, se obtiene un punto P sobre el lado AB que cumple con lo pedido: el triangulo APC
tiene area igual a la mitad de ABC porque comparten la base AC y la altura del APC es la mitad del ABC.

C

Las dos estrategias anteriores podrian ser producidas por los alumnos en la clase y, si eso ocurrie-
ra, un nuevo asunto por discutir es si ambos procedimientos llevan al mismo punto P. Es probable
que los estudiantes contesten afirmativamente sin tener argumentos para validar esta respuesta.
Una intervencién docente podria colaborar en la identificacion de lo que se esta afirmando: “Si
trazamos por el punto medio de la altura correspondiente a un lado una paralela a ese lado, esta recta
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cortaréd a otro lado en su punto medio”. Desde nuestro punto de vista, valoramos muy positivamente la
actividad de formulacion de una propiedad nueva, establecida como conjetura a partir de haber puesto
en relacion distintas producciones en torno a un problema. En este caso, probar que esto es efectiva-
mente asi necesita de nuevas propiedades, como el teorema de Thales. Es por esto que el docente la
podra “guardar” hasta que estos conocimientos estén disponibles.

En la consigna h) hay dos posibilidades para ubicar el punto Q, ambas exteriores al segmento AB, de
forma que la longitud de AQ sea el triple de la longitud de AB. Es muy probable que los alumnos se
den cuenta de que el punto Q no puede estar dentro del segmento AB y que hay que ubicarlo sobre la
recta que lo contiene, pero “afuera”.

Transportando la longitud de AB tres veces sobre la recta se puede ubicar un posible punto Q. El
docente podria preguntar si hay méas de una posibilidad. Quizas no presente dificultades reconocer
que hay dos posibilidades para ubicar el punto Q, aungue puede ocurrir que algunos alumnos ubiquen
erroneamente el punto Q' como consecuencia de transportar la longitud de AB a partir del punto B.

Como estan formados por tres triangulos de igual base y altura que el ABC, los triangulos AQC y AQ'C
tienen el triple de area que el ABC.

En la consigna b) en el Programa de Matematica, de segundo afio citado anteriormente, ejemplo 27 se
presenta un problema similar, con un enunciado diferente:

PRQ es un triangulo. Hay que determinar un

punto O que pertenezca a la recta que contiene Q
al lado PQ de manera que el area del trian-

gulo PRQ sea 1/5 del drea del triangulo PRO. P

Se puede usar solamente regla no graduada y

compas. Hay que construir el triangulo PRO y

Justificar la construccion.

Como conclusion del trabajo en torno al problema 16 se puede escribir:
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Si dos triangulos tienen igual altura, y la base de uno es la mitad de la base del otro, su drea también
sera la mitad. Y si la base es el triple, el drea también sera el triple.

Con el fin de generalizar esta propiedad, pero sin pretender un analisis riguroso, el docente puede
preguntar qué pasaria con otros nimeros, para concluir que si se cambia la longitud de la base de un
triangulo manteniendo su altura, el area del triangulo cambia en la misma proporcion que la base:

AP _ area de APC P
AB area de ABC
B B
P
A A
C c

Es decir, las dreas de dos triangulos con la misma altura son proporcionales a las bases.

En las consignas ¢) y d) que siguen, se propone analizar como cambia el area de un triangulo cuando
la base queda fija y se modifica la altura. Para ello se presenta el siguiente enunciado:

c) Dado un triangulo ABC, encontrar un triangulo de base AB cuya drea sea la mitad del drea del ABC.
d) Dado un triangulo ABC, encontrar un triangulo de base AB cuya drea sea el quintuplo de la de ABC.

Este nuevo planteo de la situacion fomenta como estrategia apoyarse en los rectangulos asociados a los
triangulos involucrados, ya que los alumnos podrian considerar al triangulo ABC como la “mitad” de un
rectangulo y dibujar una figura como la siguiente, donde P es el punto medio de la altura OC:

Como el area del rectangulo ABMN es la mitad del area del rectangulo ABRS, debe haber la misma
relacion entre las areas de los triangulos porque éstos son la mitad de cada uno de los rectangulos.
El docente puede preguntar si hay un unico triangulo APB y discutir con los alumnos la ubicacion del
punto P —que puede colocarse en cualquier lugar de la paralela a AB, pues eso no cambia la altura ni
el area del triangulo ABP- para concluir que cualquier triangulo de base AB y de altura igual a la mitad
de OC tendré la mitad de éarea del triangulo ABC.

Otra estrategia que se puede utilizar es la de apoyarse en la férmula del area y buscar triangulos con
altura igual a la mitad del dado.
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Para la consigna d) se pueden hacer razonamientos analogos y llegar a la conclusion de que hay infini-
tos triangulos de base AB cuyas areas son el quintuplo del area del ABC: son todos los triangulos cuyas
alturas son el quintuplo de la altura del triangulo ABC.

Como en la actividad anterior, se puede generalizar esta idea a cualquier nimero:

Si se cambia la longitud de la altura de un tridngulo manteniendo la misma base, el drea del triangulo
cambia en la misma proporcion que la altura.

P,

opP area de APC
oC area de ABC

A

es decir, las areas de dos triangulos con la misma base son proporcionales a las alturas.

4. EL TEOREMA DE THALES. LA COMPARACION DE AREAS AL SERVICIO DE LA
COMPARACION DE SEGMENTOS

En este apartado presentamos una demostracion del teorema de Thales que se apoya en la igualdad
de areas. Aunque podria parecer extrafio que un enunciado sobre longitudes de segmentos se pueda
demostrar usando areas, lo trabajado en el problema 16 del tercer apartado permite justamente esta-
blecer equivalencias entre razones de areas y razones de longitudes.

Estamos suponiendo que sea el docente quien explique la demostracion a los alumnos. Como se enuncia
en el programa de segundo afio: “Comprender demostraciones hechas por otros, o propuestas en un
texto, es parte de aquello que se espera que aprendan los alumnos”. En todo el trabajo desplegado en las
clases de geometria, los estudiantes habran tenido experiencia en la produccion de argumentaciones para
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validar las afirmaciones que se formulan en el aula. Comprender demostraciones mas acabadas produci-
das por el docente o leidas en un texto son actividades que complementan a las de elaboracion de argu-
mentos y que permitirian a los alumnos avanzar en la comprension de la demostracion deductiva como
actividad tipicamente matematica. En el capitulo 2 ya se comento la fertilidad de este tipo de tareas.

A continuacion de la demostracion se analizan las tres variantes del teorema mencionadas en el progra-

ma de segundo aflo y se presentan algunas actividades de aplicacion. En particular, se puede deducir
la version clasica del teorema a partir de la variante que aquf se demuestra para triangulos.

PROBLEMA 17: UNA DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE THALES

Hay muchas maneras distintas de enunciar el teorema de Thales (siglo V a.C.). Es decir, se pueden
hacer muchas afirmaciones cercanas pero un poco diferentes. Una version clasica es:

Si tres 0 mas paralelas son cortadas por dos transversales, los segmentos determinados
sobre una de ellas son proporcionales a los segmentos correspondientes determinados

sobre la otra.

Nosotros vamos a considerar primero la version propuesta en el programa de segundo afo, que sigue
esencialmente el tratamiento que hizo Euclides en sus Elementosts (siglo IV a.C.):

Sien un triangulo trazamos una paralela a uno de los lados, los otros lados quedan partidos en seg-

mentos proporcionales: __ AD _— _ AE
DB EC
A
D \ E\
B C

Probaremos la afirmacion considerando triangulos dibujados auxiliarmente para poder apoyarnos en
relaciones conocidas.

>

15 Euclides (siglo v a. C.), Elementos. The thirteen Books of Euclid’s Elements with introduction and commentary by Sir
Thomas Heath. Dover, New York, sin fecha.
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I) Los triangulos BDE y CDE tienen igual area, porque tienen la misma base DE, y la altura correspon-
diente también igual.

[I) Considerando los triangulos ADE y BDE, y teniendo en cuenta que las areas de triangulos de alturas
iguales son proporcionales a las bases, se puede afirmar que:

areade ADE  _  AD

area de BDE DB

Y del mismo modo, considerando los triangulos ADE y CDE se puede afirmar que:
area de ADE _AE

area de CDE BC

De I) y Il) se puede concluir que:

AD _ _AE , que es la relacion que se habia propuesto.

DB EC

En forma similar se pueden demostrar otras relaciones de proporcionalidad entre segmentos:

AD AE

1. Para validar la relacién T TAC S® siguen los mismos pasos, pero ahora apoyandose en
que las areas de los triangulos ADC y ABE son iguales:

[) Como los triangulos BDE y CDE tienen la misma éarea; si a cada uno de los dos les agregamos el
triangulo ADE, resulta que los triangulos ADC y ABE también tienen la misma area. (Este es el
resultado del problema 5.)

[I) Considerando los triangulos ADE y ABE, y teniendo en cuenta que las areas de triangulos de
alturas iguales son proporcionales a las bases, se puede afirmar que:

areade ADE  _ AD
area-de ABE AB

Y del mismo modo, considerando los triangulos ADE y ACD se puede afirmar que:

areade ADE  _ AE
area de ADC AC
Y de 1) y II) se puede concluir que AD__ _ 2(%

2. Sien 1. se consideran los triangulos DBE y ABE en lugar de los triangulos ADE y ABE, y los triangulos
ECD y ACD en lugar de los triangulos ADE y ACD, resulta la siguiente relacion entre segmentos:

DB EC

AB AC

3. Los segmentos de “paralelas” también resultan proporcionales a los segmentos de “transversales”.
Es decir, __AD__ _ _DE  Para demostrarlo se puede trazar una paralela al lado AC que pase
por D. AB BC
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La segunda relacion establecida en 1. permi-

A
te afirmar que:
AD__ _ _MC
D E AB BC
N Y como por construccion MCED es un para-
c lelogramo, MC = DE, se tiene la relacion
B M buscada.

4. Otra manera en que suelen presentarse las relaciones de proporcionalidad de segmentos entre
paralelas es considerar tres rectas paralelas que son cortadas por dos 0 mas transversales.

Prolongando las transversales de manera de “armar” triangulos se puede recurrir a las variantes anteriores.

PROBLEMA 18"

Seguin se cuenta, el teorema de Thales tuvo su origen cuando Thales de Mileto inten-
t6 calcular la altura de la piramide de Keops. Sabiendo que se trataba de una pira-
mide de base cuadrada cuyo lado se podia medir sobre el terreno, Thales coloc6 un
bastén a una cierta distancia de la pirdmide de forma que la sombra de la pirdmide
llegara justo hasta el extremo de la sombra del bastén, como muestra la figura:

\\\\\\lll
%

S

M
II&

~

~
NS - o

=

TS

{

baston

16 A continuacion presentamos algunas actividades que involucran relaciones de proporcionalidad entre segmentos y que
se pueden abordar a partir del Teorema de Thales.
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No conocemos las medidas que us6 el propio Thales, asi que vamos a poner algunas
“de fantasia” pero que nos permitirdn analizar sus ideas.

Llamemos 1a la longitud del lado de la base cuadrada, a a la distancia que hay entre
el borde de la piramide y el baston, y d a la medida de la sombra del bastén (como
se muestra en el dibujo). Supongamos que 1= 230 m, a = 248 m, d = 2 m y la medida
del baston es 80 cm. ;Como se puede saber la altura de la pirdmide?

COMENTARIOS

Como el bastén es paralelo a la altura de la piramide, se podria hacer un modelo plano del problema
considerando dos triangulos como se muestra en la siguiente figura:

& A4 AN
N 7 N 7

< >
115 m 248 m 2m

Es probable que el trabajo de los alumnos requiera la colaboracion del docente para llegar a este mode-
lo de la situacion. Es esperable que los alumnos puedan, a partir de aqui, usar el teorema de Thales en
su variante 3y lleguen a plantear la relacion entre los lados:

h _ 080 _ g4

115+ 248 +2 2

Ahora se puede calcular la altura, que resulta ser h = 146 m.

Esta situacion del calculo de una altura inaccesible usando la sombra de otra accesible se puede plan-
tear también para objetos fisicos reales (el mastil del patio, la altura de una pared, etc.).

PROBLEMA 19"

En el tridngulo rectdngulo CAB, CA mide 12 cm y AB mide 5 cm. B
¢Dénde hay que ubicar un punto P sobre el cateto AC Q
para que el segmento PQ- paralelo al otro 5

cateto AB— mida 3 cm?

N
Vv

17 Variante de un problema tomado de Ensefianza de las matematicas: Relacion entre saberes, programas y practicas, E.
Barbin & R. Douady, Paris, I.R.E.M., Topiques éditions, 1996.
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COMENTARIOS

Las medidas permiten dibujar la figura e ir probando dénde se puede ubicar el segmento PQ. Como en
la actividad anterior, la variante 3 del teorema de Thales permite establecer una relacion entre los datos

y la ubicacién del punto P. Por ejemplo: 12 _ _CP , que permite encontrar CP = 7,2 cm.
5 3

PRroBLEMA 20

Justificar el procedimiento para dividir un segmento dado en partes iguales.

COMENTARIOS

El objetivo de esta actividad es que los alumnos
validen el procedimiento clasico para dividir un
segmento en partes iguales apoyandose en el
teorema de Thales.

Si se tratara de dividir un segmento dado PQ en
cinco partes iguales, el procedimiento clasico
produciria una figura como la siguiente:

y habria que ver que los segmentos a, b, ¢, d y e son todos iguales.

Solamente hay que ir eligiendo los triangulos por comparar y recurrir, por ejemplo, a la version del
teorema que presentamos originalmente.

u Por ejemplo, eligiendo los triangulos de esta figura, a partir de la relacion
a u
= = 1
! b b u
p a se puede concluir que a = b.

5. ACTIVIDADES PARA DESPUES DE HABER TRABAJADO LA PROPIEDAD DE QUE
TODO ANGULO INSCRIPTO EN UNA SEMICIRCUNFERENCIA ES RECTO

En el capitulo 1 de este documento se presentan actividades en torno a la propiedad de que todo
angulo inscripto en una semicircunferencia es recto. Los problemas 21 y 22 combinan el uso de esta
propiedad con la relacion entre areas trabajada en el quinto apartado: dos triangulos de igual base
tienen areas proporcionales a las alturas. Para abordar las actividades es aconsejable que con anterio-
ridad los alumnos hayan hecho construcciones de triangulos rectangulos a partir de diferentes juegos
de datos (ver capitulo 1 y 2). En particular, aqui sera necesario saber construir triangulos rectangulos
conociendo la hipotenusa.
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PROBLEMA 21

Dado el tridngulo MRP, ubicar un punto S de manera
que el tridangulo MSP sea rectangulo en Sy el area
de MSP sea la mitad del drea del MRP. M

COMENTARIOS

Para resolver este problema es necesario poner en juego la propiedad de los angulos inscriptos en una
semicircunferencia. Por un lado, para lograr que el angulo MSP sea recto, el punto S deberia estar
sobre la circunferencia de diametro MP cuyo centro es el punto medio del segmento MP. Por otro lado,
para que el area del triangulo MSP sea la mitad del area del triangulo MRP, su altura debe ser la mitad,
ya que comparten la base MP. De modo que el punto S debera estar en la paralela a MP que pasa por
el punto medio de la altura correspondiente al lado MP.

Se trata de coordinar ambas condiciones y obtener el punto S como interseccion de la recta paralela
y la semicircunferencia. Para el triangulo que se presenta en el enunciado se obtienen dos puntos de
interseccion, que determinan dos triangulos iguales:

El docente puede proponer luego otro triangulo MRP de forma que no se obtenga ningun punto en la
interseccion y discutir con los alumnos cémo debe ser el triangulo MPR para que la construccion sea
posible. El siguiente dibujo corresponde a un caso sin solucion:

G.C.B.A.
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A partir de esta construccion se espera poder arribar a la conclusiéon de que habra solucién siempre
que el lado MP sea mayor que la altura correspondiente a ese lado.

También se pueden proponer variantes de la actividad solicitando un triangulo MSP cuya area sea el
doble, el triple, la tercera parte, etc. del triangulo MRP.

PROBLEMA 22

En un tridngulo rectangulo ABC, AB es la hipotenusa y mide 8 cm. La altura corres-
pondiente a la hipotenusa mide 3 cm. Determinar un punto P de manera que el
tridngulo ABP sea rectangulo en P y el area de ABP sea el doble del area del ABC.

COMENTARIOS

Se trata de una construccion imposible. Los alumnos nuevamente deberan apoyarse en la propiedad
de los angulos inscriptos en una semicircunferencia. Para que el dngulo APB sea recto, el punto P
debe estar sobre la circunferencia de diametro AB, cuyo centro es el punto medio de AB. Por otro
lado, para duplicar el area del triangulo ABC hay que duplicar la altura, porque los triangulos ABC y
ABP comparten la base AB. Como el doble de la altura es mayor que el radio de la circunferencia, la
construccién no sera posible.

El docente podréa discutir con los alumnos como debe ser el triangulo ABC para que la construccion
sea posible. En particular se puede preguntar:

Si'la hipotenusa de un trigngulo rectangulo mide 8 cm, ;cuél es el drea maxima que puede tener?

Sabemos que un trabajo geométrico resuelto por medio de la técnica de comparacion de areas como
el que hemos desarrollado en este capitulo no es muy habitual en las aulas. El conjunto de actividades
que hemos propuesto, con sus respectivas reflexiones, intenta mostrar tanto su fertilidad didactica
como su factibilidad. Probablemente requerird un trabajo sostenido de los docentes para que pueda
desarrollarse en las clases. Pensamos que la riqueza de la actividad que podria desplegar un alumno
en torno a estos problemas aportaria sustancialmente a su formacién matematica.
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UN PROBLEMA FERTIL PARA HACER GEOMETRIA
EN EL AULA

o

Pensar la actividad matematica en la clase como la construccion de una cultura
nos lleva a la necesidad de concebir un amplio espectro de tareas para hacer en
el aula, en relacion con la resolucién de problemas: elaborar definiciones, formular
conjeturas, identificar el dominio de validez de una cierta propiedad dentro de una
familia de objetos matematicos, argumentar para dar por validas las afirmaciones
que se hacen, comprender las argumentaciones dadas por otros, etc. En una clase
concebida de esta manera, las producciones individuales y las discusiones colectivas
forman una trama en la cual cada alumno va elaborando su conocimiento.

Este modo de “hacer matemética en la clase” adquiere caracteristicas particulares
cuando se trata de geometria. En los capitulos anteriores hemos intentado dar
cuenta de algunas de ellas.

En este capitulo queremos mostrar un ejemplo del tipo de trabajo que se puede des-
plegar en una clase que enfrenta la resolucién de un problema y contintia trabajando
en torno a las relaciones que se construyen. Para ello sera necesario suponer un
cierto funcionamiento de los alumnos. El andlisis que presentaremos se apoya en ese
funcionamiento supuesto; a pesar de los limites que esto comporta, consideramos
que puede ser un punto de partida para la propia exploracion docente.

El problema que servira de soporte al trabajo de la clase que vamos a analizar apa-
rece en el programa de segundo afio como problema 28.18 Se trata de estudiar la
relacion entre un cuadrilatero y otro que se construye a partir de los puntos medios
de sus lados. Para una mejor organizacion de la clase se propone una presenta-
cion de la actividad que realizaran los alumnos en dos etapas separadas.

En la primera etapa se trata de estudiar como es el cuadrilatero que se obtiene
al unir los puntos medios de los lados de un cuadrilatero cualquiera. Para poder
abordar esta pregunta en buenas condiciones, es necesario que los alumnos hayan
estudiado la propiedad de la base media de un triangulo y que dispongan de esta
relacion como para ponerla en juego en el estudio de la problemética que ahora se
les presenta. En el desarrollo de esta primera etapa se pone en juego la complejidad
de la relacion entre el texto de un problema, lo que implica estudiar una situacion
general, y el dibujo particular que los alumnos producirian para estudiarlo.

las respuestas de sus alumnos han iluminado muchos de los aspectos que trataremos en este capitulo.

18 Este problema ha sido trabajado en el aula por una de las profesoras que participa de la escritura de este documento;
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En la segunda parte se trata de precisar condiciones adicionales sobre los datos
del problema, para lograr que el cuadrilatero que se obtiene cumpla determinadas
caracteristicas. Esto lleva a que los alumnos exploren propiedades y definan clases
no convencionales de cuadrilateros. Se espera que en el colectivo de la clase se
formulen y validen teoremas para esas clases. o

EL PROBLEMA DE LOS PUNTOS MEDIOS DE LOS LADOS DE UN CUADRILATERO

Sea ABCD un cuadrilatero cualquiera; E, F, G y H, los puntos medios de cada uno de
sus lados. ;Qué clase de cuadrilatero es EFGH?1°

PRIMER MOMENTO DE TRABAJO

Frente a esta consigna, seguramente los alumnos comiencen a hacer dibujos. Segun sea el cuadrilatero
inicial que dibujen, pueden llegar a dar diferentes respuestas como producto de la observacion.

Es probable que muchos alumnos partan de un rectangulo, en cuyo caso obtendran un rombo. Si,
por otro lado, algiin alumno comienza dibujando un rombo, obtendria un rectangulo. Los alumnos que
dibujen un cuadriladtero un poco mas general, probablemente “vean” un paralelogramo.

SEGUNDO MOMENTO DE TRABAJO

El docente anota las distintas respuestas en el pizarrén y pide a todos los alumnos que llegaron a la misma
respuesta que se relinan en un grupo para buscar una buena explicacion de por qué es asi. Anuncia que
luego pasara un integrante de cada grupo a presentar sus conclusiones al resto de la clase.

En este segundo momento el trabajo matematico a cargo de cada grupo es esencialmente diferente

de lo realizado en el primer momento: antes se trataba de producir una repuesta y ahora se trata de
producir una explicacién o justificacion de esa respuesta.

TERCER MOMENTO DE TRABAJO

Cuando todos los grupos tienen una explicacion, un integrante de cada uno va pasando al pizarrén para
exponer a toda la clase sus argumentos.

Por ejemplo, supongamos que comienza el grupo que afirma que se obtiene un rombo. Probablemente
realicen un dibujo como este:

19 Hay un analisis de este problema, planteado con algunas variantes, en el nimero 34 de la revista Petit X, pag. 31 a 52,
1993-1994. EI mismo esta realizado por Christine Souvignet. Para el analisis que realizaremos aqui, fueron fundamenta-
les los aportes de muchos docentes que en los cursos de capacitacion presentaron sus puntos de vista.
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E
A B
H F
D < C

Es probable que el trabajo en los grupos les haya permitido elaborar algun tipo de justificacion de este
estilo:

Comparamos los dos triangulos HAE y FBE. Como tienen dos lados y el angulo comprendido respectiva-
mente igual, son iguales por alguno de los criterios; con esto llegamos a que HE = EF. Haciendo lo mismo
con los otros pares de lados, se llega a que los cuatro lados son iguales; luego, tenemos un rombo.

El grupo que obtuvo un rectangulo, probablemente hara en el pizarron el dibujo de un rombo como
cuadrilatero ABCD, aunque no haga explicito que se trata de un cuadrilatero especial.

B

N

D

En este caso, es probable que los alumnos no puedan justificar bien por qué se obtiene un rectangulo:
poniendo el cuadrilatero de afuera bien derecho se ve que quedan angulos rectos. Si abordan la justifi-
cacion, podrian considerar que los cuatro triangulos que quedan por fuera del cuadriladtero de adentro
son isésceles. Como dos angulos consecutivos de un rombo suman 180° se puede concluir que los
angulos del cuadrilatero EFGH son rectos, o sea que se trata de un rectangulo.

Finalmente, es posible que el grupo que obtuvo un paralelogramo, realice un dibujo como este:
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Al unir los puntos medios aparece una figura que parece un paralelogramo. En este caso la argu-
mentacion es mas compleja, y probablemente los alumnos no puedan dar una justificacién de esta
“evidencia”.

CUARTO MOMENTO DE TRABAJO

Una vez que todos los grupos han pasado al pizarrén, el docente organiza un debate sobre las respues-
tas dadas. Es probable que la diversidad de respuesta que probablemente se produjeron cree un clima
de incertidumbre en la clase. Es posible que muchos alumnos comiencen a dudar de sus respuestas,
a partir de haber oido la de otro grupo.

El docente propone examinar en detalle alguna de las repuestas y las argumentaciones producidas.
Supongamos que se revisa la argumentacion del grupo que habia partido de un rectangulo, el argu-
mento que utilizaron para justificar que obtenian un rombo seguramente se apoyaba en la igualdad de
los angulos del cuadrilatero de partida.

Al considerar la explicaciéon dada por el grupo como objeto de andlisis para toda la clase, es esperable
que aparezca la duda sobre ese dato. El docente podria pedir a algin alumno que vuelva a leer el enun-
ciado y explicitar nuevamente que ese enunciado contiene todos los datos que se pueden utilizar.

La idea es que cada grupo pueda reflexionar si estd usando datos de méas y que vaya modificando sus
dibujos y sus argumentos para no apoyarse en esos datos.

El primer objetivo del problema, que no habia sido explicitado, se va cumpliendo: los alumnos toman
conciencia de que el dibujo hecho por ellos puede traer consigo datos extras que no estaban en el
enunciado. Deben aprender a desprenderse de esos datos extras para dar sus respuestas y sus argu-
mentaciones. Una manera de lograrlo es intentando hacer dibujos mas generales (o menos particula-
res). El docente puede dar explicitamente esta consigna si lo considera necesario.

Si toda la clase adopta el dibujo “general”, es probable que enuncien que se obtiene siempre un para-
lelogramo. El problema ha cambiado, se tiene una respuesta y hay que encontrar una justificacion.

Antes de continuar con el andlisis, recordemos que este curso imaginario ha tomado rapidamente con-
ciencia de una dificultad fundamental en geometria: una figura que acompafia a un texto, salvo expre-
sas indicaciones, no puede ser considerada como proveedora de mas datos que los que trae el texto.

Sabemos que en los cursos reales esta toma de conciencia sera mucho mas dificil de lograr y que pro-
bablemente la dificultad reaparezca cuando ya crefamos que todos la habian superado. Hay muchas
idas y vueltas entre las constataciones sobre el dibujo y la lectura del enunciado. Esas son las marchas
y contramarchas usuales en el aprendizaje cuando se trata de enfrentar y franquear dificultades que
se han estado fortaleciendo por practicas de muchos afios. Estas practicas se refieren tanto a la vida
corriente del alumno, donde sin duda los datos de la percepcion son datos validos para la toma de
decisiones, como a las tareas escolares en el area de geometria. Muchos libros de texto —tanto del ciclo
primario como en los primeros afios del secundario— presentan actividades de geometria que contienen
consignas como esta: Observa en el dibujo... ;qué conclusion sacas?

Un problema como el que estamos analizando permitiria otro tipo de interaccién con los dibujos y logra-
ria, fundamentalmente, sacar a la luz la dificultad que conlleva la aprehensién de la figura dibujada.
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Si se quisiera trabajar mas fuertemente sobre esta problematica, podria darse el enunciado asi:

B
Sea ABCD un cuadriltero cualquiera; F G
E, E G y H los puntos medios de cada A
uno de sus lados, tal como se ve en la C
siguiente figura.
;Qué clase de cuadrildtero es EFGH? E !
D

El hecho de que el dibujo sea dado por el profesor refuerza todavia més la conviccion de los chicos de
que los datos que él contiene pueden ser tomados como validos para resolver el problema. Sera en la
gestion de clase que esta validez debe ser puesta en duda. Finalmente, es el docente el encargado de
clarificar la funcién de un dibujo que acompafia a un texto: un enunciado como el de mas arriba dice
algo de todos los cuadrilateros, mientras que una figura muestra siempre un cuadrilatero particular.

El papel de la figura dibujada como parte del enunciado de un problema es complejo ya que en ella
pueden “observarse”:

e |os datos del problema (en nuestro ejemplo, que ABCD es un cuadrilatero y E, F, G y H son los
puntos medios de los lados);

e |as conclusiones a las que se quiere arribar (en nuestro ejemplo, que EFGH es un paralelogramo);

e otros datos —a menudo usados implicitamente— y otras consecuencias debidas a la particularidad
de ese dibujo (en nuestro ejemplo, tanto los datos como las consecuencias que extrajeron algunos
grupos, o, en la ultima version del problema que presentamos, la igualdad aparente de AD y BC,
que da como consecuencia que el cuadrilatero que se obtiene es un rombo).

Otro asunto por discutir a propésito de la informacién que da una figura es el de las marcas especificas
que se hacen sobre ellas (para indicar que un angulo es recto, o que dos lados son iguales, etc.). Estas
marcas informan sobre hechos que si pueden ser considerados como datos validos. Estas pequefias
marcas cambian entonces el status de una figura en la resolucién del problema.

Desentrafiar esta complejidad es un proceso del cual la ensefianza debe sin duda hacerse cargo. Tener
claro cuadl es rol de la figura no es un conocimiento que nuestros alumnos ya deberian tener, y en ese
sentido no se puede imputar su ausencia a un déficit en los aprendizajes anteriores.

Ahora volvamos a nuestro problema y a “nuestra clase supuesta”. Apoyandose en el dibujo general,
el docente puede preguntar cémo es que se obtuvieron los puntos H, E, F y G: son puntos medios de
lados y los alumnos conocen una propiedad si se tratara de lados de un triangulo (recordemos que
estamos suponiendo que la propiedad de la base media es conocida por los alumnos y trabajada no
muy lejos del momento de enfrentar este problema). Si dibujamos una diagonal del cuadrilatero ABCD,
por ejemplo la DB, quedan determinados dos triangulos ABD y BDC, y los cuatro puntos marcados son
efectivamente los puntos medios de sus lados. Esta diagonal puede ser dibujada por el docente en el
pizarron para toda la clase.
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A partir de aqui las relaciones ocultas en el enunciado del problema comienzan a hacerse visibles. Es
este elemento que no aparecia explicitamente en el enunciado, una diagonal, el que permite descubrir
estas relaciones. Es posible que sea necesario que el docente la haga aparecer explicitamente para
colaborar en la busqueda de una argumentacion de los alumnos.

Gracias entonces a la propiedad de las bases medias de los triangulos, se espera que los alumnos pue-
dan llegar a deducir que EF // HG y que ambos segmentos miden lo mismo (la mitad de BD). Considerar
la otra diagonal AC permitira concluir que EH // FG y que ambas miden lo mismo (la mitad de AC).

Cuanto mas familiarizados estén los alumnos con la argumentacion y la validacion de afirmaciones
generales, es probable que se necesite menos intervencion docente para completar una argumentacion
como esta.

Llegamos entonces al momento en que la pregunta contenida en el primer enunciado de la consigna
a) del problema ha resultado contestada.

;Podemos afirmar que la percepcion del dibujo que acompafie el texto de un problema introduce erro-
res en la busqueda de una respuesta? Todos los anélisis anteriores nos muestran que puede ser as.
Sin embargo, también es cierto que el dibujo es el apoyo sobre el cual establecemos una hipétesis de
cual es la respuesta correcta. Y es en parte también un apoyo en la busqueda de las razones de esa
conclusion. De todos modos, es necesario dejar en claro que se trata de mostrar el valor de verdad de
una afirmacién a partir de las propiedades de los objetos en cuanto objetos geométricos, y no de las
propiedades que percibimos en los dibujos particulares que representan esos objetos.

Volviendo al problema, los casos particulares que aparecieron al principio dan pie para continuar con
otra pregunta con objetivos diferentes de la primera. Entramos asi en una segunda etapa de la situacion
que da lugar a clasificaciones inusuales de cuadrilateros.

¢Como deberia ser el cuadrilatero ABCD para que el cuadrildtero EFGH obteni-
do uniendo los puntos medios de sus lados resulte un rectangulo?
¢Y un rombo? ;Y un cuadrado?

COMENTARIOS
Es probable que los alumnos se restrinjan en principio a considerar los casos que ya habian aparecido:

Si ABCD es un rombo, FGHE es un rectangulo.
Si ABCD es un rectangulo, FGHE es un rombo.
Si ABCD es un cuadrado, FGHE es un cuadrado,

Esta respuesta al problema no es incorrecta pero si incompleta, para cada caso hay otros cuadrilateros
que verifican lo pedido.

Analicemos en detalle el desarrollo de la clase en relacion con la primera pregunta y supongamos que
todos los alumnos contestan que para obtener un rectangulo, ABCD debe ser un rombo. El docente
podria proponer estudiar un romboide y probablemente sorprenda a los alumnos encontrar que al unir
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sus puntos medios también se obtiene un rectangulo. A partir de esta constatacion el docente podria
re-preguntar:

“Pero entonces, ;cual es la propiedad que debe cumplir ABCD para que al unir sus puntos medios
resulte un rectangulo?

Los alumnos deberan volver a considerar un cuadrilatero cualquiera y estudiar las condiciones que
garanticen que se va obtener un rectangulo en su interior: se sabe, a partir del trabajo realizado, que si
consideramos dos lados opuestos del EFGH, ambos son iguales y paralelos a una diagonal del ABCD.
Para que el cuadrildtero de adentro resulte rectangulo, es necesario que sus lados adyacentes sean
perpendiculares, y esto se logra si las diagonales del ABCD lo son.

Se llegaria entonces a la siguiente respuesta: para obtener un rectangulo se necesita que las diagonales
de ABCD se corten perpendicularmente.

;Cuales son estos cuadrilateros? Los alumnos podrian creer que se trata de rombos y romboides, los
Unicos cuadrilateros con “nombre propio” que verifican esa propiedad. En ese caso, el docente puede
informar que existen otros e invitar a sus alumnos a dibujar alguno. Siempre queda el recurso de que
sea el docente el que presente un dibujo como el siguiente de un “cuadrilatero cualquiera” con sus
diagonales perpendiculares:

Finalmente se habra identificado en la clase que los cuadrilateros que tienen sus diagonales perpendicula-
res no son solamente los rombos y los romboides. Y todos ellos cumplen con una misma propiedad.

En nuestra clase supuesta, imaginamos que el docente propone a sus alumnos inventar un nombre
para esta familia de cuadrilateros. Habra que ponerse de acuerdo en el aula acerca de cuél puede ser
ese nombre. Para poder seguir con nuestro texto, los llamaremos “rectidiagonales”. Sobre esta nueva
familia de cuadrilateros, la clase ha producido conocimiento que el docente resume:

e Se sabe que la familia de los “rectidiagonales” contiene a los rombos y los romboides y que contiene
también a otros cuadrilateros.

e Se tienen algunos dibujos de miembros de la familia, ademéas de rombos y romboides, y se sabe
cémo dibujar otros.

e Se tiene un teorema: “Al unir los puntos medios de los lados de un rectidiagonal se obtiene un
rectangulo”. Es un teorema a cuyo enunciado se arriba después de haberlo demostrado.

En todo el desarrollo anterior hemos supuesto que los alumnos, para lograr un rectangulo, buscaban la
perpendicularidad de los lados adyacentes del EFGH, apoyados en la definicion. Otra forma de encarar
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el problema seria buscar que las diagonales del EFGH sean iguales y se corten en su punto medio,
propiedad que caracteriza a los rectangulos. En ese caso aparecen en escena las bases medias del
cuadrilatero ABCD (los dos segmentos que unen los puntos medios de lados opuestos).

Encarando el problema desde este angulo, se llegaria a la siguiente respuesta: para obtener un rectan-
gulo se necesita que las bases medias de ABCD sean iguales y se corten en partes iguales.

Del mismo modo que antes habra que estudiar cuéales son los cuadrilateros que verifican esta condi-
cién. Se trata, como antes, de una familia que incluye a los rombos y los romboides.

Es probable que esta segunda forma de encarar el problema a través de las bases medias de un
cuadrilatero no surja autbnomamente del trabajo de los alumnos: cada docente podra evaluar la con-
veniencia de introducir méas elementos para que se despliegue en su clase. En nuestra clase supuesta,
supondremos que efectivamente este trabajo se ha realizado.

Para cerrar esta actividad, se llega a establecer una definicion equivalente para la familia de los “rec-
tidiagonales”: son los cuadrilateros cuyas bases medias son iguales y se cortan en su punto medio. A
esta definicion se llega porque ambas condiciones (tener las diagonales perpendiculares o tener las
bases medias iguales y cortandose en partes iguales) corresponden a la familia de los cuadrilateros que
cumplen la condicién de que, al unir los puntos medios de sus lados, se obtiene un rectangulo.

Un trabajo similar se desplegaria en la clase si se buscan las condiciones que debe cumplir el cuadrila-
tero ABCD para lograr que el EFGH resulte un rombo. La familia que se obtiene es la de los cuadrilateros
que tienen sus diagonales iguales, siendo los rectangulos parte de esta familia.

De la misma manera, si se busca que EFGH sea cuadrado, es necesario pedir que ABCD tenga sus dia-
gonales iguales y perpendiculares. Esta Ultima familia contiene a los cuadrados y otros cuadrilateros.

En todo el capitulo 4 hemos intentado mostrar cémo un grupo de alumnos con su docente puede
“producir matematica” en el aula de geometria, incorporando tareas tales como la definicion de una
familia de objetos y el enunciado de “teoremas” para esa familia.

Son conocimientos producto de la actividad de la clase y no tienen una visibilidad en la cultura més alla
de la situacion escolar. El valor formativo de un trabajo como éste no se relaciona tanto en el conjunto
de conocimientos que se llegan a establecer como, fundamentalmente, con el proceso de produccion
que se desencadena.

Sentir que puede inventar una definicién y que hay teoremas que son propios de su clase particular,
son cuestiones que permitirian a un alumno construir una posicion de mayor dominio de la disciplina
y de autonomia en el trabajo.

Esperamos que las distintas actividades propuestas a lo largo de los cuatro capitulos de este documento
y los comentarios que las acompafan lleguen a constituirse en herramientas del trabajo docente.

La idea de la clase como una comunidad de produccion, donde los saberes culturalmente establecidos
se reconstruyen a partir de conocimientos mas locales y especificos, en una trama donde se articulan
el trabajo personal y las discusiones colectivas, ha sido el eje de esta propuesta.
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