SOMMAIRE

Introduction (p.2)
| Géométrie sphérique
.1 Angles diedres et triedres (p.4)
[.2 Le plus court chemin entre deux points (p.6)
|.3 Segments, droites, points, distances et angkgshériques (p.10)
I.4 Triangles sphériques
1.4.1 Définition (p.10)
|.4.2Triangles polaires ou supplémentaires (p.12)
1.4.3 Autres triangles particuliers (p.16)
Il Trigonomeétrie sphérique
II.1 Formules fondamentales (p.18)
II.2 Relations générales (p.20)
11.3 Le triangle sphérique rectangle
[1.3.1 Formules (p.24)
11.3.2 Regles de Napier (p.26)
11.3.3 Regles des quadrants (p.27)
11.3.4 Résolutions systématiques (p.28)
[1.3.5 Résolutions grace aux triangles rectan{e31)
I1.4 Autres formules du cas général
[1.4.1 Relations importantes (p.32)
11.4.2 Analogies de Gauss ou de Delambre (p.33)
[1.4.3 Analogies de Napier (p.34)
I1.4.4 Formules utilisant les déterminants (.35
I1.5 Expressions diverses de I'excés sphérique
[1.5.1 Aire du triangle sphérique (p.36)
[1.5.2 Autres formules (p.41)
[1.5.3 Formule de I'Huilier (p.43)
11.6 Résolutions systématiques (p.45)
[1.7 Autres résolutions (p.50)

Il Comparaison avec le triangle du plan
[11.1 Cas d'isométrie de deux triangles sphériquegp.52)
[11.2 Quelques propriétés des triangles isoceleg équilatéraux (p.53)
[11.3 Equivalents des médiatrices, bissectrices.(p.53)
111.4 Cercles du triangle sphérique (p.60)
[11.5 Théoreme de Morley (p.66)
111.6 Inégalité isopérimétrique pour le triangle sphérique (p.67)
[11.7 Théoreme de Legendre (p.70)
IV Applications
IV.1 Une propriété des quadrilatéres sphériques ([74)
V.2 Volume d'un parallélépipéde oblique (p.75)
IVV.3 La navigation (p.77)
V.4 L'astronomie (p.83)



Introduction

Le mot géométrie signifie " mesure de la terrell§ est considérée comme l'une des
branches les plus anciennes des mathématiquesrigiigment, il semble que la géométrie se
développa dans I'ancienne Egypte pour des butgjpesttels que la mesure des surfaces au
sol et la résolution de problemes architecturausqd'au 18éme siécle, la géométrie fut la
géomeétrie classique qui avait été développée &ragdisée par les grecs, principalement par
Euclide (3eme siécle avant J.-C.). Au cours du Bdigcle sont développées d'autres
géométries. Riemann en 1854 définit une géométigeant que par un point extérieur a une
droite on ne puisse mener aucune parallele a dettiée. La géométrie sur la sphére, en
considérant comme droites les grands cercles, insmsin modéle de géométrie plane de
Riemann.

Quant a la trigonométrie sphérique qui traite derdsolution d'un triangle sur la
surface d'une sphére a partir de trois de ses atérfigarmi les trois angles et les trois c6tés)
elle a précédé la trigopnométrie plane. En effet développement, qui date apparemment de
150 ans avant J.-C., est d au postulat de laisfiBétes cieux et la découverte de celle de la
Terre. Elle a pour tache de déterminer les postia points et les distances entre eux ainsi
gue les angles sur la sphére céleste ou sur laceude la Terre. Son fondateur est supposé
étre Hipparque. Ménélals, astronome a Rome au @regigicle de notre ére, rédige un traité
ou il étudie les propriété des triangles sphérigislémée (85-165) dan#limagestedtend
les résultats d'Hipparque et de Ménélals et forme astronomie sur les théoremes de
trigonométrie qu'il a énoncés et démontrés. Ce ldevait étre la référence des astronomes
jusqu'a lI'abandon de la conception géocentriquéJdévers. C’est Albattani (858-929) qui a
trouvé et démontré la loi des cosinus pour les sctpie nous démontrerons), qui est
considérée comme la formule fondamentale de lartdgétrie sphérique. Il faudra pourtant
attendre le XVéme siécle pour que le premier traiié la trigopnométrie indépendant de
I'astronomie soit rédigé par Régiomontanus (14366)4

Les applications de la trigonométrie sphériquet $@s diverses. Mais les domaines
d'applications les plus importants sont la navagagt I'astronomie. Enfin en géométrie pure
elle a été utilisée réecemment dans plusieurs rebhsrde la géométrie riemannienne.

Le travail qui suit porte donc sur la trigopnométsphérique. On commencera par
I'explication de quelques points de géométrie sphér comme par exemple la définition du
plus court chemin, de la droite, et du triangle lsusphére . La seconde partie consistera a
énoncer et démontrer les formules de la trigonaméphérique. On effectuera ensuite une
comparaison entre le triangle sphérique et celuiadgéométrie euclidienne, ainsi qu'un
rapprochement de certaines formules du trianglérgpire et du triangle euclidien. Enfin nous
étudierons des applications directes de la trigatoen sphérique a l'astronomie et a la
navigation .
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| Géométrie sphérique

La géométrie sur la sphere est un exemple de géemén euclidienne, en effet nous
verrons qu'elle repose sur des axiomes et des gtértmut a fait différents. Dans un premier
temps, nous étudierons l'influence de la mesureadgtes dans l'espace sur le plus court
chemin entre deux points sur la sphére. Nous vereosuite que cette notion, nous permet de
|égitimer les bases de la géométrie sphérique.

|.1 Angles diedres et triedres

Sur le plan deux droites non paralleles définissgratre angles plans, de maniéere
analogue dans I'espace deux plans non paralldiessdéntquatre angles diedregcf fig.1).
(on sait que l'intersection de deux plans non [edeal est une droite)

Définitions Soient R et P deux plans , A,B,C,D quatre points distincts depace tels que:
_P1n Py=(BC)
_ Al P1\(BC) et DI Pp\(BC)
Alors on note A-BC-O'angle diedre indiqué sur la figure 1. Les demi-plans de bord
commun (BC) contenant respectivement A et {ID/I (OR’/ BM=ABC+u BA: 0< ,u} et

{M OR*/BM=ABC+uBD: 0< ,u}) sontles facesde A-BC-D, et (BC) estaréte de cet

angle diédre. L'angle plan formé par les demi-dmisections des faces avec un plan
perpendiculaire a l'aréte est appaihgle plande lI'angle diedrd.a mesure de l'angle diédre
sera la mesure de son angle plan (on notera l'afmgla orienté) (EFG) pax EFG):
mesure(A-BC-D):= mesure(EFG)

Par ailleurs, trois plans s'intersectant en urgumipoint (cf fig.2) définissertiuit
angles triedres:par exemple sur la figure 3 les plans (OAB), (OA@BC) définissent huit
angles triedres symétriques deux a deux: O-ABC-BEB, O-ACE et O-BFD, O-ABF et O-
CED, O-BCD et O-EFA.

Définitions Soient R, Po, P3 trois plans non-paralléles deux-a-deux, O,A,B,@tggpoints
distincts tels que: _1h PonP3=0
_PLn P2=(0A)
_PLn P2=(OB)
_ P nP=(0C)
Alors O-ABC est urangle triedre, O est appeléommetde O-ABC, les secteurs plans
compris entre les demi-droites [OA), [OB) et [OC)risps deux-a-deux

{MOR/OM=10A+ £ OB: 0< et O< 4} {MOR/OM=A0B+u OC: 0< et 0< 4}
{M OR/OM=A0A+OC: 0< A et OS/J}) sontles facesde cet angle triedre. Les faces

prises deux-a-deux forment trois angles diedrasBAiOA-C, A-OB-C et A-OC-B) dont les
arétes sonles arétes de I'angle triedrg(ici [OA), [OB), [OC)). Lesangles faciauxsont les
angles plans non orientésAOB, <AOC, <BOC (tracés en traits épais sur la figure 3
respectivement en vert, bleu et rouge).

Remarque:Définis par trois plans non paralléles deux a dees angles d'un triedre
appartiennent a l'intervall®; 7] .
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Propriété: la somme des mesures de deux anglesutadiun angle triedre (non aplati) st
strictement supérieure a la mesure du troisiemkedagial.

Démonstration:

Considérons le triedre O-XYZ (cf. fig.4). Deux @t possibles:

_les trois angles faciaux sont égaux, alorsdanété est vérifiée
_ les trois angles faciaux ne sont pas égaux

Dans ce deuxiéme cas supposern$QY le plus grand des angles faciaux (siil y en a
deux on choisit arbitrairement I'un d'eux), aldusiue cas a discuter reste la comparaison de
< X0OZ + <ZOY avec=< XOY.

Soient Al [OX) et BU[OY), Az 0O,B# O, nous plagons D tel quelD[AB] et
<AOD = < XOZ (c'est possible cak XOY >< XO2) (cf. fig.5), puis C tel que C [OZ) et
OC = OD.(cf fig. 6)

Alors, dans le triangle ABCona: _ AC + CB > ABdr C1[AB])

__AB =AD + DB (car DI [AB])
d'ou AC+CB>AD + DB

Par ailleurs les triangles AOC et AOD sont isomégs par construction ( ils ont deux
cOtés et I'angle intérieur égaux ), donc AD = AC\/(OA2+ OD?-2< OA OD>)

dou AC+CB>AC +DB= CB>DB (*

Or dans les triangles ODB et OCB, les cotés camte® sont égaux, alors l'inégalité
(*) sur les cotés opposés a O entrak€@OB ><DOB

2 —
(car <DOB= arcco{OD + OB DBZJ et <COB=arcco€

20Dx 0B
fonction arccos est décroisante sur [-1;1] )
Par construction on a AOC = <AOD, donc
<AOC +<COB ><AOD + <DOB =<AOB
=< XOZ+< ZOY>< XOY CQFD

OD2+0B?*- CP
et la
20Dx OB

Remarquesi le triedre est "aplati”, c'est-a-dire si X,Y 2 sont coplanaires on peut avoir
l'égalité.

Remarque Nous aborderons plus tard une autre fagon de diéeroce résultat (grace aux
formules de la trigopnométrie sphérique), cependamécessitant que I'utilisation d'arguments
de géométrie élémentaire, cette démonstration gtedisn démontrer a priori le résultat sur le
plus court chemin sur la sphere.

.2 Le plus court chemin sur la sphére

Deux points étant placés sur la sphére, il estipesde les joindre par un segment de
droite, ce qui représente le plus court chemineeo#ts deux points dar®’. Cependant ce
segment n'est pas sur la sphere, il n'a donc asens a la surface de le la sphére. C'est
pourquoi il parait indispensable avant toute chdsedéfinir ce qu'est le plus court chemin
entre deux points sur la sphére. Dans la suite appsllerons & la sphére de centre O et de

rayon 1 deR’.



figure 7

figure 8

Légende:

_enbleul, I'arc de grand cercle joignagtR et R5=B
__enrouge L, la courbe joignant A et B
_ en noir la "ligne sphérique brisegjARPoP3,P4,P5



Définitions soient A1 2 et B 2, A et B sont ditaantipodaux s'ils sont placés sur un
méme diamétre de2SSi A et B ne sont pas antipodaux les intersesties plans contenant
A et B avec 8 forment un faisceau de cercles (cf fig 7), le leehstersection du plan (OAB)
avec 2 est appeldgrand cercle (en rouge), les autres sont detits cercles Pararc de
grand cercle joignant A et B nous entendrons I'arc mineur (i.e. le plus cded deux) du
grand cercle contenant A et B. Si A et B sont aitgux le faisceau de cercles est constitué
d'une infinité de grands cercles, et les arcs dmdyicercle joignant A et B sont tous de
longueurr.

Théoréme: la courbe rectifiable la plus courteSjreliant deux points & S2 et BU S2 non
antipodawest I'arc de grand cercle joignant A et B.

Démonstration: (par I'absurde)

Soient A1 S2 et BJ S2 non antipodaux, | I'arc de grand cercle joignargt/B et L
une courbe rectifiable suP$oignant A et B. Supposons L plus courte que hgld)< long(l)
Choisissons §=A, P1,Po, ... Fh-1,Pn. Ph+1=B des points de L formant une subdivision de L
(cf fig 8 pour n=4), définissons alors, en not&®R,, la norme euclidienne du vectel§P,, :

diam(RR..R,.)=max( PR.)

i=0..n
Alors on a: Lim RR+RR+-+RR,= lond )
diam( B R... R.y)- 0
et: RE+BRB+---+ PR <long ) OnON
en notant € l'arc de grand cercle joignantét K, on a:
long(C;
DL (o

donc:long(G;.,) =2arcsin%: PP, + C(( iF’iFj1)3) quanddiam(RP...P.,) — O

Ainsi: RR+-+RR., = lond G)+ q( BH)+-+ long 6.3+ € PP))
(RR) +--+(RR.) <(dianf BR. RY)( PP+ PP)<( diah PR ,R)" lotg)
etenfin: RR+--+RR,, = long G)+-+ long G,.)+ ¢ diath PR P))’)

Soit 11” = JC,;., une "ligne sphérique briséetong(I”) = > long(G;.,)

i=0 i=0
RR++RR, = long [7)+ d( diart PP. B))’)
Donc lorsquediam( R P... P,,) diminue (n augmente) la longueur ¥ se rapproche de celle
de L, en particulier: 0 Pg,P1,P2, ... AN-1,PN, PN+1 tel que  long(Y) <long(l)

N
soit 1) =C,,0( JC

i=2

.+ correspondant &) dans laquelle on remplaceg @l Cq 2 par
Co,2

Montrons qudong(l”) > long(I?) :

Les longueurs des deux lignes brisees differerquement au niveau des arcg €, Cp p et
Cop, 21l suffit donc de montrer que:

long(C, 1) + long( G 2) = long(CGy,2)



Considérons le triedre OgP1Py , S étant de rayon 1 les longueurs des argy CCp o et
Cp,2 sont respectivement les mesures des angles fasi&@gfoP; ,< P1OP> et < PgOPp
La propriété précédente appliquée a ce triedreelor PpOP + <P10OP> = < PgOP>

= long(Cp, ) + long( G 2) = long(Gp 2)

= long(I{’) = long(I{)

figure 9

figure 10



figure 11
Or: long( ) <long(l) = long(I) <long(l)

N
En itérant ce processus(enlever un point) N foisetnotant:1{’ =C,,.,| ] C,;,, pour
i=k+1

0<k< N, on obtient:0k < N long(I{?) <long(l ) et long(I{") <long(l)
or I =C, ,,=I d'ol la contradiction.

On a donc long(L2long(l) et comme cette démonstration est valable poute courbe L de
la sphére, on a montré qu'il n'existe pas de copitsecourte que | allant de A a B.

Pour montrer que c'est l'unique plus courte, supmoPar l'absurde qu'il existe L' telle que
long(L")=long(l) et #L" alors: IC1S2/CO L' etC I. En notant k la partie de L allant de
A a C et lp la partie de L allant de C a B, on a: long(l> long(AC) et long(lp) =
long(CB) et d'aprés la propriété précédente sumlesures de angles faciaux d'un triedre (ici
non aplati): long(AC)+long(CB) > long(AB), donc:rig(L")=long(L1)+long(Lp)>long(AB) ce
qui est en contradiction avec I'hnypothese sur L.

CQFD

Remarque toutes ces notions sont transposables a uneespleerayon R quelconque par
homothétie de centre O et de rapport R. Ainsi quel soit le rayon de la sphére, le plus court
chemin entre deux points A et B de celle-ci sena Imineur du grand cercle contenant A et
B.

[.3 Segments, droites, points, distances
et angles sphériques

Maintenant que nous connaissons le plus court thenire deux points sur la sphere,
nous pouvons légitimer 'existence des élémenta géométrie sphériques:

_lesegment sur la spheresera déterminé par deux points non-antipodaux, A
et B, représenté par I'arc mineur du grand cei¢enant ces deux points (cf figure 9) et noté
[AB] (comme dans la géométrie euclidienne le segmeste le plus court chemin pour aller
d'un point a un autre).

10



__par extrapolation, ldroite sphérique sera déterminée par deux points non-
antipodaux, A et B, représentée par le grand ceambtenant ces deux points, et notée (AB)
(pour qu'une unigue droite passe par deux poixés fil faut éliminer les points antipodaux).

__ainsi unpoint sphérique sera un couple de points appartenant a la sphere e
antipodaux.

Remarquela principale raison pour laquelle la géométpbérique n'est pas euclidienne est
gu'elle ne vérifie pas l'axiome des paralléleseffet il n'existe pas deux droites sphériques
paralléles (i.e. elles s'intersectent toujoursepaint sphérique)

Une fois ces éléments définis nous pouvons défilds notions de distances et
d'angles sphériques: _la distance entre deux pAimtsB d'une sphére sera la longueur de
I'arc mineur déterminé par A et B, notée AB. Ereeff : SXS2_, R" définit bien une
distance:

AB=0- A=B, AB=BA, AB <AC+CB (d'aprés la propriété sur les angles faciiur triedre).
_l'angle déterminé par deux droites sphériques|sngle diedre formé par les

deux plans contenant les grands cercles correspbada droites sphériques, notéAPB (cf

fig 10 en rouge l'angle entre les droites ((P/&A)) et ((P,P"),(B,B")).(En effet nous savons

gu'en tout point de la sphere le plan tangent estBrthogonal au rayon OP.)

figure 12
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figure 13

figure 14
I.4 Triangles sphériques

1.4.1 Définition

Maintenant que nous connaissons les bases denaégige sphérique, il parait légitime
de définir letriangle sphérique (aussi appelé triangle d'Euler) par trois point8Aet C "non
alignés" (i.e. n'étant pas sur la méme droite $phé). Le triangle sphérique sera représenté
par les trois segments sur la sphére déterminésigmrcouples (A,B), (B,C) et (A,C) (cf.
figure 11). Nous pouvons aussi, sans ambiguité #&edéfinition précédente, définir le
triangle sphérique par la donnée de trois vectiitines et unitaires d&® (sur la figure 11 les
trois vecteurs seraient OA, OB et OC). On notetadagle sphérique ainsi défini par ABC.

Remarquela définition du segment sur la sphere impliqoaaque les cotés d'un triangle
sphérique sont de longueur strictement inférieurdRgou R est le rayon de la sphére). De
plus comme les mesures des angles diedres sonind&tes par des angles non-orientés, les
angles du triangles seront compris entref et

12



1.4.2 Triangles polaires ou supplémentaires

A chaque triangle sphérique correspond un secoangte que I'on nomme triangle
polaire ou supplémentaire. Il existe deux méthodesconstruction (qui sont aussi les
définitions) de ce dernier. Soit ABC un trianglénépque quelconque:

Définitions 1 a un grand cercle on fait correspondre dedbesqui sont les intersections de la
sphére avec la droite perpendiculaire au plan dadycercle et passant par O. On note A' le
pole du grand cercle passant par B et C qui se diims le méme hémisphére que le point A
(cf figure 12). De méme on définit B' pble du granaicle passant par A et C se situant dans
le méme hémisphere que B, et C' relatif a A et B.

A'B'C' estle triangle polaire de ABC (cf figure 13).

Définition 2 On construit les trois grands cercles ayant pdles A,B, et C. Le point A" est
définit comme l'intersection des deux grands cerelgant pour péles B et C , A’ se situant
dans le méme hémisphéere que A(cf figure 14). Pamg@tion circulaire (A B->C->A) on
obtient B' et C'.

Vérifions que ces deux définitions concordent bipartons de la définition 2 et
montrons que A' est bien le pOle du grand cercésanat par A et B.
On a: A'estsur le grand cercle de pole>EOA")(OB)
A' est sur le grand cercle de p6le=C(OA)(OC)
Mais ces deux relations d'orthogonalité peuvet idterprétées comme suit:
__ A’ est un pdle d'un grand cercle passant par B
__ A’ est un pdle d'un grand cercle passant par C
donc A' est un pble du grand cercle passant paiB e
De plus A' est dans le méme hémisphére que Addas définitions concordent bien.

La traduction de ces définitions en termes d'ardpese 9 relations :

<OA;0A™> >0 i.e. A' est dans le méme hémisphere A
<0OB; OB"™> >0 i.e. B' est dans le méme hémisphaeeB
<0OC; 0OC'>>0 i.e. C' est dans le méme hémispinéeeC

13



figure 15

figure 16
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Remarquele cas ou <OA;OA™> =0 est exclu car on auraitri@®A")J(OA) c' est a dire A’
est un pdle d'un grand cercle passant par A et ApBg et C seraient tous sur un méme grand
cercle, ce qui est contradictoire avec la définititun triangle sphérique.

<OB;0A™>=<0OC;0A™>=0 i.e. A'est un pole du graretate passant par B et C
<OB';0A>=<0C;0OB™>=0 i.e. B' est un plle du gramdote passant par A et C
<OA;0C>=<0B;0C>=0 i.e. C'est un pble du grapeccte passant par B et A
Les points A', B', et C' définissent bien un trigngphérique car s'ils se trouvaient sur un
méme grand cercle, les vecteurs OA', OB' et OGlier coplanaires donc linéairement
dépendants:
par exemple OAXOB'+1OC' = <OA';0A>=A<O0B';0A>Hi<OC'";0A>
= <OA';0A>=0 ce qui est exclu.

Propriétés: Soit ABC un triangle sphérique sur &%, note a, b, ¢ les c6tés oppdsés
respectivement a A, B, C, puis 3, y les angles opposés a a, b, c de méme on notea'ah
B', Y les éléments de son triangle polaire A'B'C' igdiffe 15).

1- On ales relations :

ato =ata' =TI

b3 =b+B =T

CHy =cty'=m

c'est & dire les angles des sommets de l'un des wiamgles sont respectivement |es
supplémentaires des cotés de l'autre.

2- De plus si A'B'C' est le triangle polaire de @\Blors le triangle polaire de ABIC'
n'‘est autre que ABC. Autrement dit I'applicationi quun triangle fait correspondre qon
triangle polaire est involutive.

Démonstration:

2- Si on regarde les 9 relations qui définissentriangle polaire d'un triangle on
remarque que celles-ci sont symétriques. Le camdt®olutif de l'application qui a un
triangle fait correspondre son triangle polaire destic évident : le triangle polaire de A'B'C'
est bien le triangle ABC .

1- Cette application étant une involution , desrslations que nous avons a démontrer
trois découlent des trois autres par dualité iniadu Nous allons donc prouver queca=t
(b+3'=ttet c#/ =1t s'obtiennent par permutation circulaire).

On note D le point d'intersection du grand cepdssant par A' et B' et de celui
passant par B et C, on note E le point d'intei@eciu grand cercle passant par A' et C' et de
celui passant par B et C (cf fig.16). On a alorshetant DE la longueur du segment sur la
sphére allant de D a E:

DE =o' car A’ est le pdle du grand cercle passant petr ® donc par D et E(le
plan (ODE) est perpendiculaire a la droite (OAAinsi BC+DE=a#'.
Or BC+DE=BE+DC et D est sur le grand cercle pasganiA' et B' qui a pour pdle C donc la
mesure de DC est2.
De méme E est sur le grand cercle passant par@A'agti a pour pdle B donc la mesure de BE
est aussiv2.
On obtient donc a*=BE+DC =1t CQFD

15



figure 17

figure 19

gidre 20

igdre 22

figure 21
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Remarques Toute proposition sur les angles et les cotés dhangle conduit a une
proposition duale sur les c6tés et les anglesidngie polaire .

Un triangle coincide avec son triangle polairees cotés et angles ont pour valef@r
(i.e. c'est un triangle trirectangle). En effetpoint est déja le pble du grand cercle passant par
les deux autres (ce situant dans le méme hémigphére

[.4.3 Autres triangles particuliers.

Définitions Si deux cotes d'un triangle sphérique sont égdars le triangle est disoceéle(cf
figure 17). Un triangle sphérique €sjuilatéral si ses trois cotés sont égaux (cf figurel8).

Définition: Un triangle sphérique est dctilatere ou quadrantal si I'un de ses cbtés a pour
longueurrv2 (cf figure 19).

Définitions

1-Un triangle sphérique est déctangle lorsqu'il posséde un angle droit (cf figure 20).
Le coOté opposé a cet angle droit est apligj@oténuse.

2-Un triangle sphérique est dfrectangle lorsqu'il possede deux angles droits (cf
figure 21).

3-Un triangle sphérique est diirectangle lorsqu'il possede trois angles droits (cf
figure 22).

Remarques Le triangle polaire d'un triangle rectilatere eStidemment rectangle et

réciproguement. Dans un triangle rectangle lesrémes que nous allons voir sur les triangles
sphériques quelconques se simplifient, on obtilems des regles de Napier.
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figure 23

figure 24

figure 25
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Il Trigonométrie sphérique

1.1 Formules fondamentales

Nous travaillerons désormais en considérant angte sphérique quelconque ABC de
la sphere unité Sz on notera a, b, ¢ les longudes6tés opposés respectivement a A, B, C,
puisa, 3, yles angles en A, B, C.(cf figure 23)
Remarque sur S2 nous pouvons confondre la longueur d'uté @vec l'angle facial

R . c
correspondant, alors que sur une sphéere de rayomurait: mesuré< AOPB=—.
r

Formules 1, loi des cosinus pour les cotés:
COs a = cos b cos ¢ + sin b sin ¢ 0os
cos b = cos a cos ¢ + sin a sin ¢ Bos
cos ¢ = cos b cos a + sin b sin agos

Démonstration:
On choisit un repére orthonorm@®,7,j.,k) tel que k =OA et que B soit dans le plan
(O:T ;K ).
On peut alors utiliser le systéme de coordonnéedrgpies (r 9, ¢ ) (cf figure 24):
X =r sin@) cos ()

y= rsin @) sin @)

Z =r cosf)

B a alors pour coordonnées sphériques le triptetq)Let C a pour coordonnées sphériques le
triplet (1;bp) (cf fig.25).
Ce qui revient a dire que B a pour coordonnéegsiarnes :
X=sin c
y=0
Z=cos C
De méme C a pour coordonnées cartésiennes :
X=sin b co
y=sin b sinx
z=cos b
Si on effectue le produit scalaire de OC et OB btient alors:
cosa=sincsinbcas+cosccosb.
Par permutation circulaire on obtient les deuxesuformules:
(am) - (bP) - (cy) - (an)
CQFD

Formules 2, loi des cosinus pour les angles:
cosa = -cosf3 cosy + sinf3 siny cos a
cos3 = -cosa cosy + sind siny cos b
cosy = -cosa cosP + sind sin3 cos ¢

Démonstration : On va démontrer ces formules gaaciangle polaire:
On sait que I'on a, entre ABC et son triangle pelaiB'C', les relations suivantes:
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a'to=1t, b'{3=11, C'ty =11, ata'=1(*)
On applique la formule 1 a A'B'C', on obtient :
cos a' = cos b' cos ¢' + sin b' sin ¢c'@bs
grace aux relations (*) on a alors:
cosfra) = cos(tP) cosfry) + sinep) sin(ty) cos (ra)
= -cosa = cosf cosy - sinf3 siny cos a
= cosa = -cosf3 cosy + sinf3 siny cos a
Par permutation circulaire on obtient les deuxesutormules:

@n) - (bP) - (cy) - (am)
CQFD

sinag _ sing _ siny

Formules 3, loi des sinus: - - -
sina sinb  sinc

Démonstration:
On remarque tout d'abord qu'étant donné que aDﬂ)Om[ , on a sin a >0, sin b>0 et sin ¢>0.

cosa— cod cos

La formule 1 donne: cosa = - ,
sinb sinc
do SinZg = 1- cosd = sind sin %:—. (cosla— cob cos
sindbsint
sinZg = (1-cosh )(+ cgs@ }. (cos— cds cas
sindsint
. 1-cosa-—- cosB- cos* 2c@s cbs cc
siny = : ;
sindbsint
. ) sinay _ 1- cos&- cod¥— cog€* 2ces cbs @
et par conséquent: _ = : . -
sinZa sin@a sind siné

cette valeur ne changeant pas par permutatiorettessi a, b, et c on a:

sin?r _ siny3 _ siny

sinZa  sinbd  sine
et comme les angles et les c6tés d'un triangleris;nleéappartiennenth);n[ , leurs sinus sont
sinag _ sing _ siny
sina  sinb  sinc

positifs d'ou: CQFD

Remarque cette égalité exprime que dans tout triangle sghé, les sinus des angles sont
proportionnels aux sinus des c6tés opposes.

Formules 4, loi des cotangentes:
[cot a sin b - cott siny = cos b coy
lcot b sin a - coB siny = cos a coy
[cot b sin ¢ - coP sina = cos ¢ cost
lcot ¢ sin b - coy sina = cos b cost
(cot ¢ sin a - coy sinB = cos a cof
lcot a sin ¢ - cotr sinf = cos c co

Démonstration:
Les formules 1 donnent: cos a=cos b cos c + sin b coxx
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cos ¢ = cos b cos a + sin b sin agos
en substituant dans la premiére formule la valewras ¢ donnée par la seconde on a:

cos a=cos b (cos b cos a + sin b sin a/cessin b sin ¢ cosl
COS a = C0s a cos? b + sin a sin b cos lyeosin b sin ¢ cosl
cos a (1 - cos? b) - sin a sin b cos bycessin b sin ¢ cosl
cos a sin? b- sin a sin b cos b gassin b sin ¢ cosl

or sinb# 0 cos a sin b- sin a cos b ops sin ¢ coxx (i)

De méme les formules 1 donnent:
cos a = cos b cos ¢ + sin b sin c@os
et cos b = cos a cos ¢ + sin a sin c[8os
d'ol: cos a=cos c (cos c cos a+ sin ¢ sirs@re sin b sin ¢ cost
COS a = Cc0s a cos? ¢ + sin a sin ¢ cos @evsin b sin ¢ cost
cos a (1 - cos? c) - sin a sin ¢ cos cf@essin b sin ¢ cosl
Ccos a sin2 ¢- sin a sin ¢ cos ¢ fos sin b sin ¢ cost
orsinc£0 cos a sin c- sin a cos ¢ dds: sin b coxx (i)

sincsina _ sinb siny
siny - sing
en divisant (i) par la premiere valeur de sin an(nalle car 0 < a ) on a:
cosasinb  sim co® cgs_ sio cos i
sina sina ~ sinc simr
cotasin b - cos b cgss cota siny (i)

Les formules 3 donnensina =

de méme avec (ii) et la deuxiéme valeur de sin alaient:
cosasinc  sim cog cg8 _ sib cos i
sina sina sinb siny
cotasin c- cos c cfis= cota sinf (i)
Les égalités (i') et (ii") sont respectivement larpiere et la derniére des égalités recherchées,
par permutation circulaire on obtient les quatreemuformules:

(ap) - (bP) - (cy) - (ao) CQFD

Remarque importantd es formules 1, 2, 3, et 4 n'utilisent chacune quatre éléments du
triangle sphérique. Elles sont au nombre de quiogequi correspond au nombre de

combinaison de quatre lettres prises parmi €% £15), autrement dit quelle que soit la

donnée de quatre éléments d'un triangle sphérigug connaissons une égalité les liant:
__trois cotés et un angle: formules 1
_un c6té et trois angles: formules 2
_ deux cotés et les angles opposés: formules 3
_ deux cotés, lI'angle compris entre ces deux &btés autre angle: formules 4

[1.2 Relations générales
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Les formules précédentes vont nous permettredigtles relations générales entre les
longueurs des c6tés et les mesures des anglemulgldrsphérique. Nous travaillons toujours
en considérant un triangle sphérique quelconque AB8@& sphére unité.

Théoreme:

Le triangle sphérique ABC existe si et seulemedbsiq <a<bt+ceta+b+c<f
(ab,o0]ar’

Démonstration:

cosa— cod cos

Soit ABC un triangle sphérique, la formule 1 ndosine: cosa =

sinb sinc
s . - N cosa— cod co
Or 0 <a < mtpar définition du triangle sphérique d' sa| :| - , SI <]
| sinb sinc |
yr
1 Y=CO0S X
‘ cos(b-c)
Pi a | a  btc  2Pia/ P
b-c l X
1 cos (a)
1 ‘ cos(b+c)
Figure 26

etcommeO<bxetO<c<tona:0<sinbsinc
donc -sinbsinc<cosa-cosbcosc<simlzsi

cos (b+c) < cos a < cos (b-c)
ona:0<a qtetO<b+c<®

_sinm<b+c<Ziona:a<b+c

_si0< b+ cgtlafonction cosinus étant décroissante sulf]@& < b+c
onarm<2r-a <artetO<b+c<®f

_SiO<b+cgtona:b+c<fi-a

_SimM<b+c<2t

la fonction cosinus étant croissante Sy2ij et cos(2ra)=cos a

b+c<2ra
conclusion on a: a<b+c4gi2a
d'ou a+b+c<m?

et par permutation circulaire: b<c +a et ckla= |b-d<a
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Réciproquement, sof, b,c)0] g 7" vérifiantb-d< a< b+ ceta+b+c<#

—-a<b-c<a<b+c<gta
Ona si<b-c<mt _ siqt<b-c <0 comme cosinus est croissante sto[]-
-a<b-c= cos a=cos (-a) < cos (b-c)
_si 0<b-c9tcomme cosinus est décroissante surf]0;
b-c<a= cos a<cos (b-c)

OnaO<b+c<’2 _si0<b+c<9gtcomme cosinus est décroissante sur]0;
a<b+c= cos(b+c)<cosa
__SiTt< b + ¢ < 2Ztcomme cosinus est croissante S2i(
b+ c<2t-a= cos (b+c) <cos (Ra) = cos a

On a donc: cos (b+c) < cos a < cos (b-c)

cosa— cod Cos
rL“" sinb sinc |<1

cosa— cod cos
sinb sinc
et le triangle sphérique définit par les pointsBAC de coordonnées sphériques (cf formules
1) A=(1,0,0),B=(1,c, 0), C=(1, n) existe et ses cdtés ont pour longueurs a, b et c
CQFD

ce qui entraine (cf précédemme

donc il existea 0]0;71] tel que:cosa =

Remarqueil est possible de résumer ces relations en déreit les points d&® L=(a;b;c),
M=(0;0;0), N=(t0;m), Q=(0ytm) et P=(tr50):
le triangle ABC existe- L appartient a l'intérieur du tétraédre réguliedRQ)

en effet{(x, v,2OR; = = }/=( MNQ {(x, v, 20 R; = y }=( MPQ
{(x, v,2OR; = # }/z( MNI {(x, v,20R; x=2m1—- = }/z( NQF
4
) Q

figure 27

Corollaire:
Le triangle sphérique ABC existe si et seulementasi y< 77+ 3
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Lra<m+y
Lry<m+a

etr<a+p+y (@ By)0]on’

Démonstration: montrons tout d'abord que le triasghérique ABC existe si et seulement si:
|B-Vi<m-a<2m-B-y
etn<a+pB+y<3n (a4 0]0A°
Soient ABC un triangle sphérique et A'B'C' sonngia polaire de cotés a’, b', ¢' d'apres le
théoréme précéderfb'-ci<a'<b+c et O<a +b' +c <2

On a: aIt-a |
b =m-B } = |f-yY|<m-a<2m-B-y
C'=T-y J

et: a+b+ca+B+y=3n = nm<a+L+y<3r

Réciproguement sia, [, y vérifient les conditions il existe, d'aprés le dféme
précédent, un triangle A'B'C' ayant pour cétésa-=, b' =11- 3, ¢' =T1- Yy, donc le triangle
ABC polaire de A'B'C' existe et a bien pour angieB ety.

Donc le triangle sphérique ABC existe < \B-Vi<m-a<2m-pB-y

et T<a+[+y<3mr
(a; Biy)0]0; 7]
= a-nT<PB-y<m—-a<2mt-F-y
etr<a+fB+y (mﬁwODpvf
- a+y<m+f
Lra<m+y
Lry<m+a
etr<a+B+y (@ By)0]0;A
CQFD

Remarqueces relations donnent avec bs8;y), M=(1t0;0), N=(07t0), Q=(0;010) P=(tg1310):
ABC existe= L appartient a l'intérieur du tétraédre réguliedRQ

En effet:{(x, v, 20 R; x=m- y }z:( MNQ {(x, v, 20 R; x=-m+ y }z:( NP(;
{(x, v, 20 R; x=m+ y k:( MPQ {(x, v, 20 R; x=m— kz( MNF
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Figure 28

[1.3 TRIANGLES SPHERIQUES RECTANGLES

[1.3.1 Formules dans un triangle sphérique rectagle

Les égalités obtenues nous permettent d'oresj&tl'déude d'un cas particulier de
triangle sphérique: le triangle sphérique rectan§leit ABC un triangle sphérique de S2
rectangle en C, (i.e=r/2). Les conditions d'existence du triangle sph&rigectangle en
fonction de la mesure de ses angles vont étrespiysles que dans le cas général.

[,

figure 29
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Théoréme:
Vid
2

Vi 3T
T<ag+ <=
2 P 2

ABC triangle sphérique de S? rectangle en C existe  |a - | <

(a; B 0]0; A

Démonstration: on sait que le triangle sphériqueCARiste si et seulement si:
a+y<m+f; Bra<mty; fry<mta etm<a+fB+y (a;[j’;y)D]O;n[3
d'ou avecy = W2 :a—ﬂ<g . ,3+a<3—” . ﬂ—a<g etg<a+,8 avec(a;[f’)D]O;n[2

2
CQFD

Remarquenous pouvons schématiser ses conditions d'existemr la figure 30, ou la partie
hachurée représente la zone dans laguellet 3 satisfont aux conditions d'existence du
triangle sphérique ABC rectangle en C:

YERB
T AN
B=m2+a
2K >
1 1 ‘\__7 Jy | 1 T[ 1
o) v X=q
B=1v2-a figure 30

Lorsque ABC existe on a les relations suivantes :

Formules fondamentales dans ABC triangle sphériigus? rectangle en C:
1. cosc=cosacosb 4. @ot sinacotb
2. sin b = sin ¢ sip cota =sin b cot a

sina =sin c sia 5. COS C = cqt cota
3. cot c = cot b cos 6. COSB = cos b sinu
cot ¢ = cot a cog COSo = COS a Sip
Démonstration :
1. On utilise la loi des cosinus pour les cotés:
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cosc=cosbcosa+sinbsinagat cosy=0 donc: cosc=cosbcosa

. ) . Sina sin sin
2. On utilise la loi des sinus—— = — B =— 4
sina sinb  sinc

Donc: sinb =sipsinc et sina=siasinc

et siny=1

3. On utilise la loi des cotangentes:
cotcsinb-cofsina=cosbcos et coy=0
= cotcsinb =cos b cas= cot c = cot b coa (carsinb# 0)
En changeant b par aceparp on obtient la deuxieme formule.

4, Ici aussi on utilise la loi des cotangentes:krein a - cop siny = cos a cog
or siny=1 et coy =0 donc cot b sin a = cft
En changeant a par bgepara on obtient la deuxiéme formule.

5. On utilise la loi des cosinus pour les anglessy = - COSp COSa + Sinp Sina CoS C
= COSPB COSa = Sinp Sina COS €
= COS C = COp cota

6. On utilise aussi la loi des cosinus pour ledesg

COSB = - COSy COSa + Siny Sina cos b = COSpB =sina cos b C.Q.F.D
Remarque: Ces dix formules contiennent chacune uniquenteris éléments parmi cing
éléments du triangle (on connait dgjd et leur nombre est exactement le nombre de

combinaisons de cing lettres prises trois a tr6%£10).

11.3.2. Régles de Napier

Les régles de Napier, aussi appelées regles des geculaires, sont un moyen
mnémotechnique pour retrouver les 10 formules dérm@es précédemment. Pour formuler
ces réegles, on représente les cing éléments cgleiaphérique rectangler('étant pas pris en
compte car droit ) disposés dans un cercle (cf. 3it) dans l'ordre ou ils apparaissent
naturellement dans le triangle, a la différence o a sont respectivement remplacésrpar
12-b etrv2-a.

w2-b W2-a
figure 31

b

A B

C
Si on choisit un élément, les deux éléments sitiggsart et d'autre de cet élément sont
appelés éléments adjacents et les deux élémetdatesont appelés éléments opposeés.
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Alors les regles de Napier s'expriment de la nrarséaivante:

Regles de Napier:
Le cosinus d'un élément quelconque est égal auupratts cotangentes des élémeénts
adjacents, et aussi a celui des sinus des élénogmissés.(si les cotangentes sont pien
définies)

Démonstration:
Vérifions tout d'abord que toutes les formules d@mmpar cette regle sont bien des formules
fondamentales du triangle sphérique rectangle.
Choisissons ¢ comme élément de référence, onsllabdeux formules:
cosc = cotr colB
cosc=singz /2-a)sinff /2b ¥ coa cds
qui sont respectivement les formules 5 et 1 dewndites fondamentales.
On choisit maintenart comme élément de référence, on obtient :
cosa = singr /2-a )sirB= coa sif
et cosa = cotfr /2-b )cot= tab cot= cat= cdi co:
en supposant que# 77/ 2.
Ces formules sont respectivement les formules &(Bja).
On choisitf3, on obtient :
cosf = sinx sinfr /2b ¥ sir cds
et cosf = cot cotff /Za F cot tam= ca= c@gs cCe
en supposard £ 77/ 2.
Ces formules sont respectivement les formulesei(ajb).
On choisitrv2-a, on obtient:
cos@r/2-a)= sim= simr Ssirc
et cos(r/2-a)= sim= coff colf /2b ¥ cgf= sia cd
en supposan # 77/ 2.
On a obtenu les formules 2(b) et 4(a).
On prendv2-b, on obtient:
cos@r /2-b )= sirb= sirc s
et cos@r/2-b )= sirb= cotr cotf /2a ¥ cat= sih cda
en supposard # 77/ 2.
On a obtenu les formules 2(a) et 4(b).
Ainsi toutes les formules données par les réglesNdgier sont bien les formules
fondamentales dans un triangle sphérique rectaagla,liste obtenue est exhaustive. CQFD

11.3.3. Régle des quadrants

Pour certaines résolutions, étant donnés deux egltsndu triangle on obtient un
troisieme élément grace a une formule donnant teisside I'élément recherché. Des
renseignements supplémentaires sont alors néa@sgaiur savoir si cet élément est inférieur
ou supérieur az/2. Ces renseignements sont donnés par la régle udrants (nous

entendons par quadrants les ensemfple8< x< 77/2} et x;77/2< x< 7} ):

Régle des quadrants:
1. Un c6té et son angle opposé sont toujours damE£me quadrant
2. Si I'hypoténuse est inférieur# alors: a et b sont dans le méme quadrant
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a etp sont dans le méme quadrant
3. Si I'nypoténuse est supérieuwa alors: a et b sont dans des quadrants diff@rent
a et sont dans des quadrants différents

Démonstration:

1. Nous allons démontrer cette assertion pourca @n utilise la formule fondamentale

6: cosa = sinB cos a .

Puisques<m alors sing est positif. Ainsi cos et cos a sont de méme signe, c'est-a-dire que a
eta sont dans le méme quadrant. Le méme raisonnemelat deuxieme formule du 6. établit

la méme relation entre b gt

2 et 3. On utilise la formule 1: cos ¢ = cos alzos

Si ¢ <t/2 alors cos c est positif et donc cos a et cesrth de méme signe; ainsi a et b
sont dans le méme quadrant.

Si c>nt /2 alors cos c est négatif et cos a et cos b d®rsignes opposés; ainsi a et b
sont dans des quadrants différents.

Si on utilise la formule 5 : cos ¢ = gdttota , alors si cw /2 , cos ¢ est positif, ainsi
cota et cotp sont de méme signe. Comme giet sin sont toujours positifs alors caset
cosp sont de méme signe dom@tp sont dans le méme quadrant.

Si c>nt /2 ,cos ¢ est négatif, ainsi aptet cotp sont de signes opposés. Commeosét Sinp
sont toujours positifs, alors ceset cosp sont de signes opposés danet g sont dans des
guadrants différents. CQFD

11.3.4. Résolutions systématiques d'un triangle sgerique rectangle

Etant donné que l'on connait I'angle droit, parrésolution la donnée de deux
éléments est suffisante. Il existe 6 cas différaetgsrésolution, pour les résoudre nous
utiliserons les formules fondamentales 1 a 6 stdde des quadrants.

Avant toute résolution, remarquons que lorsqu'ugieaau un c6té est donné par son cosinus,
par sa tangente ou sa cotangente, sa valeur esiniléte, car ce c6té ou cet angle est compris
entre 0 ett Mais s'il est donné par son sinus, il y a deuewa pour cet angle ou ce coté.
Nous léverons toute ambiguité grace a la réglejdadrants.

Remarque nous utiliserons les déterminations suivantes wEsproques des fonctions
trigonométriques:  arccos]- Ll | ogf arcsin] 0;1 - | or/ %

arg cot ] - po[ — | 077 arctan R - | o7/ RO/ 2]

1. Lorsque I'hypoténuse et un c6té sont donnés :

JJ

Sont donnés I'hypoténuse c et le cété b (par petion (a,a) - (£,b) on obtient le

solutions si a est donné et non b):
1) sib<7/2 la solution existe si et seulement si brdsx

COSC sinb . sinb
a=arccos— a =arccos coa—-— [ =arcsin——
osb sinc sinc

2) sib=71/2 alors il existe une infinité de solutions=7/2 ; B=7/2 eta =
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3) sib>77/2 la solution existe si et seulementeb<c<b:

COSC sinb . sinb
a=arccos— a =arccos coa—-— [ =rm—arcsin——
cosb sinc sinc

Démonstration: Cherchons le troisieme c6té a efdex angles etp.
On peut les calculer grace aux formules:

COS C = CO0S a cos b, sin b = sin c[&icoSa = COS a Sirp

Unicité:

1)sib# 77/2 alors

cosc ., . )
COSC = COsA COPb = cosa=—Sb détermine parfaitement a.

co
, . . . sinb , .
sinb=sincsinB = sinB=—— ceci nous donne deux valeurs poy mais
sinc
connaissant b, la regle des quadrants permet dendéer exactemergt
COSa = COS a Sip détermine exactemesnt

Existence: le probléme admet une solutiersin b<sin c
En effet: sin b<sin e> sinp est inférieur a 1
et sin b<sin ¢ sin%b < sin2c= 1-sin%c < 1-sin?b= |cosc| <| cody c'est-a-dire que
COs a est compris strictement entre -1 et +1.
Réciproguementsinb = sinc = |cosa = 1impossible cam]0; 77|
Ainsi si sin b<sin ¢, on obtient une valeur @eet connaissant b et ¢ on peut construire le
triangle sphérique ABC (cf figure 25)
2)sib=77/2 alors cos ¢ = 6> c=77/2 puis sinB = 1 doncB =71/2
alors cosu = cos a sir donne o = a (cosinus est une bijection §&7] sur|-11), on a

toujours I'existence. CQFD
2. Lorsque les deux cotés de I'angle droit sonhéen

Sont donnés a et b, le probléeme admet toujoursalugion unique:
c =arccos(cos cols [ =argcot(sira cob

a =argcot(sirb coa

Démonstration:
On emploiera les formules: cos ¢ = cos a costf} eosin a cot b, cot = sin b cot a.
Unicité et existence:cosc = cosa cop  détermine exactement c.
cotf=sinacotb  détermine exactemept
cota = sinb cota  détermine exactemeat
On remarque que ce probléme admet toujours unéi@lear connaissant a et b et 77/2
on peut construire le triangle sphérique ABC pae uméthode analogue a la figure 25.
CQFD

3.Lorsque I'nypoténuse et un angle sont donnés:

U7

Sont donnés I'hypoténuse c et l'anglgpar permutation(a,a) - (£,b) on obtient le

solutions st est donné et nop):
1) si B< /2 le probleme admet une solution unique:
t

. . cotc
b =arcsin(sin c sip) a=arg cot—ﬁ a =argcot(tang cos
cos
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2) si f=rmf2alors:c=7/2 ; b=7/2 eta = a, on a une infinité de solutions.
3) si B> 11/2 le probléme admet une solution unique:
cotc

b =rrarcsin(sin c sim) a=arg cot—ﬂ a =argcot(tang cos
cos

Démonstration:
On emploie les formules suivantes: sin b = sim@scot ¢ = cot a cog, cos ¢ =cotr cotp
sin b =sin c sig donne deux valeurs pour b, mais étant donnéegla ré
des quadrants, b ptseront dans le méme quadrant. On connait doreldéaivde b.
si B#m/2 cotc=cotacos détermine exactement la valeur de a .
cosc = cor coff  détermine exactemeat.
sif=m/2 alorsc=m/2 , b=m/2 et on a uniquement a &.(cf démonstration du cas
précédent).
Connaissant a, c et I'angle compris on peut canstABC CQFD

4.Lorsque sont donnés un c6té et son angle adjacent

Sont donnés b et le probleme admet toujours une unique solution:

. cota
B =arccos(cos b sia) a=arg cot_—b c = argcot(cob cog
sin

Démonstration: On utilise les formules:
cosp =cos b sini , cota=sin b cot a et cot b ces= cot c
cosp =cos b silm détermine exactement la valeurpde

) cota , )
cotasinb= cotr = cotatz_—b détermine exactement a
sin

cotb cosr = cot détermine exactement c
Ce probleme admet toujours une unique solution. CQFD

5.Lorsque les deux angles obligues sont donnés:

Sont donnés et B, le probleme admet une unique solution si et seeid si|a—,8| <%T et

T 3 cosa cospf
—<ag+f<—: a=arccos—— b=arccos—— c=arccos(cotr coff
2 2 sing sina

Démonstration:

Existence: les conditions d'existence du triangleésique rectangle en C en fonction de ses
T T 3T

angles sonja - 4| <3 et5<a+,8<7

On utilise les formules: cas=cos a Sir , COSB = cOS b Siru , COS ¢ = cot COtp.

cosa

sing

cospf

sina

COS C = cott cotp détermine exactement c. CQFD

détermine exactement a.

Unicité: cosa = co® Siff = coa=

cosf = cod sim = cog= détermine exactement b.
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6.Lorsgu'un coté de 'angle droit et son angle spmont donnés:

Si b etp sont donnés (par permutation on obtiendra@,de probléme n'admet de solutjon
que dans les 4 cas suivants: _ swB=etp=1v2 alors:c=77/2 eta =a

_sif=b#m/2 alorsc=a=a=r)2

. - . - . _sinb
Si b# 71/2 on note: a=arcsin(tarb cop ¢ =arcsin——
sin
- . cospf
@ = arcsin——
cosb
__si b<g < 172 alors on a deux solutions distinctes:
a=a;c=t;a=a ou bien a=m—-a ;c=m1-¢t a=mn-4a
__sib >3 = 12 alors on a deux solutions distinctes:
a=a;c=m—-T;,a=4 oubien a=m—-a ;c=T ,a=m—-4a

Démonstration:
On peut employer les formules: sin b = sin ¢psinosp=cos b sim, sin a=tan b c@t
1)sib# /2,

sinb = sinc sing - sirr;:s,l—n; donne deux valeurs pour ¢:< 77/2;¢, > 77/ 2
sin

cot b sin a= c@ donne deux valeurs pour&:< 77/2;a, = 71/ 2

cosf = cod sim - sior= cosp donne deux valeurs pour b:< 77/2;b, = 77/ 2

cosb
Il faut donc étudier les valeurs obtenues suivesitvhleurs de b gtdonnées.

A.Si b<g72 alorsp< 172 (régle des quadrants)

_ , ._[sinb< sing , , , L.
Existence d'une solutio = b<p (car sinus croissant et cosinus décroissant
cosf < cod

sur]0; 77/ 2]).
cosb> 0= cos c=cos a cosx0 —a et ¢ sont dans le méme quadrant.
De plus on a forcément a etdans le méme quadrant, on aura donc deux enseieble
solutions au probléme: a=aital et c=clou a=a2o0=02 etc=c2.
On a donc deux cas: _ sifpalors on a une unique solutierr a = a=71/2
_sib# £ on a deux solutions distinctes

B.Si b >172 alorsp = 12 (régle des quadrants)

. . |sinb< sing
Existence d'une soluti
cosf < cod

cosb< 0= cos c=cos a cosf0 —a et c sont dans des quadrants différents.
De plus on a forcement a etdans le méme quadrant, on aura donc deux enseisble
solutions au probléme: a=aital et c=c2ou a=a2a=02 etc=cl.
On a donc deux cas: _ sifpalors on a une unique solutier= a = a=71/2

__sib# B on a deux solutions distinctes

= b=p(car sinus et cosinus décroissan{ si2; 71] ).

2)si b=r7/2
cot b sin a= cop = B=7/2 alors:c=7/2 eta = a (cf démonstration du premier cas 2-
lorsque sont donnés I'hypoténuse et un cote-)
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CQFD

Remarqueen exceptant Ig; le probleme admet deux solutions lorsqu'il esisjiae.
Remarquons que si lI'on construit une triangle AB@ondant au probleme, alors le triangle
AB'C, ou B' est le point d'intersection des prolemgnts de [AC] et [BC] (cf fig 32), est aussi
solution du probléme. En effet prenons par exerABE avec les données al, cloé&t Alors
AB'=recl=c2, B'Czral=aZ2 et on a aussi I'angle ente [AB"] et [AC]l€&gaal=a2 .

figure 32
[1.3.5. Résolution de triangles sphériques grace auriangles rectangles

On peut résoudre les triangles sphériques gracériangles sphériques rectangles:
_ triangles sphériques rectilateres
On rappelle gu'un triangle rectilatere a poumiyla polaire un triangle rectangle. On
résout ainsi le triangle rectangle polaire au giamrrectilatere recherché, puis I'on revient a ce
dernier grace aux propriétés connues entre urgtaaet son triangle polaire: al+= ata ' =T,
b+ =b#3'=m cHy =cty'=TL
__triangles sphériques quelconques
Comme pour les triangles euclidiens on peut étudidriangle sphérique quelconque
en le "découpant” en deux triangles rectangles etanipulant des angles auxiliaires.

[1.4 Autres formules du cas général

1I.4.1 Relations importantes

L'étude du triangle sphérique quelconque nécedsitdévelopper les relations déja
établies.

Formules 5, loi des demi-angles: sing = \/sm(p—-b)S{n(p— ©)
2 sinb sinc

p:= (a+b+c)/2 cos? = \/sm psm(p— a)
2 sinb sinc
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(et permutations circulaires...) tan

a_ sin(p—b)sin(p- ¢)
2 sinp sin(p—a)

Démonstration:
cosa— cod cos

sinb sinc

La formule 1 nous donneosa =

. - . a T o .
or les formules de trigopnométrie classiques donfcmmme0<5 <E sinus et cosinus sont

. . a 1-cosa a 1+cosr
positifs): sin—= et cos— =
2 2 2 2

.. a-b+c . atb-c
sin sin

Sirlg_\/sinb sinc+ cos cos- coa_\/ cobt c-) ca@s 2 2
2sinb sinc 2sirb sirc Si sic
.na+b+c .P—a+ b+ c
COsg_\/cosa— cod cos+ sib sin_\/ caw cas(c ) 5, S,
2 2sinb sinc 2sirb sirc Si sic
sin?
tan? = Czr:\/sm(.p—b.)sm(p— c) COFD
2 cos? sinp sin(p—a)
2
Formules 6, loi des demi-cotés: sinE = _COS,S co§(S—a )
2 sing siny
S:=0@+3+y)/2 cosE = COS(S__[”)C,OS(S_V )
2 sing siny
(et permutations circulaires...) tanE - | ZcosS cosG-a )
2 cosG-L)cosG-y )
Démonstration:

Soit A'B'C' le triangle polaire de ABC, d'aprésfesnules 5, et comme on a:
p=(@+b+c)2=@-a-B-y)/2=372-S

sin = cos" 2= coél = _ ; . : : _
2 2 sinb'sinc’ sin(7r- B) sin(ir— y) singsiny

a \/sin p'sin(p- a‘):\/—cosS sin@772- 17— S+a):\/—cos Scos(S a )
2

a _.a' \/
COS— = sin— =
2 2

sin(p-b"sin(p- c'):\/sin(T/ 2 StB)sing 2 Sy ) | cosEB )cosy

sinb 'sinc sinff— G )sing—y ) Si sip
. a
o sin, :\/ -cosScosG-a ) COFD
2 a cosG-p)cosG-y |

CoS_
2

11.4.2 Analogies de Gauss ou de Delambre
Ces formules renferment les six éléments du theasghérique, Delambre les a fait
connaitre en 1807 dans@bnnaissance des tempsais elles sont parfois attribuées a Gauss
qui lui,ne les a données que deux ans plus tard.
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Analogies de Gauss ou de Delambre:
sin(@+B)/2)_ cos(a-b) 2 sin(l@—-8)/2) _ sin(a-b) 2)
cos (// 2) - cosf/ 2) cos(// 2) - sin¢/ 2)
cos(@ +pB) 2)_ cos@+b ) 2 cos(@-B) 2)_ sin(a+b ) 2
sin(y/2) cos¢/ 2) sin(y/ 2) sin¢/ 2)
Démonstration:

Les formules 5, donnent:
sin% COs,g:\/sm(p—b)sm(p— c) | sin(p— b)sin p_ sin(p- b)\/ sinpsin(p ¢

sinb sinc sim sirc Sirc sirm sib
de méme: cos’g sin(p=b) ¥
sinc
cos? sm’g sin(p—a) [sinpsin(p- c) sin(p- a) SJ_/
2 sinc sina sirb sirc y
c0s? co = S|-n p\/5|n(p—.a)5|.n(p— b)_ S|_n P/
2 2 sinc sina sirb Sirc y
sinﬁ sinﬁ sin(p—c) [sin(p— a)sin(p— b) sin(p- c% )4
2 2 sinc sina sim sirc :
cosé+ co& sné
de 12 on déduit : _Sin(p=b)£sin(p=a)
co&y sinc
a .a .
+ . .
00%2 cosg_ snoE sné _sinps sin(p- c) i)

sinz sinc

on a par ailleurs:
. . .(a-b c (Cc ab . C &
sin(p—b)+ sin(p— a)= sif ——+— |+ sif———— [= 2SiR- cOS—
(p—b)+sin(p- a) r( 5 2) VE 2) 5 )
sin(p—b)-sin(p— a)= 2cos;— sina;—b
: : _ .(a+tb c (atb c)_ c .a ¢t
sinp+ sin(p—c)= si T+2 Si -—|= 2cos2 Si—

. . . C a+b
sinp-sin(p—c)= 25m§ cosT

) . C C
sinc = 2sin— cos-
2 2

par conséquent (i ) donne:
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. a+p . c _a-b a-b . a-pf . a-— a-b
sin 2Sin— COS——  COS— sin 2c0s- si——  si
2 _ 2 2 _ 2 2 _ - 2
cos’ 2sin” cos cos cos’ 2sin” cos. Sin.
2 2 2 2 2 2 2 2
et (ii) donne:
a-p c _.at+b .a+ b a+pf .Cc __a+b at b
COS—— 2C0S- SIR—— SiH—— COS—— 2Sin- cos—— COS—
2 _ 2 2 _ 2 2 _ 2 2 _ 2
sin/ 2sin® cos Sin’ sin¥ 2sin® cos cos
2 2 2 2 2 2 2 2
CQFD
11.4.3 Analogies de Napier
+ + -
Analogies de Napier: cotg cos’BTy = cotb—zC co!%/
tan® sinf Y = tal=C 1Y
2 2 2 2
tan? cosb+ C- cotﬂ ty cog_—C
2 2 2
cotg sinb_c= tar.'g_y sinb+ ¢
2 2 2 2
Remarqueles tangentes sont bien définies car<b-c<met-m<f-y<im
de méme pour les cotangentes €axb+c< 27 etO<fB+y< 27
Démonstration: d'apres les analogies de Delambee on
b+c cosb—;C sin% coég%/ co% c£¥ a
cot = = = cot—
2 inR*C oY i sin’ BV 2
2 2 2 2 2
_ sinl=C sinfYond  cof sik Y
tan>—c=— 2 = 2 2 =2 tand
2 cosP=C cos? stV od RV 2
2 2 2 2 2
LB+y a b+c _.a b+ c
B+y cos—* COS- COS— Sif- coS—
cot = 2 2 2 - 2_tan—
2 . Bty b-c a a b- ¢
sin COS—— COS- cos CoS -
2 2 2 2 2
B-yv . b-c a . a .b—-c
By sin 5 sin 5 co&2 S|r+2 snoﬁ2 a
tan = = = cot— CQFD
2 L-Vy . a .b+c . a .btc 2
cos—+— SII‘E SIPT SlFFZ sin——

Ces analogies sont utiles dans certaines résofuted permettent de dégager une
propriété intéressante:

Propriété: dans un triangle sphérique le plus gom®icotés est opposé au plus grand ande.
Démonstration: supposons c le plus grand des c6tés
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. . b-c a . b+c . .
si b<c on asmT< 0 alors commecot5> 0 et smT> 0 on a d'aprées la derniere

analogie de Napier on ann'g;y< 0= B<y
De la méme fagon a<e a<y CQFD
- + - +
Formules des tangentes: tana B cota B = tana b cota b
2 2 2 2
Démonstration: les analogies de Napier donnent:
sina—_b cot’ cosaib
- + - +
tana Zﬂ cota Zﬂ = 2 2 2 = tana2 b co‘ta2 b CQFD

_a+b a-b Y -
sin-——~  cos-—— co
2 2 2

11.4.4 Formules utilisant les déterminants
Etant donné que nous pouvons aussi définir ledheasphérique par la donnée des
trois vecteurs unitaires libres di®, il parait intéressant d'étudier les formules tlites
déterminants de la matri@= 3 formée par les coordonnées de ces trois vecteurs.

Formules 7, loi des déterminants: 0 = det(OA,ZOB,OC) A= detOA ’SB ,0C)
5:w:\/sinpsin(p— a)sin(p— b)sin(p- c; oup= a+g+c
A= sm,Bs;y Sm\/—coss cosS—a )cosG [ )cosGy ou S:L'gﬂ/
Démonstration: on choisit un repére orthonorf®éi, j k) tel que: i =0A
_BO(O,1,])
figure 33

on a alors (cf figure 33): OA =(1;0;0)
OB = (cos c;sinc;0)
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OC = (cos b; sin b cas sin b sina)
1 cosx cod
20=|0 sinc sinb cos|= sibb sic sim
0 O sinbsinxr
A'B'C' étant le triangle polaire de ABC:
2A =sinb 'sinc 'siny = sinf—F )sigf—y )simf—-a F Si Sin SH
ensuite, d'aprés la formule des demi-angles:

sin(p—b)sin(p—c) | sinp sinfp- a;
sinb sirc sirb sirc

J:Sinbsinc¥: sinb sinc sin% co%: sib Si(i/

d =/sinpsin(p- a)sin(p- b)sin(p- ¢
d'ou en appliquant cette formule au triangle A'p'@aire de ABC:

A= \/smp sin(p-a’)sin(p~ b")sin(p- c):\/ a b+C Si5a+2b+d sir‘?_g ¢ sir‘.&Ir Zb- ¢
A:\/SnB]Tcr,By 7T+a,8y.7ra+,8y J=a-B+y

2 2 2
A:\/—cosa+'§+ycos_a+f+y cog_'?ry coCsH'g_y CQFD

A _sinag _sinB _ siny

Formules 8, nouvelle loi des sinus: - - ,
0 sina sinb sinc

sing sina
sinb sina
A sin,Bsinysira:( sing siraj sip __sip

Démonstration: la formule 3 des sinus donne: =1

et les formules des déterminants donnest= — _ : _ : _ -
sinb sinc siny sirb sim ) sirc Sic

De méme pour les deux autres égalités. CQFD

I1.5 Expressions diverses de l'exces sphérique

Nous allons étudier une quantité liée aux anglesridngle sphérique, appelée exces
sphérique du triangle, notéet définie pars=a+f+y—-m

Remarqued'apres les conditions d'existence du triangleésgue en fonction de ses angles
nous savons qued< &< 2

11.5.1 Aire du triangle sphérique

Définition: on appellduseau d'anglea de la sphére (de rayon r) & R®, la partie de celle-
ci comprise entre deux demi grands cercles de m@&xtedmités ayant pour supports deux
droites sphériques s'intersectant avec l'aadle figure 34).
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figure 34

Lemme: Soit Aire(F) I'aire du fuseau d'anglée S:
Aire(F) =ax r2

Démonstration: en utilisant le systeme de coordesrigadiqué sur la figure 34, les points
communs des deux arcs étant pris comme points ale@mnées (r,0,0) et (-r,0,0), et I'un des
arcs étant dans le plan (0;x;z) nous avons: xesBcos¢

y =1 sind cosd
z=rsinp
Le fuseau est paramétré par le difféomorphismdaise @:
r cosé cop
T 6 .
(6?,¢)D]O;a[><}——;ﬂ{ W:| ~ || rsind cosp
2 2 @ .
rsing
X arctan’ .
(difféomorphisme cakb™:| y |~ X | et clairement dérivable pour<5)
z arcsinE
;
—-rsiné cosp -r cog sig qw r2cosf cosé
Jac,(6,9) =| rcosd co®p -r sid sSig d'ou (9 ¢)D i (9 @) =| r2sin@ cos@
0 r cos¢ r2cosgp sinp
H (6¢)D ¢ =r*(cos'¢+ cos@ sing ¥r* cog:
Or commep D}—Z—ZT;,—ZT[ ona: H—(6,¢) D—(0;¢)H=r2cos¢
T T2 a
Alors poura < : Alre(F) = [ [recosg yodg = ru j cogdp= 2@
_7 0
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pour a >7ET , sachant que l'aire est additive on peut caldldiee de F', un fuseau d'anglé&

qui représente donc la moitié de F : Aire(F)=2A#E2*2r2(/2)=2r1. CQFD

Formule de Girard (1625):Soit Aire(ABC) l'aire d'triangle sphérique ayant pour angie$
.Y, alors: Aire(ABC) =@+ +y-mr2 =g r?
Démonstration: nous proposerons deux démonstratiangsremiére utilisant des arguments
géomeétriques, la deuxiéme utilisant des notiongétenétrie différentielle.

Premiére démonstration:

Figure 35

Soit G la demi-sphére contenant A et délimitéelparand cercle passant par B et C.
On note D, E, et F respectivement les symétriqueedAdB et C par rapport & O. A des
ensemble de mesures nuls prés (des arcs de cer@eajimet une partition en quatre
ensembles: _ le triangle sphérique ABC

_ AFE, ACE et BAF trois autres triangles sphéegju

MaisABCO ACE est un fuseau d'angle ABCL BAF est un fuseau d'angjetandis
gue ABCO AFE a méme aire (par symétrie par rapport a O pour,AfeRtre de la sphére)
que ABCO BCD qui est un fuseau d'angte Donc par le lemme précédent et sachant que
l'aire est additive et invariante sous isométrie :

212 = Aire(G) = Aire(ABC) + Aire(AFE) + Aire(ACE) +Aire(BAF)

212 = Aire(ABC) + (2xr2 - Aire(ABC)) + (Prz-Aire(ABC)) + (r2-Aire(ABC))

2Aire(ABC) = 2@ + 3 +y - m)r2

Deuxieme démonstration:
Prenons l'axe des x dans le plan (OBC) et le sominestur (OZ). Soientg, et g les

longitudes des sommets B et C, oo |6, - 6|
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figure 36
Avec un parameétrage analogue a celui du lemme geété&n a:
(u(B) est la colatitude d'un point M se déplacant swdté BC, et ayant pour longituéle

0, % 6 &
Aire(ABC)=j j rcosp dp i = rZJ' + sing— ug )= réa - rf cosfd Yo
ng_u(g) 6 &

figure 37
La formule 2, des cosinus pour les angles, appdicauétriangle de la figure 3g7 donne, avec
a=nm-w-dw, f=d6, y=w eta=u:
cosS(T—- w—-dw)=- codfd coam+ sidd sk casd(
or COS(T— w—dw)=—- cosfp+ dw F - co® codw+ s Sow
étant donné que par définitiomodet A sont trés "petits” on a :cd¥= 1,sl8=d@ et de

méme pour & donc :dw=(cosu @))dd

m—y
etwvalantp3 en B etrey en C: Aire(ABC) = Pa — 12 j dw=r3a+p+y-m)
B

CQFD
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Corollaire: Soit P un polygone sphérique convexdéadgphére 5a N sommets et d'angleg

(i=1,...,N), alors: Aire(P) = rZ(ZN:ai -(N- 2)77)

Démonstration:

figure 38

Soit (RHP1P2P3...Ry) un polygone sphérique convexe a (N+1) sommetspsaexité permet
de le découper en (N-1) triangles a partir du somBRge(cf figure 31) en les appelant
Ti(i=1..N-1) : Ty apour anglesg 1,071,021, T,=P,P,P,
Tk @ pour anglesg k, 0k 2, 0k+1,1 pour k=2..N-2, T=PoP«Py+1
TN-1 @ pour anglesg N-1, ON-1,2 ON, Ty.1=PoPn.1Py
1

N_
aj étant 'angle enjret :a, = Zaoj eta, =a,,+a,, pour k=2..N-2
i=1
N-1
d'ot:Aire(RR...R )= AirgT)
i=1
N_

P4
N

1
Aire(Ti) = r2(3'1"'3'2,1+a'0,1_”)+ I‘Z(O'OL a4 ta ”)"'rz(a o- it On- 2,3 0y _”)
i=1 i

Il
N

N-1 N-1

Aire(R...R)= r2(0'1"'20'0,i +Z @ o )tay— (N-Dm)=r ZN:ai_ (N- 1)'7)

i=1 k=2

CQFD
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[1.5.2 Autres formules

. E £
sin_sin@ ——
2 @ 2)

Formules 9, nouvelle loi des demi-cotés: sin— = . :

2 sing siny

a sin(ﬂ—f)sin(y—f)
E=a+pB+y-m cosS = .2 | 2

2 sing siny

a sin® sin@—f)
(et permutations circulaires...) tanE = 2 2

sin(ﬂ—;)sin(y—‘;)

Démonstration: dans les formules 6 des demi-caiés avions S :=o( +3 +y)/2

& (€ £ £
-sin" sm(—aj sin— sw{a—j
doncS:£+L27 ot sinE:\/ cosS cosS-a )_ 2 2 _ 2 2

sing siny sing siry s sipgr
. (& (& . a
— sm(—ﬁj sm( —yj sin2
COSE:\/cos(s _,B)CFJS(S—y): 2 )" \2 tan® = g
2 sing siny sing siry 00&2
CQFD
.a .. b .
sin— sin— siny
Formules 10, loi des demi-exces sphériques: sin—= g
2 COS—
2
cos® co&b+ sim SiFP cos tan tar@ siry
cos’ = 2 2 2 2 tan® =
2 ¢ 2 a, b
COS - 1+tan— tan- coy
2 2 2
Démonstration: les formules 9 donnent
a.b £ . £ L E £ €
Zsin-  [sih—sina-—| |sin— sin B—— . . h
S|n25|n2 _ 2 ( 2) 2 ’E’B 2) I sina sing :smz (i)
c : : : : :
cos’ sinf siny sinx siry sin ﬂ—f sin a—f siy
2 2 2
a b . AR £ . ) . £
sinf f——|sin y—— | |[sina—-—|siny—— . .
cos; coszz ('B 2) (y 2) ’{ 2) r{y 2} [ sina sing _
c ; ; ; : . .
cos? sing siny sing siry \/sm(a—;j Sm(lg_zj

(1) donne la premiére égalité, et en additionmesmdeux précédentes on a:
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a b .a .b . & . € ) £
COS— COS-+ Sin- sink C S'“(V—ijCOS}/ sin sin coes
2 2 2 2 qs: 2 2 n

c _ = _ = cos®.
00&2 siny siny 2
£ .a_.b . Cc a b a .b
sin_  sin_ sin_ siry cos. coS cCes tah tan pgi
tanf=_2-_ 2 2 2 - 2 2 2 2
2 cost cos. cod ceg+ sif 51?1 cps eBs eb 9+ tan> tar& co
2 2 2 2 2 2 2 2 2 ¥

Formules 11, nouvelles lois des demi-excés sphesiqu

COS29 + COSQ + COSE—
£ o 2 2 2

sin— = COS— =
2 a_b ¢ 2 a_ b ¢
2C0S— COS- COS 2C0S— COS- COoS
2 2 2 2 2 2
Démonstration:
On peut éliminer I'anglg des formules 10 grace aux formules:
siny =— 25_ = 3 ? (loi des déterminants)
sinasinb  4¢in 56 sin’ cos
2 2 2 2
COSC— Cosf Cob cos- cas cbs . .
et cosy = , - = 2 a b (loi des cosinus)
sinasinb 4sin— cos- SiR- coS
2 2 2 2
sinE SiI’Fb sin
. E 2 y_ o)
sin—= =
c a b C
COS— 2C0S- COS CO6S
2 2 2 2
cos® cosrb+ sir SiFP CcOos cos Cf?s
cos§= 2 " 2 2 _ 2 2, CosC— cos cobd

C C a b C
COS— cos- 4coS coS cos

2 2 2 2 2
Oor cosx= Zcoséz——

cos> co&b 2cosZ - 1—( 2cos? - jl( ZCost— j
_ 2 2 2 2 2
COS— = +
C a b C
COS— 4c0S- COS COS
2 2 2 2
co&a co&b 2c039— 4 4005{3\2 ceg’r 2ce%+2 2(%'3)32
cosfz 2 2, 2 2 2 2 2
2 C a b c
COS— 4cOos- COS COS
2 2 2 2
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co&al COS- 008‘34 CGéa + cets),—2 1 %‘,"‘32 egs 2 {Ces i
2 2 2 2 _ 2 2 2
a b C a b C
2C0S COS cCes 2COS €0S -€0S
2 2 2 2 2 2
CQFD
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Formule de Héron pour le triangle sphérique : 88C triangle sur la sphéere e rayon r)

cos2? + cos£+ cosé:——
on a: Aire(ABC) =2 r2arccos 2r zb
ZCO%a COS— co§
2r X a
Démonstration: sur Sle co6té [BC] du triangle ayant pour longueur andle facial
correspondant mesure a/r, de méme pour chaquealgdtéangle. La formule de Girard et la
seconde formule des formules 11 donne:

cos23 + cos£ + coséi -
Aire(ABC) =2 rzz = 2r2arccos Z

a b c
2C0S— COS— COS—
2r X a
£ £ . . . .

commeO <§ <r, 5 est entierement déeterminé par la fonction arcc6QFD

[1.5.3 Formule de I'Huilier

La formule de I'Huilier exprime I'excés sphéricqerefonction des cbtés d'une maniére
plus élégante que la formule de Héron pour le gf@asphérique.

Formule de I'HuiIier:tan% :\/tang tanp; a tanp; b t&l%c avecp= a+g+ ¢

p . E . . "
Démonstration0 <Z <—2 donc sinus et cosinus seront positifs, on a:

X 1-cosx 1+ cosx
SlnE :

a b C
2C0S— COS- cos cosé— cosl 0(31542

sinfz 2 2 2 . b - 2
4 4cos—- COS- COS
2 2 2

200&a co&b co§+ cos§+ cosbzk cegi
2 2 2 2 2 2

Cos— =
4 a b C
4C0S- COS- COS
2 2 2
travaillons les numérateurs de ces deux expressions

coszg+ cos%— 1:12 & cos 4)—12 L cbs-) carcos&zé (I cos(2 )

cos£+ cosg— L‘l (com+ cds
2 2 2

coszg+ cos%— E cog_z—b ceg;—b car2cosx coyy= cos{+ y 9 cost y
a 2 a b a b a b a

COS%-+ cos=— ¥| cos ces+ s Ssh €S €0S -sin -S|
2 2 2 2 2 2 2 2 2
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cos?2 + cosg— t cos? cosg— Sin? Si-FtI]
2 2 2 2 2 2
alors pour le numérateur M\f on a:

Zcosg coskg cog— cosg— cosaz- (o b
2 2 2 2

.a . b (o a b a b C a
=| sin— sin—+ C0S-— COS- CO6S sii S coes eos §
2 2 2 2 2 2 2

2
+ +
cosx—y)- cosk+ y F 2sirx siny d'ou: cos%— cosu): Zsina b~ ¢ sina+ 4bk (
a-b C_ .—a+tb+tc . a bt
COS——— C0S-= 2sin sin
2 2 4 4
. atb+c . —atbtc. abrc. & b c . p..p a. p b. P
sin sin sin sin sin-"sin—— Sin—— Ssin——
sin® = 4 4 4 4 _ |27 2 2 2
4 a b C a b C
COS— COS- COS COS €65 CcOS
2 2 2 2 2
, £
pour le numérateur deos— on a:
2
2cos§ coslg co§+ c059+ cosaz+ cegl :(1 e%ls —eaos —cgos— —sa}nZ—sk
2 2 2 2 2 2 2 2 :
C a b .a _.b .a b C a
=| coOS—+ COS- COS — Sk SiA siA S+ coes  €6S ¢
2 2 2 2 2 2 2 2 2
C a+b a-b C
=| cos—+ cos— || cos—+ cosS
2 2 2 2
+ +
cosx—y)+ cosk+ y F 2cox cosd'ou: cos§+ cosa—b: 2ccs‘§l b- ¢ §1+4b+ (
-b C_ —atbtc a brc
COS——+ COS-= 2CO0S Ccos
2 2 4 4
Sa+b+(:COS—a+b+ccoa—blrcC a b c cod cof @ cof b B
cosfz 4 4 4  _ 2 2 2 2

a b C a b C
COS— COS- COS COS CO5 COS
2 2 2 2 2 2

£ R . . . L . s
cosZ # 0 car d'apres les conditions d'existence du triaggheerique en fonction de ses cotés

on a: O<at+b+c<@; O<-a+b+c<2r; O<a-b+c<2r; O<at+b-c<2t

sin— — —
et enfin: tanfz i :\/ tanE tanp a ta:f‘.p b taﬁp_—c CQFD
4 COSZ 2 2 2 2
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[1.6 Résolutions systématiques

L'ensemble des formules établies jusqu'ici vonisnpermettre de résoudre tous les
problemes élémentaires de la trigopnométrie sphériqusavoir, connaissant trois éléments
d'un triangle sphérique (parmi ses angles et gés)ctienter de déterminer les autres.

11.6.1 Résolution d'un triangle sphérique dans legel on connait les
trois angles

Connaissanti, 3 ety le probleme admet une solution si et seulement siy<m+ [ ,

cosa + cog3 co
Lra<m+y, f+y<m+a etm<a+[+y .0naalorsa=arccos ng 58 ¥
sinfg siny

Ccosp + coy cog cosy+ co cog
b =arccos p 4 C=arccos 4 S

siny sing sing sina

Démonstration: les conditions d'existence du tleusghérique en fonction de ses angles ont
déja été déterminées et la loi des cosinus pour lasgles donne:
cosa =- cog? cog+ sSiff sim cas et permutations circulaires, les c6tés sont donc

parfaitement déterminés. CQFD

11.6.2 Résolution d'un triangle sphérique dans leqgel on connait les
trois cotés

Connaissant a, b et c le probléme admet une solstiet seulement #b— q <a<btceta+

cosa- cod cos
b + ¢ < 2t On a alorsa = arccos - ,
sinb sinc

cosh— cog cos cosc— codH cosm
[ =arccos y =arccos

sinc sina sinb sina

Démonstration: les conditions d'existence du tilarsphérique en fonction de ses cotés ont
déja été déterminées et la loi des cosinus pour leétés donne:
cosa= cod cos+ sib sin cas et permutations circulaires, les c6tés sont donc
parfaitement déterminés. CQFD

11.6.3 Résolution d'un triangle sphérique dans leqal on connait deux
cOtés et I'angle compris.

Connaissant a, b, ety le probléeme admet toujours une solution unigue:
cota sinb— co% co cotb sina- cosa co
¥ [ =arg cot ¥

siny siny
c=arccog cos cos+ sia sin cpp

a =arg cot

Démonstration:
Existence:A,B et C étant les points définit en domnées sphériques par C=(1;0;0),
B=(1;a;0) et A=(1;by) (cf fig 25) le triangle ABC répond au probléme.
Unicité:les lois des cotangentes donnent:  cobdsicota siny = cos b coy
cot b sin a - cqd siny = cos a coy
et la loi des cosinus pour les c6tés donnepsc = cosa cob+ sia sib cgs
qui déterminent entieremeat 3 et c. CQFD
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[1.6.4 Résolution d'un triangle sphérique dans legel on connait deux
angles et le coté compris

Connaissant a, [, et c¢ le probleme admet toujours une solution weq
cota sinf+ cog3 cos cotS sina + cosr cos

a=argcot B _ B b =argcot B _

sinc sinc

y=arccog— cos co8+ sim S cof

Démonstration:
Existence:on sait que le triangle A'B'C' ayant pdomgueur de ses cotea'=m-a,
b'=m- [ et dangle compris entre ces deux cotés r7-c existe (cf précédemment), donc
le triangle ABC polaire de A'B'C' existe et a panglesu etf3 et pour coté c.
Unicité:les lois des cotangentes donnent:  cob & sicota sinf3 = cos ¢ co$

cot b sin ¢ - c® sina = cos ¢ cosl
et la loi des cosinus pour les angles donwwesy = - cosr cog+ sia sSii co:

qui déterminent entieremeat 3 et c. CQFD
[1.6.5 Résolution d'un triangle sphérique dans legel on connait deux
cotés et I'angle opposé a I'un deux

Connaissant a, b eta, dans certains cas le probleme peut étre résolu en
posant:

_ . sinbsina . _ cosaa _ cos Ssib
M =arcsit——— M =m7—-M Q= arccos— P= arccps———
sina cosh cod sima
a-M . a+b a-M' _.a+b
tan > sin > tan——— sin——
= t ‘N = t e <
N =2argco “2-b N = 2argco b IN 2argcot(tan ca
sin sin
a-b . a+M a-b .a+M'
tan > sin > tan > sin >
O =2arctan M O = 2arca BCEYE ;O"=2arctan(tam caz )
sin sin >
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a<bdeux solutions possibles: =N; =N ;c=Q6=M '; y=N'; c=0O'

L a=Dbune unique solution® & y=N ";c=0"
b<a<m-b une unique solution® =My =N;c=0
7T—-b< a aucune solution
a<b deux solutions possibleg =M; =N;c=0 @gu =M, =Ns0O'
b < a aucune solution
a<—b deux solutions possible8: =M; =N;cd0f=M’;,y=N'; c=0
b>—<m—b< a< b une unique solutiol8 =Mj; =N'; c=0'

b < a aucune solution

NI.:1
r\Jl-:i

b<— b< a<m- b une unique solutiolB=M y,=P = Q

a< r—b aucune solution

a=Dbune infinité de solution®® = 2=y

a# b aucune solution

a< r—b aucune solution

b>—4m—-b<a< b une unique solutionr® =M; =P;c=Q
b < a aucune solution

a< b aucune solution
b<—<b< a< - b une unique solutiol8 =My =N ; c=0
T—-b<a deux solutionpossiblesf =My =N;c=0 o048 =Mj; =N'=0'
a < b aucune solution
b < a deux solutions possible§: =N;; =N;c=06u =M'; =WN=O'
a<r—b aucune solution
77 | .T—b<a<b une unique solution3=M’"; y=N"; c=0'
2]a=bune unique solutiol8 & y=N " etc=0"

b<a deux solutions possiblg®: =M; =N ;c=0®/u =p#N'; c=0'

Démonstration: le cag = 77/2 a déja été traité dans la partie consacrée agteaphérique
rectangle.

i
=
{
-
i
i
-

N|=|
I\J|=|

Pour le cagr # 77/20n utilise les formules:—— sinf —ﬂ et les analogies de Napier
sinb  sina
y tan? ~ B Si a+b c tana_bsina+ﬁ
1l)siazb: cot-= 2 2 (*) et tan— = 2 2 (**)
_a-b 2 . a-p
sin—— smT
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—Cco0sS co$a — §
5{ ):sinE:azb donc

(**) bien définie car a:ﬂ:sin%:\/

sing siny 2
azb=a%p
sing :M donne deux valeurs pofirsi et seulement ssinb sina < sina
sina

tana;'g sina;b > C

(*) et (**) sont possibles si et seulementsi = (a@-p)(a-b)>0
a-b . a-p3
tan sin > C
2 2

Montrons que cette derniére condition est suffisgatur I'existence du triangle:
a-£ . a+b
n sin

ta
(a-pB)(a-b)>0=0y=2argcot 2 — 2 0] 077l = le triangle sphérique définit
sin———
. . sing _ sina
par a,by existe toujours et on &——=——
sinb  sina
Nous pouvons alors étudier les différents cas dgirdi soient (quand ils existent):
._sinb sina , ._sinb sina
M =arcsi——— et M '= r—arcsin————
sina sina

i) sia<m2etb<7/2

. : . sinb . . .
_sia-b<0 alors sin a <sinb 1<—— = sina < sinf3 = a-M<0 possible
sina

et par ailleursM '= 77/2>a donca-M'<0. Les deux valeurs M et M' sont possibles pur
on a deux solutions (distinctes sauf si: sin bosisin a)
_ sia-b>0, trois cas sont possibles:
a) bgra alors sin b < sin& sinf3 < sina = a-M>0 possible
Par contreM '= 77/2 > a donca-M'<0 impossible on a donc une seule solutferivi
b) bIra = sin a = sin b= a=M impossible et M'at donc aussi
impossible. On a donc aucune solution dans ce cas.
c) b>ra alors sin b > sin & sina < sinf3 = a-M<0 impossible et
M'>a donc aussi impossible. On a donc aucune soluaos de cas.
i) sia<m/2 eth=7/2
_ sia-b<0 alors sin b > sinca sin3 > sina = a-M<0 possible
par ailleursx-M'<0 donc aussi possible; on a deux solutidas ou =M’
__a-b>0 alors sin b > sin=a sin3 > sina = a-M<0 impossible
par ailleursx-M'<0 donc impossible; aucune solution dans ce cas.
jiiysi a<m2etb>7m/2
_sia-b>0 alors sin a <sin=b sina < sinf3 = a-M<0 impossible
et par ailleursM '= 77/2 > a donca-M'<0 impossible; aucune solution dans ce cas.
_ si a-b<0, trois cas sont possibles:
a) agtb alors sin b > sin & sin3 > sina = a-M<0 possible
A fortiori a-M'<0 possible on a donc deux solutiofsM ou =M’
b) aItb = sin a = sin b= a=M impossible mais M'a donc possible.
On a donc une unique solution dans ce Bad’
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c) a>tb alors sin b < sin & sina > sin3 = a-M>0 impossible et par
ailleurs M>a donc possible. On a donc une unique solution damt@sf3=M'
V) sia>m/2etb< /2
_ sia-b<0 alors sin a <sinb sina < sinf3 = a-M">0 impossible
et par ailleursM < 77/2< a donca-M>0 impossible. On a donc pas de solution dansase
__si a-b>0, trois cas sont possibles:
a) agtb alors sin b <sin & sinf < sina = a-M'<0 impossible
Par contreM < 77/2<a donca-M>0 possible on a donc une seule solutjgmv
b) aItb = sin a = sin b= a=M' impossible par ailleurs Mx donc
aussi possible. On a donc une unique solution darasf3=M
c) a>tb alors sin b > sin & sina < sinf3 = a-M™>0 possible et M&t
donc aussi possible. On a donc deux solutions ciaasf3=M ou =M’
v)sia>m2 eth=7/2
_sia-b<0 alors sin b > sina sin3 > sina = a-M">0 impossible
par ailleursx-M>0 donc aussi impossible; on a aucune solutiors d& cas.
__a-b>0 alors sin b > sin=a sin3 > sina = a-M">0 possible
par ailleursx-M>0 donc possible; on a donc deux solutions densas3=M ou =M'
vi) si a >m/2etb> 2
_sia-b>0 alors sin a <sin=b sina < sinf3 = a-M">0 possible
et par ailleursM < 77/2< a donca-M>0 possible; deux solutions dans ce @M ou =M’
__si a-b<0, trois cas sont possibles:
a) agtb alors sin b > sin & sinf3 > sina = a-M"™>0 impossible
Par ailleursx-M>0 impossible on a donc aucune solution dansase ¢
b) aItb = sin a = sin b= a=M' impossible et M& donc impossible.
On a donc aucune solution dans ce cas.
c) axeb alors sin b < sin & sina > sinf3 = a-M'<0 possible et par
ailleurs M<a donc impossible. On a donc une unique solutiors darcasp=M'

2) si a=b : les formules des demi-angles donneﬂg :\/sm psm(p— 2) = cog donca=
2 sinb sinc 2
B

i) si a=77/2 le triangle polaire A'B'C' du triangle ABC estdiitangle en A’ et B' et
isocele car a'=b' donc I'étude des triangles sphési rectangles donne a'atf2ety = ¢'. On
adonca = =7/2 ety=c.

i) si azm2 les formules de Napier donnentcotE:tana cos et

C
tanE = tam co®

. . . tana cosa > ( R
probleme possible si et seulement si = aeta=p sont dans le méme quadrant
tana cosr > (

CQFD
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11.6.6 Résolution d'un triangle sphérique dans legel on connait deux
angles et le coté opposé a lI'un deux

Connaissanti, 3 et a, on résout (par le critere précédent) s@mgte polaire connaissgnt
a'=m-a,b'=m-fF eta'=m—apuisonab=m-4",c=m-y' ety=m-c'
Démonstration: si le triangle sphérique A'B'C' di¢fpara'=m7-a, b'=m-f eta '=m-a
existe alors le triangle sphérique ABC, polaire AIB'C' existe et vérifie les conditions:
a=m-a', f=m-b' ,a=m-a',b=m-F',c=n-y' ety=m-c'. CQFD
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[1.7 Autres résolutions:

Les formules développées précédemment permettessi de résoudre des triangles
sphériques en connaissant un angle , un c6té ssneme ou la différence des deux autres
c6tés. Deux cas de figure sont alors a considéamgle et le c6té donnés sont opposés ou
non.

Sont donnésg, a, et b+c les solutions existent si et seuleradies formules suivantgs
ont un sens (il faut au moins a<b+¢&&) on a alors, deux solutions:

b+c . a .b+c .a

COS—— Sin— sin—— sin-

[ =arcco % + arcc s%
COS— sin—
2 2

ou

+Cc . .b+tc .a

COS—— Sin— sin—— sin—

y =arcco 2 |- arccds—— 22
a . a
COS— sin—
2 2

b+c . a .b+c .a

COS—— Sin— sin—— sin-

[ =arcco 3 2 |- arcc s%
COS— sin—
2 2

b+c . a .b+tc .a

COS—— Sin— sin—— sin—

y =arcco % + arcc s%
COS— sin—
2 2

Sont donnés, a, et b-c les solutions existent si et seulerselats formules suivantes
ont un sens (il faut au moins -a<b-c<a) on a albesix solutions:

b-c a .b-¢c a
COS—— COS- sin—— CoS
[ =arcsi 2 3 2 |+ arcsi 2 3 2
COS— sin—
2 2
ou
b-c a . b- a
COS—— COS- sin—— CoS
y = arcsi 2 2 |- arcsip— 2 2
a . a
CoS— sin—
2 2
b-c a .b—-¢c a
COS—— COS- sin—— CoS
[ =——arcsi 2 3 2 |+ arcsi 2 2
COS— sin—
2
-c__a - a
COS—— COS- sin—— oS
=——arcsi 3 2 |- arcsi 2
co&2 sin—
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Démonstration:
1) on connait b+c: les formules de Delambre don(sathant que @Bey<2met T<p-y<m) :

b+c . «a b+c .a
B+y COS—— SIn_ cos—— sin-
coS = — [B+y= 2arccos - 2
2 cos— cod
2 2
b+c . a . b+c . a
B-y sin=_—sin> sin—— sin-
COS - 2 a 2:>,3—y=12arcc0° < 2
sin- sin—
2 2
c0s2=C cod
B+
2) on connait b-csm’B Y _ 2 - 2
cos—
2
b-c a b-c a
COS—— COS— COS— — COS-
= B+ y=2arcsi 2 a 2| oubien B+ y=7-2arcs : 2
cos— cos?
2 2
. b-c_ _«a b-c a
p-y SN cos; sin~_~ cos_
' - 2:>,6’—y:2arcsi < 2
2 sin_ sin—
2 2

Dans les deux cas on connait alors le c6té a etdes angles le bordant ce qui détermine
complétement le triangle. CQFD

Sont donnési, ¢ et a+b (ou a-b) le probleme est possible sieelement si les formulgs
suivantes ont un sens, on a alors en posartcosa sin@+b) sinc,

y =sing cosc sin@+ b, z=cosa sinc— sing+ b (ou pour a-bx =-cosa sin@+ b ) sinc,
y =-sina co sin@+ b, z=-cosa sinc— sing+ b ):

L= arcco{#] — arg{+iy
[XZ + y2

Démonstration:

Les formules de Delambre donnent connaissant a+b:

.atb .y -p

sin——sin-= = cos— sm a+b at b oy o+ . c
2 2 21 - sin2 sin CoS = COS COS—— S cef
atb .y g+ ,[>’ C 2 2 2 2 2 2 zZ

cosT smE— cosT 0052

= (1-cosy) sing+b = (cog+ co8 )sic
or cosy=-cowr cog+ sia sii cao
donc(1+cosz coB- sim sif cay sia¢b =) cos @ s
cosf3( cosr sir+b ¥ sim)- sif( sm cas siaf{ b)3 aos sin  sm(b
Soientx =cosa sin@+ b )} sinc, y=sinag cosc sind+ b, z=cosa sinc—- sin@+ b
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on a Re@” (x+ iy))= z=4/ %+ 2 cosf+ arg iy)
. . Z : . o -
Le probléme est donc possible dés aj%sl car une foif3 déterminé on connait c et
X2+ y

les deux angles le bordant ce qui détermine complént le triangle.

Connaissant a-b

sm— COSJ—/ = SIH— SIH—

2 N4 -b __a-b a-pf a+f _.C C
— cos? sit—2 cod—P= sif P SR P si§ ces

+0 2 2 2 2 2 2 2

a-b ¥
COST COs- = SIH— COoS

= (1+cosy) sing+b = (coB- cas )sic
=(1-cosx coB+ siw sif cay siatb =)(- cos @ -
cosfB(- cosr sir{+b ¥ sim)+ sif( sim cas siaf b)3- aos sin  sw(b
puis on résout de facon analogue au cas a+b FDCQ
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Il Comparaison avec le triangle du plan

l1l.1. Cas d'isométrie de deux triangles sphérique
Aprés avoir étudié les différents cas de résahgtinous pouvons comparer les cas
d'isométries des triangles sphériques et euclidiens

Théoréme: Soient ABC et A'B'C', deux triangles siglu&s d'éléments respectifs: a,0,8,y
et a',b',cty’,'y . Alors il existe une isométrie de la sphére ale-méme transformant ABC
en AB'C' = (i) a=a', b=b', c=c'

= (i) a=a’, B=p', y=y

= (i) a=a’, b=b'y=y

= (iv) a=a', =B, c=c' (ainsi que toutes les permutations)

Démonstration:

On va en fait montrer que lorsque les trois caEstfois angles, deux cbtés et I'angle
inscrit ou encore deux angles et le c6té compriseeces deux angles) du triangle sont
donnés, alors ce triangle est déterminé de facaquanAinsi, deux triangles vérifiant 'une
des quatre propriétés énoncées seront a fortmrésriques.

De plus s'il existe une isométrie entre deux thliemgalors les quatre propriétés
énonceées sont évidemment vérifiées.

Etant donné que I'on sait résoudre un triangle sphé de facon unique lorsque sont
donnés ses trois cotés ou ses trois angles (rés@uwjui sont polaires I'une de I'autre), alors:
(i) ou (ii) = ABC et A'B'C' sont isométriques.

(i) nous donne I'égalité entre deux cotés eigla inscrit. Or on a vu qu'un triangle est
déterminé de fagon unique par deux de ces cotésgle inscrit, ainsi:

(iii) = ABC et A'B'C' sont isométriques.

De la méme facgon (iv) nous donne I'égalité entnexdangles et le cdté compris entre
ces angles, or la donnée de ces trois élémentsrdééede maniere unique un triangle, ainsi:
(iv) = ABC et A'B'C' sont isométriques. CQFD.

Remarque Il existe d'autres cas d'isométrie entre deuxngies sphériques, mais ceux-cCi
nécessitent des conditions sur les angles et kés.cBn effet, si on se référe a la résolution
d'un triangle connaissant deux de ses cotés atgla apposé a I'un d'eux, alors ce triangle est
déterminé de fagon unique dans huit cas différselisn les valeurs et les relations entre les
éléments donnés. De méme, on a le cas polaireusi @ngles du triangle et un c6té opposé a
'un d'eux sont donnés, alors le triangle est déte¥ de facon unique sous certaines
conditions sur les éléments donnés et les relatjankes lient.

Comparaison entre les isométries d'un triangle rigpune et celles d'un triangle du plan
euclidien: on rappelle que dans le plan euclidien

ABC et A'B'C' sont isométriques a=a', b=b', c=e¢* a=a', B=p', c=c'= a=a', b=b', c=c'

On rappelle aussi que si I'on donne deux cétés etngle opposé a l'un d'eux alors dans le
plan euclidien il peut exister deux triangles vérif ces données. Si I'on donne deux angles et
un c6té opposeé a I'un d'eux, dans le cas euclatieonnait le troisiéme angle donc le triangle
est bien déterminé (on se ramene a deux anglescété compris). Pour finir si on donne les
valeurs des trois angles, alors il existe une it#fide triangles du plan euclidien ayant ces
angles, et ces triangles sont tous semblables.
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cas de figures envisageables: triangles sphériquas triangles euclidiens
3 cOtés égaux 2 a 2 isométrie isométrie
3 angles égaux 2 a 2 isométrie similitude
2 angles et le co6té compris iIsométrie isométrie
2 cOtés et l'angle inscrit iIsométrie isométrie
2 cOtés et un angle opposé a l'un d'gux  isométdtis sonditions pas d'isométrie
2 angles et un coté opposé a l'un d'gux  isomédts sonditions iIsométrie

[11.2 Quelques propriétés des triangles isoceles équilatéraux
Nous pouvons aussi comparer quelques propriégsridagles sphériques isocéles et
équilatéraux avec le cas euclidien.

Triangle isocéle:
Pour qu'un triangle sphérique soit isocéle end fi=c), il faut et il suffit qu@=y.

Démonstration:
1)On suppose b=c, alors
cosb—- cosa cos _ Ccos- cas chs
——— = —— =cosy=pB=y
sinasinc sina sinb
2)De méme si on suppoBey, alors:
cosf+ coxr co cgst+ cas S
cosb = 'B_ : ¥ gs_ : C'Bzcoszc:>b=c CQFD.
sina siny sing sir

cosp =

Propriété: un triangle est équilatéral (i.e. a=lst@®t seulementsr==y.

Démonstration:
Si on a a=b=c, alors ABC est isocele en A, et dBrey ,mais ABC est aussi isocele en B et

donca =y.Ainsion a biena =SB =y.
Réciproquement st = =y ,alors ABC est isocéle en A, et donc b=c, maisstl &ussi
isoceéle en B et donc a=c. Ainsi on a a=b=c. FDQ

RemarquesUn triangle étant isocele si et seulement sideax de ses angles égaux, alors le
triangle polaire d'un triangle isocele est isocglde triangle polaire d'un triangle équilatéral
est équilatéral.

Dans le plan euclidien, la somme des trois anglas tiangle estt, donc un triangle
equilatéral a ses trois angles égauxv/d Ce n'est pas le cas dans un triangle sphérique
equilatéral: sur la sphere on a la relatiarx a + 5+ y <31 donc dans un triangle équilatéral

: i . R +
sphérigue chaque angle vérifie la relatien:3<a <. On a mémex = S = y=7TT£ donc

tous les triangles sphériques équilatéraux n‘ositgmmémes angles.

[11.3 Equivalents des médiatrices, bissectrices,duteurs et

médianes

Par analogie avec le plan euclidien on peut défonur la géométrie sphérique
I'équivalent de la médiatrice d'un segment, deidadatrice d'un angle, et des médianes et
hauteurs d'un triangle. Nous pourrons ensuite étues propriétés de ses éléments.
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Définitions

_la médiatrice sphérique(cf. figure 39) d'un segment [AB] sur la spherelagiroite
sphérigue formant un angle droit avec (AB) et lepant en son milieu. Notion cohérente car
la droite ainsi construite est l'intersection darpmédiateur du segment [AB] (d&) avec la
sphére S2 donc c'est aussi I'ensen{IMeD S?/ MA= ME} ={ MO S/< AOM=< MO}B (car
les triangles euclidiens AOM et BOM sont isométasu

_la bissectrice sphérique(intérieure) d'un anglexBAC (cf figure 40) est la droite
(AD) telle que <BAD=<DAC, ainsi on peut la définir par l'intersection glan (OAD)
(séparant I'angle diedre B-OA-C en deux anglesdets B-OA-D=D-OA-C) et de la sphere
OAOOC OAOOB) _ o

+ =0;. Ainsi la

|oADOQ | OAd OB

bissectrice sphérique de l'angleBAC est toujours définie: si elle ne I'était pas aurait

S2, c'est-a-dire I'ensembles? n { MOR/ OM(

OA0OC , OAJ OB=6 . OAL oc , OB ) &
|oADOg | OATd OR loADOq |oAC O
oC OB . oC OB
(k[0 R: kOA= =—
- R:kO loADOq +|| OAQ OB ou IOIer'||0AD od |oAd o

ce qui est impossible car dans le triangle sphérigBC, OA, OB et OC sont libres. La
bissectrice sphérique extérieurede I'angle<BAC est la droite sphérique passant par A et
formant un angle droit avec (AD).

_ dans un triangle sphérique AB@&,hauteur sphérique (cf figure 41) issue de A est
la droite sphériqgue formant un angle droit avec (B passant par A, c'est donc aussi
S?n Vect OCJ OB Of. Ainsi la hauteur sphérique issue de A est définieOC[J OB et
OA sont non colinéaires: A n'est pas un p6le de (B&) ABC n'est pas birectangle en B et
C. Donc les trois hauteurs sphériques d'un triasieérique sont définies si et seulement si il
n'est pas birectangle.

_ dans un triangle sphérique AB& médiane sphériquecf figure 42) issue de A est
le segment sphérique joignant A au milieu du segnsphérique [BC], c'est donc aussi
$?n Vect OC+ OB OJ. Elle est toujours définie car dans ABC, OA et @Btsont libres.

2%

A'A!.‘
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figure 39 figure 40

figure 41 figure 42

Propriété: Dans un triangle sphérique, les meédedrisphériques sont concourantes| les
bissectrices sphériques sont concourantes, lesurautphériques sont concourantes, et ¢nfin
les médianes sphériques sont concourantes.

Démonstration:

1) point de concours des médiatrices sphériquas ABC un triangle sphérique
Dans le plan (ABC) les médiatrices du triangle ABfticlidien) s'intersectent en I', soient
PaB. Pec et Pac les plans meédiateurs de [AB], [BC] et [AC] , (O lehe peuvent étre
confondus car si c'était le cas A, B et C seraanun méme grand cercle) on a:

OOPRgNn Ben Peetl TPy N Pyen Py donc Ol YO P n Boe n Py

soit {I,1 "} =l )nS? tel que | soit dans le méme hémisphére que lagigasphérique
ABC. On a bienl 0S*n P, n R.n B, donc les médiatrices sphériques de ABC sont
concourantes en |.

2) point de concours des bissectrices sphériggmsABC un triangle sphérique
soit Gi =|OBO OQ| OA+| OAT O¢ OB|| OB dB Con aalors:

U.(Hgﬁggam' gﬁ gg}oa(om 0d+ 0q OAl Op= OB OA OG OB QT PAO

e mémeﬁ( OBUOC , OB OA]ZG[ OQl OA, OC ngo
joBOog| |oBoOA) || 0@l Op | oC g

donc U appartient aux trois plans contenant les bissesrsphériques issues des trois angles
de ABC alorsS® n Vecf 1) :{ J \1} et les trois bissectrices sont concourantes en J.

3) point de concours des hauteurs sphériques
Soit ABC un triangle sphérique non birectangle @ibexiste un coté de longueur différente
deTv2. Supposong # 77/2 alors on aOC.OB# 0

(OAOB)(OAOQ
OC.0B

Soit v=(0A( 0BJ OQ) OA—( 1) OBJ O«
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on avOVec{ OA OBJ O¢ et par ailleurs:

v.OBO(OCO OA=( O] OMA("W OF

=(oC.v)(OAOB-( OCOB( OA) (dapres lidentité de Lagrange)
=(0A (0B OQ)( OAOG( OAORB-( ocq€ oA aB Qe((OA%?FOOBAOQ—lJ( ¢A 0B )
=(0A(0BO OQ)( OAOG( OAOCB-( Of OB O OAQLC OAPBO
doncvOVect OB OQ1 OM
v.OCO(OAD OB =( OAJ OB.("@ OF

=(0OAV)(0OBOQ-( OAOG( OB)

:(OA(OBD oQ+((OA%E2FOOBAOQ—1J(OA( OR] o¢)]( OBOp-( QAOC dA @B Q¢ OF
=(OAOB)(OAOQ( OF OBl Of-( OAOR OAQC QA OB Pe o
doncvOVecf{ OC OAl OB

—

Ainsi V appartient aux trois plans contenant les troisehas du triangle sphérique ABC,
donc les deux points d&2n Vec(*\) sont les points de concours de hauteurs sphéripies

ABC.

4) point de concours des médianes sphériquesAB@tun triangle sphérique
Dans le plan (ABC) les médianes du triangle euehidhBC s'intersectent en L'. La médiane

issue de A coupe [BC] en son milieu A", aI@A"=%(OB+ OQ donc la médiane issue de

A est incluse dan$’, =Vec( OC+ OB Of. De méme pour les deux autres médianes et les
plans B, =Vec( OA+ OC OB et P.=Vec{ OA+ OB O¢ donc L OP,n RN R . Or
OOR N RN R .Soit{L,L'}=(OL")n S tel que L soit dans le méme hémisphére que le
triangle sphérique ABC. On a bidn(0S°n PRn R n R donc les médianes sphériques de
ABC sont concourantes en L. CQFD

Propriétés: dans un triangle sphérigue ABC, soile Lpoint d'intersection des médiapes
sphériques, A' le milieu du segment [BC]. En no&ng" , et a" les longueurs des segnjents

b+c b-c
COS—— COS—— sina"” a
[AAT, [AL] et [LA"] on a: cosa '= 2 2 2_ et > - =2C0S—
cosE sina 2

Démonstration:
dans le triangle sphérique AA'B soit m la mesuréaigyle en A', on a:

a Co.a
cosbzcosé coa + erz} sia 'cos

dans le triangle sphérique AA'C:
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a ,o.a ., a . a o
cosc= cos- coa+ s sia 'cost m=) ces cas '-Sin an 'o

2 2 2 2

» ez a , b+c b-c

en additionnant les deux égalité il vientisb+ cox= 2c052r COos = Zcesz— cos—
. C
sin—=
2

Par ailleurs, dans le triangle sphérique ALG-: >N =
sin< AC'C sin< ALC'

.a
m Sln*
- 2

dans le triangle sphériqgue CLA- sina” ___
sin< LCA" sin< CLA'

sinE sinE sikCC B

dans CBC'— =— % _ _sin<c'CB= :
sin<C'CB sin< CC'B sina

.a . c . ,

sin—sin— sink LC ‘A

or <CC'B=m-<LC'A et <CLA'=<C'LA donc sina"=—=2 2 et
sinasin< C 'LA

.a a
C . 2Sin— cos—
<C'CB=< LCA, ainsi ;2@ SN __ 2 2_5c0s2 CQFD.
sina™ _. a . a 2
Slna SlnE

On sait que dans un triangle euclidien la médissige d'un sommet partage le triangle
en deux triangles d'aires égales. Nous pouvonseétigtjuivalent dans le triangle sphérique.

Propriété: dans un triangle sphérique la médiarerggue issue d'un sommet partage le
triangle sphérique en deux triangles sphériquésed'aon nécessairement égales.

Démonstration:
Soient ABC un triangle sphérique, A' le milieu[8€] on notea'=meg< AA B et

a"=meg< A AB. Soient A et Ay les aires des triangles sphériques ABA' et ACA' ,
supposons par l'absurde=A = a"+ta'+-m= (a—a") +(ﬂ_a-) +y-11
=>2(a+a)=a-B+y+m

al2+c .
3 . i al+ a 1] COST S|n§
Par ailleurs les analogies de Napier dans AA'B datincos = N
2 COS——
2
b+c b-c
: . L AN 1 1| €OS—, COS -
et d'apres la derniere proprietéos— = —( COAA + ;lz = +
2 2 a
00%2

a g2+c . pB
a—ﬂ+y+n:2COSﬁCOS > sm2

4 b+c b-c a
COS—— COS—— + COS
2 2 2

On a donc:cos?
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Ainsi dans le triangle ABC avec B2, b=rv'2 et cv3 (a = 71/2,3 =1/ 2,y = 11/ 3) on aurait:

T 2cos” cosE sin? 1 Zﬁcosﬂl1 2(3 2 7
cos?! = 5‘717 7724 ;74 - =-=_2 24 2 :>—[—+—J=cosL faux
3 o5 cod’+ cof 4 §+Q 414 2 24

6 6 4 4 2

Donc la médiane issue de A ne sépare pas ABC entdangles de méme aire. CQFD

Propriété: dans un triangle sphérique isocele erlaAhauteur sphérique issue de A| la
meédiatrice sphérique du c6té oppose, la médianérispte issue de A et la bissectiice
sphérique de I'angle en A, sont confondues.

Démonstration:

figure 43

Soit H, le point d'intersection de la bissectrspdérique de lI'angla et du segment
[BC]. On considere les deux triangles ABH et AH@s adeux triangles ont deux cotés et
I'angle inscrit (b=c, h a1/2) égaux, ils sont donc isométriques, on a aBid=HC=a/2.
Donc la bissectrice et la médiane issue de A samfondues.
De plus: si on nommg=mesK CHA) et v=meg< AHB)et si on utilise la formule des
cosinus pour les angles dans les triangles ABHHE Alors:
cosu=-cosf /2)cog+ sin( /2)sin cbs- cos( /2)fos @ild)sing CO$On
=cosV
alorsp=v et p+v=rt, doncu=v=1v2.Ainsi, la droite (AH) est la hauteur sphérigasue de A,
et comme cette droite coupe le segment [BC] pelipalairement en son milieu, c'est aussi la
médiatrice de [BC]. CQFD

Remarque un triangle sphérique équilatéral étant isocaleckacun de ses sommets, la
hauteur sphérique issue d'un sommet, la médianérigpk issue de ce méme sommet, la
bissectrice sphérique de l'angle de ce sommetragtiiatrice sphérique du coté opposé a ce
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sommet sont confondues. Ainsi le point d'intersecties hauteurs sphériques, celui des
médiatrices sphériques et celui des médianes spiadrsont confondus.
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Soit ABC un triangle sphérique équilatéral, sdé point d'intersection des bissectripes
sphériques du triangle (qui sont aussi ses haytsessmédiatrices et ses médianes). Soient a
la mesure du cété du triangte)a valeur de ses angles, et t la longueur du segfAg sur la

sphére (cf figure 44). Alors on a la relatiang t/3

figure 44
Démonstration: Les triangles AIC, AIB et BIC sombinétriques, en effet ils ont tous deux
angles et le co6té compris entre ses deux anglatddes. On a donc:
meg< BIg= mgx AIB= més AJG i eton a B=2mdoncu=2rv3.
On utilise lI'une des formules de Delambre:

a/ —a 2
cos(—<=—+= /22/2)S|n—— S|n7t smé si%:ig sin- a= 2arcsi% dir

carO<%<E.Montrons que2arcsin§ sit Xt/ &

Soit f(t) =tJ/3- 2arcsin§ sih , f est continue et dérivable suril®[ et on a:

fr() =30 3 cod - J3(1- cos )
Nl —smzt Jl—jsiﬁt

or 1—§sin2t > 1~ sirft 0t0]0;77/9

cost cos

donc g =1 Ot0]o; /9
\/1—3 sin’t cost
4
et ainsi f '(t) >0 Ot0]o; 77/ 2 et f(t)DT-0
Donc f (t) >0 Ot0]o; /9 :Zarcsiné sin xtv ¢ 0t0]0;7/ 4
Et donc a<t/3 CQFD.

Remarqueon rappelle que dans le triangle équilatéralidigsi on auraita = t/3
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l11.4 Cercles circonscrit, inscrit et exinscrits aun triangle sphérique

Définition: le centre | sur la sphered'un petit cercle est le pble du plan contenarterele

qui est dans le méme hémisphére que le petit ceiisi le rayon sphériqueest la distance
mesurée a la surface de la sphére entre | etilecpetle. Notion cohérente car le petit cercle
est bien le lieu géométrique des points de la gphé¥gale distance sphérique de | (car (Ol)
est un axe de révolution de la figure).

Propriété: dans triangle sphérique ABC, soit Idepde concours des médiatrices sphériques,
alors | est le centre sur la sphére du (petit)leesar la sphére circonscrit au triangle ABCJ (cf
figure 45) et soit R=Al le rayon sphérique de celee :

tanR= ~CoSS avecS= arBry
cosS—a)cosS- L )cosG y 2

figure 45

Démonstration:

Tout d'abordl IS, n By n B.n P, avec Ag, Pec et Pac les plans médiateurs de
[AB], [BC] et [AC] donc AI=BI=CI alors comme lesiémgles euclidiens OAI, OBI et OCI
sont isométriques (trois cbtés identiques) onkaOIl =< BOIl =< COI donc les segments
[Al], [BI] et [CI] sont de méme longueur que l'omtera R. | est donc le centre du cercle
passant par A, B et C et de rayon R mesuré a faceude la sphére. On a alors deux cas de
figure: 1) si | est a l'intérieur du triangle: ddadriangle sphérique CIB isocele en | on note x
I'angle de base, dans CIA on le note y et dansdBiAe note z.

On a alors: y+ze , z+x=3 et x+y=y d'ou x+ y+ Z=L§+y = Setz=Sy

Soit M le milieu du segment [AB] dans le trianglghérique AIM rectangle en M (car le
triangle sphérique ABI est isocele en |) et gracefarmules des demi-cotés on a:
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tanR =

cos(S—y)_ cosG-y N cosGa )cosE& L ) cos6a )cospS )costy
car d'aprés les conditions d'existence du triarggleérique en fonction de ses angles:
-m<a+fB-y<m = -m/2<S-y<mn/2 = cos@-y)>C

c
tan; 1 )\/ —cosS cosf-y ) _ \/ - coSS

2) si | est a I'extérieur du triangle
Il suffit de considérer comme négatif I'angle x,oy z qui est celui du triangle sphérique
isocele en | situé tout en dehors du triangle sphérABC, alors les égalités de 1) sont
vérifiées. CQFD

Remarqueon a R< 772 car le contraire entrainerait que | et le trianghbérique ABC ne

. A L, . N . .. . 7T
soient pas dans de le méme hémisphére ce qui psssible par construction deFR:E est

aussi exclu sinon | serait le p6le d'un grand eepelssant par A, B et C, donc A, B et C ne
formeraient pas un triangle sphérique.

Nous pouvons maintenant étudier une différenceeeldrtriangle euclidien et le triangle

sphérique avec la propriété suivante du triangleidian: un triangle euclidien ABC est

rectangle en C si et seulement si le centre decsotle circonscrit appartient au segment
[AB].

Propriété: Soit ABC un triangle sphérique tel geeckentre du cercle circonscrit a ABC
appartienne au coté [AB] alors ABC ne peut étréarggle en C (on a ménme/2< y).

~ figure 46
Démonstration:

Soit | le centre du cercle circonscrit au triangRBC, comme IA=IB=IC les triangles AIC et
BIC sont isocéles en | donc les angles de leur aseégaux doncon a.+ =y

Or on sait que:r<a+pB+y=2y doum2<y CQFD
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Dans le plan euclidien le lieu géométrique desraetn des triangles ayant en commun
un coté et leur surface est constitué de deuxedrquairalleles a leur c6té commun (car leurs
hauteurs ont la méme longueur).
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Théoreme de Lexell: le lieu géométrique des sommbetous les triangles sphériques ayant
en commun un coté et leur surface est constitudeds petits cercles qui passent par deux
points diamétralement opposés aux extrémités duaghmun (cf figure 47).

figure 47
Démonstration:
Soient [AB] le c6té fixége l'aire fixée de ABC, A', B' les points diamétrakamh opposeés
respectivement a A et B et enfihl'aire du triangle A'B'C. Comme les triangles &pdues
ABC et —A'B'C (symétrique du triangle sphérique A'B'C par rappaD) forment un fuseau

R L. L€ £ A e
d'angley on a d'apres les calculs précédents.c' =2y d'ou 5 = y—z alors d'apres l'égalité

du calcul du rayon sphérique du cercle circongtrén notant R' le rayon sphérique du cercle

tan® tan’ tan tan
2 2 2

circonscrit a AB'C: tanR'= = = 2

cos(S'—y)= EHIT € ainf
00{2 j sn’(y 2) 2

comme c et sont fixés on a R' constant ce qui implique quaepPartient a lI'un des deux
petits cercles de rayon sphérique R' passant pat B': ces deux petits cercles sont bien
déterminés car il n‘existe que deux triangles sghés isoceles (placés de part et d'autre de
A'B") ayant pour base [A'B'] et des cotés de longur . CQFD

La distance sphérique d'un poiAt] & a une droite sphérique (BC) est:

__ 102 si A est un pole de (BC)

__si A n'est pas un pble de (BC) on appelleeDD; les intersections de (BC)
avec la hauteur issue de A, alors la distance gpleéde A a (BC) est: min(ADAD>)
Démonstration:

Si A est un pdle de (BC) la distance de tout pde{BC) a A estv2
Si A n'est pas un pole de (BC) Bt D, sont bien définis, supposons ABmin(AD;,AD5)
Montrons que AD, :EiD?gc) AE, soit HI(BC) et E# D,: considérons le triangle sphérique

AD;E rectangle en D cosAE = cosAD} co€D or |cosD,E| < 1= |cosAE| < cosAD
si AE< /2= AE> AD
si AE=71/2= AE> AD car par constructiol\D, < 77/2
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OnadondEU(BC) AQ< AE CQFD

Propriété: dans triangle sphérique ABC, soit Idepde concours des bissectrices sphériques,
alors | est le centre sur la sphére du (petit)leenar la sphére inscrit dans le triangle ABC|(cf.
figure 48) et soit r le rayon sphérique de ce eercl

anr = \/sm(p— a)sm.(p— b)sin(p- c) avecp= a+b+c
sinp 2
figure 48

Démonstration:
Soient ABC un triangle sphérique, | l'intersectam ses trois bissectrices sphériques, dans le
triangle sphérique IBC soif lle pied de la hauteur issue de |, dans IAC orpélie b, dans

IAB on l'appelle §.
Dans les triangles sphériqgues Allet Allp rectangles en I3 et 12 on a:

sinll, = sinAl sin% = sil , or la regle des quadrants appliquée aux mémegkes donne

que Ib et li3 sont dans le premier quadrant (cgi2 < 77/2) donc Il, =11 , . En appliquant ce

raisonnement dans les triangles sphériques @tl Clly puis Bll3 et Bll{ on obtient
Il, =11, =Il , donc | est bien le centre du cercle inscrit aantyle sphérique ABC.

. Al
Dans les triangles Adl et Allp rectangles en I3 et 12 on a:osAI3=COS = COAl,
cosr

(r <7—2T)donc Al, = Al, =x de méme dans les triangles sphériques €ICIl puis Bllg et

Bllyona:Bl,=Bl, =y etCl, =Cl, =z
Or | appartient & I'intérieur de ABC domc[CB], 1, O[CA] et I,0[AB] d'ou:

at+tb+c
x+y=b, ytz=a , xtz=e> X+ y+ z=

=petx=p-a

Ainsi dans le triangle sphérique Aliectangle enget grace aux formules des demi-angles on

a. tanr = sin(b—a)tan% :\/sm(p— a)s'”fp‘ b)sin(p- ¢) CQFD
sinp
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Cette propriété peut donner lieu a de nouveaux dmgésolution d'un triangle
sphérique, on a par exemple:

Soit ABC un triangle sphérique rectangle en Gai@n du cercle inscrit dans ABC | et
la longueur du c6té c étant donnés, si le problesagossible (il faut au moins< 77/4) on a

alors deux triangles sphériques qui remplissentoeditions (cf figure 49) .

figure 49
Démonstration:
Les éléments du triangle sphérique ABC étant not#sme précédemment, on a dans le
triangle sphériqgue  1IC, isométrique a dC, rectangle en 1qt
77 _ tanr
tank 1.Cl )= tang | ClI tallz tan- =
cheh) ®l£LF 2 4 sinCl,

donc si rx¥v4, alors tan r>1 ce qui est impossibleref£77::>CI1 =p —c=L2T, est impossible
aussi . D'apres I'égalité précédente

. . . Y/ S ,
sinCl, = tanr = sinp—-c ;or 0< p—c<§ ainsi p = c+arcsin(tarr

of tanr :\/sm(p—a)s_ln(p— bytanr _ - _sinp- a)sin- b
sinp sinp
atb+c . a-btc 1
sin =

5 ——2( cosg- by cog

or sin(p-a)sin(p- b)= sin—

d'oll sijcosc+ 2tarr sing+ arcsin(tan |¥
alors: cos@—-b)= cox+ 2tam sim+ arcsin(tan or -Ta-bgt
a-b=+arcco§ cog+ 2tan sio¢ arcsin(tan) =D
atb a-b

et comme ABC est rectangle en Zcosc = 2cos cob= cesz—+ cesz—

d'ou:
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a+b=2arccos(2cos- ceas;—b =] 2arc{os st\/% + (1 cbs 2Atan csin( arcsinn%n:)z

d'ou: a1=E;2D et b= E;D ou bien a, :% et b= E;D ce qui détermine deux
triangles sphériques différents. CQFD

Propriété: dans triangle sphérique ABC, soit A'pleint de concours des bissectrites

sphériques extérieures issues de B et C , alagstAé centre sur la sphére du (petit) cerclg sur
la sphere exinscrit au triangle ABC du coté [BG] figure 50) et soik le rayon sphérique de
ce cercle:

_ avecp=
sin(p—a) 2

tany = \/sm p sin(p— b)sin(p— c) a+tb+c

figure 50
Démonstration:

Soit A" le symétrique de A par rapport a O, aletsACB+< BCA'=1 et la
bissectrice sphérique extérieure issue de C formangle droit avec la bissectrice sphérique
intérieure on a: dans ABC la bissectrice sphérigxigrieure issue de C est dans A"BC la
bissectrice intérieure issue de C, notég(@e méme en B, notéepp Donc A'= D, n D, est

le centre du cercle inscrit au triangle sphériqiB@ donc exinscrit au triangle ABC.
Soient a', b, et c' les longueurs des coOtésialgie sphérique A'BCon a'=a ,

b'=7-b etc'=m-c dou: p'=a_b_C

+mr=—-p+a+m

tan)(z\/sin(—p+ a+ - a)sin(- p+ ar 77— (7- b) sif(- pr a 77— (1- o

sin(-p+a+m)
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any = sin(p) sin(- p+ a+ b)) si{- p+ a+ c) _ [sinpsin(p-c)sin(p- b) COFD
X= sin(p-a) - sin(p- a)

Remarquepar permutation circulaire et en appelamé rayon sphérique du (petit) cercle sur
la sphere exinscrit au triangle ABC du coté [ACpetlui du cbté [AB] on a:
tang = |SNP smgp— a)sin(p- c) tang= sinp sm(p— a)sin(p- b)
sin(p—Db) sin(p—-c)

l11.5 Théoréme de Morley non transposable au triantg sphérique

Nous avons vu gue sur le triangle sphérique ledianés sphériques sont concourantes
en un point qui est le centre du cercle inscritsdartriangle. Cependant on ne peut transposer
les propriétés des angles des triangles euclidiertas sphérique. Par exemple le théoréme de
Morley: soit ABC un triangle euclidien, on divise #ois chaque angle du triangle, on appelle
A' le sommet du triangle d'angles de bgs® ety/3 (de méme pour B', C') alors le triangle
euclidien A'B'C' est equilatéral (cf figure 51).

Le théoreme de Morley n'est pas vérifié pouribentyle sphérique.
Démonstration:
Considérons le triangle sphérique ABC tel que= y=7/2 et 5=3m/4
On peut le construire dans un repére orthonorméplagant: A=(1;0;0), B=(0;0;1) et
C=(-v/2/2+/212;0)on aalorsa=c=7/2 etb=377/4
Et montrons queB'C'# C' A, il suffit de montrer queosB C % coC ‘A

Vg m_ 1 1 . 1
On rappelle quetan— =1, tan— =— , cosx=%,—— etque,;sinx=%
4 6 3 tan2+ 1 cotx+1
a

Dans le triangle sphérique ACRot AB 'sinb= cos co%+ s'r% C&B

. V3 NE
= CcotAB =\/_2(—%73+_;\/_3]=\/:§’( 1_lej:_23(\/_2_ i
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donc0< cotAB'= AB'< 77/ 2 alors coSAB '=

etsinAB'= ;2
(3(v2-1 +4

Dans le triangle sphérique ABC'on@tAC 'sinc= cosc co%+ s'r% c&; = cotAC'=%

/ 1 . 4 2
CosAC =, [— =— sihAC'=, | — ==
4+1 \/_ Vi+4 5

J6

et on a aussicotBC 'sinc= cosc co§+ si% c% = cotBC'= \/_\/?3——

cosBC '= i :\E sinBC':,/i :\/:
\4+6 5 6+4 5

Dans le triangle sphérique CBA'on@tBA'sina= cosa co§+ sifgr C&S
= cotBA'—iﬁ—ﬁ CosBA ':\/g et sinBA':\/g

Dans le triangle sphérique AB'C' on@sB 'C '= cosAB 'cOAC+ simAB 'silPAC 'c%s

(v2-1) (2o

3 . 2/3 _ J3
VB y4r3(V2-1 B yya-1+a VB V2 Y 4

Dans le triangle sphérique BA'C' on@sA 'C '= coBA 'coB8C+ sirBA 'sirBC 'cgs

cosB C =

CosAC '—§ —ZQ— 3+4/2
5 52 5

Nous pouvons comparer les carrés des deux dermgpesssions:

cosB C = 3 (3+ %— 9+ 62 etcosZAC':llJra\/_2
5(3(3-2/2)+ 4 65- 30/ 2 25

par I'absurde supposorssB 'C '= coC A alors :

25(9+ 6/2)=( 65- 30/ ¥ 12 6 )

225+ 156/ 2= 355 6(¢ impossible
On a donc biencosB C ' coC A
CQFD

[11.6 Inégalité isopérimétrique pour le triangle sphérique
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L'inégalité isopérimetrique pour le triangle ed@n donne, en notant S I'aire triangle

2
et 2p son périmétreS < 335 avec l'égalité si et seulement si le triangle éegtilatéral. A

l'instar du triangle euclidien, nous pouvons études variations de l'aire d'un triangle
sphérique ayant un périmétre fixe.

Théoréme: Soit ABC un triangle sphérique, atb+c=Zxé alors on &

£< 4arctar1/ taFg ta3ngIO et I'égalité a lieu si et seulement si ABC estilatgral.

Démonstration:

comme p est fixé, on a c=2p-a-b et les conditidasistence du triangle sphérique en fonction
des longueurs ses cotés donnent:

atb-2p<a-b
la-j<2p-a-b< at k = Ja-b<2p-a-b = a<p et b<p et p<a+b
2p—a-b<athb

d'aprés la formule de I'Huilier on aan% :\/tang tanp; a tanp; b taﬁ%c
Il s'agit donc d'étudier le maximum de la fonct{ohfigure 52):

{(@bojo; g’/ p< ar §= - Jo:27
(a;b)H¢1(a,b)=4arctar\/ af @b 2 af D o P

Evolution de l'aire de ABC en fonction de a et b{p2)

Aire de ABC
0.5+

0.4+

Figure 52
0.8 1 1.2 1.4 162

comme la fonctiorx —~ 4arctarx/?< est croissante et continue dRton a:
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. p p—a p-b ., a b ¢
a,b) =4arctan avec f (a,b) = tan— tan tan tan
supﬂ( ) /(S)EJ%H ab (a,b) 5 5 5 5

(a,b)ID,
il suffit donc d'étudier les variations déDC“(Dp) car les arguments des tangentes sont

compris entre 0 av/2:

atb-p p- a
_ tan tan——
ﬂ(a,b)=tanE tanP =2 - 2—a+ +2b—
Ja 2 2 Zcosi’p— Zcosu
ﬂ(a,b):0<:» b= pou tanlo_a cosp_ a- tanaip cosLb-F
Jda 2 2 2 2
or b=p est exclu donc :é'—f(a, b)=0 < sin P-a cosp_ a- sir'.aJr b~ p cosair b
Jda 2 2 2 2

or sinx cosx:% sin(X donc %(a, b)=0 = sin(p— a)= sin(at+ b- p
or O<p-adtet O<a+b-p=p-crdonc:

%(a,b):OQ p—a=at b- pour— pr & & b |
or - p+a=a+ b- p= b=/ impossible donc:

ﬂ(a,b):0<:» 2p=2a+ b= a+ bt co a «

Jda

par symétrie de f on ai—:;(a, b)=0 < b=cdoncAf(a,b)=0 a= b= czz—:f

Il reste a montrer que ce point est bien un maximum

. p—-a p-a . atb-p a b p
Jf 1. p o-b sin 5 cos?— slnT cosT
—(a,b) =—=tan— tan
da 2 2 2 cos2P =2 oA P

2
p—b sin(p— @-sin(a+r b- p
2 | (+ cosp—a))( cosé+ b- p)
sin(p—a)- sin@@+ b— p)

It (a,b)= tanB tan
Jda 2

Soit h(a, b) =

(I+cos(pp—-a))(H cosé+b- p)
@(a 0= ~(cos(p-a)+ cosa+ b- p)
da ' (L+cos(p-a))( cosa+ b- p))

_(sin(p—a)—sin(a+ b- p))(sin(p— al # cos@r b p)- sin@ b )& cosf z)))
(I+cos(p-a))*(¥ cosg+ b- p))?

_ p _
gh2p 2p 2% 2008;
da 3 377 Py, p
1+cos(-))2  4cos+
( %)) 5
2f 2p 2 cos? d2f 2
d'ou:—(—lo,—p):—tan—lotan—p 3 - @,—pjparsymétriedef
Jdaz 3 3 2 62005Lp b2 "3 3
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2
2’1 (ab)=tan? ——h(a'b)_b tanP 22 e py o (2IO 2|O) 0
Jbda 2l 5eos2P 2 0b
J2f 2p 2 cosy
dol: ———(— p p)— tan—IO tan—p—3
dbda" 3’ 3 2 65c0¢ P
cos? op 2 1 1
comme on a: O<pron a:tanE tan—p—3—5> ( etD?*(- f)( P pj o)
6 p "3 11
2co§‘6

et DZ(—f)(Z—;),%j(q,m):J(hz+2hhz+ ) >a](h b)* O(h,h)OD,

donc la dérivée d'ordre deux de -f au po)m=( 3p 3pj est strictement positive dans un

voisinage de X, donc f admet un maximum local efeXcomme le gradient de f ne s'annule
nulle part ailleurs sub, , f(X) est le maximum de f sup .

CQFD
l1l.7 Théoreme de Legendre

Le théoreme de Legendre s'applique lorsque leoragles longueurs des cétés par le
rayon de la sphére est petit. Nous pouvons donsidérer deux cas de figure:

_trois points fixés A, B, C dans I'espace (nograds), ces trois points déterminent un
unique triangle du plan euclidien, mais une inérde triangles sphériques. En effet par ces
trois points passe une infinité de spheres de sagldférents dont les centres sont sur la droite
intersection des trois plans médiateurs de [ABIC]&t [BC] (on a démontré son existence
pour prouver l'existence du point de concours dédiatrices sphériques) . Ainsi on peut
ordonner ces sphéeres dans l'ordre croissant derdgon. Pour de grandes valeurs, mais
cependant finies, du rayon r, on a le théoremeedggeihdre.

_ la sphere étant fixée on considere ABC(p) daadtes dont le périmetre diminue en
se rapprochant de 0, le théoreme s'appliquera. aussi

Quelques remarques préliminaires

Aux longueurs a, b, ¢ des cotés du triangle spuérABC mesurées dans une unité
métriqgue quelconque, correspondent les angles ubacar, b/r, c/r, du triedre O-ABC,
mesureés en radians (r étant mesuré dans la méméequiei a, b et c).

2
Nous avons vu que‘s4arctan/ tanzB ta%Ep =O[(—pj ] quand p/r - 0, donc
r r

qguand p/r est tres peét'est.

Théoréme de Legendre: Etant donné ABC un triasigiherique dont les longueurs a, b, c|des
cOtés sont "trés petites” par rapport au rayon tadsphere (ie p/r est trés petit), si fon
construit un triangle euclidien A'B'C' dont lesdmeurs des cotés sont a, b et ¢ alors:
_ les surfaces des deux triangles seront égalggeames pres du deuxiéme ordre|par
rapport a p/r
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_ les angles de ABC seront égaux a ceux de A&XMmentés du tiers de l'ex¢es
sphérique de ABC, aux termes pres du quatrieme qalr rapport a p/r.

Démonstration:
Dans le triangle sphérique ABC sur la sphere derrayon note Q=p/r et on travaille pour Q

proche de O:
sinP~Pgin P~ C {pr_b (96;3) +O(Q)J[p : (pﬁ—sc) +O(QG)J
sin— = rb Cr = (b)3 ( .
sin—sin- b c_(c
roor {r 6r3+O(Q5)}[r 63+O(Q5)}
(p-b)(p-9 (P=B(p-9((p- B*+( p- ¥ ol
Singz r _ &4 ’ (Q)
2 E:_ bé "'4b2 C+O(Q6)
rz or
_(p-b°+(p-9° 4
sin? = [(P=D(pP=9 ' 6r 2 o)
2 be 1-22 0@
or —7 1 —1+b2+2Cz+O(Q“) et
-7 0@y ¥

b2+C2—(ID B2-(p- 9*=-2p+ 2pr 2pe 2p 26 2¢ dH € & 2 pp
\/(p b)(p-9 F(D‘E)+O(Q) \/(p—m(ﬁ):(+ ba)ao(@)j

de Ia méme fagon on a:

sinP sinP~2 _ N 2 6+ @
cos? = |t PP a)J(l_p? (‘j"”mQ“)j(B 2+O<Q“)j
2 sin® sin® bc 6r 6r

r r
o PH(p-ap-PF-c=2p-aa br 9- b- &+ &
=2p°-b(b+a-qcr g=2p-2p - @p F2(p N P )
COS_ \/p(p ) 1_(p—b(rrc)+oQ4)=\/ P a( (P X P, O(Qa)j
3rz bc 6r?2

Con5|derons maintenant le triangle euclidien A'BiZnt pour longueur de cotés a, b, ¢, on
notea’, B', y ses angles et S' sa surface, on a:

sin? = [(P=D)(P-9 cos? = [P(P-3)
2 bc 2 bc
donc on a:

a-a'_ _a _a "0% Smi_\/p(lo 3(p- b)(rrc)(p(p A+ (p- t>('C*°+0(Q“)j

sin = sin— cos—
2 2 bc a2

or p(p-a)+(p-B(p- 9= gl & p+ p- bp cp be |
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a-a' _ S 0(0"

et soit S' l'aire de A'B'CS':\/ p(p-a( p- B p T donc:sin

a-a' T
< — et

or —7—2T< donc a—a':O(%)=O(Q2) car S's-P
r

2
sina'z‘" = ”'2“'+0(Q4):?'2+ o).

Puis, par permutation circulaire on a::

a:a'+§+0(Q“) ,,8=,8'+§+O(Q4) ,y=y'+i+0(Q4) *)
r2 3r2 3r2

en additionnant les trois égalités+ B+ y=a'+ B'+ y'+%+O(Q“) = 71+r—s2 +O(Q)

Soit S l'aire du triangle sphérique ABCson exces sphériquer+ f+y—-m=¢ :r—sz'

donc: S= S+ @ Q) et les équations (*) donnent:

a=a4§+0«f),ﬂ=ﬁ4§+0«f)y=y4§+0«f) CQFD

On utilise le théoreme de Legendre lorsque lesisgmas er‘( p/r)4 sont satisfaisantes

donc quand les c6tés sont tres petits par rapporaygon de la sphere. Mais on peut aussi
l'appliquer & un triangle sphérique ayant deuxsqté different peu der, car en formant le
fuseau compris entre ces deux c6tés on obtieneuriéime triangle sphérique dont les cotés
sont petits par rapport au rayon r. De méme ledaas triangle sphérique ayant deux angles
tres aigus sera résolu grace a son triangle pajairaura deux cotés prochesrue

Le théoreme de Legendre permet aussi le passégdiraite dans les formules de
trigonométrie sphérique, ce qui ramene a des fasde trigopnométrie plane. On a par
exemple:

Formules de la trigopnométrie sphérique Formulels diggonométrie plane
Formule de I'Huilier: Formule de Héron:
E p .. .p-a - b C
wﬁwm?m@ aty @iy | Are(ABO= 5 3P K P B
avec 2p=at+b+c
Loi des sinus:
. a . b . C a b c
sin— sin—  sin- — = = —
r—  r _—_ r sina sing siny
sing sing siny
Loi des cosinus pour les cotés: Formule d'Al Kashi:

a C b .c .b a2=b2+c2-2bc coa
COS— = COS- COS+ SR S caos
r r r r r

Loi des cosinus pour un triangle rectangle enT®éoreme de Pythagore:
c a b c?=a?+bh?

COS— = COS- COS
r r r
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Formule des demi-angles:
. p-b_. p-c
sin sin
sin? = r r sin? = (p-b)(p-9
b _. ¢ 2 bc
sin—sin=
rr
Démonstration:

Montrons I'égalité approximative des aires. On @dniaire d'un triangle sphérique grace a la
formule de Girard: A=¢r®; et celle dun triangle plan grace a la formule de

Héron:A=/p(p- a( p- B( p- §.

On utilise la formule de I'Huilier et le fait que=0(p/r) car :gLsL‘/tanzR tar?6£
p p r r

borné au voisinage de p/r=0
tan® :\/ tan® tanP =2 talP" P e Cavecp=2FR*HC
4 2 2 2 2

2
3 _ b 6

£.0/(P) |z |[PP-ap F*C+o(_Fj

4 r x Z 2 P r

£ol[P) )=t roam e &P
27Ol ] |74/ P(P= 8P B p- 3 1+ {(rjj

£ pY]_ 1 — pY
27O 7] [Fa=/P(P-alp-B(p- ¢+ {( U

r

dou erz=./p(p-a)(p-b(p- 9+ C(ij

On a bien I'égalité quand p/r tend vers 0, erdiigel'du triangle sphérique et celle du triangle
plan.
On notera comme précédemment3, y les angles du triangle sphériquen&tf’, y ceux du

triangle plan correspondant, d'aprés le théorémeedendre et l'inégalité des accroissements
finis: [sina - sina [<|a-a |':O(£) de méme pous ety
r

Premiére étude, la loi des sinus:

a pY b p)’
sin2 sir£ r+o((rj ] r+o[(rj ]
—L-_T =
sinasinf - gy Uro((fn sinﬁ#—O[(rpD
3 3

a0 N ) z

S W) 1+o[£j L M) 1+o(_pj 3 - b g4 (_pj
sina' r sing ' r r sim'r sing'’ r

Lorsque p/r tend vers 0 on obtient la loi des sohuss un triangle plan.

Deuxiéme étude, la loi des cosinus pour les citész - cosr |<|a-a |= O(Bj

r
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a C b .c .b
COS— = COS- COS+ S S coc=>
r r r r r

ol e el o Oj( e e

2 2 3
i:£+£2—2—20cosa 1!-0((—pj] a2=cz bz Dccog + C{ P
r

Lorsque p/r tend vers 0 on obtient la formule dakhi.

Troisieme étude, la loi des cosinus dans un treaeghérique rectangle en C:

st = oftcof 1700{ [ < agtool (]| g of( Y]
sl |o-mo (7]

Ainsi lorsque p/r tend vers 0 on obtient la formule Pythagore dans un triangle plan
rectangle en C.

Quatrieme étude, la formule des demi-angles pausitaus:

S Al o )| e )

r — sm—+0[(—

S N Ci X T

e S & ] =

Lorsque p/r tend vers 0 on obtient une formuler@ungle plan.

sin—

IV Applications

IV.1 Une propriété des quadrilatéres sphériques

Nous avons déja vu en calculant l'aire des polggamsphériques convexes que l'on
pouvait "découper” tout polygone sphérique convexelusieurs triangles sphériques. Ainsi
la trigonométrie sphérique peut-elle permettre enrtiqulier I'étude des quadrilatéres
sphériques a trois angles droits. On a par exemple:
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Soit ABCD un quadrilatere sphérique convexe ayasitangles en A, B et C droits. Soit @, b

les longueurs des segments [AB], [BC]oeia mesure de l'angle en D. Alors on a (cf fiqure

53)0<a<m/2 et0<b<m/2: cosd=- sim sirb

Ce qui montre entre autre qu'il n'existe pas deldjaéére sphérique convexe a quatre arjgles
droits.

figure 53

Démonstration: On appelle h la longueur du segm®@ sur la sphére, dans le triangle
sphérique ABC on appelte ety les mesures des angles en A et C:

__si on suppose a et b dans le premier quadrarg pdo la régle des quadrant®t le sont
aussi et dans le triangle sphériqgue ACD on a:

C0SO =— CO%E— a) CO%]—T— yj + SiE]I—T—O’j s(nl—r— yj cds(
2 2 2

COSO = - siny siry+ cog cgs cds(
Or dans le triangle sphérique ABC rectangle en C:
costh )= coty cor = sim sip cob(3 cas cp
donc C0SO = — siny siry+ sim sir cosh(
cosd =~ sinx siry( + cosK()E- sim sjn sirt¥(
et enfin dans le triangle sphérique ABGina = siny sinf | et sinb = sina sinf
d'ou : cosd = - sim sirb
__si on suppose a et b dans le deuxieme quadrmanst lal régle des quadrants appliquée aux
triangles sphériques rectangles BCD et ABD nousidajue ABCD n'est pas convexe (I'angle
en D mesuré a l'intérieur de ABCD est supérieung a

__si a et bne sont pas dans les mémes quadrapfmsons a<b :soit C' le pble de la droite
sphérique (AB) situé du coté de C, alors le triangphhérique ABC' est birectangle donc

isocéle en C' ses c6tés [ACT] et [BC'] mesurentcdu2. Or commerv2<b C'0[BC| et

C'0[ AD] donc ABCD n'est pas convexe.

Par ailleurs supposons par l'absurde le quadel®&BCD droit en D alors
sin a sin b=0 ce qui est impossible. CQFD
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RemarqueOn peut prouver d'une fagon plus élégante geXiste pas de polygone sphérique
convexe a quatre angles droits: par I'absurde sgmsoqu'il existe alors la formule donnant
I'aire de ABCD en fonction de ses angles et du merdb ses sommets donne:

aire(ABCD) = 4*’5’ —277= aird ABCD=0 impossible

IV.2 Volume d'un parallélépipéde oblique

La trigonométrie sphérigue donne de nombreusesiors dans les angles triedres, ce
qui peut étre utile pour la géométrie classique sdélespace. Ainsi les formules de
trigonométrie sphérique développées précédemmemepent par exemple le calcul du
volume d'un parallélépipede oblique connaissaniolegueurs des arétes et les angles qu'elles
font entre elles.

Rappelons que le parallélépipede oblique est dégdani la donnée de trois vecteurs libres de

R® OPy, OP, OP3:
Oﬁg@ag%e:{ XJ/RI O¥A Opu QRpv QE’(/];/J;V)D[O;]]S}

Soit ORERRE RRE un parallélépipede oblique (cf figure 543,= meg< P OB,
b=meg< POPH etc=meg< POP etsoitV le volume dORERBE RRE aalors on a:
V =20Rx OB x Olg\/sin psin( p- gsin(p Bsin(p ¢ ou 2p=a+b+c

Démonstration:

Soit ORE BR R R E un parallélépipede oblique on place en O une sp8eie rayon
unité puis on noteA=[OR)n S, B=[OR)n S, C=[OR)n S
Alors les longueurs a, b, ¢ des cbtés du triangle&isque ABC sont les mesures des angles

faciaux de l'angle triedre O1PoP3 et les anglest, 3 ety sont égaux aux angles diédres du
méme angle triedre.
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fig.54

Dans le plan (OfP2)on a : Aire(ORB B) = ORPx OPxsin
Soit H la projection orthogonale dg Bur le plan (OfP,) on a:V = ORx OB x HEXxsin «
Soit H' la projection orthogonale dg Bur la droite (OF) on a alorsmeg< HH P) =a
Dans les triangles rectangles $ puis dans HH'®on a:H 'R, = ORsinb

puis HR, = H' B, xsina = OB x sinbsiny

d'ot: V = ORx ORx OBPxsin ksin csiny

les formules des demi-angles appliquées au trissmiérique ABC donnent:

sina = 2sin? cod = 2sinp Sln(p—'a)sm(p— b)sin(p- c;
2 2 sinb sinc

donc V =20Rx OB x OE\/sin psin( p- gsin(p Bsin(p ¢ CQFD.

Corollaire: soient ORBER un tétraedre, a=meg< POPH, b=meg< POP
c=meg< POP etsoitV le volume dOEER on a:

vV :%oex ORx OR(sin sin( p- 3sin( p Bsin(p ¢ou 2p=a+b+c

et

Démonstration:

On sait que V est égal au tiers de l'aire de l&@ R#3F, (moitié du parallelogramm@R B

multipliée par la hauteur issue ¢ donc:

v:%—;zoex ORx ORysin psin(p- gsin(p Bsin(p ¢ CQFD.
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I\VV.3 La navigation

La forme de la Terre est irréguliere, cependamd @keut-étre approchée assez
précisément par une ellipsoide de révolution apant axe I'axe Nord-Sud. L'aplatissement
de cette ellipsoide étant trés petit (les mesueeday/ford (1924) donnent le rayon équatorial
égal a 6378.388 km et le rayon polaire égal a %6 km) on considére, en premiére
approximation, la Terre comme étant une sphéraytmnr6371.221 km.

Sur cette sphere sont prédéfinis (par I'axe datioot) un grand cercle et ses deux
pbles: I'équateur, le pble NorRd et le pdle Su®.. On appelle "méridien”, le grand cercle

passant par un point (différent des deux pélesetieux pdles, le méridien de référence (ou
d'origine) est celui passant par l'observatoireoasimique de Greenwich. Ceci nous permet
donc de définir un systeme de coordonnées sur fi@:Ten considére la Terre comme une
sphére, la latitude d'un point A est la distancguéaire de A a I'équateur le long du méridien
de A, elle est dite Nord (resp. Sud) si A se silams I'hémisphére Nord (resp. Sud); la
longitude de A est lI'angle (inférieumgentre le méridien de Greenwich et celui de Ag elit
dite Ouest (resp. Est) si A est situé a I'Ouesp(r&st) du méridien d'origine. D'une maniéere
équivalente le systeme de coordonnées sur la Tmue étre assimilé a un systéeme de
coordonnées sphérique choisit comme sur la figreerb placant I'axe Nord-Sud sur l'axe
(0z), le plan(oxz) contenant Greenwich, l'origine kpére au centre de la Terre et en
considérant: O¢ au Nord,$<0 au Sud, Ox a I'Est efA<0 a I'Ouest.
z

figure 55

Si on prend deux points sur la Terre, alors lasxdaéridiens de ces deux points, et
I'arc de grand cercle joignant ces deux points émthdeux triangles sphériques. Il est donc
légitime d'utiliser la trigopnométrie sphérique ptes calculs de distances, par exemple, sur la
Terre.

Considérons un avion qui partirait d'un point Aipoe rendre a un point B, alors cet
avion peut suivre deux routes: le plus naturelpestr lui de suivre I'arc de grand cercle qui
relie A et B (puisque I'on a vu que sur la sphegeatit le plus court chemin), c'est ce qu'on
appelle uneoute orthodromique, ou il peut suivre un cap constant (c'est-a-dief@rme un
angle constant avec les méridiens) ce qu'on appeileoute loxodromique. Etudions
rapidement la paramétrisation d'une route loxodooui
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Figure 56
Considérons deux points de la sphere voisinsA\@F(et B=QA+AA,0+Ad) situé sur

une loxodromie | ayant pour caf on noteAS la longueur de la loxodromie comprise entre A

et B (cf figure 56). Soit CAFAA,$) le "triangle™ ABC formé par les parties de lagikle ¢,

le méridienA+AA et la loxodromie |, n'est pas un triangle sphéiqle parallele et la

loxodromie ne sont pas des arcs de grands ceroles,il peut étre considéré comme plan si

A et B sont assez voisins. On a alors dans ABCidéris comme euclidien et rectangle en C:

o COS¢ A _ tana et AScosa = rA¢:§— '

tana =
JAY) A¢ cos¢ A¢g cosa

tana dS r
cos¢ d¢ cosa

en faisant tendrA¢ vers 0 on obtient les équations dlfferentlel%s_

Ainsi A(¢) =tana Io{ tar{z+£D+C et S(¢) = 9 + C' car
4 2 cosa
J12+¢
LA (tan(l—r+£jj = ! 2 = 1 __1
ap| a2 20051200 1249 " il 2:9) " cop

2
Remargueles loxodromies n etant pas des arcs de gramdeseelles ne sont pas les chemins
les plus courts pour aller d'un point a un autee. &xemple pour rejoindre les pdles Nord et
Sud le plus court chemin est de longueualors que la loxodromie de cap=77/3 est de

r(m2-(-72))
cos(7 3

58 aveca =1977/ 40)

longueur =2mr (cf figure 57) (Pour un cap plus procherd2 voir la figure
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Figure 57

Figure 58

Passons maintenant a la navigation orthodromiqgtast &@onné que I'on se situe dans un
triangle sphériqueAP B (ouAPR.B) les probléme de navigation orthodromique revienrge
résoudre ce triangle grace aux formules que noogngede démontrer. On appelle:

_distance orthodromique(calculée en milles mauiesh a B, la mesure de I'arc AB

_le cap initial, la mesure de 'angkeP, AB

_le cap d'arrivée, la mesure de I'angl,BC

Quelques remarques préliminaires:
_Les cap sont mesurés dans le sens Nord-Estgienigles sont orientés).
_L'angle< AP B est en fait la différence de longitude entre Bet

_La distance entre deux méridiens dépend de tadatiou I'on fait le calcul.
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_La différence de deux longitude entre deux padiletéongitude L1 et L2 est la plus petite des
quantités|L1-L2 et 360°{L1-L2. En effet si|L1-L2>180° c'est la deuxiéme quantité

gu'on utilise.
__Un mille marin fait un minute d'arc de grand ceref 1853.184 m.

Exemple 1 trouver le cap initial et le cap d'arrivée d'umeite orthodromique allant de
Chicago (lat: 41°50,0' N, long:87°31'42" W) a Nusia I'équateur (long:170°15' E), et trouver
la distance entre ces deux points.

Pn

uN Figure 59

Nous allons résoudre le triangP,C qui a les élements:
MP, =a=90°, P,C=b=90°-41°50'=48°10'< MP,C=y=360°-(170°15'+87°31'42")=102°13'18"
On utilise la résolution faite dans le paragraptted et on obtient:
d=arcos(sinbcog=99°04'31" donc la distance est: d=5944.5 milles
o=arg cot_(;()ss_b%/ =81°46'46" donc le cap initial est: i=360°-81#6=278°13'13"
ny
cotb

B=argcot——=47°30'47" donc le cap d'arrivée est:r=180°+47AB&227°30'47"
siny

Remarquepour résoudre ce triangle quadrantal on aurasiguu se placer dans son triangle
polaire rectangle.

Exemple 2 un navire suit une route orthodromique de Dutchrbdr (lat:53°53" N,
long:166°35' W) & Melbourne (lat:37°50' S, long: 138t E)

1.Trouver la distance, le cap initial et le capriae.

2.Trouver le point d'intersection du cercle d'oditmmie et de I'équateur, I'angle que fait la
route en ce point et sa distance a Dutch Harbor.

3.Trouver le point de la route ayant pour longita86°.
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; Figure 60

1. On se situe dans le triangle sphérigui@M dans lequel on connait deux coétés et I'angle
a=PM=90°+3750= 127 50°
inscrit: b=PD=90°-5353= 38 07"
y=<DPM =360 - (166 35+ 144 595 48 2
Alors, selon la résolution faite au paragraphe3idh a:
t(cotasmb.— cod cog )= 143 01'26
siny
donc le cap initial est 360°-143°01'26"=216°58'33"'
<P MD=g=arg cot{:Otb sma.— cosa cog )= 26 40'21
siny
donc le cap d'arrivée est 180°+26°40'21"=206°40'20
DM =arccos(coa cds— sia sim cps=) T00 45'#8" 60 milles.

<P,DM =g =argco

2. Etant donné que dans le triangleéDE (ou E est le point équatorial) on connait deux £o6té

et I'angle opposé a I'un d'eux, la résolution pasdléme. On va donc résoudre le triangle
DEF, ou F est le point d'intersection du méridierDaitch Harbor avec I'équateur. Ce triangle
est rectangle en F, on utilise les formules dugragzhe 11.3.4, le cas ou I'on a un angle et le
coOté adjacent. On a < FDE =0=216°58'33"-180°=36°58'33" et DF=b=53°53'

EF =argcott2? = 37 18'30"

sinb
alors, DE =argcot(cob cog ¥ 59 45'4%¥" 3585niilles
< DEF =arccos(cob sid 3 69 14'07"
donc le point d'intersection avec I'équateur a pourongitude:

166°35'+31°18'29"W=162°06'31"E (on effectue urdglitton car Dutch Harbor est de
longitude Ouest et on fait une route a I'Ouest, aotient 197°53'29"W ce qui est
162°06'31"E), la distance parcourue est de 35&iilles, et le cap d'arrivée est 270°-
69°14'07"=200°45'53" (car 270° est le cap plaie€d).
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3. On appelle C le point de longitude 180°, et @vaille dans le trianglé>, DC dont on

connait deux angles et le c6té compris entre aes alegles:

< CP, D=0=180°-166°35'=13°25< P, DC =3=143°01'26" et?, D=c=90°-53°53'=36°07".

{:0t,8$|na_+ CO%r cos )= 50 59°01
sinc

donc la latitude du point de longitude 180° est80°59'01"=39°00'59"N.

On cherche seulement b: P ,C=argcot

Exemple 3 Un navire quitte New-York (lat:40°48'36"N, 10§°57'30"W) en suivant une

route orthodromique de cap initial 36°. Trouverd#tude et la longitude de sa position B
apres avoir parcouru 500 milles. Il continue saeptrouver le point le plus au Nord de sa
route.

Figure 61

Pour ce faire on résout le triangle sphéeriqudP B ayant pour éléments:
a= NP, =90°- 40 11'36"pb= NB= 500nilless 8 20/,=< P NB 3igrace a la résolution
du paragraphe I11.6.3:
cotbsma.— Cosa COg _ 13'19"

siny
P B=c=arccos(cos cobt+ sia sibh cps=) °42 39'
Ainsi la longitude du point B est 73°57'30"-7°18466°44'11"W (on effectue une

soustraction car New-York est de longitude Oudsgnefait une route a I'Est), et sa latitude
est 90°-42°39'33"=47°20'27"N.

< NP, B=f =argcot

La plus courte distance entR et la route du navire se calcule le long de Bergrand cercle
qui coupe perpendiculairement la route et qui ppasd,. Appelons C le point d'intersection
de la route et de sa perpendiculaire passantPpaAlors dans le triangle sphériqgueP, N
rectangle en C, on connait I'nypoténuBeN=c=90°-40°48'36"=49°11'24", et un angle
<P NC=pB=36°. Grace a la résolution du paragraphe 1.3.4 am
P,C=b=arcsin(sinc sin 5 26 24'57"
< NP C=a =argcot(tarn3 cog ¥ 64 36'0
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Ainsi le point de la route le plus au Nord est dgtude 90°-26°24'57"=63°35'03"N et de
longitude 73°57'30"W-64°36°00"=9°21'30"W (oneetiie une soustraction car New-York est
de longitude Ouest, et on fait une route a I'Est).

V.4 L'astronomie

Pour un observateur a la surface de la Terrdeleapparait comme une portion d'une
gigantesque sphére appelée sphére céleste. Susphére tous les corps se déplacent d'Est en
Ouest par rapport a l'observateur (la cause etaasitation de la Terre), et la position de
chacun peut étre fixée par deux coordonnées nuuoewigll existe deux systémes de
coordonnées, mais avant de les introduire, il éqpiciter quelques points et grands cercles
de référence, sur la sphere céleste. On consi@éphkre céleste comme une sphére unité.
Définitions

_Lespéles célestesils sont les points d'intersection de I'axe d@tion de la Terre
avec la sphére céleste, on les noter&tP, . C'est aussi l'intersection de la droite paspant

les poles terrestres avec la sphére céleste.
_L'équateur célesteest le grand cercle ayant pour pOI€s etP,, c'est aussi

l'intersection du plan équatorial terrestre etadsghére céleste.
_Lesméridiens célestesont tous les arcs de grands cercles relmtP, .

_L'horizon est le cercle d'intersection du plan tangent a darel au point de
l'observation avec la sphere céleste; mais commeapaort aux distances de la plupart des
astres, le rayon de la Terre est négligeable osidére que I'horizon passe par le centre de la
Terre et est paralléle au plan tangent.

_LeZénith et leNadir sont les péles du cercle horizon, le zénith seasitau dessus
de I'observateur. On les note respectivement Z et N
Soit T un corps céleste,

_Le vertical de T est l'arc de grand cercle ZN passant par 7.nGte H son
intersection avec I'horizon.

_Lahauteur de T est mesurée le long du vertical, c'est launeede I'arc HT (mesurée
positivement -resp. négativement- si T est dagsnibphére de Z -resp.N-). on la note h.

_Ladistance zénithaleet la distance de T & Z, i.e. 90°-h.

_L'azimut est I'angle entre le méridien céleste de l'obsenvdle méridien passant par
le zénith) et le vertical de T. Il est mesuré legale I'horizon et varie de 0° au point Nord, a
360° dans le sens Nord -Est. On le note a.

_Le cercle horaire est l'arc de grand cercle P, passant par T, on note K son

intersection avec I'équateur céleste.

_Ladéclinaisonde I'astre est mesurée le long du cercle horgest la mesure de l'arc
KT (mesurée positivement -resp. négativement- ssffdans I'hémisphére d& -resp.P,).
On la noted.

_Ladistance polairede T est égale a 9@:-

_L'angle horaire est I'angle entre le méridien céleste de l'obseuwvaet le cercle

horaire de T. Il est mesuré le long de I'équaténage de 0° a 360° dans le sens Nord-Ouest.
On le noted.

Remarques
_le Zénith, le Nadir et I'horizon dépendent dbdervateur.
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_Du fait de la rotation de la Terre, le cercle ireraemble se déplacer de 15° par heure, on
peut donc le mesurer en unité de temps: 0°=0hG=28ih.

_Lorsque le soleil se trouve sur le méridien deskwvateur, on dit que c'est le midi local, par
abus de langage on dit aussi que le soleil eséaithz

On peut maintenant définir deux systeme de cooréesin

_le systéme de coordonnées horizontales a pourlaeeizon et le vertical de l'astre T, les
coordonnées de ce dernier sont: sa hauteur ezgonta

_Le systeme de coordonnées équatoriales a poul'@seateur céleste et le cercle horaire de
T, les coordonnées de ce dernier sont sa déclmatsson angle horaire.

Le triangle astronomique: on nomme ainsi le triargphérique ayant pour sommet$Tet
Z. Ses éléments sont: _le c6té TZ=90°-h
_le c6téP, T=90°%
_le c6téP, Z=colatitude de I'observateur=90°N-latitude dedetvateur
_l'angle< P,ZT=asi T se trouve a I'est du méridien de I'obsenra

360°-a sinon
_l'angle< ZP T=0si T se trouve a I'ouest du méridien de |'observat

360°6 sinon.

Exemple 1 Trouver l'azimut du soleil et I'heure solaire diec a Washington D.C.
(lat:38°55'N) a l'instant de I'apres-midi ou la teaw du soleil est de 25°40'N et sa déclinaison
de -19°15".

On se situe dans le triangle astronomid}&S d'éléments connus:
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ZS=90°-25°40'=64°20', P S=90°+19°15'=119°15', P,Z=90°-38°55'=51°05'
D'apres la résolution du paragraphe 11.6.2, oneolbti
0s(64 20"y cos(51 05%) cos(1’19 1§'E9°2 117"
sin(52 05" sin(119 15"
" =arCCOScos(11§=)'15'} cos($1 05" cos(64 29'1490 06'17
sin(51° 05")sin(62 20")
Etant donné que I'on est dans l'apres-midi, lellsede & I'Ouest du Zénith, donc: I'azimut est

360°-a'=210°53'43", I'angle horaire est 29°2E1R57min25s et donc I'heure solaire locale
est 12h+1h57min25s=13h57min25s.

C
@' =arccos

Exemple 2 Trouver la longueur du jour le plus court (déailgon du soleil: -23°27'42") et
I'azimut du soleil levant et celui du soleil cousha Reykjavik (lat:64°09") en Island.

A son lever et a son coucher, la hauteur du se&iD®, donc le triangle astronomig&eZS
est quadrantal: ZS=90°, P,S=90°+23°27'42"=113°27'42", P,Z=90°-64°09'=25°51".
Grace a la résolution 11.6.2 on obtient:

093(113 27'42 )c.os(25 BJ?L 28 23'14
sin(113 27'42")sin(25 51'
. cos(113 27'42"
a'=arccost—

sin(25 51"
A son lever le soleil est a l'est de l'observattudonc I'azimut du soleil est 155°55'24". Au
coucher du solell, I'azimut est 360°-155°55'24'423'36".
Quant a langle horaire, il est de 360°-26°23'B83°36'46" au lever et de
26°23'14"=1h45min33s au coucher. Ainsi la duréejalu le plus court & Reykjavik est
2*1h45min33s=3h31min06s.

@' =arccost

))= 15% 55'24"

Exemple 3 Trouver la latitude d'un observateur de I'hnémésphNord quand la hauteur du
soleil gu'il mesure est de 54°28', la déclinaisenkb°42' et I'azimut de 200°10'.

Dans le triangle astronomiqu®ZS on connait les éléments:

P,S=90°+15°42'=105°42', SZ=90°-54°28'=35+32", eizitmt etant superieur a 180°, le
soleil se trouve a I'Ouest du méridien de I'obgervadonc a'=360°-200°10'=159°50".

On utilise la résolution 11.6.5 on a : @R, ZSV2 et ZS<P, S<r+ZS, on a donc une unique
solution qui nous donné, Z=72°11'46" et comme l'observateur se situe déésnisphere
Nord, la latitude de celui-ci est 90°-72°11'46"414" N.

Pour le dernier exemple de I'utilisation de ladrigmétrie sphérique, il nous faut introduire
l'équation du temps. En effet, la vie de I'nomme lessée sur le cours du soleil, or la
trajectoire annuelle apparente du soleil n'estupg®rme (car la rotation de la Terre autour de
celui-ci ne l'est pas). On a donc introduit ce e appelle le soleil moyen dont la trajectoire
apparente est uniforme. Ainsi I'angle horaire deismoyen et I'angle horaire du soleil vrai

différent (I'angle horaire du soleil moyen varie fdgon uniforme), et cette différence est
donnée par I'équation du temps:
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E.T.= angle horaire du soleil vrai - angle horavesoleil moyen. Si par exemple I'équation du
temps est négative, le soleil moyen se déplacentiéwvaoleil vrai.

Exemple 4 Dans la matinée du 18 Novembre, un navire sevér@ula latitude 54°57' N. La
hauteur du soleil observée est h=9°15', sa désbnaesto= -19°12". Il est 8h58min20s
G.M.T. et I'équation du temps est E.T.=14min50s.¢siel méridien se situe le bateau ?

Dans le triangle astronomiqu2ZS on connait les éléments:

P S=90°+19°12'=109°12', P,Z=90°-54°57'=35°03', SZ=90°-9°15'=80°15".

D'aprés la résolution 11.6.2 on obtient:  6'=37°33'09"=2h30min13s.

Les mesures sont faites dans la matinée doncé'dmaghire est:
0=360°-37°33'09"=12h-2h30min13s=9h29min47s.

Donc il est 9h29min47s localement au soleil vrain@aissant I'équation du temps, I'heure

locale (au soleil moyen) est 9h29min47s-14min50448#in57s. Il est 8n58min20s au

méridien de Greenwich, on a donc une différencaitmrde 16min37s ce qui est égal a

4°09'15". Etant donné gu'il est plus tard surdéshu qu'a Greenwich, nous nous situons a

I'Est du méridien de référence, notre longitudedest 4°09'15" E.

Les applications qui ont été étudiées ici, ne oenlvpas tous les domaines dans
lesquels la trigopnométrie sphérique est utiliséeettet celle-ci peut servir, par exemple, pour
résoudre des problemes posés en architecture méeanique mais aussi en mathématiques
pures.
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