
          
 
ΘΕΜΑ Α 
Α1. Απόδειξη σελίδα 260 σχολικού βιβλίου 
Α2. Θεωρία σελίδα 280 σχολικού βιβλίου 
Α3. αΣ, βΣ, γΛ, δΛ, εΣ 
 
ΘΕΜΑ Β 
Β1. 

2i3zi3z =++−  ⇔  

2i3zi3z =−+−  ⇔  

2i3zi3z =−+−  ⇔  

2i3z2 =−  ⇔  

1i3z =−  
Άρα ο γεωµετρικός τόπος των µιγαδικών z κινούνται σε κύκλο C µε 
κέντρο Κ(0, 3) και ακτίνα ρ = 1. 
 
Β2. 

1i3z =− ⇔  

1i3z
2
=− ⇔  

( ) ( ) 1i3zi3z =−⋅− ⇔  
( ) ( ) 1i3zi3z =+⋅− ⇔  

i3z

1
i3z

−
=+  

 
Β3. 

i3z

1
i3zw

−
+−=  →← 2B  i3zi3zw ++−=  ⇔ zzw +=  ⇔  

Re(z)2w =  
Αν  z = x + yi, x, y∈ΙR τότε w = 2x. 
Λόγω του C και της γραφικής παράστασης αυτού προκύπτει ότι: 

1x1 ≤≤−  και 4y2 ≤≤ . 
Άρα 1x1 ≤≤−  ⇔ 2x22 ≤≤−  ⇔  2w2 ≤≤−  



 
Β4.  

|z – w| = |x + yi – 2x| = |-x + yi|  = ( ) 2222 yxyx +=+− =|z| 

 
 
 
 
 
ΘΕΜΑ Γ 
Γ1. 
( ) (x)fx(x)f1(x)f(x)fex ′′+′=−′′+′ ⇔  

( ) ( ) xxx e(x)fxe(x)f1e =′′−+′− ⇔  

( )( ) ( )′=
′′− xx e(x)fxe  ⇔  

( ) ce(x)fxe xx +=′− , c∈IR    (1) 
Για x = 0 η (1) δίνει: 
( ) ce)0(f0e 00 +=′−  ⇔  c = -1 και έτσι η (1) γίνεται: 
( ) 1e(x)fxe xx −=′− , x∈IR (2) 
  
Ορίζω τη συνάρτηση:  
g(x) = xex − , x∈IR. 
H g είναι µια συνεχής και παραγωγίσιµη συνάρτηση ως διαφορά 
εκθετικής και πολυωνυµικής συνάρτησης µε παράγωγο: 
g’(x) = 1ex − , x∈IR. 
g’(x) = 0 ⇔  1ex −  = 0 ⇔  x = 0 
Ο πίνακας µεταβολών προσήµου της g’ και µονοτονίας της g είναι ο: 

x -∞                                  0                               +∞     
g’(x)                   -                    + 
g(x)   

 
Άρα η g παρουσιάζει ελάχιστη τιµή την g(0) = 1 
άρα g(x) ≥1, για κάθε x∈IR. 
 
Εποµένως, επιστρέφοντας τη σχέση (2) µπορώ να διαιρέσω µε το xex − : 

xe

1e
(x)f

x

x

−
−

=′  ⇔  

[ ]′−= x)ln(e(x)f' x ⇔  
 
f(x) = ln(ex – x) + c2, c2∈IR. (3) 
Για x = 0 η (3) δίνει: 



f(0) = ln(e0 – 0) + c2 ⇔  c2=0 και έτσι η (3) γίνεται: 
f(x) = ln(ex – x), x∈IR. 
 
 
 
 
 
 
 
Γ2. 

xe

1e
(x)f

x

x

−
−

=′  , x∈IR. 

f’(x) = 0 ⇔  ex – 1 = 0 ⇔  x = 0. Επιπλέον, αφού θέσαµε g(x) = xex −  
και δείξαµε πως g(x) ≥1, για κάθε x∈IR το πρόσηµο της f’ εξαρτάται 
µόνο από τον αριθµητή. 
 
Ο πίνακας µεταβολών προσήµου της f’ και µονοτονίας της f είναι ο: 

x -∞                                  0                               +∞     
f’(x)                   -                    + 
f(x)   

Η f είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστηµα ( ]0,∞−  
Η f είναι γνησίως αύξουσα στο διάστηµα [ )+∞,0  
H f παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο στο x0 = 0 το f(0) = 0. 
 
Γ3. 

′








−
−

=′′
xe

1e
(x)f

x

x

⇔  

2x

xxxx

x)(e

)x1)(e(ex)(e)1(e
(x)f

−

′−−−−′−
=′′ ⇔  
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x)(e

1x)(2e
(x)f

−
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Για να αποδείξουµε ότι η γραφική παράσταση της f έχει ακριβώς δύο 
σηµεία καµπής θα πρέπει να δείξουµε ότι η εξίσωση f’’(x) = 0 έχει 
ακριβώς δύο λύσεις ή ότι η εξίσωση  ex(2 – x) – 1 = 0 έχει ακριβώς δύο 
λύσεις.  
 
Θέτω h(x) = ex(2 – x) – 1, x∈IR. 
h’(x) = (ex)’(2 – x) + ex(2 – x)’ ⇔  
h’(x) = ex(1 – x), x∈IR. 
h’(x) = 0 ⇔  ex(1 – x) = 0 ⇔  x = 1. 



x -∞                                  0                               +∞     
h’(x)                   +                    - 
h(x)   

 
Θέτω ∆1 = (-∞ , 0] και ∆2 = [0, +∞ ). 
 
 
 
 
Τότε: 
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−∞→
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+∞→

1)x)(2(ex

x
lim -∞  

 
→  h(1) = e – 1. 
Άρα h(∆1) = (–1, e – 1]  και h(∆2) = (–∞ ,e – 1] . 
 
Άρα αφού η h συνεχής και 0∈h(∆1) η h(x) = 0 έχει τουλάχιστον µία ρίζα 
στο ∆1 όπου λόγω µονοτονίας είναι και µοναδική και αφού η h συνεχής 
και 0∈h(∆2) η h(x) = 0 έχει τουλάχιστον µία ρίζα στο ∆2 όπου λόγω 
µονοτονίας είναι και µοναδική. 
Άρα η h(x) = 0 έχει ακριβώς δύο ρίζες. 
 
Γ4. 
Ορίζω τη συνάρτηση Κ(x) = ln(ex – x) – συνx. 

Η Κ είναι συνεχής στο 





2
π

0,  ως διαφορά της τριγωνοµετρικής µε τη 

σύνθεση της διαφοράς της εκθετικής µε την πολυωνυµική, µε τη 
λογαριθµική. 
Κ(0) = –1 

Κ 







2
π

 = 
2
π

συν)
2
π

ln(e2

π

−− = )
2
π

ln(e2

π

− ≥1 (από τη µελέτη της g στο Γ1) 

Άρα Κ(0) Κ 







2
π

 <0. 



Άρα η Κ ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του Θεωρήµατος Bolzano άρα 

υπάρχει τουλάχιστον ένα x0∈ 







2

π
0,  τέτοιο ώστε Κ(x0) = 0 δηλαδή το x0 

µία λύση της Κ(x) στο 







2

π
0, . 

Επιπλέον επειδή Κ’(x) = 
xe

1e
x

x

−
−

 + ηµx  > 0 στο 







2

π
0, , αφού  

xe

1e
x

x

−
−

 >0 

για x > 0 από το Γ2 και ηµx > 0 στο 







2

π
0, , η Κ είναι γνησίως αύξουσα 

στο 







2

π
0,  άρα η λύση είναι και µοναδική. 

ΘΕΜΑ ∆ 
∆1. 

∫
−

+
=

− x

0

t2

x2
dt

t)g(x

e

e

f(x)1
 ⇔  ∫

−

+
=−

x

0

t2
x2 dt

t)g(x

e
ef(x)1  

⇔ ∫
−

+
−=

x

0

t2
x2 dt

t)g(x

e
e1f(x)  

Θέτω u = x + t. Τότε du = dt. Για t = 0 ⇒u = x, t = -x ⇒  u = 0. Οπότε: 

∫
−

−=
0

x

x)2(u
x2 du

g(u)

e
e1f(x)  ⇔  ∫+=

x

0
x2

u2
x2 du

g(u)e

e
e1f(x)  ⇔  

∫+=
x

0

u2

du
g(u)

e
1f(x)  (1) 

Η 
g(u)

e u2

 είναι µία συνεχής συνάρτηση ως πηλίκο της σύνθεσης της 

πολυωνυµικής 2u µε την εκθετική, που είναι συνεχής συνάρτηση και της 

συνεχούς g. Άρα η ∫
x

0

u2

du
g(u)

e
 είναι παραγωγίσιµη συνάρτηση οπότε και η 

f είναι παραγωγίσιµη ως διαφορά της σταθερής µε την παραγωγίσιµη 

∫
x

0

u2

du
g(u)

e
. Παράγωγος αυτής: 

g(x)

e
(x)f'

x2

=  (2) 

 

∫
−

+
=

− x

0

t2

x2
dt

t)f(x

e

e

g(x)1
 ⇔  ∫

−

+
=−

x
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t2
x2 dt

t)f(x

e
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−

+
−=

x

0

t2
x2 dt

t)f(x

e
e1g(x)  

Θέτω u = x + t. Τότε du = dt. Για t = 0 ⇒u = x, t = -x ⇒  u = 0. Οπότε: 



∫
−

−=
0

x

x)2(u
x2 du

f(u)

e
e1(x)g  ⇔  ∫+=

x

0
x2

u2
x2 du

f(u)e
e

e1g(x)  ⇔  

∫+=
x

0

u2

du
f(u)
e

1g(x)  (3) 

Η 
f(u)
e u2

 είναι µία συνεχής συνάρτηση ως πηλίκο της σύνθεσης της 

πολυωνυµικής 2u µε την εκθετική, που είναι συνεχής συνάρτηση και της 

συνεχούς f. Άρα η ∫
x

0

u2

du
f(u)
e

 είναι παραγωγίσιµη συνάρτηση οπότε και η f 

είναι παραγωγίσιµη ως διαφορά της σταθερής µε την παραγωγίσιµη 

∫
x

0

u2

du
f(u)
e

. Παράγωγος αυτής: 
f(x)
e

(x)g'
x2

=  (4) 

Από τις (2) και (4) και επιλύνοντας ως προς e2x και έχοντας υπόψη ότι τα 
ίσα προς ίσα είναι και µεταξύ των ίσα προκύπτει ότι: 

⇔= (x)g'f(x)g(x)(x)f'  
⇔=− 0(x)g'f(x)g(x)(x)f'  αφού g(x) >0 διαιρώ µε g2(x) >0: 

⇔=
−

0
(x)g

(x)g'f(x)g(x)(x)f'
2

 

⇔′=
′









)(c

g(x)

f(x)
 c
g(x)

f(x)
= , c∈IR. (5) 

Για x = 0 στις (1) και (3) έχω f(1) = g(1) = 1  άρα η (5) δίνει c = 1 άρα 

1
g(x)

f(x)
=  ⇔  f(x) = g(x), x∈IR. 

 
∆2. 

g(x)

e
(x)f'

x2

=  και f(x) = g(x), x∈IR τότε: 

 
f(x)

e
(x)f'

x2

=  ⇔  x2e(x)f'f(x) = ⇔ x2e2(x)f'f(x)2 = ⇔ [ ] ( )′=
′ x22 e(x)f ⇔  

f2(x) = e2x +c1, c1∈IR. 
Για x = 0 έχω f2(0) = e0 +c1 ⇔  c1 = 0  
άρα f2(x) = e2x ,  x∈IR, f(x) = ± ex ,  x∈IR. 
Τέλος, αφού f(x) >0 , x∈IR προκύπτει ότι f(x) = ex ,  x∈IR. 
 
∆3. 
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1
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∆4. 

∫=
x

1

2 dt)f(tF(x) . 

F’(x) = f(x2) = 
2xe  > 0 άρα F γνησίως αύξουσα στο ΙR. 

Το ζητούµενο εµβαδόν είναι: 

Ε(Ω) = ∫
1

0

dx|F(x)| . 

Για x <1 και F αύξουσα έχω F(x) < F(1) ⇔ F(x) < 0. Άρα: 

Ε(Ω) = ∫−
1

0

dxF(x)  ⇔  

Ε(Ω) = ∫−
1

0

dxF(x)(x)'  ⇔  

 

Ε(Ω) = – [ ] ∫+
1

0

1

0 dx(x)xF'xF(x)  ⇔  

Ε(Ω) = – ∫+
1

0

2 dx)xf(xF(1)  ⇔  

 

Ε(Ω) =∫
1

0

x dxxe
2

 ⇔  

Ε(Ω) = ∫
1

0

x dx)'(e
2

1 2

 ⇔  



Ε(Ω) = [ ]10x2

e
2

1
 ⇔  

Ε(Ω) = 1)(e
2

1
−  
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