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چكيده

اين مدل توانست  . شولز را مطرح كردند-تون مدل بلك، فيشر بلك، ميرن شولز و رابرت مر1970در سال 

.، متحول كندبودسهام هاآنيرا كه دارايي پايهمالي گذاري مشتقات دنياي قيمت

مدل . گذاري كنيمبسته قيمتيك جواب با استفاده از را مالي مشتقات وجود آمد كهاين امكان به پس از آن 

اين امر موجب شده .بودنرمال بازده و توزيع لگپذيرينوسانمانند ثابت بودنهاييمذكور شامل محدوديت

پس از انجام مطالعات . ها مورد استفاده قرار گيرداي براي بيان ساير مدلپايهكه امروزه اين مدل، تنها به عنوان

پذيري تصادفي مطرح شدند كه حالت هاي نوسانپذيري، مدلتجربي و بر اساس مشاهده رفتار پارامتر نوسان

صادفي تبعيت پذيري از يك معادله ديفرانسيل تها نوساندر اين مدل.باشندشولز مي-توسعه يافته مدل بلك

ها هايي پركاربردترين اين مدلپذيري تصادفي، مدل هستون بنا بر ويژگيهاي نوساناز ميان مدل.كندمي

.باشدمي

گذاري قيمتمطالعه و ضمن بيان و بررسي خواص آن، به استمدل هستون نامه موضوع مطالعه اين پايان

سازي بيههاي شاستفاده از روشاندكي كه در موردقات با توجه به تحقي.پردازيماختيارات تحت اين مدل مي

سازي فرايندهاي زمان چند الگوريتم جديد براي گسسته، استصورت گرفته كارلو در مدل هستون مونت

.       كنيمميبيان هاسازي آنسته مدل هستون و شبيهپيو

:هاي كليديواژه

سازي معادلات ديفرانسيل تصادفي و ، گسستهچولهو لبخندپذيري پذيري تصادفي هستون، نوسانمدل نوسان

.سازيشبيه



اولفصل 

كليات



1كليات  : فصل اول

مقدمه1.1
. گذاري اختيارات برداشتند، فيشر بلك، ميرن شولز و رابرت مرتون گام بزرگي در قيمت1970در اوايل دهه 

مدل تحول بزرگي در اگر چه اين . معروف شد"شولز-مدل بلك"بهها ارائه مدلي بود كه نتيجه كار آن

ثابت بودن هان آنمحدوديت بود كه مهمتريگذاري اختيارات ايجاد كرد اما داراي يك سري قيمت

هاي مختلفي ارائه ها برآمدند و مدلمحققين خواه ناخواه درصدد رفع اين محدوديت. پذيري استنوسان

ها است و مدل هستون در اين ميان با توجه به امتيازاتي پذيري تصادفي از جمله اين مدلهاي نوسانمدل. نمودند

.ها استترين آنكه دارد محبوب

فصل دوم شامل معرفي . ه شامل پنج فصل است كه فصل اول آن به كلياتي از پژوهش اشاره داردناماين پايان

گذاري اختيارات اروپايي با استفاده از در فصل سوم به قيمت. مدل هستون و بعضي از خواص تحليلي آن است

ذاري اختيارات وابسته گسازي به منظور قيمتهاي گسستهفصل چهارم به بيان روش. پردازيمتوابع مشخصه مي

گذاري اختيارات با استفاده از كاربردي به منظور قيمتهايدر فصل پنجم به بيان مثالپردازد و به مسير مي

.پردازيمميها و مقايسه اين روشهاي بيان شده در فصل چهارم روشو بر اساسكارلو سازي مونتشبيه



2كليات  : فصل اول

بيان مسئله2.1
عدم اطمينان نسبت ميزان يا پذيرينوسانثابت بودن شولز، -بلكگذاريمدل قيمتدريكي از فرضيات اصلي

از يك فرايند براوني هندسي به صورت زير تبعيت قيمت دارايي به علاوه در اين مدل،باشدارايي ميبه بازده د

: كندمي

)1.1(( ) ( ) ( ) ( ) ( )dS t S t d t S t dW tµ σ= + ;

لگاريتم قيمت توزيع است، يا به عبارت ديگرنرمال شولز داراي توزيع لگ-بلكبر اساس مدل داراييقيمت 

.دارايي نرمال است

)2.1(( ) ( )
2

ln ~ ln 0 , ;
2

S T N S TTσµ σ
  

+ −  
  

نرمال پذيري ويعني ثابت بودن نوسان،شولز بيان شده در بالا-مدل بلكتوان دلايلي براي رد دو فرضمياما

بينيم كه تغييرات قيمت در روزهاي پياپي در در شكل زير مي. قيمت دارايي بيان نمودبودن توزيع لگاريتم 

شود و ناميده مي1ايپذيري خوشهاين پديده نوسان. هاي ديگر بزرگ استدورهكوچك و در ،هابعضي دوره

. باشدپذيري ميدهنده رفتار ميانگين بازگشتي نوسانو نشاناستپذيري خود همبسته كند كه نوسانبيان مي

ايپذيري خوشهنوسان- 1.1شكل 

11 VVOOLLAATTIILLIITTYY CCLLUUSSTTEERRIINNGG



3كليات  : فصل اول

نيست و در مقايسه با توزيع نرمال قيمت دارايي مطالعات تجربي نشان داده است كه توزيع لگاريتم همچنين

- هاي مدل بلكبنابراين مدلي كه بتواند محدوديت.])15([ي دارد ترهاي چاققله مركزي بلندتر و دمنرمال 

. تواند براي مطالعه رفتار قيمت دارايي مناسب باشدپذيري را رفع كند، ميشولز به ويژه ثابت بودن نوسان

ها و همچنين كاستي. كنيمهاي مربوط به آن را بررسي ميپذيري و فرضختصار پارامتر نوساندر اين فصل به ا

.كنيمها را مطالعه ميهاي آنتوانمندي

پذيريبررسي پارامتر نوسان1.2.1
،  نرخ بهره بدون ريسكK، قيمت توافقيSقيمت دارايي: شولز پنج عامل دارد كه عبارتند از-فرمول بلك

r مدت زمان باقي مانده تا سررسيد ،τپذيريو نوسانσ .است كه قابل مشاهده و تنها پارامتريپذيرينوسان

ين ا. توان آن را با استفاده از سوابق تاريخي تغيير در  قيمت دارايي پايه محاسبه كردگيري نيست اما مياندازه

. استدر آيندهيپذيرنوسانرفتارهدف بررسيدر حالي كه، )2پذيري تاريخينوسان(ت سگراگذشتهروش 

فرض كنيد.نيمكميپذيري را استنتاج ميزان نوساناز قيمت اختيار مشاهده شده در بازاربا استفاده بدين منظور

( )C σشولز و-دست آمده از مدل بلكبهتابع قيمت اختيارC ددر بازار باششده قيمت اختيار مشاهده .

اميم و آن را به عنوان  مقدار آتي نمي3پذيري ضمنينوسانآمده از رابطه زير را دستبهپذيري نوسان

.گيريمميدر نظرهمسو با نگاه بازار ،پذيرينوسان

)3.1(( )C Cσ = ;

مختلف يك اختيار در سررسيدهاي متفاوت و با قيمت توافقي هايقيمترا به ازاي پذيري ضمنينوساناگر 

آيد كه اين متناقض با فرض ثابتميدستبهپذيري ضمنينوسانمقادير متفاوتي برايآوريمدستبهيكسان 

شولز -بلكدر فرمول1973در سال 4براي رفع اين نارسايي مرتون.شولز است-بلكدر فرمولσبودن

)، پذيري را تابعي تعييني از زماننوسان )tσ،دهد كه نمودار نشان ميهابررسيديگر از طرف.گرفتدر نظر

به ،ضمنيپذيرينوساندستگاه مختصاتي با محور افقي قيمت توافقي و محور عمودي در ضمنيپذيرينوسان

.باشدمتغير ميثابت،معين و ازاي يك تاريخ سررسيد 

22 HHIISSTTOORRIICCAALL VVOOLLAATTIILLIITTYY
33 IIMMPPLLIIEEDD VVOOLLAATTIILLIITTYY
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4كليات  : فصل اول

. داريمهاي توافقي متفاوت قيمتبا سررسيد يكسان وسهام فرض كنيد اختيارات خريد يا فروش به عنوان مثال،

. كنيمهاي توافقي رسم مييمتآورده، در مقابل قدستبهضمني را پذيري شولز نوسان-ه از مدل بلكبا استفاد

شولز ثابت باشد، اگر -پذيري در مدل بلكنوسانضمني طبق فرضيه ثابت بودن پذيري انتظار داريم كه نوسان

باشد كه به اين پديده شكل مي�ضمني پذيرير بيشتر بازارها، نوسانچه اين در عمل محتمل نيست و د

ري پذيري ضمني بالاتنوسان7دهو زيان6اختيارات سوددهاين حالتدر . شودگفته مي5لبخندپذيري نوسان

ده را شولز اختيارات سودده و زيان-به عبارت ديگر فرمول بلك. دارند8تفاوتينسبت به اختيارات در نقطه بي

بيشتر به نمودار لبخند 1987ز سقوط بازار سهام در سال كند، البته بعد اگذاري ميارزشواقعي قيمت از ر كمت

در اين حالت اختيارات خريد . شودگفته مي9لهچوپذيري نامتقارن تبديل شد كه به آن نوساننموداريك 

)سودده )( )0S > Κپذيري ضمني بالاتري نسبت به اختيارات فروش سوددهنوسان( )( )0S < Κدارند .

اين علت. ده دارندپذيري ضمني بالاتري نسبت به اختيارات خريد زيانده نوسانهمچنين اختيارات فروش زيان

ها گران پس از واقعه سقوط بازار سهام است كه به منظور پوشش ريسك، عرضه و تقاضا آنامر تجربه معامله

.  براي خريد و فروش اختيارات متفاوت شد

، در يك دستگاه مختصات سه بعديتوافقي و تاريخ سررسيدپذيري در مقابل قيمتنوساناتغييربا نشان دادن ت

و بعد بعد ديگر را تاريخ سررسيد را قيمت توافقي،يك بعد كهپذيري توليد كنيمنوسانرويهتوانيم يك مي

نشان چولهپذيري را در مقابل نوسانلبخندپذيري نوسان2.1شكل. گيريمدر نظر ميپذيري سوم را نيز نوسان

.دهدمي

55 SSMMIILLEE VVOOLLAATTIILLIITTYY
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5كليات  : فصل اول

چولهپذيري  و شكل سمت چپ نوسانلبخندپذيري شكل سمت راست نوسان- 2.1شكل 

)به ازايلبخندپذيري در شكل فوق، نوسان )0 1.4S ]و در محدوده= ]1;1 براي تغييرات قيمت توافقي8.

Kشود به ازايمشاهده مي. رسم شده است( )0K S>و( )0K S<پذيري ضمني بيشتر از حالتمقدار نوسان

( )0K S=باشدمي.

پذيري تابعي تعييني از پذيري، نوسانثابت بودن نوسانتجربي بيان شده، براي اصلاح فرضبا توجه به مطالعات 

)زمان و قيمت دارايي  )( ),t S tσ21[و ] 15[و ] 1([شوددر نظر گرفته مي([.

اين .بيان شد] 8[س و راس كاست كه توسط كا10CEVپذيري تعييني مدليك مدل مشهور در ارتباط با نوسان

:كندبيان ميبه صورت زير را مدل فرايند قيمت سهام 

)4.1(( ) ( ) ( ) ( ) ( )dS t S t d t S t dW tαµ σ= + ;

)قيمت سهام پذيريبنابراين نوسان. مقدار ثابت مثبتي استαدر آنكه )1S tασ كنيم ملاحظه مي. باشدمي−

1αكه به ازاي 1αهنگامي كه شود،تبديل ميشولز -بلكاين مدل به مدل = ، با كاهش قيمت سهام، >

1αيابد و به ازاي ميپذيري افزايشنوسان .يابدمينيز كاهشپذيري با كاهش قيمت سهام، نوسان<

1100 CCOONNSSTTAANNTT EELLAASSTTIICCIITTYY OOFF VVAARRIIAANNCCEE



6كليات  : فصل اول

توان مدلاز جمله ميكه هاي ديگري نيز مطرح شد ، مدلبه جاي نوع ثابت آنپذيري تعيينينوسانبا پذيرش

. نيز ناميده شده است12پذيري موضعيرا نام برد كه مدل نوسان1994در سال 11رمن و كانيد

دهد كه نيست اما مشاهدات تجربي نشان ميسهام و زمان تابع قيمت پذيريپذيري تعييني، نوساندر مدل نوسان

پذيري را تابعي از قيمت سهام و زمان اين هفته نوسانبه عنوان مثال اگر . كنداين رابطه در طي زمان تغيير مي

پذيري به صورت تعييني كافي از اين رو بيان نوسان.كاملاً متفاوت خواهد بودين تابعبندي كنيم، هفته بعد امدل

.نيست

استدر چنين شرايطي به مدلي نياز .بندي كردندمدلپذيري را به عنوان متغيري تصادفي محققان نوسانهمچنين 

براي اين منظور . باشدبستگي داشتهپارامترتعداد كميو بهباشد پذيري تصادفي بودن نوسانگوياي كه 

تصادفي پذيرينوسانمدل. رسندميمناسبي به نظرهايههاي براوني هستند، گزينهايي كه شامل حركتلمد

پذيري را بيان ديناميك نوسانديگرعامل ها ديناميك قيمت سهام وي از آنكه يكاستدو عامل داراي هستون 

.كندمي

تاريخچه3.1
پذيري ثابت در با فرض يك فرايند انتشار لگ نرمال براي سهام و نوسان1973شولز -لكگذاري بفرمول قيمت

پذيري با توجه به مشاهدات تجربي يعني عدم ثابت بودن نوسان. گذاري اختيارات قرار گرفتآن، مبناي قيمت

وابسته به زمان است، در پذيري شولز را با اين فرض كه نوسان-فرمول بلك1973نسبت به زمان، مرتون در سال 

پذيري اننوسديگري از جملهحثااما همچنان اين مدل با حقايق تجربي سازگار نبود تا اينكه مب. نظر گرفت

پذيري به عنوان تابعي از مطرح شد كه در آن نوسان1994ن در سال و رابين استيتعييني توسط درمن و كاني

)قيمت دارايي و زمان )( ),t S tσدر كنار ، نبودندلبخنداثر قادر به توضيح هم هادر نظر گرفته شد ولي اين مدل

ل و اراه هپيشگامان اين .بودندگذاري اختيارات مطرح به منظور قيمتنيز پذيري تصادفي هاي نوسانمدلها،آن

اخيراً  نيز مطالعات .دادندگسترش ها را مدلاين بودند كه]15[و هستون]33[استين و استين ،]16[وايت 

سازي طبق شبيهسازي فرايند زمان پيوسته هستون، برگذاري اختيارات براساس گسستهجديدي در راستاي قيمت
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7كليات  : فصل اول

اشاره ]2[و اندرسن ]6[، بروديا و كايا ]20[توان به كال و جكل كارلو انجام شده است كه از اين ميان ميمونت

.كرد

ايپايهمفاهيم و اصطلاحات4.1

. كنيمبيان مياندمورد نيازنامه سراسر پايانكه در را ايمفاهيم و اصطلاحات پايهدر اين بخش يك سري

پذيرينوسان1.1تعريف

بنابراين به جاي جهت . توان درصد تغييرات قيمت دارايي پايه را محاسبه كردميي آنوسيلههمعياري است كه ب

به بيان ديگر اينكه قيمت افزايش يا . پذيري مهم استتغييرات قيمت، ميزان تغييرات قيمت در محاسبه نوسان

مقدار تغييرات قيمت پذيري صرفاً پذيري ندارد زيرا مبناي محاسبه نوسانيابد تاثيري در محاسبه نوسانكاهش مي

. كندگيري ميپذيري قيمت يك سهم در واقع عدم اطمينان نسبت به بازده آن سهم را اندازهبنابراين نوسان. است

تفاوتيو در نقطه بيده زيان،اختيارات سودده2.1تعريف

شود هرگاه قيمت ناميده مي) ���14اختيار فروش سودده يا (���13ده يا ، زيانtدر زماناختيار خريد

)دارايي پايه در آن زمان كمتر از قيمت توافقي باشد، يعني )S t K< .همچنين در زمانt اختيار خريد سودده ،

دارايي پايه در آن زمان بيشتر از قيمت شود هرگاه قيمت ناميده مي) ���ده يا اختيار فروش زيان(���يا 

)توافقي باشد،يعني )S t K> .

)برابر با قيمت توافقي باشد، يعنيtو اگر قيمت دارايي پايه در زمان )S t K= ًدر اين حالت، اصطلاحا

.  است����15تفاوتي يابيگويند اختيار خريد يا فروش در نقطه مي
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8كليات  : فصل اول

16اختيارات وابسته به مسير3.1تعريف

در طول عمر اختيار يا بخشي از آن بستگي داشته باشد، ه دارايي پايمسير قيمتبه هاكه عايدي آنياختيارات

دارايي پايه در زمان عايدي اختيارات اروپايي و آمريكايي تنها وابسته به قيمت . نامنداختيارات وابسته به مسير مي

اما عايدي اختيارات آسيايي تابعي از ميانگين حسابي . سررسيد اختيار است و به كل عمر اختيار بستگي ندارد

و ] 17[براي جزئيات بيشتر به . قيمت دارايي پايه روي كل عمر اختيار است و لذا اين اختيارات وابسته به مسيرند

.مراجعه كنيد]23[

)توزيعبردارهاي تصادفي باسازي وريتمي براي شبيهالگ4.1تعريف ),N µ ∑

∑و ماتريس واريانس كواريانسµچند متغيره با بردار ميانگيننرمال مستقل از توزيع ي يهانمونهخواهيم مي

.كنيمبراي اين منظور الگوريتم زير را طراحي مي. توليد كنيم

) :تجزيه چولسكي(كنيمكواريانس را به صورت زير تجزيه ميواريانسابتدا ماتريس -1

TAA∑ =

.پايين مثلثي استيماتريسAكه

)بردار -2 ) ( )1 2, ,..., 0,nZ Z Z Z N I=هاي مستقل را به وسيله توليد نمونه( )0,1iZ N

.كنيمسازي ميشبيه

Aدر اين صورت-3 Zµ )اي از توزيع نمونه+ ),N µ .است∑

.شويم كه از اين بردارها در فصل چهارم استفاده خواهيم كردمييادآور

دو غير مركزيتوزيع خي 5.1تعريف

:باشدبه صورت زير ميλرجه آزادي و پارامتر غير مركزيدkباچگالي توزيع خي دو غير مركزي تابع 

1166 PPAATTHH DDEEPPEENNDDEENNTT OOPPTTIIOONN



9كليات  : فصل اول

( ) ( ) [ )
1

4 2
2

12

1 ; 0, , 0, 0.2

k
x

k
xe I x x k

λ

λ λ
λ

−− +

−

  ∈ +∞ > > 
 

)كه )I yαتابع بسل اصلاح شده نوع اول است.

( ) ( ) ( )

2

0

4
.2 1

j

a

a
j

y
yI y

j a j

∞

=

 
 
 =

!Γ + +∑

kاين توزيعاميد رياضي λ+آن و واريانس( )2 2k λ+همچنين تابع مولد گشتاور اين توزيع به . است

:باشدصورت زير مي

( )
( ) 2

exp
1 2; , .

1 2
k

t
tM t k

t

λ

λ

 
 − =
−

.مراجعه كنيد] 30[براي جزئيات بيشتر به 

17فلرشرط 6.1تعريف

:صدق كندمعادله ديفرانسيل تصادفي زير درXفرايند تصادفيفرض كنيد

( ) ( )( ) ( )( ) ( ), , ;dX t X t t dt C X t t dW tβ= +

اگر 

( ) ( )
2

0
1lim 0
2X

CX X
X

β→

 ∂
− ≥ ∂ 

:داريماين شرطهمچنين با . رسدهرگز به صفر نميXفرايندگاهآن

[ ] ( )( )0, : 0 1.P t T X t∈ > =

]به عبارت ديگر مثبت بودن فرايند روي بازه ]0 ,T) با توجه به اينكه( )0 0X شود و در تضمين مي) <

)صورتي كه ) ( )
2

0
1lim 0
2X

CX X
X

β→

 ∂
− < ∂ 

.رسدبه صفر ميXبا احتمال مثبت فرايند
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10كليات  : فصل اول

.رجوع شود]) 11([به: برهان

18فايمن كاتس1.1قضيه

توان با كند و ميفايمن كاتس در واقع ارتباطي بين فرايند تصادفي و معادله ديفرانسيل جزيي برقرار ميقضيه 

.استفاده از اين قضيه، معادله ديفرانسيل جزيي را به صورت تعييني حل كرد

:در معادله ديفرانسيل تصادفي زير صدق كندXفرايند تصادفيفرض كنيد

( ) ( )( ) ( )( ) ( ), , ;dX t X t t dt X t t dW tµ σ= +

همچنين معادله ديفرانسيل جزيي . توابعي معلوم هستندσوµدر آنكه

)7.1                            (( )( ) ( )( )
2

2
2

1 , , 0;2
p p pX t t X t t

X X t
σ µ∂ ∂ ∂

+ + =
∂ ∂ ∂

با شرط نهايي زير را در نظر بگيريد،

( ) ( ), ;p x T xψ=

معادلهكند كه جوابقضيه فايمن كاتس بيان مي. تابع مجهول استpيك پارامتر وTتابعي معلوم،ψكه

:باشدبه صورت زير مي) 7.1(ديفرانسيل جزيي

)8.1(( ) ( )( ) ( )( ), .p x t E X T X t xψ= | =

)به صورت 7.1را در تعريف ψتابع :نكته ) iuxx eψ )گيريم، بنابرايندر نظر مي= ),p x t تابع مشخصه

)توزيع شرطي )X Tبه شرط( )X tخواهد بود.

معادلات ريكاتي7.1تعريف

معادله ديفرانسيل معمولي

( ) ( ) ( ) 2
0 1 2 ;y q x q x y q x y′ = + +

)را كه )0 0q x )و≠ )2 0q x .ناميمريكاتي مي، يك معادله ديفرانسيل ≠
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11كليات  : فصل اول

هانو تابع مشخصه آ19آفينهاي انتشار فرايند8.1تعريف

:فرايند انتشار زير را در نظر بگيريد

( ) ( )( ) ( )( ) ( ); 0dX t X t dt X t dW t t Tµ σ= + ≤ ≤

)كه  )1 2, , , nX X X X= Kيك فرايند تصادفيnهايباشد، به عبارتي هر يك از مولفهبعدي مي

1 2, , , nX X XKتصادفي است، يفرايند( )1 ,n nC R Rµ ∈،( )2 ,n n nC R Rσ نيز حركت براوني Wو∋×

.باشدميnRاستاندارد در 

هدف تعيين تابع مشخصه

)5.1                                                 (( ) ( ) ( ) ( )( );iuX T
X t u E e X tφ = |

.باشدميσوµتحت شرايطي معين روي

:ناميم هرگاه شرايط زير برقرار باشدآفينيك فرايند انتشار را

( ) 0 0
1

. ; ,
n

n n
i i i

i
X K K X K R K Rµ

=

= + ∈ ∈∑

( ) ( )( ) 0 0
1

. . ; , .
n

T n n n n
i i i

i
X X H H X H R H Rσ σ × ×

=

= + ∈ ∈∑

جواب يك دستگاه از معادلات ريكاتي است و به آفين توان نتيجه گرفت كه تابع مشخصه يك فرايند انتشار مي

]): 18([شودصورت زير بيان مي

)6.1  (( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )exp , , ;T
X t u A u B u X tφ τ τ= +

)كه  )1 ,A C R C∈،( )1 , nB C R C∈،( )1 2, ,..., nu u u u=وT tτ = ، به علاوه شرايط مرزي زير برقرار −

:باشدمي

( ) ( ) ( )( )0 exp ;X t u iuX Tτφ →→
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