Tobbvaltozos statisztika elméleti alapjai
(BMNPS07500M)

Készitette: Soltész-Varhelyi Klara

Linearis regresszio
1. Egyszer( lin. reg. elméleti hattere




ElImélet

© 1998 G. Meixner




Linearis Regresszid

* Modellt épitiink a mért adatainkra, majd a modell segitségével megprébaljuk a fliggetlen valtozokbol

bejésolni a fliggbt

* Kimeneti érték = Modell segitségével a prediktor értékbdl predikalt érték + hiba
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» Reklamba fektetett 6sszeg (millid Ft)

° ® - Modell

Mért értékek

* Egyszeri linearis regresszio: egyetlen fliggetlen (prediktor) valtozobdl prébaljuk megjosolni a fliggd

(kimeneti) valtozoét

* Tobbszoros linearis regresszio (multiple) — tobb fuggetlen valtozébdl jésoljuk meg a fliggd valtozot.




regresszio — mert a modellliink alapja egy egyenes

Egy egyenes két adattal (paraméterrel) irhato le — a regresszios elemzésben ezeket a nevezzik a két
regresszios egyutthaténak (koefficiensnek)
) — egységnyi valtozas x-ben mekkora valtozast okoz y-ban

(

Egyenlet matekodrakrol: y = b0 + b1 * x

12

10

Azonos konstans (b0),
de eltér6 meredekség (b1)
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) — mi a kezd6pont, hol metszi az egyenes az y tengelyt

Azonos meredekség (b1),
de eltérd konstans (b0)




Linearis Regresszid

* A linearis regresszio egyenlete:
* Predikalt ertekek kiszamolhatdak a modell segitségével a prediktor értékekbdl a kovetkez6
egyenlettel:

Ypred,i = bO + bl*xi

* Amert ertekek és predikalt értékek kozotti kiilonbséget nevezzik a predikcié vagy a modell
hibajanak:

Yi = Ypred,i

+& = by+b,*X +&
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Egy adatsorra nagyon sok modell (nagyon sok egyenes) fektethet6, ezek kozil azt keressiik, amelyik
legjobban illik az adatokhoz (legjobban leirja azokat)

Keressiik meg a pontfelh6 kozéppontjat, ezen biztosan atmegy az egyenes
Valasszuk ki az ezen atmend egyenesek kozul azt, mely a legkisebb hibaval jar

Sok becslési mod |étezik, de legelterjedtebb kozulik a
(ordinary least squares, OLS)

(a mdodszert a 24 éves(!) Gauss alkotta meg a Ceres torpebolygd palyajanak leirasara)
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Azt a modellt keressiik, amelyik legjobban illik az adatokhoz, masként megfogalmazva, ahol a legkisebb a
kiilonbség a ténylegesen mért adatok és predikalt értékek (ergo az egyenesiink) kdzott

Eltérés mérése:
Rezidualis hiba (angolul residuals): Eltérés a predikalt értékek (egyenes) és a mért adatok kozott

(angolul sum of squared residuals, SS.): a predikalt és mért értékek
tavolsaga, a pontatlansag mértéke
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Megtalaltuk a leheto legjobb modellt, de mennyire j6 az?

A fligg6 valtozoé értékeit mennyire tudjuk megmagyarazni a prediktor valtozo(k)kal (a figgd
valtozo varianciajat hany szazalékban tudjuk magyarazni)
A hatds nagysdgdt irja le

megmagyarazott valtozatossag

effect size = : - -
teljes valtozatossag

A hatas és hiba ardanya (a modell segitségével megmagyarazhatoé rész és meg nem magyarazhaté
rész aranya)
A hatds valosziniségének becsléséhez sziikséges

hatas
hiba

statisztikai érték =




A kimeneti valtozo értékeit milyen mértékben tudjuk megmagyarazni a prediktor valtozd(k)kal
a fuggd valtozo varianciajat hany szazalékban tudjuk magyarazni

= sum of squares of model — a predikalt értékek atlagtdl valo tavolsaga
= sum of squares of total —a mért értékek atlagtol vald tavolsaga
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A hatas és hiba aranya - a modell segitségével megmagyarazhatd és nem magyarazhato rész aranya

SSm

o _ hatas _ - dfy
statisztikai ertek = —=— = B SS
dfg

= modell szabadsagfoka — modell 6sszetettsége, prediktorok szama

= hiba szabadsagfoka — elemszam minusz becsilt paraméterek szama
= atlagos hatasa egy prediktor valtozénak — hatas
= atlagos pontatlansag a becslés soran — hiba

SSy,
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SSy

R2=§ es F =
T

SS,, + SSg = SS; — evidens, a teljes variancia felbonthaté megmagyarazott
és meg nem magyarazott részre

Egy prediktor esetén df,, = 1, mert egy prediktor van, és df, = N — 2, mert
a két becsuilt paraméter a konstans és a meredekség.

Két prediktor esetén df,, = 2, mert két prediktor van, és df, = N — 3, ahol a
harom paraméter a konstans és a két prediktorhoz tartozé dimenzidban a
regresszios egyenes meredeksége

Itt nem hasznaltuk, de a df; = N — 1, ahol az elemszambdl kivonjuk az
egyetlen dsszefliggést az atlagot. Az MS; a fuiggd valtozé varianciajaval
lenne egyenlé — gondold végig miért

Az elnevezésekbdl tobb verzid is van, és szerencsétlenul félreérthetbek:
SS,, = ESS (explained sum of squares) = SSR (sum of squares of regression)
SS; = RSS (residual sum of squares) = SSE (sum of squares of errors)

kimeneti valtozo kimeneti valtozd

kimeneti valtozd
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A megadja, hogy mennyi lenne a kimeneti valtozo értéke, ha (minden)
prediktor értéke O lenne, ez az y tengely metszéspontja

A megadja, hogy a prediktor valtozé egységnyi valtozasa mekkora valtozast
hoz |étre a kimeneti valtozoban

A meredekségekhez tartozik egy SE érték is, mely megadja a paraméter bizonytalansagat

A regresszios egyenes vizszintes lesz (tehat b1 = 0) akkor,
ha a prediktor valtozo valtozasanak nincs hatasa a kimeneti
valtozora — ergo a legjobb predikcio, amit tehetiink, a
kimeneti valtozé atlaga
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Feltételezhetjik, hogy egy prediktornak hatasa van
a kimeneti valtozéra, ha a meredekség szignifikansan
eltér a nullatdl
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A bl regresszios egyutthatd megadja, hogy a prediktor valtozé egységnyi valtozasa mekkora valtozast
hoz létre a kimeneti valtozoban

Ha egy prediktor valtozo van, a helyzet egyértelm

Tobb prediktor valtozo esetén kérdés lehet, melyiknek van nagyobb hatasa — ekkor az
0sszehasonlitast a standardizalt regresszios koefficiensek mentén lehet elvégezni

Ezek segitségével a prediktorok nem hasonlithatéak ossze, hiszen a prediktorok nem feltétlen
ugyanolyan skalan mérédnek

Pl. reklamba fektetett 0sszeg b1=0,5 tehat a reklamba feketetett plusz egy millié Forint 6tvenezerrel noveli meg az eladott
koncertjegyek szdamat (btw a reklamokba semmitdl egészen huszmillidig szoktak pénzt fektetni). A banda népszer(isége

b1=1,5 tehat ha a 6-foku Likert-skalan a banda népszer(isége eggyel nagyobb, akkor ezerdtszazzal tobb jegy fogy.
Melyiknek van nagyobb hatasa?

A meredekség skala fliggetlen mérdszama — ezek alapjan mar 6sszehasonlithatdak a prediktorok

S6t! A meredekségekhez kiszamolt konfidencia intervallumok segitségével az is megallapithatg,
két prediktor hatasa kozott szignifikans-e a killonbség (gyakorlaton megnézzik, hogyan)




* A regresszios egyenes képlete: Y
A regresszios elemzésbdl tudjuk, hogy bO=5és bl =0,5

Azonosito Prediktor (X) Kimeneti (Y)

Predikalt (Ypred) Hiba (g)
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4,78
6,16
1,87
15,65
13,81
14,02
15,47
12,7
3,79
7,61
7,12
0,35
15,57
2,62
2,15

10
10,09
9
9,575
9,665
15,22
13,465
12,62
7,6
6,385
9,53

7
13,315
3,91
4,515

7,39
8,08
5,935
12,825
11,905
12,01
12,735
11,35
6,895
8,805
8,56
5,175
12,785
6,31
6,075

2,61
2,01
3,065
-3,25
-2,24
3,21
0,73
1,27
0,705
-2,42
0,97
1,825
0,53
2,4
-1,56

Eladott koncertjegyek (ezer db)

= b0 + bl * X, és a kimeneti valtozé értéke: Y, =Y
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* A regresszios egyenes képlete: Y
* Aregresszios elemzésbdl tudjuk, hogy bO=5 és b1 =0,5

Azonosito Prediktor (X) Kimeneti (Y)
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6,16
1,87
15,65
13,81
14,02
15,47
12,7
3,79
7,61
7,12
0,35
15,57
2,62
2,15

10,09
9
9,575
9,665
15,22
13,465
12,62
7,6
6,385
9,53

7
13,315
3,91
4,515

pred,i

Regresszios egyenes egyenlete

Predikalt (Ypred) Hiba (g)

8,08
5,935
12,825
11,905
12,01
12,735
11,35
6,895
8,805
8,56
5,175
12,785
6,31
6,075

2,01
3,065
-3,25
-2,24
3,21
0,73
1,27
0,705
-2,42
0,97
1,825
0,53
2,4
-1,56

Y

= b0 + bl * X, és a kimeneti valtozé értéke: Y, =Y

pred, 1

pred,i + Ei

=5+ 05%4,78 = 7,39

€1=Y-Y g1 =10 - 7,39 = 2,61

Eladott koncertjegyek (ezer db)
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* A regresszios egyenes képlete: Y
* Aregresszios elemzésbdl tudjuk, hogy bO=5 és b1 =0,5

Azonosito Prediktor (X) Kimeneti (Y)

pred,i

Regresszios egyenes egyenlete

Predikalt (Ypred) Hiba (g)

1 4,78 10 7,39 2,61
2 6,16 10,09 8,08 2,01
3 1,87 9 5,935 3,065
4 15,65 9,575 12,825 -3,25
5 13,81 9,665 11,905 -2,24
6 14,02 15,22 12,01 3,21
.7 1547 13465 12735 073
8 12,7 12,62 11,35 1,27
9 3,79 7,6 6,895 0,705
10 7,61 6,385 8,805 -2,42
11 7,12 9,53 8,56 0,97
12 0,35 7 5,175 1,825
13 15,57 13,315 12,785 0,53
14 2,62 3,91 6,31 -2,4
15 2,15 4,515 6,075 -1,56
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Ypred, 7

E7=Y'Y
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Eladott koncertjegyek (ezer db)
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= b0 + bl * X, és a kimeneti valtozé értéke: Y, =Y

pred,/

pred,i + Ei

=5+ 0,5*15,47= 12,735

=13,465-12,735=0,73
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Regresszio elemzés konyhanyelven
A prediktor valtozd(k)bol megprébaljuk bejésolni a kimeneti valtozot
A prediktorok valtozoé valtozasa részben magyarazza a kimeneti valtozo valtozasat

R2 - effect size mutatd
A kimeneti valtozdban valtozatossaganak mekkora része magyarazhato a prediktor valtozokkal

F — statisztikai érték
milyen a hatas és hiba aranya
Az F-értékbdl szamolhato a szignifikancia értéke

b és hozza tartozo t-proba — a regresszios egyenes kezd6pontja és meredeksége

ha a figgetlen valtozé valtozasa (novekedése/csokkenése) valtozast okoz a fliggé valtozdban
(novekedést/csokkenést), akkor az egyenesnek van meredeksége.

T-probaval ellenérizziik, hogy a meredekség szignifikansan eltér-e a nullatdl




Regresszidos mutatdk az életben

* Standardizalatlan regresszids egyiitthaték
* Ezek adja meg a regresszids egyenestink
kezd6pontjat és meredekségét, tehat ez alapjan
tudjuk kiszamolni a predikcidinkat

A modell elég megbizhaténak * R?, F érték és a hozza tartozo szignifikanica

tlinik, ezért batran lefoglalom a

I e —. * Ez alapjan tudod elddnteni, mennyire megbizhato
hogy meg fog telni az altalad felépitett modell, mennyire hihetsz a
modell alapjan tett predikcioknak

A modell tul megbizhatatlan. Ha
lefoglalom a CB-t, elég nagyot
bukhatok. Kellene néhany jobb

prediktor!

» Standardizalt regresszios egyiitthato és t-préba

* Tobb prediktor valtozd esetén ezek alapjan dontesz,
hogy melyik prediktor valtozok a leghasznosabbak
szamodra, melyek befolyasoljak a kimeneti valtozot
jelentds meértékben, melyekbdl lehet a kimeneti
valtozo értékét leginkabb bejdsolni.

Ugy tinik, ma mar nem szamit "rediktorA‘-

annyira, hanyszor emliti a zenekart v
a Metal Hammer, sokkal inkabb,

hogy hanyan nézik meg youtube-on.

Akkor az alapjan szamolom a
predikcidkat!
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Egyszer( linearis regressziorol beszéliink, ha egy prediktor és egy kimeneti valtozé kozotti linearis
Osszefluggést keressik

Az egyszer( linearis regresszio megegyezik a Pearson korrelacios eljarassal

Probaljuk meg bejosolni a reklamba fektetett 0sszegbdl azt, hogy hany koncertjegyet sikerilt eladni!

Feltételek: a linearis regresszio feltételeit majd tobbszempontos esetben nézzik at, most elegendd
a Pearson korrelacio ot feltétele: skala tipusu adatok, fuggetlen kitolt6k, normal eloszlas,
homoszkedaszticitas (=szorashomogenitas) és linearitas.
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A Model Summary és ANOVA tabla tartalmazza a modell ,,josaganak” mutatoéit. Vesd 0ssze az elméleti

részben tanultakkal!
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Model Summary
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Model

R

R Square

Adjusted R
Square

Std. Error of the
Estimate

Eladott koncertjegyek (ezer db)
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,780°

R? ,608

,601

2,309072

a. Predictors: (Constant), Rekldmba fektetett 6sszeg (millid Forint)
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ANOVA?
Model Sum of Squares df Mean Square F Sig.
1 Regression | s = 471,583 | df, 1| Ms, 471,583 | F 88,447 | ,000000000000339°4— 236
Residual SSg 303,913 | dfg 57| MS; 5332 azaz
billiard
Total SS; 775,496 | df; 58

a. Dependent Variable: Eladott koncertjegy (1000 db)
b. Predictors: (Constant), Rekldmba fektetett 6sszeg (millid Forint)




A Koefficiens tabla tartalmazza a regresszios egyenes egyutthatoit — ezaltal a prediktor valtozo(k)
egyenkénti hatasat a kimeneti valtozora.
Vesd 6ssze az elméleti részben tanultakkal!
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A regresszios egyenes egyenlete: Y = b0 + bl * x
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predikalt
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A b0 (a tablazatban a konstanshoz tartozo B érték) az x=0-hoz tartozé
értéket adja meg (ahol az y tengelyt metszi az egyenes).
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A b1l (a tablazatban a prediktor(ok)hoz tartozé B érték) az egyenes
meredekségét adja meg standardizalatlan formaban (a prediktor
egységnyi valtozasara kimeneti valtozéban bekovetkezd valtozast)

Eladott koncertjegyek (ezer db)
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A bl-hez tartozo SE az egyenes meredekségének bizonytalansagat jelzi.
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Coefficients?

Standardized

3} Unstandardized Coefficients Coefficients
Tébbszempontos Model B Std. Error Beta t Sig.
elemzésnél minden 1 (Constant) BO 4,983 ,565 8,817 | ,00000000000307

prediktor itt lesz felsorolva - | Reklamba fektetett osszeg

s e Bl ,502 ,053 ,780 9,405 | ,000000000000339
(millié Forint)

a. Dependent Variable: Eladott koncertjegy (1000 db)




A Koefficiens tabla tartalmazza a regresszios egyenes egyutthatoit — ezaltal a prediktor valtozo(k)
egyenkénti hatasat a kimeneti valtozora.
Vesd 6ssze az elméleti részben tanultakkal!
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A B (tablazatban Beta) a standardizalt meredekség, mely alapjan tobb
prediktor hatasa 6sszehasonlithato.
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A t-prébaval és a hozza tartozo szignifikanciaval ellendrizhetjik,
hogy a meredekség szignifikansan eltér-e nullatél, azaz a
prediktornak van-e szignifikans hatasa a kimeneti valtozora

Yo

Eladott koncertjegyek (ezer db)
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Coefficients?

Standardized

3} Unstandardized Coefficients Coefficients
Tébbszempontos Model B Std. Error Beta t Sig.
elemzésnél minden 1 (Constant) BO 4,983 ,565 8,817 | ,00000000000307

| Rekldmba fektetett Osszeg
(millié Forint)

prediktor itt lesz felsorolva

) Bl ,502 ,053 ,780 9,405 | ,000000000000339

a. Dependent Variable: Eladott koncertjegy (1000 db)




Néhany megjegyzés:

Kapcsolat korrelacioval

A Model Summary tabla R értéke megegyezik a Pearson-
korrelacidobdl kaphatd r-értékkel, hiszen az egyprediktoros
linearis regresszid ,,csupan” egy Pearson korrelacio.

Az ANOVA tabla szignifikancia értéke is azonos a Pearson
korrelacié 2-tailed szignifikanciajaval.

Kapcsolat F-érték és a b1 koefficiens kozott

Az ANOVA tablaban a prediktorhoz tartozo t-proba t-értékének
négyzete megegyezik az F értékkel, hiszen a df,, = 1.

Ennek gyakorlati jelentése az, hogy a kimeneti valtozo
varianciajanak modellel megmagyarazhatd részének egészéért
az egy darab prediktor valtozo felel6s.

Ez tobbszempontos elemzésben mar nem lesz igaz — ott tobb
prediktor hatasanak ereddje lesz a regresszios egyenes,
melyhez az F-érték tartozik.
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Eladott koncertjegyek (ezer db)
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Correlations

Eladott koncertjegy

(1000 db)
Reklamba Pearson 280"
fektetett Correlation ’
osszeg (millié  Sig. (2-tailed) | ,000000000000339
Forint) N 59

**_ Correlation is significant at the 0.01 level (2-tailed).




Model Summary

kimeneti

Adjusted R Std. Error of
Model R R Sguare sSquare the Estimate
1 4693 220 186 732620
a. Predictors: (Constant), predi
ANOVA*
sum of
Model squares df Mean Square F Sig.
1 Regression 347 355 1 347 355 6,472 018"
Fesidual 1234 485 23 53673
Total 1581,840 24
a. DependentVariable: kimeneti
b. Predictors: (Constant), predi
Coefficients™
sStandardized
Unstandardized Coefficients Coefficients
Model B std. Error Beta t Sig.
1 (Constant) 25175 4471 5631 000
predi 189 078 468 2544 018

a. DependentVariable: kimeneti
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30,00

20,00




Model Summary

Adjusted R Std. Error of
Model R R Sguare sSquare the Estimate
1 6733 453 428 6,13531
a. Predictors: (Constant), pred2
ANOVA*
sum of
Model squares df Mean Square F Sig.
1 Regression 716,075 1 716,075 19,023 ,DDDb
Fesidual 865, 7T6S 23 37 642
Total 1581,840 24
a. DependentVariable: kimeneti
b. Predictors: (Constant), pred2
Coefficients™
sStandardized
Unstandardized Coefficients Coefficients
Model B std. Error Beta t Sig.
1 (Constant) 54131 4 352 12,438 000
pred?2 -, 286 JOEG - 673 -4 362 000

a. DependentVariable: kimeneti

kimeneti
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Model Summary

Adjusted R Std. Error of
Model R R Sguare sSquare the Estimate
1 580 337 226 8, 70704
a. Predictors: (Constant), pred3
ANOVA*
sum of
Model squares df Mean Square F Sig.
1 Regression 231,125 1 231,125 3,048 131b
Fesidual 454 B7S 75813
Total 686,000 7
a. DependentVariable: kimeneti
b. Predictors: (Constant), pred3
Coefficients™
sStandardized
Unstandardized Coefficients Coefficients
Model B std. Error Beta t Sig.
1 (Constant) 19 375 9,735 1,980 094
preda3 5avh 3,078 580 1,746 31

a. DependentVariable: kimeneti

kimeneti
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Model Summary

Adjusted R Std. Error of
Model R R Sguare sSquare the Estimate
1 2298 052 043 8,215497
a. Predictors: (Constant), pred4
ANOVA*
sum of
Model squares df Mean Square F Sig.
1 Regression 366,180 1 366,180 5,425 022b
Fesidual BE15,210 98 67,502
Total G981,390 99
a. DependentVariable: kimeneti
b. Predictors: (Constant), pred4
Coefficients™
sStandardized
Unstandardized Coefficients Coefficients
Model B std. Error Beta t Sig.
1 (Constant) 30,536 2,361 12,936 000
predd 30 056 229 2,328 022

a. DependentVariable: kimeneti

kimeneti
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Model Summary

Adjusted R Std. Error of
Model R R Sguare sSquare the Estimate
1 6733 453 430 613142
a. Predictors: (Constant), preda
ANOVA*
sum of
Model squares df Mean Square F Sig.
1 Regression 717170 1 717170 19,077 ,DDDb
Fesidual 864 670 23 37,5094
Total 1581,840 24
a. DependentVariable: kimeneti
b. Predictors: (Constant), preda
Coefficients™
sStandardized
Unstandardized Coefficients Coefficients
Model B std. Error Beta t Sig.
1 (Constant) 19 4596 3,955 4929 000
preds 254 059 G773 4 368 000

a. DependentVariable: kimeneti

kimeneti
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Model Summary

Adjusted R Std. Error of
Model R R Sguare sSquare the Estimate
1 7453 Raldla 547 571458
a. Predictors: (Constant), predg
ANOVA*
sum of
Model squares df Mean Square F Sig.
1 Regression 2158,739 1 2158,739 66,105 ,DDDb
Fesidual 1730,789 53 32 656
Total 3880 527 54
a. DependentVariable: kimeneti
b. Predictors: (Constant), predg
Coefficients™
sStandardized
Unstandardized Coefficients Coefficients
Model B std. Error Beta t Sig.
1 (Constant) 17,9589 2,279 R=1 1 000
preds 286 036 45 8,130 000

a. DependentVariable: kimeneti

kimeneti
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Model Summary

kimeneti

Adjusted R Std. Error of
Model R R Sguare sSquare the Estimate
1 2852 081 RIEY 7,95030
a. Predictors: (Constant), pred?y
ANOVA*
sum of
Model squares df Mean Square F Sig.
1 Regression 128,074 1 128,074 2,026 168"
Fesidual 1453 766 23 63,207
Total 1581,840 24
a. DependentVariable: kimeneti
b. Predictors: (Constant), pred?
Coefficients™
sStandardized
Unstandardized Coefficients Coefficients
Model B std. Error Beta t Sig.
1 (Constant) 28 805 4 581 6 506 000
predy J62 114 285 1,423 168

a. DependentVariable: kimeneti

/0,007

50,00

40,007

30,00

20,00




Model Summary

Adjusted R Std. Error of
Model R R Sguare sSquare the Estimate
1 7453 560 52 568013
a. Predictors: (Constant), pred8
ANOVA*
sum of
Model squares df Mean Square F Sig.
1 Regression 2178539 1 2179,539 67,553 ,DDDb
Fesidual 1709,988 53 32 264
Total 3880 527 54
a. DependentVariable: kimeneti
b. Predictors: (Constant), pred8
Coefficients™
sStandardized
Unstandardized Coefficients Coefficients
Model B std. Error Beta t Sig.
1 (Constant) 58 591 3,037 19622 000
preds -,285 035 - 749 -8,219 000

a. DependentVariable: kimeneti

kimeneti

/0,007

40,007

30,00

20,00
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