Contoh-contoh soal induksi matematika

1. Soal : 
Buktikan bahwa 2n > n + 20 untuk setiap bilangan bulat n ≥ 5.
Penyelesaian : 
(i) Basis induksi : Untuk n = 5, kita peroleh 25 > 5 + 20 adalah suatu pernyataan yang benar.
(ii) Langkah induksi : Misalkan bahwa 2k > k + 20 adalah benar.
Sekarang kita peroleh  2k+1 = 2.2k  > 2(k + 20) = 2k + 40 > (k + 1) + 20
(iii) Konklusi : Maka disimpulkan bahwa 2n > n + 20 adalah benar untuk n ≥ 5.

2. Soal : 
Buktikan bahwa semua bilangan berbentuk 7n – 2n dapat dibagi oleh 5 untuk setiap n bilangan asli.
Penyelesaian : 
(i) Basis induksi : Pernyataan yang akan dibuktikan adalah Pn : 7n – 2n dapat dibagi 5. P1  bernilai benar sebab 71 – 21 = 5. 
(ii) Langkah induksi : Dengan asumsi ini kita akan menyelidiki kebenaran pernyataan Pn+1. Untuk itu kita perhatikan bahwa 
7n+1 – 2n+1 = 7.7n – 7.2n + 7.2n – 2.2n 
		= 7[7n – 2n] + 5.2n 
		= 7(5m) + 5.2n		m ϵ N (asumsi Pn benar)
		= 5(7m + 2n)
Karena 7m + 2n  bilangan asli, maka dari kesamaan terakhir kita dapat menyimpulkan bahwa 7n+1 – 2n+1 dapat dibagi dengan 5.
(iii) Konklusi : Dengan kata lain, pernyataan  Pn+1 adalah benar. Dengan demikian,  bilangan  berbentuk 7n – 2n dapat dibagi oleh 5 untuk setiap n bilangan asli.


A. Prinsip Induksi Matematika Sederhana (dasar)
1. Soal :
Gunakan induksi matematik untuk membuktikan bahwa jumlah n buah bilangan ganjil positif pertama adalah n2. 
Penyelesaian :
(i) Basis induksi : Untuk n = 1, jumlah satu buah bilangan ganjil positif pertama adalah 
12 = 1. Ini benar karena jumlah satu buah bilangan ganjil positif pertama adalah 1.
(ii) Langkah induksi : Seandainya p(n) untuk pernyataan  
1 + 3 + 5 + … + (2n – 1) = n2
adalah benar (hipotesis induksi) [catat bahwa bilangan ganjil positif ke-n adalah (2n – 1)]. Kita harus memperlihatkan bahwa 
1 + 3 + 5 + … + (2n – 1) + (2n + 1) = (n + 1)2
juga benar. Hal ini dapat kita tunjukkan sebagai berikut :
1 + 3 + 5 + … + (2n – 1) + (2n + 1) = [1 + 3 + 5 + … + (2n – 1)] + 
(2n + 1)
 = n2 + (2n + 1)
 = n2 + 2n + 1
 = (n + 1)2
(iii) Konklusi : Karena langkah basis dan langkah induksi keduanya telah terbukti benar, maka jumlah n buah bilangan ganjil positif pertama adalah n2.


2. Soal :
Tunjukkan bahwa 1 + 2 + 3 + … + n = ½ n (n + 1), untuk semua n bilangan asli.
Penyelesaian :
(i) Basis induksi : Pertama-tama kita buktikan bahwa 
Pn : 1 + 2 + 3 + … + n = ½ n (n + 1) 
adalah benar. Dengan demikian P1  adalah  1 = ½ . 1.(1+1), dan untuk P2  adalah 
1 + 2 = ½ .2.(2+1) dan seterusnya. 
(ii) Langkah induksi : Untuk membuktikan pernyataan itu, perhatikan bahwa  P1 adalah benar. Kemudian asumsikan bahwa  
Pn : 1 + 2 + 3 + … + n = ½ n (n + 1)
adalah benar, dan kita harus membuktikan bahwa  Pn+1 adalah benar. Untuk ini, kita tambahkan kedua ruas pernyataan Pn dengan n + 1 dan diperoleh
	1 + 2 + 3 + … + n + (n + 1) = ½ n(n + 1) + (n + 1)
				  = ½ [n(n + 1) + 2(n + 1)]
				  = ½ (n2 + 3n + 2)
				  = ½ (n + 1) (n + 2)
				  = ½ (n + 1) [(n + 1) + 1]
(iii) Konklusi : Dari sini kita peroleh bahwa Pn+1 adalah benar. Hal ini menunjukkan bahwa pernyataan
Pn : 1 + 2 + 3 + … + n = ½ n (n + 1)
adalah benar untuk setiap n bilangan asli.

B. Prinsip Induksi Matematika yang Dirampatkan
1. Soal :
Untuk semua bilangan bulat tidak negatif n, buktikan dengan induksi matematika bahwa 20 + 21 + 22 + … + 2n = 2n+1 – 1
Penyelesaian :
(i) Basis induksi : Untuk n = 0 (bilangan bulat tidak negatif pertama), kita peroleh :  20 = 20+1 – 1. Hasil tersebut jelas benar, karena
20 = 1 = 20+1 – 1
     = 21 – 1
     = 2 – 1
     = 1
(ii) Langkah induksi : Seandainya p(n) untuk pernyataan 
20 + 21 + 22 + … + 2n = 2n+1 – 1
adalah benar (hipotesis induksi). Kita harus menunjukkan bahwa p(n +1) juga benar, yaitu
20 + 21 + 22 + … + 2n + 2n+1 = 2(n+1) + 1 – 1
juga benar. Hal ini dapat kita buktikan sebagai berikut :
20 + 21 + 22 + … + 2n + 2n+1 = (20 + 21 + 22 + … + 2n) + 2n+1
= (2n+1 – 1) + 2n+1 (hipotesis induksi)
=  (2n+1 + 2n+1) – 1 
= (2 . 2n+1) – 1 
= 2n+2 – 1 
= 2(n+1) + 1 – 1
(iii) Konklusi : Karena langkah pertama dan kedua, keduanya telah dibuktikan benar, maka untuk semua bilangan bulat tidak-negatif n, terbukti bahwa 
20 + 21 + 22 + … + 2n = 2n+1 – 1


2. Soal :
Tunjukkan bahwa setiap segitiga tidak sama sisi dapat dibagi menjadi  n (n  ≥ 4) segitiga samakaki
Penyelesaian :
(i) Basis induksi : Kita nyatakan p(n) sebagai “setiap segitiga tidak sama sisi dapat dibagi menjadi  n (n  ≥ 4) segitiga samakaki”. Jika n = 4, maka kita cukup menarik garis tinggi dari salah satu sudut sehingga garis tinggi tersebut berpotongan dengan sisi di hadapan sudut tersebut bukan pada perpanjangannya, sehingga kita membagi segitiga tersebut menjadi dua segitiga siku-siku, sedangkan setiap segitiga siku-siku itu dapat kita bagi menjadi dua buah segitiga samakaki, sehingga pada akhirnya kita membagi segitiga tersebut menjadi empat segitiga samakaki. Jadi p(4) benar.
(ii) Langkah induksi : Sekarang asumsikan untuk suatu m ϵ N, m  ≥ 4, p(m) adalah benar. Akan ditunjukkan bahwa p(m + 1) juga benar. Misalkan segitiga yang akan dibagi adalah segitiga  ABC dan panjang sisi-sisi segitiga tersebut adalah a, b, c, di mana a ≤ b ≤ c. Karena segitiga ABC tidak samasisi maka kita bisa memilih dua sisi yang tidak sama panjang, misalkan sisi-sisi tersebut adalah a dan c. Sekarang kita bagi segitiga ABC menjadi segitiga samakaki  DCB dan segitiga DCA, dimana D terletak pada sisi AB, dan BC = BD. Sekarang berdasarkan asumsi induksi, segitiga DCA dapat dibagi menjadi m buah segitiga samakaki (karena DCA bukan segitiga samasisi).
(iii) Konklusi : Sehingga kita dapat menarik kesimpulan dari langkah induksi di atas bahwa segitiga ABC dapat dibagi menjadi m + 1 buah segitiga samakaki. Berdasarkan hasil tersebut maka p(n) benar untuk semua m ϵ N, m  ≥ 4.

C. Prinsip Induksi Matematika Kuat
1. Soal :
Tunjukkan bahwa setiap bilangan bulat yang lebih besar dari 1 dapat dituliskan sebagai hasil kali bilangan-bilangan prima.
Penyelesaian :
(i) Basis induksi : p(n) = proposisi “setiap bilangan bulat yang lebih besar dari 1 dapat dituliskan sebagai hasil kali bilangan-bilangan prima”. Dimisalkan p(2), bernilai benar, karena 2 adalah hasil kali dari satu bilangan prima, dirinya sendiri.
(ii) Langkah induksi : Asumsikan p(j) benar untuk semua bilangan bulat j, 1 < jk. Harus ditunjukkan bahwa p(k+1) juga benar. Ada dua kasus yang mungkin :
a. Jika (k + 1) bilangan prima, maka jelas p(k + 1) benar.
b. Jika (k + 1) bilangan komposit, (k+1) dapat ditulis sebagai perkalian dua buah bilangan bulat  a dan b sehingga 2  a  b < k + 1.
Oleh hipotesa induksi, a dan b keduanya dapat dituliskan sebagai hasil kali bilangan prima. Jadi, k + 1 = a  b dapat ditulis sebagai hasil kali bilangan prima.
(iii) Konklusi : Karena dari tahap pertama dan kedua telah dibuktikan maka hasilnya adalah “setiap bilangan bulat yang lebih besar dari 1 dapat dituliskan sebagai hasil kali bilangan-bilangan prima”.

2. Soal : 
Buktikan untuk n,  m ϵ N, n  > 1 berlaku identitas
Fn+m = Fn–1 Fm + Fn Fm+1
Penyelesaian : 
(i) Basis induksi : Kita umpamakan untuk m = 1, maka 
Fn+1 = Fn–1 + Fn  =  Fn–1 F1 + Fn F2  
adalah benar untuk sembarang nilai n. Sedangkan untuk m = 2, maka 
Fn+2 = Fn+1 + Fn  =  Fn–1 + 2Fn = Fn–1 F2  + Fn F3  
adalah juga bernilai benar untuk sembarang nilai n.
(ii) Langkah induksi : sekarang kita asumsikan bahwa identitas berlaku untuk semua m ≤ k, untuk semua k ϵ N, k  > 1. Maka,
Fn+k+1 = Fn+k + Fn+k–1
= Fn–1 Fk + Fn Fk+1 + Fn–1 Fk–1 + Fn Fk
= Fn–1 (Fk + Fk–1) + Fn (Fk+1 + Fk)
= Fn–1 Fk+1 + Fn Fk+2
yang berarti identitas juga berlaku untuk  m = k +1. Berdasarkan prinsip induksi kuat, identitas berlaku untuk sebarang nilai m,  n ϵ N, n  > 1.
(iii) Konklusi : Dari persoalan yang baru saja kita selesaikan, terdapat suatu hal yang menarik dimana terdapat lebih dari satu parameter dalam proposisi. Sangat membingungkan, tapi perhatikan bahwa dalam identitas tersebut, kedua parameter m dan  n  muncul secara  simetri, yang berarti kita bebas memilih salah satu dari keduanya untuk dijadikan parameter induksi.

D. Prinsip Induksi Matematika Berjeda Tak-satu
1. Soal : 
Buktikan dengan induksi matematika bahwa semua bilangan berbentuk x = 11 … 1n (n adalah jumlah pengulangan angka 1, misalnya n = 4 maka x = 1111) pasti kongruen dengan  0(mod 11) atau  1(mod 11). [misalnya 111 ≡ 1(mod 11) dan 111111 ≡ 0(mod 11)].
Penyelesaian :
(i) Basis induksi : Kita akan menggunakan prinsip induksi matematika berjeda tak-satu sebanyak 2 kali secara terpisah namun dengan p(n) yang sama. Nyatakan p(n) sebagai “bilangan 11 …1n  kongruen dengan 0(mod 11) atau 1(mod 11)”. Di sini kita akan membuktikan dua pernyataan :
· Jika n bilangan ganjil positif, maka 11 …1n ≡ 1(mod 11).
· Jika n bilangan genap positif, maka 11 …1n ≡ 0(mod 11).
P(1) benar karena 1 ≡ 1(mod 11). Jadi kita memiliki basis untuk pernyataan (i). P(2) juga benar karena 11 ≡ 0(mod 11), jadi kita memiliki basis untuk pernyataan (ii).
(ii) Langkah induksi : Sekarang asumsikan bahwa untuk suatu m ϵ N, P(a + 2(m – 1)) benar. Akan ditunjukkan bahwa P(a + 2m) juga benar. Perhatikan bahwa :
11 …1a+2m = 100 x 11 …1a+2(m-1) + 11
	      ≡ 11 …1a+2(m-1) (mod 11)
Karena 100 ≡ 1(mod 11) dan 11 ≡ 0(mod 11). Jadi, jika 11 …1a+2(m-1) ≡ 0(mod 11), maka 11 …1a+2m ≡ 0(mod 11). Begitu pula jika 11 …1a+2(m-1) ≡ 1(mod 11), maka 11 …1a+2m ≡ 1(mod 11). Jadi terbukti jika P(a + 2(m – 1)) benar , maka P(a + 2m) juga benar.
(iii) Konklusi : Dengan menyulihkan a =1, maka berdasarkan prinsip induksi matematika berjeda tak-satu, pernyataan (i) kita terbukti, dan dengan menyulihkan a = 2, maka berdasarkan prinsip induksi matematika berjeda tak-satu, pernyataan (ii) kita terbukti. Karena kita telah membuktikan untuk semua bilangan ganjil dan semua bilangan genap P(n) benar, maka kita simpulkan P(n) benar untuk semua n ϵ N.

E. Prinsip Aturan Rapi
1. Soal : 
Sebuah bilangan bulat n dikatakan  baik jika kita dapat menuliskan n sebagai
a1 + a2 + …+ ak = n
dimana a1 + a2 + …+ ak adalah bilangan bulat positif (tidak harus berbeda) sehingga 
	 
Diketahui bahwa seluruh bilangan bulat dari 33 hingga 73 adalah baik, tunjukkan bahwa setiap bilangan bulat lebih besar dari 32 adalah baik.
Penyelesaian :
(i) Basis induksi : Sebuah bilangan bulat kita katakan  buruk jika tidak baik. Apa yang ingin kita buktikan adalah tidak ada bilangan buruk yang lebih besar dari 32. Untuk membentuk kontradiksi, andaikan himpunan S dengan elemen bilangan-bilangan buruk lebih besar dari 32 adalah tidak kosong. Berdasarkan prinsip induksi rapi ini, himpunan ini memiliki elemen terkecil, katakanlah m. Dengan informasi yang diberikan, kita ketahui bahwa m ≥ 74.
(ii) Langkah induksi : Sekarang andaikan m genap. Misalkan p = . Kita punya p ≥ 33, dan karena m adalah elemen terkecil di S, dan p < m, maka p adalah bilangan baik. Jadi terdapat   a1, a2, …, ak   sehingga a1 + a2 + …+ ak = p  dan  
 .
Perhatikan bahwa  4 + 4 + 2a1 + 2a2 + …+ 2ak = m,  dan   ,  yang berarti m adalah bilangan baik, kontradiksi dengan asumsi semula. Dengan cara serupa, kita bisa mencapai kontradiksi yang sama jika m ganjil. Kali ini dengan mengambil p =  , menggunakan fakta bahwa  serta 3 + 6 + 2a1 + 2a2 + …+ 2ak = m.
(iii) Konklusi : Jadi kedua kasus membawa kita pada kontradiksi, sehingga kita simpulkan S adalah himpunan kosong, yang berarti semua bilangan bulat lebih besar daripada 32 adalah baik.

F. Prinsip Induksi Matematika Bekerja Mundur
1. Soal :
Untuk semua n ϵ N, tunjukkan ketaksamaan berikut selalu berlaku:
 
Penyelesaian :
(i) Basis induksi : Mungkin kita akan langsung terpikirkan untuk menggunakan prinsip induksi dasar dan menggunakan parameter induksi n dalam menyelesaikan soal ini. Tapi kalaupun kita telah mengetahui bahwa  ,  kita tidak dapat menyimpulkan apa-apa tentang  ,  Disini terlihat bahwa pemilihan n sebagai parameter induksi tidak membawa hasil yang diharapkan. Alih-alih membuktikan ketaksamaan di atas, kita akan membuktikan ketaksamaan yang lebih umum.
(ii) Langkah induksi : Kita akan membuktikan bahwa ketidaksamaan  ,  berlaku untuk C dengan prinsip induksi matematika bekerja terbalik. Kali ini kita akan membuktikan bahwa ketaksamaan berlaku untuk m = n lalu mundur hingga ke m = 2.
Untuk m = n, ketidaksamaan jelas berlaku karena . Sekarang kita asumsikan untuk suatu  k ϵ N, k < n, ketidaksamaan berlaku untuk m = k + 1, yaitu :
 ,  maka 
 .
Jadi ketaksamaan juga berlaku untuk m = k.
(iii) Konklusi : Berdasarkan prinsip induksi matematika bekerja mundur kita dapat menyimpulkan ketidaksamaan berlaku untuk semua m ϵ N,  m ≥ 2.

G. Prinsip Induksi Matematika Bentuk Umum
1. Soal :
Tinjau runtunan nilai yang didefinisikan sebagai berikut :
S1,1 = 5,
dan untuk semua pasangan bilangan bulat positif (m,n), kecuali (1,1) didefinisikan
Sm,n = ,
Buktikan dengan induksi matematika bahwa untuk semua pasangan bilangan bulat positif (m,n),  Sm,n = 2(m + n) + 1.
Penyelesaian :
(i) Basis induksi : Nyatakan P(m,n) sebagai pernyataan “untuk suatu pasangan bilangan bulat positif (m,n), Sm,n = 2(m + n) + 1”. Sebagai basis induksi kita punya (1,1) adalah elemen terkecil dalam himpunan pasangan bilangan bulat positif , dan kita juga punya S1,1 = 2(1 + 1) + 1 = 5. Jadi P(m,n) benar.
(ii) Langkah induksi : Sekarang kita asumsikan untuk semua (m’,n’) < (m,n),  P(m’,n’) benar. Akan ditunjukkan bahwa P(m,n) juga benar. Kita bagi ke dalam dua kasus :
· Jika n = 1, maka sesuai definisi kita punya Sm,n = Sm-1,n + 2. Karena (m + 1,n) < (m,n), maka Sm-1,n = 2(m – 1 + n) + 1. Jadi Sm,n = 2(m – 1 + n) + 1 = 
2(m + n) + 1.
Dalam kasus ini P(m,n) terbukti benar.
· Jika n ≠ 1, maka sesuai definisi kita punya Sm,n = Sm,n-1 + 2. Karena (m,n – 1) < (m,n), maka Sm,n-1 = 2(m + n – 1) + 1. Jadi Sm,n = 2(m + n – 1) + 1 = 
2(m + n) + 1.
Dalam kasus ini P(m,n) juga terbukti benar.
(iii) Konklusi : Dalam kedua kasus di atas, kita telah tunjukkan bahwa P(m,n) benar, yang berarti P(m,n) benar untuk semua pasangan bilangan bulat positif (m,n).


Latihan soal :

Gunakan induksi matematika untuk membuktikan persamaan berikut ini benar untuk setiap bilangan asli n.
1. 1.2 + 2.3 + 3.4 + … + n(n + 1) = 
2. 1(1!) + 2(2!) + … + n(n!) = (n + 1)! – 1
3. 12 – 22 + 32 … + (-1)n+1n2 = 

Gunakan induksi matematika untuk membuktikan pertidaksamaan berikut ini :
4. 2n + 1 ≤ 2n, untuk n = 3, 4, …
5. (1 + x)n ≥ 1 + nx, untuk x ≥ -1 dan n = 1, 2, …

Gunakan induksi matematika untuk membuktikan pernyataan berikut ini :
6. 11n – 6 habis dibagi 5, untuk n = 1, 2, …
7. 6.7n   2.3n habis dibagi 4, untuk n = 1, 2, …
