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ΕΝΟΤΗΤΑ ΠΡΩΤΗ
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Κριτήριο παρεμβολής 
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Το όριο πολυωνυμικής συνάρτησης ισούται με την τιμή της συνάρτησης στο 
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Στην κατηγορία αυτή ανήκουν και τα όρια των συναρτήσεων της μορφής 
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Για την συνάρτηση 
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 με τύπο 
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ε πεδίο ορισμού το 
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 ισχύει:
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Γράφω
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και η συνάρτηση γράφεται
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, τότε επαναλαμβάνω την παραπάνω διαδικασία.
Για την περίπτωση που μηδενίζει μόνο το όριο του παρονομαστή θα μιλήσουμε σε επόμενη ενότητα
Παράδειγμα 1ο


Να προσδιορισθούν τα παρακάτω όρια:
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Λύση


α.
 Το πεδίο ορισμού της συνάρτησης είναι το 
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Το πεδίο ορισμού της συνάρτησης είναι το 
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Αν στον τύπο της συνάρτησης υπάρχουν ριζικά οποιασδήποτε τάξης και εφαρμό-ζονται οι ιδιότητες του ορίου τότε εργάζομαι  όπως αναφέρθηκε παραπάνω.
Αν δεν εφαρμόζονται οι ιδιότητες του ορίου, τότε απλοποιώ το κλάσμα χρησιμοποιώντας την ταυτότητα 
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Αν σε έναν τουλάχιστον από τους όρους του κλάσματος υπάρχει διαφορά της μορφής 
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τότε γράφω τη διαφορά αυτή στη μορφή 
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όπου 
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Αν στον τύπο της συνάρτησης 
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 υπάρχουν ριζικά διαφορετικών τάξεων με την ίδια υπόριζη ποσότητα 
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, τότε μπορώ να ακολουθήσω την πιο πάνω διαδικασία  ή να κάνω αλλαγή μεταβλητής με 
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 το Ε.Κ.Π των τάξεων των ριζών.
Παράδειγμα 2ο 

Να βρεθούν τα όρια:


α.
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Λύση

α.
Το πεδίο ορισμού της συνάρτησης είναι 
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β.
Το πεδίο ορισμού της συνάρτησης είναι 
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Έχω:
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Το πεδίο ορισμού της συνάρτησης είναι το 
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Από την ταυτότητα της διαφοράς κύβων έχω:
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Για 
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Επομένως
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Το πεδίο ορισμού της συνάρτησης είναι το 
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Υπάρχει απροσδιοριστία 
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Προσδιορίζω το όριο κάθε κλάσματος .Είναι
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Οπότε
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Για να υπολογίσω το όριο στο 
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Αν οι ιδιότητες του ορίου δεν εφαρμόζονται τότε απλοποιώ την παράσταση, διώχνοντας τις απόλυτες τιμές.
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Παράδειγμα 3ο 

Να υπολογισθούν τα όρια:
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Λύση


α.
Η εφαρμογή των ιδιοτήτων του ορίου οδηγεί σε απροσδιοριστία μηδέν προς μηδέν.


Το ζητούμενο όριο γράφεται
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Προσδιορίζω τα όρια των παραστάσεων μέσα στα απόλυτα που δεν μηδενίζουν. Έχω






[image: image89.wmf]1

lim(2)1

x

x

®

-=-

 και 
[image: image90.wmf]1

lim(2)3

x

x

®

+=



Επομένως υπάρχει περιοχή του 1 που ισχύει 
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Αφού μηδενίζουν παραστάσεις σε απόλυτα χρησιμοποιώ πλευρικά όρια.
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Επειδή τα πλευρικά όρια είναι διαφορετικά δεν υπάρχει το ζητούμενο όριο.
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Παρατηρώ ότι δεν εφαρμόζονται ιδιότητες ορίου καθώς προκύπτει απροσδιοριστία μηδέν προς μηδέν.
Βρίσκω τα όρια των παραστάσεων μέσα στα απόλυτα
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Αν η συνάρτηση 
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 περιέχει τριγωνομετρικές συναρτήσεις τότε χρησιμοποιώ ιδιότητες υπολογισμού  ορίου. Αν δεν εφαρμόζονται οι ιδιότητες  τότε προσπαθώ να απλοποιήσω τον τύπο της συνάρτησης.
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Παράδειγμα 4ο 

Να υπολογισθούν τα όρια:
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Λύση


α.
Το πεδίο ορισμού της συνάρτησης είναι 
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β.
Το πεδίο ορισμού τη συνάρτησης είναι 
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Υπολογίζω το όριο κάθε πηλίκου
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Για τον υπολογισμό του ορίου του δευτέρου κλάσματος, χρησιμοποιώ την ταυτότητα
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Συνεπώς, για τον προσδιορισμό του ορίου έχω
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Το πεδίο ορισμού της συνάρτησης είναι 
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Εφαρμόζοντας ιδιότητες ορίων στα ζητούμενα όρια προκύπτει απροσδιοριστία.
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Δίνεται συνάρτηση 
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Δίνεται συνάρτηση 
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α.
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Δίνεται η συνάρτηση 
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είναι πεπερασμένα. Να βρεθούν τα 
α. 

[image: image859.wmf])

(

lim

1

x

f

x

®

 

β. 

[image: image860.wmf]1

1

)

(

3

lim

1

-

-

+

®

x

x

f

x

, 
αν 
[image: image861.wmf]Α4

=




7. Δίνεται συνάρτηση 
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 ορισμένη στο 
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 για την οποία ισχύει
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8. Δίνεται συνάρτηση 
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 για την οποία ισχύει
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Να προσδιορίσετε το 
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ΕΝΟΤΗΤΑ ΤΡΙΤΗ
 



ΟΡΙΑ ΣΤΟ ΑΠΕΙΡΟ 
ΤΙ ΠΡΕΠΕΙ ΝΑ ΞΕΡΩ
(
Έννοια του ορίου σε μη πεπερασμένο σημείο.

(
Όριο ρητών συναρτήσεων στο 
[image: image869.wmf]±¥


(
Όρια Εκθετικής και Λογαριθμικής συνάρτησης στο 
[image: image870.wmf]±¥


ΜΕΘΟΔΟΙ ΚΑΙ ΑΣΚΗΣΕΙΣ


1η 
Αν μου ζητούν να βρω στο άπειρο όριο πολυωνύμου, νιοστής ρίζας, πηλίκου πολυωνύμων, τότε εφαρμόζω τις ιδιότητες

2η 
Αν θέλω να προσδιορίσω άπειρο όριο συναρτήσεων της μορφής
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 πολυώνυμα, εφαρμόζω τις ιδιότητες .

α.
Αν προκύπτει μορφή 
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, θα βγάζω κοινό παράγοντα το 
[image: image880.wmf]x

 υψω-μένο στον μεγαλύτερο εκθέτη και υπολογίζω το όριο της συνάρτησης, αν η οριακή πράξη είναι επιτρεπτή. Συνήθως η διαδικασία αυτή οδηγεί σε απροσδιοριστία της μορφής 
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 οπότε χρησιμοποιώ την ταυτότητα
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Αν τα ριζικά είναι περισσότερα από δύο ή δεν έχουν τον ίδιο δείκτη τότε μετασχηματίζω την συνάρτηση ώστε να εμφανίζεται η διαφορά του κάθε ριζικού με την ίδιας τάξης ρίζα του μεγιστοβάθμιου όρου του πολυωνύμου που είναι στο υπόριζο.
β.
Αν προκύπτει απροσδιοριστία της μορφής 
[image: image883.wmf]¥
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, τότε για την άρση της βγάζω κοινό παράγοντα σε αριθμητή και παρονομαστή το μεγιστοβάθμιο όρο.
Αν το πλίκο περιέχει άρρητες παραστάσεις και με την παραπάνω διαδικασία δεν γίνεται άρση της απροσδιοριστίας, τότε πολλαπλασιάζω με συζυγείς παραστάσεις ή χρησιμοποιώ την παραπάνω ταυτότητα και καταλήγω σε επιτρεπτές πράξεις.

Παράδειγμα 1ο 


Να βρεθούν τα όρια:

α.
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Λύση


α.
Είναι 
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Ακόμα 
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β.
Διακρίνω τις περιπτώσεις :

( 
[image: image890.wmf]3
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Παράδειγμα 2ο 



Να υπολογισθούν τα όρια:

α.
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Λύση

α.
Το πεδίο ορισμού της συνάρτησης είναι 
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β.
Το πεδίο ορισμού της συνάρτησης είναι το 
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. Επειδή η πιο πάνω διαδικασία στο ζητούμενο όριο με οδηγεί σε απροσδιοριστία, πολλαπλασιάζω αριθμητή και παρονομαστή με συζυγείς παραστάσεις. Έχω:
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3η 
Αν θέλω να προσδιορίσω το άπειρο όριο μιας συνάρτησης η οποία περιέχει και τριγω-νομετρικές παραστάσεις, τότε χρησιμοποιώ τις ιδιότητες των ορίων στο άπειρο.

Αν οι ιδιότητες αυτές δεν εφαρμόζονται, τότε:

α.
Προσπαθώ να μετασχηματίσω τις παραστάσεις ώστε να προκύψουν γνωστά όρια.
 

ή

β.
Δείχνω ότι 
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κριτήριο παρεμβολής.

Παράδειγμα 3ο 



Να υπολογισθούν τα όρια:

α.
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Λύση

α.
Για κάθε πραγματικό αριθμό ισχύει
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και επειδή 
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β.
Εργάζομαι με αντίστοιχο τρόπο, δηλαδή
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και επειδή 
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4η 
Αν σε μια συνάρτηση υπάρχουν παράμετροι και πρέπει να βρεθεί το όριο για τις διάφορες τιμές των παραμέτρων, τότε:

α.
αν η συνάρτηση είναι ρητή θα θεωρώ τους συντελεστές των μεγιστοβαθμίων 
όρων του αριθμητή και του παρονομαστή και για κάθε τιμή που αυτοί μηδενίζουν θα παίρνω μια νέα μορφή της συνάρτησης της οποίας θα προσδιορίζω το όριο.
β.
Αν ο τύπος της συνάρτησης περιέχει άρρητες παραστάσεις θα βγάζω κοινό παρά-γοντα τον μεγιστοβάθμιο όρο μέσα από το ριζικό.

Παράδειγμα 4ο 


Να βρεθούν τα παρακάτω όρια:


α.
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Λύση


α.
Επειδή 
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Όταν είναι 
[image: image919.wmf]1

μ

-

=

, τότε προκύπτει απροσδιοριστία 
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β.
Διακρίνω τις πιο κάτω περιπτώσεις για το 
[image: image923.wmf]μ
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‣Αν 
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(   Αν 
[image: image927.wmf]0
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(   Αν 
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5η 
Για να υπολογίσω το όριο στο 
[image: image931.wmf]±¥

 μιας συνάρτησης η οποία περιέχει στον τύπο της τουλάχιστον μια παράσταση του 
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 μέσα σε απόλυτα, τότε ακολουθώ έναν από τους παρακάτω τρόπους :
(
Υπολογίζω το όριο των παραστάσεων μέσα στα απόλυτα. Καθορίζω περιοχή του απείρου στην οποία οι παραστάσεις εντός των απολύτων έχουν το ίδιο πρόσημο με το όριο τους.
Αν υπάρχει παρονομαστής φροντίζω η περιοχή του απείρου να μην περιέχει ρίζες του.
 

ή
(
Βρίσκω τις τιμές της μεταβλητής που μηδενίζουν τις παραστάσεις μέσα στα

απόλυτα. Περιορίζω τη συνάρτηση σ΄ ένα διάστημα 
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μεγαλύτερο από τη 

μεγαλύτερη τιμή του 
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που μηδενίζει παράσταση μέσα στα απόλυτα και από την 

μεγαλύτερη ρίζα του παρονομαστή (αν υπάρχει) όταν 
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Βρίσκω έτσι,  τον τύπο της συνάρτησης απαλλαγμένο από τα απόλυτα και κατόπιν υπολογίζω το όριο.
Παράδειγμα 5ο 
Να προσδιορίσετε τα όρια
α.
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Λύση
α.
Το πεδίο ορισμού της συνάρτησης είναι 
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Το όριο τότε γράφεται
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β.
Το πεδίο ορισμού της συνάρτησης είναι 
[image: image949.wmf]{
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Οι τιμές που μηδενίζουν την παράσταση μέσα στο απόλυτο είναι οι 0 και 3 και η ρίζα του παρονομαστή είναι 1.
Περιορίζω τη συνάρτηση στο διάστημα 
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Για τον προσδιορισμό του ζητούμενου ορίου έχω
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Το πεδίο ορισμού της συνάρτησης είναι 
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Για τον προσδιορισμό του ζητούμενου ορίου έχω
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Για τον προσδιορισμό του ζητού-μενου ορίου έχω
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Υπολογίζω τα όρια των διαφορών. Έχω
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Nα προσδιορισθεί το 
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Για τον προσδιορισμό του ζητούμενου ορίου, έχω
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Για τον υπολογισμό του ορίου της δεύτερης παράστασης χρησιμοποιώ την ταυτότητα
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ΛΥΣΗ
Το πεδίο ορισμού της συνάρτησης είναι 
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Για να είναι το όριο του πηλίκου πραγματικός αριθμός, πρέπει ο βαθμός του αριθμητή να είναι μικρότερος ή ίσος από το βαθμό του παρονομαστή, επομένως
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