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1. Introduccioén

Toda ciencia comienza delimitando los objetos que estudia, bien centrando los
materiales que los constituyen o bien centrandose en aspectos relativos a los
mismos. En las ciencias sobre materiales se delimita un modelo concreto de

materia.

En este sentido hay ciencias como la Mecanica o la Fisica en las que se
analiza el equilibrio o el movimiento de los cuerpos como consecuencia de la
accion de fuerzas actuantes y con ciertas limitaciones geométricas, pero que
no afectan a la geometria del objeto analizado, no cambian ni sus dimensiones
ni los angulos relativos entre puntos. Este analisis es practico y muy util aunque
desprecia las fuerzas internas que se transmiten por el interior del cuerpo
analizado que ni se modifica ni llega a destruirse. A este objeto que se mueve

pero no se deforma se le denomina Sélido Rigido.

Los cuerpos reales se mueven segun las leyes de la Fisica, pero ademas, al
ser sometidos a acciones exteriores modifican su forma e incluso, traspasado
cierto limite, se destruyen y dejan de existir. A estos objetos se los denomina
Solido Elastico, cuerpos de geometria conocida, formados por materiales de
propiedades mecanicas conocidas y para los que habra que determinar las
fuerzas interiores y los desplazamientos entre puntos como consecuencia de la
accion de fuerzas externas. Este andlisis es el objeto de la Resistencia de

Materiales.
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2. Nociones basicas. El Problema Elastico.

2.1. Hipdtesis de la Resistencia de Materiales

El planteamiento general de analisis de la Resistencia de Materiales es muy
complejo, es por ello que se adoptan algunas hipotesis que simplifican el

mismo aun cuando se desvirtue algo la realidad.

a. Continuidad de la materia, supone que los objetos estan

compuestos por particulas infinitesimales en relacion al tamano
total del mismo por lo que no afectan al analisis sobre el mismo.
Obviamente esto no es cierto, especialmente en materiales con
distintos componentes como puede ser el hormigon.

b. Sistemas en equilibrio, indica que existe equilibrio en un cuerpo

si y solo si las fuerzas actuantes sobre el mismo forman un
sistema nulo. En esas circunstancias, si segregaramos una
parte del objeto, las acciones ejercidas por la parte segregada

deben equilibrar las fuerzas existentes.

__,,./

N/

C. Correspondencia biunivoca vy lineal entre tensién y deformacion,

Siempre se supone que los esfuerzos se situan en el tramo
elastico de las deformaciones (Ley de Hooke) y que, por tanto,
las deformaciones son siempre reversibles al desaparecer las
cargas que las originaron. Evidentemente  muchas
deformaciones no son elasticas, seran plasticas y no

recuperables. El calculo plastico es bastante mas complejo.
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d. Sélo se analizan estados finales, no se analiza el proceso de

deformacion, aunque es evidente que este proceso puede ser
determinante.

e. Los cuerpos son homogéneos e isétropos, aunque normalmente

No sean ni una cosa ni otra.

f. No se analizan aspectos locales, aunque también es evidente

que la distribucion de fuerzas es distinta en el punto de
aplicacién de una carga que en el resto del cuerpo, siendo
normal que aparezcan situaciones plasticas en el contacto como
en el caso del deslizamiento de una locomotora por una via
férrea en el contacto rueda-carril.

g. Se pueden superponer los efectos, se analizan los efectos de

cada carga por separado y se suman los efectos de todas ellas.

2.2. Tensiones

Al analizar el equilibrio en un cuerpo al que se le segrega una parte, la parte

segregada ejercera en cada diferencial de superficie dA un diferencial de fuerza

dR. La tension en cada punto

sera:

dR

oA
oA

La tensidbn se expresa en

1 kg/cm?

Esta tension en cualquier punto se puede descomponer segun unos ejes

coordenados cartesianos.

Descompongo dR en los tres ejes para un punto con su correspondiente

diferencial de volumen.
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Oy, Oy, Oz, son perpendiculares a las caras segun los ejes.

tiene la direccion del eje x en un plano perpendicular al eje y.

b

Luego sobre cada cara aparecen tres tensiones, una normal a la cara, tension

normal, y dos coplanarias con la cara, tensiones tangenciales.

Si ademas considero unas fuerzas de peso segun los ejes X, Y, Z, el equilibrio

supone:
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Ademas si tomo momentos respecto a los ejes de coordenadas que pasan por

el centro:

Cax = Cyz
C zy
Cxy

2.3. Leyde Hooke

Considero un dVol sometido a una tensién normal a una de sus caras

Se deformara segun la direccion que marca la tension una magnitud AL.

La deformacion elastica unitaria sera:

Sin embargo &, no depende sélo de Oy, sino también de Oy, 0. Es el caso del

chicle que al estirarlo se alarga en una direccidén y se encoge en las otras dos.

Como estamos en calculo elastico, existira un coeficiente de proporcionalidad

entre €, y Oy que vale 1/E, siendo E el mddulo de elasticidad del material
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(kg/cm?)y es proporcional a las otras dos tensiones segun otro coeficiente —V/E

donde V es el coeficiente de Poisson (adimensional).

Luego:

4 N

O +0 )

NoTX z/

o1
ST

Ley de Hooke generalizada a los tres ejes.
2.4. El Problema Elastico

Consiste en determinar en todo cuerpo las tres tensiones normales y tres
tangenciales que han de estar en equilibrio interno, han de cumplir con las
condiciones de contorno y, por ultimo, los giros en las diferentes secciones
deben ser compatibles. Para éstas ultimas se determinan unas ecuaciones de
compatibilidad, que son complejas para el alcance de este curso y no se

estudiaran.
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3. Modelo de pieza prismatica

3.1. Pieza prismatica

Una vez vistos los fundamentos basicos simplificados de la Resistencia de

Materiales, los aplicaremos al estudio de cuerpos concretos.

El tipo de cuerpos que vamos a analizar estara centrado en las denominadas
piezas prismaticas. La pieza prismatica se forma por una seccion plana que
recorre una trayectoria de manera que su centro de gravedad discurre por una
curva plana que se denomina directriz, manteniéndose la seccion siempre
perpendicular a dicha directriz. De esta forma se engendra un volumen. Al

menos un eje fijo de la seccidon debe mantenerse en el plano de la directriz.

Aunque la definicion resulte algo farragosa, casi todos los elementos

estructurales, tales como vigas, pilares, viguetas, responden a este modelo.
3.2. Esfuerzos sobre una pieza prismatica.
Una pieza prismatica estara sometida a un conjunto o sistema de cargas

exteriores y a otras reacciones de apoyo o enlace respecto a otros elementos,

en general, estara sometida a un sistema de cargas.

Extremo
frontal
Extremoc
clorsal

Consideremos una seccion que engendre una pieza prismatica en su

desplazamiento entre Sq y S,. El recorrido se describe desde S hasta S,

TEMA 9. RESISTENCIA DE MATERIALES Pagina 9 de 41



denominandose a S4 extremo dorsal de la pieza y a S, extremo frontal de la

pieza. El recorrido es siempre dorsal-frontal.

Consideramos una seccién intermedia cualquiera S. A los esfuerzos situados
ente dicha seccién y el extremo dorsal los denominaremos esfuerzos dorsales.

Al resto esfuerzos frontales.

Si secciono la pieza en S y prescindo de la parte frontal, tendré que sustituir los
esfuerzos frontales por un sistema equivalente que se situara en un punto
cualquiera de S, entendiendo con esto que no tiene por qué ser el centro de

gravedad G.

Este sistema constard de una fuerza resultante R y un momento M, al ser

frontales, Rfy M.

Extremo
dorsal
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Siempre podré descomponer estos esfuerzos segun unos ejes coordenados,

En la figura se observa que el eje OY es la
interseccion del plano de la seccién con el
plano de la directriz, OX es el coplanario en
la seccién y OZ perpendicular a la seccion.
Con estos ejes tendré tres componentes
para la reaccion R, Ry, Ry, R, y tres para el
z momento M, M,, My, M,. Los momentos
indicados con la doble flecha indican giro

alrededor de dicho eje.

A la reaccién R; se la denomina esfuerzo
axil, si su direccién es el eje OZ" se le denomina de traccion y en caso
contrario, OZ" de compresioén. Se suele representar por la letra N y se aplica en

el centro de gravedad G.

Las reacciones Ry y Ry, esfuerzos en el plano de la seccién se denominan

esfuerzos cortantes y se representan por la letra Q.

La componente M, del momento que da giro en torno al eje OZ se denomina

momento torsor Mr.

Las otras dos componentes del momento My y My tienden a girar el plano de la

seccion y se denominan momentos flectores M.

En el caso de que todos los esfuerzos se apliquen en el plano de la directriz (lo
que es frecuente), solo tendré un esfuerzo axil N, un momento flector M; (My) y

un esfuerzo cortante Q (Ry).
En este ultimo caso, que es con el unico que trabajaremos, dependiendo de

que existan mas o menos esfuerzos se dice que la pieza esta sometida a

diversas solicitaciones. Asi:

TEMA 9. RESISTENCIA DE MATERIALES Pagina 11 de 41



Si sélo N, traccidon o compresion simple

)

b) Si soélo Mg, flexion pura.
) Si Qy Mg, flexion simple
)

SiNy M (y Q), flexion compuesta.

El cortante Q s6lo no puede existir porque siempre genera un momento al crear

un par de giro y necesita un momento que lo equilibre.

Lo que trataremos en cada caso es de transformar un conjunto de esfuerzos

sobre la pieza en tensiones repartidas a lo largo de la seccién.

3.3. Traccién o compresion simple

Sélo actua N en G, por lo que solo apareceran tensiones
normales a la seccién. Si la superficie de la seccidon
—————® considerada es Q.

N

Luego

- ['“j _
- - ()
> I':j —_ E (Ley oe Hooke)
0 AL
('{I - Y = = =
- = C _'-,ﬂ\','_| |

Con estas férmulas que ya se utilizaron en el calculo elastico en aceros, se

determinan tanto tensiones como deformaciones.
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3.4. Flexion pura

En este caso, si uno de los ejes principales de inercia esta en el plano de la
directriz (que en nuestro caso sera siempre, entre otras cosas, porque los ejes

de simetria lo son), entonces la tension normal es:

|

|

|

\NIIL

|

|

L,
~Z

=y

<

||¢:

La tensidn en cada punto de la seccion es el resultado de multiplicar el
momento por la distancia a la fibra neutra (tensiéon nula) y dividir entre el
momento de inercia que pasa por dicha fibra neutra (siempre contendra al
centro de gravedad G). Se aplica la hipotesis de Navier de distribucion lineal de

la tension.

Para calcular el momento de inercia hay que resolver la integral doble:

Esta integral en el caso de una seccion rectangular resultaria:
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Si el eje de calculo del momento no fuese el que pasa por el centro de

gravedad G, entonces:

=

Tw= L+ 4
En flexion pura la fibra neutra pasara siempre por G para que exista equilibrio.

Por criterio de signos se considera positivo al momento que genera compresion

en la fibra superior.

La tensidn maxima se produce cuando es maxima la distancia y, es decir en la

fibra mas alejada de G.

dmax

i

Quiax- M

En esta formula se designa como modulo resistente w, al factor exclusivamente
geométrico para cada seccion. Este modulo esta tabulado para secciones

caracteristicas como pueden ser los perfiles laminados.

3

W=

l‘dﬂﬂ{h‘!{

Las deformaciones se obtienen mediante los teoremas de Mohr. Estos

teoremas exceden el alcance de este curso basico
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3.5. Flexion simple

Indica que existe momento y fuerzas coplanarias a la seccion (Q).

? V= i ; - ""l!u g
(

Como ds es infinitesimal, lo sera Q.ds y también lo sera la

ﬂ diferencia de momentos

ds
i\‘ll-.-" Mi—— c:lll M

Por lo que
A M

S

A=

Luego el esfuerzo cortante Q es igual a la derivada del momento flector en esa

seccion respecto de la longitud.
Planteamos el equilibrio en la seccion:

Ge Como quiera que:

7 M,
R.>R,

5, >

Para que exista equilibrio debe existir la

fuerza T -

Si aislo el trozo de rebanada entre la seccion 0 y el extremo superior

R g e
R
S i

(=

ds
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Para conseguir el equilibrio deben existir tensiones en la cara inferior de un

valor total:
t_-:::. a . =

Como

Je
Qy S SO\
.___. - - G\L"‘h:
% E‘i'ﬂ lé-i
) 1 |
Ri- — | 'y 54 dy
4 /y,
6“1/_'6"' =1
Q- — | 4 Lpday= To a . ds
S 4,
Y sabiendo que
Ml 1
AL ——
L

o (MHoweuTo 25 Ta Theo))

mo es el momento estatico de la seccidén situada por encima de la fibra de

corte.
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Evidentemente la tension tangencial es maxima cuando lo sea my, es decir, en

la fibra neutra.

3.6. Flexion compuesta

Se produce siempre que un axil N no se aplica en el centro de gravedad G, su

efecto equivalente es de un axil N en G y un momento flector M.

Las tensiones
resultan de Ia
suma de ambos

efectos:

En este caso la fibra neutra no coincidira con el centro de gravedad G.
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3.7. Nucleo central

Hay materiales cuyas resistencias a compresion y traccion son iguales, caso
del acero. Por el contrario, hay materiales en que esto no sucede como es el
caso del hormigén. ElI hormigdn presenta buenas resistencias a compresion y
pobres resistencias a traccion. Es por ello que resulta importante asegurar que

la zona de hormigodn traccionada sea minima o no exista.

Del esquema del punto anterior se aprecia que el momento sera mayor cuanto
mayor sea la excentricidad e. El momento es que origina tracciones aun
cuando el axil sea de compresion. Resulta interesante determinar cual es valor

maximo de e que no origina traccién en ningun punto de la seccién.

Al lugar geométrico de puntos para los que la aplicacion de un axil de
compresion no provoca aparicion de tracciones en algun punto de la seccién se

le denomina Nucleo Central.

Para determinarlo basta considerar el valor de la tension para cualquier punto e

igualar a 0, es decir que la fibra neutra coincida con el borde de la seccion.

N M P‘/E/IDC"/E-’%

P R, - ) = — —
Iz N T T
De esta ecuacion se deduce que el valor del axil N no influye al determinar el

nucleo central.

Como ejercicio, vamos a calcular el nucleo central en una seccion rectangular.

PR i Consideramos un axil N aplicado en un punto
' . .
|. - cualquiera P. Como hemos situado P en el
- \/é o= primer cuadrante, es evidente que la situacion

mas desfavorable para la posible aparicion de

g tracciones se producira en la esquina mas
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alejada, en este caso, el punto D.

La tension en D sera:

/’C/ M‘W A oo Tk

f
= g, 4
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Luego para una seccion rectangular, el nucleo central es un rombo.
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4. Calculo de esfuerzos sobre piezas prisméaticas

4.1. Condiciones previas. Tipos de enlace.

El estudio en este curso basico se centrara exclusivamente en piezas

prismaticas de seccion uniforme sometidas a diferentes cargas fijas.

Si las cargas no fuesen fijas, el calculo se complica mucho y los cuerpos
sometidos a cargas variables sufren una disminucién en su capacidad

resistente a largo plazo por fendmenos de fatiga.

Las cargas podran ser puntuales, lineales, superficiales y volumétricas, pero,

en nuestro caso so6lo seran puntuales y lineales.

También existen cargas estaticas y dinamicas, de entre las ultimas son tipicas

las de tipo ondulatorio. Solo se analizaran cargas estaticas.

En muchas estructuras se distingue entre cargas permanentes (actuan
siempre) y sobrecargas (pueden existir o no existir). Ejemplo de las primeras es
el peso propio y de las segundas la sobrecarga de nieve. Para nosotros las

cargas siempre seran permanentes.

En suma, tendremos piezas prismaticas de directriz recta y sometidas a cargas

fijas estaticas y permanentes.

Estas pieza se apoyan en el terreno mediante tres tipos de enlace:

- Apoyo deslizante que coacciona soélo el movimiento en el

S
ot plano perpendicular al apoyo.
N - Articulacion o rétula, que coarta los movimientos que implican
desplazamiento pero permite el giro.
E - Empotramiento, que coarta desplazamientos y giros.
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4.2. |sostatismo e Hiperestatismo

Sobre un cuerpo cualquiera formado por distintas piezas prismaticas se puede
ejercer multitud de acciones. Al conjunto de las mismas se le denomina

estructura.

Para que el conjunto esté
en equilibrio disponemos
de un conjunto de

B ecuaciones de equilibrio en
fuerzas y en momentos.
2F=0, ZM=0.

Si trabajamos en tres dimensiones dispondriamos de seis ecuaciones, si lo

hiciésemos en dos dimensiones soélo de tres ecuaciones.

En cuanto a incégnitas, desconozco el valor de las fuerzas en cada apoyo,

también denominadas reacciones:

- Un apoyo deslizante introduce una reaccion.
- Una rétula, dos reacciones.
- Un empotramiento tres reacciones, dos al desplazamiento y un

momento por el giro.

Se dice que una estructura es isostatica si las incognitas de la estructura
coinciden con el numero de ecuaciones disponibles. Si existen mas incognitas
que ecuaciones, la estructura es hiperestatica (que es lo mas normal). Si
hubiese menos incégnitas que ecuaciones se trataria de un mecanismo (una
viga apoyada en dos apoyos deslizantes si la empujan se mueve, no genera

tensiones).

Soélo analizaremos estructuras isostaticas.
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4.3. Estatica gréfica

Para que un conjunto de fuerzas que actuan sobre un cuerpo esté en equilibrio
es necesario que el poligono resultante de poner una fuerza a continuacién de

otra esté cerrado.

Esta propiedad es muy util para resolver determinadas estructuras sencillas de

forma grafica:

AL

Como el peso es vertical

P
g debe equilibrarse con la
5 ,
' componente vertical de Si.
S W La componente horizontal de
S,
w

S1 debe equilibrarse con S..

AR LLLLLEL R LR LR

También se puede resolver graficamente mediante el denominado poligono

funicular.

Consideremos un cuerpo sobre el que actua un
par de fuerzas F; y F, .Es facil obtener el valor
de su resultante de forma grafica, pero no lo es
tanto, menos aun si incrementamos el numero
de fuerzas, obtener el punto de aplicacion de la

misma.

La forma de proceder es dibujar ambas fuerzas y
su resultante. Se forma un triangulo cuyos
vértices uno a un punto exterior cualquiera O.
Obtendré tres lineas desde O hasta los vértices

[{Pg )

A, By C, de direcciones “a”, “b” y “c”.
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También se apreciaque AO+ OB =F;yqueBO+0OC=F;.

Entonces si desde un punto
cualquiera de F4 trazo una paralela
a “b” cortara a F2 en otro punto
desde el que trazo una paralela a

“c”. Si desde el primer punto trazo

una paralela a “a@”, las lineas

(1Pt} 6“0

paralelas a “a” y “c” se cortan en

punto de la linea de accién de R.

Esto es asi porque “a@” discurre

entre el vértice comun de F1 y R

con O, “b” entre F1y F, con Oy “c” entre F, y R con O.

Este ejemplo es valido para cualquier numero de fuerzas y permite calcular
magnitud, direccion y punto de aplicacion de la resultante. El triangulo

(poligono en general) asi construido se denomina poligono funicular.

Veamos un ejemplo mas inteligible en el calculo de reaccion de una pieza.

F. F
Consideremos una viga
biapoyada sobre la que

/ g actua un par de fuerzas.

- Calcularemos las

reacciones por estatica

Rm-' RBY gréf|Ca

Para ello dibujo a escala la viga y construyo el poligono funicular asociado.

La reaccion en A pasara por A. Desde A trazo una paralela a la direccion “a”
hasta la linea de acciéon de F4. Desde el corte una paralela a “b” hasta F..
Desde el corte una paralela a “c” hasta Rg, cuya direccion sabemos, sera

vertical. Uno el punto de corte con el origen, vértice A, determinando la
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direccion “d”. Si ahora desde O trazo “d” en su corte con la direccién Rg, que

sabiamos vertical, determina el punto H y al cerrar el poligono Ra

4.4. Equilibrio estatico de piezas prismaticas.

El problema es calcular analiticamente los esfuerzos que se producen en una
pieza prismatica sometida a un conjunto de acciones exteriores. Los esfuerzos
a calcular son el valor del axil N, momento M y cortante Q en cada punto de la
pieza analizada. Para el calculo se dispone de 6 ecuaciones de equilibrio, 3 si

se trabaja en dos dimensiones.

Si se calcula el valor de cada esfuerzo en cada uno de los puntos de la pieza,
se obtiene la Ley de esfuerzos en la pieza y ésta se puede representar en un
grafico. Obtenida las tres leyes de esfuerzos (N, M, Q) se sabe cual es la
solicitacion en cualquier seccién de la pieza en la situacion de equilibrio. Y
conocidas las solicitaciones también se puede calcular la tension normal y

tangencial que soporta cada punto de la seccion.
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El célculo de las leyes de esfuerzos y tensiones subsiguientes se realiza en el

apartado practico de esta leccion.

45. Deformada

La deformada es la disposicion fisica que adopta una estructura como
consecuencia de la aplicacién de las diferentes cargas. Dicha deformada se
conforma como la suma de deformaciones lineales y giros. Estas

deformaciones se calculan con los teoremas de Mohr.

La deformada aporta informacion sobre las leyes de esfuerzos, particularmente

sobre las leyes de momentos, indicando zonas comprimidas y traccionadas.

A las deformaciones lineales en el plano perpendicular al eje se les denomina
flechas. Es una dato importante que se tiene en cuenta en los calculos de
piezas horizontales y especialmente en edificacion. Si una viga de un edificio
tiene mucha flecha, es decir, se deforma mucho, obliga a que las paredes que
se apoyan en la misma se deformen. Como, en ocasiones, ello no es posible al
ser mas rigida la pared que la viga, aparecen roturas (desde fisuras hasta
rajas) en las paredes. Una limitacion caracteristica de la flecha es de 1/250 de

la luz para cada viga.

4.6. Coeficientes de seguridad

En Espafa el calculo de estructuras estd completamente reglado por normas
especificas el Ministerio de Fomento, tales como las Normas Basicas de
Edificaciéon (MBE-CPI-96), Cédigo Técnico de edificacion (CTE 2006) o las

normas de acciones y calculo de puentes.
En Espafa se calcula siempre utilizando coeficientes de seguridad. Estos
coeficientes aseguran la viabilidad de las estructuras mediante dos

mecanismos:

- Coeficientes de mayoracion de las acciones de calculo
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- Coeficientes de minoracion de la resistencia de los materiales.

Los primeros suponen incrementar las cargas maximas esperadas. Su valor
puede variar en funcion del tipo de carga (mayor para una sobrecarga que para
una carga permanente) e incluso puede suponer un valor de decremento para
cargas cuya accion favoreciese el calculo estructural. El valor mas estandar es

de 1,6, es decir, las cargas se mayoran un 60%.

Los segundos disminuyen las resistencias esperadas para los materiales.
Varian con cada material y con las condiciones de control de la ejecucion.
Adoptan valores pequefios (1,15) en perfiles de acero y mayores para el
hormigdn (1,5). Esto indica que la resistencia esperada de un material la divido

entre el coeficiente adoptado.

La accion simultanea de ambos coeficientes suponen un margen de seguridad
sobre la peor de las situaciones previsibles de 1,5x1,6 (en hormigon), es decir
2,4. Este coeficiente conjunto es alto y, por ello, a pesar de que puedan existir
problemas en los materiales o varien las cargas, se caen pocas estructuras.
Existen paises con mucho menor coeficiente en los que se construye bastante

mas barato y se reconstruye después de cada accidente.
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5. Planos de disefio de estructuras
Se incluyen a continuacién un conjunto de planos de distintos tipos de

estructura en los que se aprecia la distribucién de armaduras, tanto activas

como pasivas, los coeficientes de seguridad, materiales utilizados, etc.
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