Fundamentos y Teorias Fisicas ETS Arquitectura

1. MECANICA GENERAL
1.3. CINEMATICA DEL SOLIDO RIiGIDO

Se define sélido rigido como un sistema de puntos materiales cuyas distancias son invariables.
Cuando un cuerpo rigido esta en movimiento respecto a un sistema de referencia, puntos cualesquiera P,
Q,, R ....del cuerpo describen sus correspondientes trayectorias con sus correspondientes velocidades y
aceleraciones. Sin embargo, las distancias mutuas PQ, QR, PR... han de permanecer invariables
(condicion de rigidez).

Comenzaremos estudiando los movimientos méas elementales del sélido rigido como la
traslacion y la rotacién alrededor de un eje fijo, y posteriormente el movimiento méas general del sélido
ya que todo movimiento de un sélido por complejo que sea, se reduce a estos dos movimientos mas
simples.

1.3.1. Traslacién

Un solido rigido experimenta un movimiento de traslacion cuando cualquier recta PQ que une
dos puntos cualesquier del cuerpo mantiene su direccion durante el movimiento.

Sean 1p y Iy los vectores de posicion de los puntos Py Q tal y como se indica en la figura,

entre ambos vectores se puede escribir la siguiente relacién:

fo =Tp +PQ=PQ =T, -
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Durante la traslacion el médulo del vector PQ permanece constante debido a la condicion de

rigidez del solido y su direccién también permanece constante por las caracteristicas del movimiento de
traslacion que el solido esta efectuando. Debido a estas propiedades al derivar respecto al tiempo la
expresion anterior que relaciona los vectores de posicion de los puntos P y Q obtenemos:

dfo _dpQ  drp _ G _dfp _ o
dt dt dt dt dt

Y derivando de nuevo:
da da
—Q _T% do =4p
dt dt
En resumen, durante la traslacién todos los puntos del cuerpo rigido recorren trayectorias
idénticas con la misma velocidad y la misma aceleracion.

Las trayectorias descritas por los puntos de un sélido rigido durante su traslacion, en general
seran curvilineas ya que en cada instante la velocidad suele cambiar su direccion y mddulo. En el caso
particular de que los vectores velocidad sean invariables en el tiempo, el movimiento del sélido sera una
traslacion uniforme y la trayectoria de cada uno de sus puntos sera una trayectoria rectilinea.

1.3.2. Rotacién alrededor de un eje fijo

Consideremos un solido rigido y pensemos en el tipo de movimiento que describiria dicho sélido
si los puntos situados sobre un eje estuviesen obligados a permanecer fijos. Durante el movimiento el
solido rigido Gnicamente puede girar alrededor de dicho eje que se denomina eje de rotacion. Cada punto
P del cuerpo rigido no perteneciente al eje describira una circunferencia situada en un plano normal al eje,
esto es, un movimiento circular.
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Nota: aunque en la figura el vector de posicion del punto P se denota solo por f en el desarrollo que se
hace a continuacion se expresa como r, para indicar claramente que es el vector de posicion en ese

instante correspondiente al punto P del sélido rigido.

Los parametros que describen el movimiento del un punto cualquier P del sélido en un
movimiento de rotacion son su velocidad y aceleracidn lineal y su velocidad y aceleracion angular. Segln
la figura estos parametros vendran definidos por las siguientes expresiones:

- Velocidad lineal: se calcula en cada instante como la derivada temporal del vector de

. P o [ . .
posicion de cada punto P del sélido rigido, vV, = d_tpy viene representada por un vector fijo

o ligado tangente en P a la trayectoria.

- Velocidad angular: segun las propiedades del movimiento circular, el médulo de la

. . d . .
velocidad angular se escribe comoCo:d—fy es la misma para todos los puntos del solido

rigido por esta razon no ponemos el subindice para indicar el punto al que le asociamos esta
magnitud como si hacemos con la velocidad lineal. En realidad la velocidad angular es un
vector perpendicular al plano de la trayectoria descrita por cada punto del sélido rigido, esto

I . - , de . .
es w esta sobre el eje de rotacion, su modulo es o y su sentido el del avance de un tornillo

que girase en el mismo sentido en el que lo hace el sélido rigido. Dado que @ es el mismo
para todos los puntos del solido rigido, esto es mantiene sus propiedades
independientemente del punto del eje de rotacion (que seria su recta de accién o recta
soporte) sobre el que lo apliquemos este vector es un vector deslizante.

Por el movimiento circular sabemos que los madulos de las velocidades lineal y angular en un
punto estan relacionados mediante la expresion:

y segun la figura Rp =rp -seng por lo que podemos escribir v, =@-Rp = @-Ip -seng expresion que
recuerda la del producto vectorial. Sin mas que observar de nuevo la figura, se deduce que el médulo, la
direccion y sentido de la velocidad lineal en el un punto P del sélido puede escribirse como el siguiente
producto vectorial:

Vp =@xTIp

- Aceleracion angular: es también un vector deslizante (de igual moédulo, direccion y sentido
en cada instante para todos los puntos del sélido) de igual direccion y sentido que @ y que

. .- do
se calcula mediante la expresion a = T
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- Aceleracién lineal: es un vector fijo cuya expresion se deduce de la derivada temporal de la
velocidad lineal. Teniendo en cuenta la relacion que liga la velocidad lineal y angular para
cada punto del sélido, la aceleracion lineal puede escribirse de la siguiente manera:

. dvp d(exr do . . drp _ _ . _ _
ap :d_tpz%:d—ioxrp+a)x—P:ax p tOXVp =ax P+a)><(a)><l‘p)

El primer término de dicha expresién resulta ser un vector tangente a la trayectoria en el punto P
y representa la componente tangencial de la aceleracién o aceleracion tangencial:

dp =axrp
” t
cuyo moduloes ap =a-rp -seng =Rp-a.

El segundo término representa un vector dirigido hacia el centro de la circunferencia que
describe el punto P y es la componente normal de la aceleracion o aceleracion normal:

dp = dx(dxTp)
cuyo médulo es ap = w? -r-senp =Rp -0°.

1.3.3. Movimiento general de un solido rigido

Cuando se estudia el movimiento de rotacién del solido rigido hemos establecido la relacion
Vp = @xTp entre los vectores velocidad lineal y velocidad angular de un punto P cualquiera del sélido.

Si se observa la figura utilizada para describir la rotacion del sélido se deduce que se puede escribir la
siguiente igualdad:

Vo, =@xT, =@xO0P =POx@=(PO+0'0)x & =POxd=cdx0'P

de donde se deduce que V; es independiente del punto de aplicacion de @ sobre el eje de rotacion, l6gico
si se trata de un vector deslizante. En el estudio de los vectores deslizantes vimos que el momento
M p (&) respecto a un punto P cualquiera era independiente del punto de aplicacion del vector deslizante

a. En este sentido, cuando el vector deslizante se trata de la velocidad angular, el vector ligado Vv, es

equivalente al vector ligado Mp(é). Parece entonces establecer un paralelismo entre el campo de

momentos de un vector deslizante & cualquiera y el campo de velocidades del vector deslizante @ .

En el caso mas general un solido rigido puede realizar cualquier movimiento con la Unica
limitacion de que la distancia entre dos puntos P y Q cualesquiera se mantenga constante durante el
mismo. Como consecuencia del cumplimiento de la condicion de rigidez se deduce una propiedad
fundamental que nos va a permitir establecer de forma definitiva el paralelismo entre el campo de
velocidades del solido rigido y el campo de momentos de un sistema de vectores deslizantes previamente
estudiado.
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Matematicamente, la condicion de rigidez entre dos puntos P y Q del sélido rigido se puede
escribir de la siguiente manera:

- -2
arq _ _dpa
dt dt

Desarrollando esta derivada:

—12
d|P 5 P
P _arpo-ro) _ 296, d(F’Q) Zpd(dl’Q_drP
dt dt dt dt

]zzpé-(vQ —Vp)=2(PG Vg —PG-¥p )=0
PQ o _PQ .

= PQ Vg =PQ Vp = —= ‘PQ‘ ‘PQ‘

obtenemos una expresion que nos indica que la proyeccion de las velocidades de dos puntos P y Q sobre
la recta que definen dichos puntos son iguales. Esto ocurrira en cada momento para todas y cada una de
las parejas de puntos, por lo que es posible concluir que en el campo de velocidades del solido se cumple
que la proyeccién de las velocidades de dos puntos cualesquiera sobre la recta que les une es una
constante. Esta misma propiedad era verificada por el campo de momentos (la proyeccion del momento
resultante sobre un eje es independiente del punto del eje que se elija para calcular el momento
Ugse -Mp =igye -Mp.) de manera que es posible establecer una analogia entre el campo de velocidades

de un sélido rigido y el campo de momentos de un sistema de vectores deslizantes: cuando el vector
deslizante es una velocidad angular el vector momento resultante es ahora lo que Ilamamos velocidad en

un punto de un sélido rigido, M p =Vp Yy ambos son vectores ligados al punto P.

Nos queda ahora identificar cual es la resultante de nuestro sistema de vectores deslizantes.

Cuando se estudiaron de manera general los sistemas de vectores deslizantes la resultante R era un
vector libre cuyas componentes se obtenian como la suma de los vectores deslizantes del sistema. En el
caos del sélido rigido, en un instante dado una rotacién del sélido puede venir descrita por varios vectores
velocidad angular @; alrededor de distintos ejes, el conjunto de todas las posibles velocidades angulares

n
@; constituye el sistema de vectores deslizantes y por tanto R= Y @; y en este caso la resultante se
i=1

denota por R =@ . Si el movimiento del sélido rigido viene descrito por un solo vector velocidad angular

el sistema de vectores deslizantes esta constituido por un Ginico vector y directamente tenemos que R = & .
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Establecido este paralelismo, la ecuacion que relaciona las velocidades en dos puntos
cualesquiera de un solido rigido serd analoga a la ecuacion que nos permitia conocido el momento
resultante en un punto establecer su valor en cualquier punto del espacio:

MQ =M; +Q|5x§:>\7Q =Vp +QPx @ =Vp —@x QP =Vp + @x PQ

Esto nos permite, por tanto, describir de una manera sencilla el movimiento mas general de un
solido rigido. Basta tomar un punto, por ejemplo P, del mismo cuya velocidad Vj sea conocida en dicho
instante y referir a él todas las velocidades del sdlido, obteniendo entonces la velocidad de un punto
cualquiera Q mediante la expresion:

Vo =Vp +@xPQ

De dicha relacion matemaética se deduce que la velocidad de un punto cualquiera Q del cuerpo
rigido es la suma de la velocidad de traslacion de un punto cualquiera P y de una velocidad de rotacion
alrededor de un eje que pasa por P. Al tomar otro punto de referencia cualquiera la velocidad v sera

distinta, pero @ sera independiente del punto considerado lo que puede inferirse de su calidad de vector
libre como resultante de un sistema de vectores deslizantes.

En consecuencia, el movimiento general de un solido puede considerarse como la composicion
de un movimiento de traslacion, que depende del punto elegido como referencia y uno de rotacion en
torno a dicho punto, con igual velocidad angular para cualquier punto del sélido escogido.

Al derivar temporalmente la expresion de la velocidad, obtenemos también para ese instante la
expresion de la aceleracion para cualquier punto del sélido rigido:

|V D, ~ R A
\7Q=\7P+a)><PQ3aQ:—t+—><PQ+a)>< :ap+a><PQ+a)><(a)><PQ)

El paralelismo establecido entre el campo de velocidades de un sélido rigido y el campo de

momentos nos permite seguir deduciendo propiedades importantes del campo de velocidades de un sélido
rigido que nos va a facilitar enormemente su célculo:

1) la cantidad resultante del producto escalar Vi, e@ va a ser un invariante equivalente al

llamado automomento M R o invariante escalar del campo de momentos

2) existira un eje ¢ equivalente al eje central del campo de momentos tal que los puntos
contenidos en este eje se caracterizardn por moverse con la velocidad minima. Esta
velocidad minima al igual que el vector resultante @ seran vectores paralelos a dicho eje
£ que en este caso se le denomina eje instantaneo de rotacion y deslizamiento

Si para obtener la velocidad de cualquier punto de un sélido rigido en un instante dado
conocemos la velocidad de un punto O perteneciente al eje & (instantaneo de rotacién y deslizamiento),
la velocidad de un punto Q cualquiera del sélido sera la suma de una traslacion paralela al eje ¢ y de
modulo igual a la velocidad minima y de una rotacion alrededor del mismo:
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Vg =Vp +®x0Q

A este movimiento de rotacion y traslacion se le denomina movimiento helicoidal. Conviene
recordar que estas expresiones nos permiten obtener el campo de velocidades del sélido en un instante
dado, en este sentido en cada instante cambia también la posicion y orientacién del eje & .

1.3.4. Movimiento plano

Un sdlido rigido realiza un movimiento plano cuando las trayectorias de sus puntos y sus
velocidades son en todo instante paralelas a un plano fijo 7z tal y como se indica en la figura. En este
caso particular, la posicidn del sélido y el movimiento que describe en cada instante estard determinado
estudiando simplemente una seccién del sélido por un plano paralelo al plano 7 considerado (ver figura)
Por tanto, se puede concluir que el estudio del movimiento plano de un cuerpo rigido se reduce a
analizar el movimiento de una figura plana en su plano.

Supongamos la seccion plana escogida como representativa del sélido y situada en el plano
coordenado XY. La relacion entre las velocidades de dos puntos P y Q del sélido rigido contenidos en
dicha seccion plana vendra dada por la expresion ya deducida anteriormente:
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Por las caracteristicas del movimiento, los vectores Vg, Vp Yy PQ estan contenidos en el mismo

plano XY y por tanto el vector velocidad angular @ sera perpendicular a dicho plano ya que el producto

&= PQ debe ser un vector contenido en el plano XY. Al ser v, y @ vectores perpendiculares cualquiera

que sea el punto Q del solido, el invariante V, e @ es nulo.

Si el invariante \7Q e @ es nulo, se deducen dos cosas:

1) la velocidad minima en el campo de velocidades de un solido con movimiento plano serd
cero

2) el eje instantaneo de rotacion y deslizamiento, que debe ser paralelo al vector @, sera
perpendicular al plano del movimiento e intersectard con él en un punto P cuya velocidad es
la velocidad minima, esto es cero. También en este caso el eje instantaneo de rotacion y
deslizamiento serd simplemente eje instantaneo de rotacion.

Por todo lo visto, el caso del movimiento plano de un sélido rigido se puede reducir a un
movimiento instantaneo de rotacion sin deslizamiento alrededor de un eje perpendicular al plano del
movimiento. Si elegimos como punto P para escribir todas las velocidades del sélido la interseccion del
eje instantaneo de rotacidn con el plano XY la expresion de la velocidad de un punto Q cualquiera del
solido se reduce a:

A este punto de velocidad nula se le denomina centro instantaneo de rotacion y en general se
suele representar por CIR:

Vo = @xCIRQ

La posicion del CIR en un instante dado se puede determinar graficamente conocido el vector
@y los vectores velocidad V de dos puntos cualesquiera A y B del solido. Teniendo en cuenta que el

vector CIRQ es perpendicular al vector v en ambos puntos, el centro instantaneo de rotacién estara
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situado en la interseccién de las perpendiculares a las velocidades trazadas en los puntos A y B tal y como
se indica en la figura.

_,/" :\
.,-f’/ \_\\- ’
i vA \‘ \_/
\ i plano del B

| movimiento -

En el caso de que se elija como punto P el centro instantaneo de rotacion la expresién de la
aceleracion lineal resulta ser:

da - _ dCIRQ

dq =EXC|RQ+C¢)X =+dxCIRQ +&x (@xCIRQ) = @x 1Q - »?’CIRQ = &, +4,




